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O Problema da Mochila Quadratica 0-1 é um problema desafiador e que tem
atraido consideravel atencao na literatura nas tltimas trés décadas.

Nesta tese, apresentamos um algoritmo Relaz-and-Cut para geracao de limites
inferiores e superiores para o problema. Estes limites sdo comparados, sobre um
mesmo conjunto de instancias teste, com outros limites disponiveis na literatura.

Adicionalmente, propomos um algoritmo Branch-and-Cut, que se baseia numa
linearizacao da formulacao classica do problema, fortalecida com a utilizacao de
algumas familias de desigualdades validas. A primeira familia estda associada com
a quadratizacao da desigualdade da mochila que define o problema. As demais
definem facetas do Politopo Booleano Quadratico e do Politopo da Mochila 0-1.
Desigualdades dos dois tltimos tipos sao separadas dinamicamente, a medida que se
fazem necesséarias. Por sua vez, desigualdades da primeira familia sao incorporadas a
reformulagao desde o inicio. Experimentos computacionais mostram que o algoritmo
é uma opcao atraente para a resolucao exata do problema.

Propomos ainda dois algoritmos adicionais Branch-and-Bound, onde nosso algo-
ritmo Relaz-and-Cut é primeiramente aplicado no né raiz da arvore de enumeragao
junto com alguns testes de fixagao de variaveis. Para um dos algoritmos, em cada né
da arvore de enumeracao, desigualdades violadas sao anexadas a formulacao como
planos de cortes, transformando assim esse em um algoritmo Branch-and-Cut ba-
seado em Programacao Linear. Para o outro, os limites para cada n6 da arvore de

enumeragao sao obtidos diretamente através do nosso algoritmo Relax-and-Cut.
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The Quadratic 0-1 Knapsack Problem is a very challenging problem that has
attracted considerable attention in the literature over the past three decades.

In this thesis, we present a Relax-and-Cut algorithm for generating lower and
upper bounds for the problem. These bounds are compared, over a same set of test
instances, with bounds available in literature.

Additionally, we also propose a Branch-and-Cut algorithm which is based on
linearizing a classic formulation of the problem, strengthened with the use of some
families of valid inequalities. The first family is associated with the quadratization
of the knapsack inequality that defines the problem. Additional families used define
facets of the Quadratic Boolean Polytope and the 0-1 Knapsack Polytope. Inequal-
ities in the latter two families are dynamically separated, as they become necessary.
In turn, inequalities from the former family are incorporated into the formulation
from the start. Computational experiments show that the algorithm is an attractive
option for exactly solving the problem.

Furthermore, we also propose two additional Branch-and-Bound algorithms
where our Relax-and-Cut algorithm is firstly applied at the root node of the enu-
meration tree, together with some variable fixing tests. For one of the algorithms,
at every enumeration tree node, violated inequalities are appended to the formula-
tion as cutting planes, thus turning it a Linear Programming based Branch-and-Cut
algorithm. For the other one, bounds for every enumeration tree node are directly

obtained through our Relax-and-Cut algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

Suponha que estao disponiveis um conjunto de n objetos N = {1,...,n}, com
pesos W = {w; € N : i € N}, e uma mochila com capacidade ¢ € N, sendo

maxw; < ¢ < E w;. Colocar na mochila um objeto ¢ € N traz um beneficio
ieN
iEN

pi € N e deseja-se escolher um subconjunto de objetos N’ C N que, carregados na
mesma, leve a um beneficio total maximo. Denomina-se Problema da Mochila 0-1
(KP) [1H3] a escolha de um tal N'.

Se beneficios cruzados p;j, i < j, ¢,j € N, sao também obtidos quando i, j € N’,
a escolha de N’ passa a se chamar Problema de Mochila Quadratica 0-1 (QKP) [4-
11].

Introduzindo um conjunto de varidveis x = {z; € {0,1} : i € N}, tomando ¢; =

pi € notando que x; = x;x;, QKP pode ser formulado como,

n—1 n
maxz qiTi + Z Z Dij TiT (1.1)

iEN i=1 j=it1
s.a. Zwixi <c (1.2)

iEN

z; €{0,1}, i€ N. (1.3)

Sob esse mesmo conjunto de variaveis, obtem-se a seguinte formulagao para KP,

max Z ¢ (1.4)

ieN

s.a. Zwixi <c (1.5)
iEN
z; € {0,1}, i € N. (1.6)

Ou seja, QKP e KP sao formulados para um mesmo espaco de solugoes, diferindo

apenas nas funcoes objetivo associadas a cada um deles, quadratica para o primeiro



e linear para o segundo.

QKP também pode ser interpretado em termos de Teoria dos Grafos. Nesse
sentido, seja G = (V, E) um grafo completo nao direcionado com um conjunto V'
de n vértices, onde cada um deles corresponde a um item de V', e um conjunto E
de arestas. Adicionalmente, assuma que o conjunto de pesos {w; : i € V} estao
associados com os vértices de G enquanto o conjunto de beneficios {p; : i € V}
e {p.: e=(i,j), i,j € N, e € E'} sao respectivamente asssociados aos vértices e
arestas de G. O QKP entao corresponde a encontrar um subconjunto de G com a
soma maxima dos beneficios, tal que a soma dos pesos dos vértices nao ultrapasse
a capacidade c.

Apesar de sua facil descricao e formulacao QKP é um problema desafiador, tendo
sido amplamente estudado na literatura. Ele é um problema NP-dificil pois admite
KP, que pertence aquela classe de problemas, como um caso particular.

QKP possui uma grande quantidade de aplicagoes, podendo ser citadas, dentre

outras:

e Witzgall descreve em [12] um problema de telecomunicac¢ao onde um conjunto
de estacoes de satélites tem de ser selecionado, tal que o trafico entre as estacoes
¢ maximizado e uma restricao de orcamento tem de ser respeitada. Ou seja,

um problema similar a QKP;

e Johnson, Mehrotra, Nemhauser em [I3] citam um problema de design de com-

piladores que pode ser formulado como um QKP;

e O problema de encontrar cliques maximais de um grafo [5, [7, 14] pode ser
formulado como um QKP [5, [7]. Para tanto, assuma que um grafo esparso
nao direcionado G = (V, E) é dado. Denomina-se uma clique a um subgrafo
completo de G e o problema em questao é o de encontrar a maior clique contida

naquele grafo.

Ao longo das ultimas trés décadas diversos limites superiores tem sido propostos
para o QKP, sendo que esses limites sao baseados em Técnicas de Linearizagao,
Planos Superiores, Relaxacao Lagrangeana, Planos de Cortes, Decomposicao La-

grangeana, Programacao Semidefinida ou Reformulagoes. Por exemplo:

e Planos Superiores por Gallo, Hammer e Simeone em [4];

e Relaxagao Lagrangeana por Chaillou, Hansen, Mahieu em [15] e por Palmeira
em [7];

e Linearizagao e Método Planos de Corte por Johnson, Mehrotra, Nemhauser

em [13] e por Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye [16];
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e Relaxagao Lagrageana e Reformulagao por Caprara, Pisinger e Toth em [5];

e Decomposi¢ao Lagrangeana por Michelon and Veuilleux em [9] e por Billion-

net, Faye, Soutif em [10];
e Programagao Semidefinida por Helmberg, Rendl e Weismantel em [I7] 18].

Para maiores detalhes sobre o QKP sugerimos as fontes [1H3].

Esta tese esta organizada em 5 capitulos. O Capitulo [2 faz uma breve descrigao
sobre Relaxacao Lagrangena, Método Subgradiente e Branch-and-Bound, o Capitulo
descreve desigualdades validas para o KP e QKP, formulagoes e algoritmos para o
QKP. Adicionalmente o Capitulo [4] descreve nossas propostas de algoritmos para
o QKP. Por sua vez o Capitulo [b| mostra os resultados computacionais obtidos
pelos nossos experimentos computacionais. Finalmente o Capitulo [0 traz nossas

conclusoes, contribuicoes e proposta de trabalhos futuros.



Capitulo 2
Programacao Inteira

Suponha um Problema de Programacao Inteira (PI), max{p’x : Ax < b, Dz <
e, € {0,1}, i € N}, considerado muito dificil de se resolver, onde um subconjunto
de restrigoes Axr < b sao consideradas complicadas. Uma técnica para se facilitar a
resolucao do mesmo ¢ utilizar Relaxacao Lagrangeana, onde restricoes complicadas
sao adicionadas a funcao objetivo junto com os multiplicadores de Lagrange, tor-
nando assim o problema fécil de se resolver. Um método muito utilizado para se
resolver um problema por Relaxacao Lagrangeana é o Método do Subgrandiente.

Um algoritmo Branch-and-Bound [3] é um algoritmo de enumeracao implicita
que pode enumerar todas solugoes viaveis e selecionar uma com melhor valor 6timo.

Um algoritmo Relaz-and-Cut pode ser visto como um anélogo a um Lagrangeano
para Programacao Linear baseada em algoritmos de planos de corte.

Um algoritmo Branch-and-Cut é um algoritmo do tipo Branch-and-Bound no
qual planos de corte sao gerados para os diferentes problemas definidos nos nés da
arvore de enumeracao.

Neste capitulo definimos Relaxagao Lagrangeana [19], Método Subgradiente
[19, 20], algoritmos Relaz-and-Cut, algoritmos Branch-and-Bound [3] e algoritmos
Branch-and-Cut [21].



2.1 Relaxacao Lagrangeana e Método Subgradi-

ente

Considere o Problema de Programagao Inteira (PI):

z, = max p’ & (
s.a Ar < b (
Dx<e (

v e{0,1}, ieN. (

onde p e R", A R™" beR™ DeRP"eecRP.

Suponha que as restricoes sejam consideradas faceis, ou seja, o problema
, e é um problema féacil de se resolver. Ja as restri¢oes sao
consideradas dificeis ou complicadas, neste caso quando incluimos estas no PI, o
problema torna-se dificil de se resolver.

Associemos a restricao o vetor A = {1, Ag, ..., A}, tal que \; >0, Vi€
{1,...,m}, o qual definimos como vetor dos multiplicadores de Lagrange. For-

mulamos entao o seguinte problema, o qual denominamos Problema Lagrangeano

Relaxado (PI())):

L(A\) = max {p"z+ \" (b— Az)} (2.5)
saDzr<e

z€{0,1}, i€ N,

Suponha que as restrigoes (2.2)), (2.3) e (2.4) formam um conjunto nao-vazio.

Temos entao a seguinte proposicao:
Proposicao 2.1.1. L(\) > z,.

Demonstracao. Suponha que z* seja solucao 6tima para PI com valor 6timo z, =
plz*. Considerando A > 0 e b — Az* > 0 temos A\T(b — Az*) > 0, segue entao
que pTz* + MT(b— Az*) > pTz* = z,. E como L(\) > pTz* + A\T(b — Az*) entao
L(N) > z,. O

De acordo com a proposicao ([2.1.1) temos que PI()\) fornece um limite superior
para PI. A idéia é encontrar multiplicadores de Lagrange que fornecam um me-

lhor limite superior possivel. Podemos encontrar estes multiplicadores resolvendo o



seguinte problema, o qual denominamos Problema Dual Lagrangeano do PI (LDP).

zg =min L(\) (2.6)
sa A>0. (2.7)

Se A* é uma solucdo 6tima de LDP, temos que z4 = L(\*).

Definido o LDP precisamos de um método para resolver o mesmo, ou seja, um
método para determinar os valores étimos dos multiplicares de Lagrange. Neste
trabalho utilizamos o Método Subgradiente (SM) o qual foi sugerido por Held, Wolfe
e Crowed em [20].

O SM [19, 20] ¢ um método iterativo que busca a cada itera¢ao caminhar em uma
boa direcao de acordo com a fungao objetivo considerada. A direcao a ser tomada a
cada passo tem um papel crucial no desempenho do algoritmo, sendo determinada

com auxilio do vetor de subgradientes calculado a cada passo.

Definicao 2.1.1. Um vetor o € um subgradiente de uma func¢ao convezra f : R™ — R
no ponto T se f(x) > f(Z)+ ol (x —T) para todo x € R™. Se f for diferencidvel em

T o subgradiente de f serd igual ao gradiente de f em .

Definigao 2.1.2. O subdiferencial de f em T, Of(T), € o conjunto de todos os

subgradientes de f em .

O SM [19, 20] tem sido amplamente utilizado, isto se deve basicamente a facili-
dade com que o mesmo ¢é implementado e a boa qualidade dos resultados fornecidos
pelo mesmo.

Iterativamente o SM [19, 20] tenta resolver o Problema Dual Lagrageano. Dado
um vetor inicial vidvel de multiplicadores de lagrange, \°, a cada iteracao k, novos
valores para o vetor de multiplicadores sao gerados, determinando-se um novo vetor
M. e produzindo um novo Problema Lagrangeano Relaxado. Esse novo Problema
Langrangeano Relaxado é resolvido gerando um novo limite dual para o problema
original PI.

Considere a funcao £ definida em PI()) e suponha que T seja uma solugao vidvel,
tal que L(\°) = pTT + (AT (b — AZ).

Proposigao 2.1.2. Seja L : R™ — R uma funcao dual. O vetor b— AT é um vetor

de subgradientes para L em T.
Demonstracao. Usando o fato que A > 0.
LY+ A =X —Az) = p"72+ A\ (b— AT) + (A = X\ (b — A7)

=p'7 + \T(b— AZ)
< L(A)



Logo b — AZ ¢ um vetor de subgradientes de £ em \°. O

Considere a k-ésima iteracdao onde Z* é a solucao 6tima do Problema Lagrangeano
Relaxado com valor ub. Seja 6F, i = 1,...,m os subgradientes associado as m
restricoes relaxadas na solucao z* onde:

(2

A atualizacao dos multiplicadores de Lagrange é feita de acordo com os multi-
plicadores da iteracao anterior, os valores dos subgradientes na iteragao corrente e

o tamanho do passo #* definido por:

pu(ub — Ib)
> (0F)2

onde p é um escalar definido no intervalo (0,2] e [b é um limite inferior para o

ok = (2.9)

problema original PI.
Assim a atualizagao dos multiplicadores de Lagrange na iteracao k+ 1 é realizada

da seguinte forma:
A = max {0; M —0FFY i=1,... m (2.10)

Abaixo o pseudocddigo do SM [19] 20]:

Algoritmo 1: Método do Subgradiente (k-ésima iteragao)

1: Resolva PI(\¥) e obtenha uma solugdo Z* cujo valor é ub;
2: for i =1 tom do
3: 55 < bz — aﬁk ;
4: end for
b—1b)
0% + —“(ﬁi —,
2 (07)?

for i =1tomdo

AL o max {0; \F — gkok}
end for
k+—k+1

o

onde p € (0,2] e [b é um limite inferior para (PI);

2.2  Branch-and-Bound

Um algoritmo Branch-and-Bound [3] é um algoritmo de enumeracao implicita
que evita, através do uso de limitantes inferiores e superiores, uma enumeragao

explicita de todas as solucoes viaveis do problema.



O principal conceito do algoritmo Branch-and-Bound [3] é baseado em uma inte-
ligente enumeracao completa do espaco solucao ja que em muitos casos somente um
pequeno subconjunto de solugoes viaveis sao enumeradas explicitamente. Ele por-
tanto garante que parte do espaco solucao que nao foi enumerado explicitamente nao
contém a solucao 6tima. Dizemos assim que estas solugoes viaveis foram enumeradas
implicitamente.

O algoritmo Branch-and-Bound [3] é baseado em dois fundamentais principios:

branching e bounding. Suponha que queiramos resolver o seguinte problema.

z = max f(z) (2.11)
sa Az <b (2.12)
z; €{0,1}, i € N. (2.13)

onde S ={z : Az <b, ;€ {0,1}, i € N}.

Na parte do branching um dado subconjunto de solugoes S’ C S é dividido em
um numero de subconjuntos menores Sy,.5s,...,.S;. Estes subconjuntos podem se
sobrepor, mas a uniao deles devem gerar o S’, assim S;US;U. . .US; = S’. O processo
é em principio repetido até que cada conjunto contenha somente uma solucao viavel.
A escolha da melhor de todas solugdes apresentadas para a fungao objetivo, f(x),
em questao garante que a solucao 6tima para o problema proposto foi encontrada.

Na parte do bounding sdo encontrados limites superiores e limites inferiores, ubgs
e [bg respectivamente, para um dado subconjunto de S’ do espago solu¢ao. Um
limite inferior tal que lbg, < ub*, onde ub* é solugao 6tima do problema em questao,
é escolhido como a melhor solucao viavel encontrada na arvore de enumeracao até
entao. Se nenhuma solugao foi considerada ainda, podemos escolher lbg, como o
valor obtido através de uma heuristica. Um limite superior para um dado espago

soluc¢ao S” C S é um numero real satisfazendo,

O limite superior é utilizado para podar, eliminar, partes do espaco de busca.
Suponha que ubg: < lbg, para um dado S’. Entdo por (2.14)) temos que

f(z) <ubg <lbg, VoS (2.15)

o que significa que uma solugdo melhor que lbg, nao pode ser encontrada em S’ e

assim nao necessitamos inventigar S’ mais ainda.



2.3 Relax-and-Cut

Um algoritmo Relax-and-Cut pode ser visto como um andlogo a um Lagrange-
ano para Programacao Linear baseada em algoritmos de planos de corte. Assim,
desigualdades violadas, possivelmente pertecentes a familias de desigualdades com
tamanho exponencial, sao dinamicamente identificadas e dualizadas dentro de um
framework Lagrangeano. Esta acao é tomada na tentativa de fortalecer limites La-
grangeanos.

Seguindo [22], algoritmos Relaz-and-Cut foram propostos em duas variantes: De-
layed Relax-and-Cut [23] e Non Delayed Relaz-and-Cut [22) 24, 25]. Estes foram
propostos independentemente ao mesmo tempo. No entanto o termo Relaz-and-Cut
foi atribuido a [23]. A diferenga entre essas duas variantes se dar essencialmente
ao tempo em que a identificacao e dualizacao das desigualdades violadas ocorre.
Delayed Relax-and-Cut, por exemplo, espera até que o Problema Dual Lagrangeano
(LDP) seja resolvido, afim de fazer isto. Desigualdades que violam a solugao do
LDP sao entao, identificadas e dualizadas, dando origem a um novo LDP reforcado.
O procedimento em seguida se repete. Non Delayed Relaz-and-Cut por outro lado
nao espera até que o LDP seja resolvido para identificar e dualizar desigualdades
violadas. Assim, as desigualdades violadas sao identificadas e dualizadas para cada
solucao do subproblema Lagrangeano. Os experimentos computacionais realizados
em [22] mostraram que a perfomace do Non Delayed Relax-and-Cut tem desempenho
melhor que o Delayed Relaz-and-Cut. Neste trabalho, um algoritmo Non Delayed
Relax-and-Cut é proposto para o QKP.

2.4  Branch-and-Cut

Um algoritmo Branch-and-Cut [21] é um algoritmo do tipo Branch-and-Bound
[3] no qual planos de corte sao gerados para os diferentes problemas definidos nos
nos da arvore de enumeracao. Isso é feito com o intuito de fortalecer os limitantes
duais associados aos mesmos e eventualmente reduzir o nimero de nés a enumerar
na arvore.

Na prética existe um trade-off a ser respeitado ao se implementar um algoritmo
Branch-and-Cut. Se muitos planos de cortes sao adicionados em cada né da arvore
de enumeracao, as reotimizagoes podem se tornar muito caras. Demandas adicionais
relativas ao uso de memoria RAM devem também ser consideradas, ja que temos
que armazenar todas as informagoes relativas aos problemas definidos em cada né
da arvore de enumeragao. Dependendo do ntimero de cortes gerados, essa demanda
pode se tornar significativa.

Um cut pool é utilizada para armazenar informacoes referente aos cortes. Por



exemplo, limites duais e bases Simplex a eles associados devem ser guardadas. Da
mesma forma, é também necessario indicar quais planos de corte sao necessarias para
reconstruir a formulagao relativa a um dado né da érvore de procura (os ponteiros

para estas restri¢goes devem também ser armazenados no cut pool).
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Capitulo 3

Desigualdades Validas,
Reformulacoes e Algoritmos de

Solucoes

Nas tultimas trés décadas diversas reformulacoes, desigualdades validas e algorit-
mos de solugao foram propostas para o QKP. A seguir fazemos uma sintese dos mes-
mos. Para tanto, utilizamos as formulagoes descritas para KP e QKP no Capitulo
[1} assim como as suas respectivas relaxagoes continuas. Estas sdo obtidas ao subs-
tituirmos as restrigdes de integralidade z; € {0, 1}, para todo i € N, por z; € [0, 1],
para todo 7 € N.

3.1 Desigualdades de Quadratizacao da Desigual-
dade da Mochila

Considere a restricao da mochila,

Zwixi <ec. (3.1)

1EN

Multiplicando a mesma por x;, para cada j € N, obtemos as seguintes desigual-

dades quadratizadas:

Z wirixy < (¢ —wjz;)xj, j € N. (3.2)
ieN\{j}

Tais desigualdades foram propostas por Adams e Sherali em [26]. Para o caso
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onde a matriz de beneficios é triangular superior temos a desigualdade,

Z W+ Z wir;r; < (¢ —wjz;)xj, j € N. (3.3)

i<j, iEN i>j, iEN

3.2 Desigualdades do Politopo Booleano

Quadratico

Para efeito de linearizacao dos termos quadraticos da funcao objetivo do QKP,
considere o uso de varidveis y = {y;; € {0,1} : 4 < j, 4,5 € N}. Dessa forma, z;z;
deve ser entao substituido por y;;, para todo @ < j, 4,5 € N. Adicionalmente, desi-
gualdades vélidas propostas por Padberg [27] para o Politopo Booleano Quadratico
(BQP), podem ser utilizadas para ajudar a aproximar o valor de y;; daquele corres-
pondente a x;x;.

Nesse sentido, as desigualdades,

yz’jnga Z<]7 i7j€N7 (35)

se mostram particularmente tuteis.

As desigualdades e (3.4)-(3.5)) foram utilizadas por Billionnet e Calmels [§],
por Palmeira [7] e por Caprara, Pisinger e Toth [5]. Nesta tltima referéncia, para
efeito de uma reformulagdo de QKP, varidveis adicionais {y;; € {0,1}: ¢ > j, 1,5 €
N} sdo também utilizadas, sob a restricao adicional de que y;; = y;;, para qualquer
par i,7 € N, onde 7 # j. Ainda naquela referéncia, o beneficio cruzado p;;, relativo
aum par ¢,j € N, onde 7 # j, é dividido igualmente entre as duas varidveis y;; e y;;
que lhe sao correspondentes.

Outra familia de desigualdades validas para o BQP, denominadas desigualdades
do triangulo, foram também propostas por Padberg [27]. Estas foram utilizadas por

Palmeira em [7] e sdo descritas por

it Tt —Yi; — Yk — Yk <1, i<j<k, i,j,k €N, (3.7)
—Ti + i F Yk — Y <0, 1< j <k, 4,5,k €N, (3.8)
—i+ ity — v <0, i <)<k, i,j,k €N, (3.9)
—T + Y T Y — Vi <0, 1< i<k, 1,5,k €N. (3.10)

Considerando a linearizagao onde i < j, i,j € N, a desigualdade (3.2 é escrita
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como,

Z W;ilYij =+ Z W;Yji < (C — wjxj)xj, ] e N (311)

i<j, iEN i>j, iEN

3.3 Desigualdades validas para o KP e suas qua-

dratizacoes

De forma a introduzir desigualdades validas para o QKP, considere o conjunto
K = {x:Zwixigc, z; €{0,1}", ieN} (3.12)
ieN
associado ao KP.

Definicao 3.3.1. Seja C' C N. Dizemos que C' é uma cover se Zwi > c. Uma
i€C
cover é minima se C'\ {i} nao € uma cover para algum i € C. Veja [2])].

Considere um vetor de incidéncia (ou vetor caracteristico), ¢ € {0,1}, i € N,
associado a C' e definido como se segue: 2§ =1sei € C e af =0sei ¢ C. Assim,

sendo C' é uma cover se e somente se x° inviavel para K.

Proposicao 3.3.1. Seja C C N uma cover para K. A desigualdade de cover,

Y m<|Cl-1, (3.13)

ieC
¢ vdlida para K. Veja [21)].

Demonstracdo. Seja R C N. Suponha que 2% € K e nao satisfaca a desigualdada
de cover, ou seja, fo > |C| — 1, entdo |[RNC| =|C] e assim C C R. Segue que

eC
Zaixf:ZaiZZai>c,logomR¢K. n
iEN i€R ieC

Definicao 3.3.2. Seja C' uma cover de K, a extensao de C ¢ dada pelo subconjunto

Proposicao 3.3.2. Seja C' uma cover para K. Entao a desigualdade de extended

cover,

> oz <) -1 (3.14)

i€E(C)

¢ valida para K. Veja [21)].
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Demonstracdo. Seja R C N. Suponha que z¥ € K e néao satisfaca a desigualdade
de extended cover, ou seja, Z zf > |C| — 1, entdo |RN E(C)| = |E(C)| e assim
i€E(C)

E(C) C R. Segue que Zaiajf = Zai > Zai > ¢, logo ' ¢ K. =

i€N i€R ieC
A partir das desigualdades validas para KP podemos obter desigualdades vélidas

para QKP. Por exemplo, multiplicando a desigualdade de cover,

d oz <|C] -1

e’

por x;, j # 14, j € N, obtemos

Y iy <(|C] =)y, j#i, jEN. (3.15)

eC

Da mesma forma, multiplicado a desigualdade de extended cover,

Yo om<|ol-1

i€E(C)

por x;, j # 14, j € N, obtemos

> wwy <(IC] =z, j#4, j€N. (3.16)

i€E(C)

Note que a mesma observacao feita na Segao [3.2] relativa a linearizacao das
desigualdades (3.2)), também se aplica a linearizagao das desigualdades que acabamos

de descrever.

3.4 Identificacao e [iftings para as desigualdades

de cover

Seja x* uma solucao étima para o Problema de Relaxacao Continua do KP,

formulado como

max Z qiT; (3.17)

iEN

s.aZwiaji <c (3.18)
iEN
zi€[0,1], i € N. (3.19)

Associado a x*, o Problema de Separacao (PS) das desigualdades de cover con-
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siste em identificar uma desigualdade de cover violada em x* ou estabelecer que
nenhuma desigualdade desse tipo existe.
Um procedimento para resolver o PS definido acima, foi sugerido por Crowder,

Johnson e Padberg em [28]. Para descrevé-lo, considere o KP,
~ = min {Z(l — )t sz‘tz‘ >c t; €{0,1}, 1 € N} (3.20)
iEN ieN
e o teorema que se segue, relativo a ele.
Teorema 3.4.1. Veja [21)

1. sey > 1, xX* satisfaz a todas as desigualdades de cover.

2. se vy <1, com uma solugao otima para dada por t®, a desiqualdade de

cover Zw, < |R| =1 é violada em x* por uma quantidade 1 — .
i€R

Demonstracao. Reescrevendo a desigualdade de cover temos,

dm<|ol-1

ieC

Observe que o PS de desigualdades de cover reduz-se a procurar um subconjunto

C' C N que define uma cover tal que Z(l —x}) < 1, onde z* é solugao de (3.17).
ieC

Isto pode ser feito resolvendo-se o seguinte problema

~ = min Z(l — )t (3.21)

1EN

s.a Zwiti > c (3.22)
i€N
t,€{0,1}, i€ N (3.23)

Seja t# solucao 6tima do problema ((3.21))-(3.23)) onde ¥ é um vetor caracteristico
associado a R, ousejatf=1sei€ R, t!=0sei ¢ R.
Seja v* valor 6timo do problema (3.21))-(3.23). Se v* > 1 temos que z* satisfaz

todas as desigualdades de cover, se v* < 1 entao R ¢ uma cover e Z(l —x;) é
i€R
violada em z* por uma quantidade 1 — *.
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[]

Seja conv(K') o fecho convexo definido pelas solugoes vidveis de KP. Balas em
[29] e Wolsey em [30] mostraram que, dada uma desigualdade de cover minima,

existe no minimo uma faceta definida pela desigualdade:

domt Y am <[C]-1 (3.24)

icC iEN\{C}

onde a; > 0 para todo i € N \ {C}. Esta desigualdade é denominada desigualdade
de lifting.
Wolsey em [21] descreve um procedimento para encontrar desigualdades de lifting

que definem facetas para a conv(K) quando C' é uma cover minima e w; < ¢ para
todo 7 € N.

Algoritmo 2: Procedimento para encontrar desigualdades de lifting [21]

r=I[N\CJ;
Ordene os indices i € N \ C' em ordem crescente de acordo com cada peso wj,
definindo uma ordem {iy, g, ..., };

fort=1tor do
Resolva o problema,

t—1
(t:max E Q4 Ty + E Z;
Jj=1

ieC
t—1
s.aZwijxij + Z w;T; < C— Wy,
j=1 icC

z € {0,119+

o, = |O| -1 +<:t;
end for

3.5 Modelos para o QKP

Ao longo das ultimas décadas varios modelos foram propostos para o QKP, os
quais utilizam de algumas das desigualdades citadas acima. Abaixo citamos os

diversos modelos propostos em trabalhos relacionados ao QKP ao longo das tltimas
décadas.

e Gallo, Hammer and Simeone em [4] e Chaillou, Hansen and Mahieu em [15]
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utilizaram o modelo,

max i i PijTi; (3.25)

i=1 j=i
s.aZwixi <c (3.26)
€N
v € {0,1}, i € N. (3.27)

e Michelon e Veuilleux em [9] reformularam o QKP definindo varidveis auxiliares
ligadas a varidveis originais através de desigualdades de igualdade. Esta for-
mulacao foi utilizada em um algoritmo de decomposicao Lagrangeana. Segue

formulacao,

max Zn: z”: DijTi%; (3.28)

i=1 j=i
sa wy; < c (3.29)

iEN

T; =Y, i €N (3.30)

z; €{0,1}, i € N (3.31)

yi €{0,1}, i € N. (3.32)

e Billionnet e Calmels em [§] reformularam o QKP utilizando desigualdades de

linearizacao, (3.4))-(3.6)), desigualdade da mochila quadratizada, (3.3)), e cortes
de Chwdtal-Gomory, (3.7). Segue formulagao,

maXZPn‘xi + Z Z PijYij (3.33)

ieEN tEN jeN\{i}
s.aZwixi <c (3.34)
ieN
Vij <Xy, 1< 7, 1,] €N, (3.35)
vij < xj, 1< ], 1,5 €N, (3.36)
Tita; <14y, i<j, ijeN, (3.37)
Z W;Yij + Z wiyji < (¢ —wj)xj, j €N, (3.38)
i<j, i€N i>j, iEN
Ti+ X+ T — Y — Yk — Yk <1, 1 <j <k, i,5,k €N, (3.39)
2 €{0,1}, i € N, (3.40)
yi; € 40,1}, i< j, i,j € N. (3.41)

e Palmeira em [7] reformulou o QKP utilizando desigualdades de linearizagcao,
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(13.4)-(3.6), desigualdade da mochila quadratizada, (3.3)), e desigualdades do

triangulo, (3.7)-(3.10]). Abaixo formulacao,

maXZPn‘%’ + Z Z PijYij

ieN i=1 j=i+1

s.a g w;x; < ¢

1EN

Z W;Yi; + Z wiyi; < (¢ —wj)wy, j €N

i<j, i€N i>j, i€N
Yij < @iy, 1< J, i,J €N,

vij < xj, 1< ], 1,5 €N,

ri+x; < 14y, 1 <j, i,j €N,

Ti+ i+ xp— v — Y~y <1, 1< j <k, i,5,k €N,
— X +Yij Y — Y <0, 1 <<k, i,5, k€N,

— X+ Y Ty — Y <0, 1 <j<k, 1,75 k€N,

— X+ Y+ Yig —¥i; <0, 1<j <k, 1,5,k €N,

2 €{0,1}, i € N,

yi; € {0,1}, i <7, i,j € N.

(3.42)

e Caprara, Pisinger e Toth em [5] reformularam o QKP utilizando desigualda-

des de linearizacao, (3.4))-(3.6)), desigualdade da mochila quadratizada, (3.3)).

Segue formulacao,

maxzpii$i+z Z DijYij

€N 1€EN jeN\{i}
s.aZwi:ri <ec
€N
Z wzy” S (C— U)j)l’j, j € N
ieN\{j}

Ogyljgx‘jg]‘?]%z? i?jENa
Yij = Yji, Z<ja i?jENa

x; € {0,1}, i € N,

yij €1{0,1}, i #j, i,j € N.

(3.54)

(3.55)

(3.56)

3.57
3.58
3.59

(
(
(
(3.60

)
)
)
)

e Billionnet e Soutif em [31] propuseram duas formulacdo. Uma primeira for-
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mulagao a qual denominaram LINT,

n—1
(LIN1) :max Y pazi + » 2 (3.61)
1EN =1
s.aZwixi <c
1EN
i < ¢y, i €{1,...,n—1} (3.62)
Zi §¢1(3§'>, ’iE{l,...,n—l}, (363)
z; € {0,1}, i € N. (3.64)

onde ¢; = Z pijrs, i €{1l,...,n—1} e ¢, i € {1,...,n — 1} é solucdo do
j=i+1
seguinte problema,

(AUX1) : max ¢;(x) (3.65)
s.a Z wiz; < c—w; (3.66)

j=it+1
z; €{0,1}, je{i+1,...,n}. (3.67)

E uma segunda formulacao a qual denominaram LIN2,

n—1 n—1
(LIN2) : maXZpiia:i + Z 2 + ngl (3.68)
iEN i=1 i=1
s.aZwixi <c (3.69)
iEN
z < di(x) — o, i €{l,...,n—1} (3.71)
zie{0,1}, ie N. (3.72)

O calculo de . é feito de acordo com T, o qual é uma solucao viavel para o

QKP obtida através da heuristica proposta por Billionnet e Camels []], onde
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temos que a = f(T). Deste modo se T; = 1, QZ é solucao do seguinte problema,

(AUX?2) : min ¢;(x) (3.73)
s.aZwixi <c (3.74)
1EN

2 < Gpr, k€{1,...,n—1} (3.75)
Zk§¢k($), ke {1,...,71—1} (376)

n—1
Z cjT; + Z 2 >« (3.77)

jEN k=1
2 €[0,1], i € N. (3.78)

seT; =0, ¢, é solucao do problema

(AUX3) : min ¢;(x) (3.79)
s.aZwixi <c (3.80)
1€EN
2 < Gpr, k€{L,...,n—1} (3.81)
zr < op(x), ke {l,...,n—1} (3.82)
Z cjr; + ”Zl 2 > (3.83)
jEN k=1
x; =0 (3.84)
x; €10,1], 1 € N. (3.85)
temos que ¢, é célculado para todo i € {1,...,n — 1}.

e Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye [16] propuseram um esquema de linea-
rizacao para o QKP, ao qual denominaram t¢-linearizacao. Neste esquema uma
nova variavel ¢ € R é criada, e esta substitui o termo quadratico na funcao
objetivo. Este termo quadratico é agora inserido no problema como restri¢ao

que passa a limitar ¢t superiormente. O problema é entao reescrito como,

20



(TLP(Q)) : max t+ Zp”xz (3.86)

1EN
s.aZwixi <c (3.87)
€N
i=1 j=i+1
teR, z; €{0,1}, i € N. (3.89)

Em seguida a restricao (3.88)) ¢ linearizada e o QKP ¢ reescrito como,

(TLP): maxt+ Y pix; (3.90)
ieN
s.aZwixi <c (3.91)
ieN
n  i—1
t < Z Zpﬂ(j)ﬂ(i)%r(j), Vres, (3.92)
=2 j=1
teR, z; € {0,1}, i€ N. (3.93)

Onde S, é o conjunto das permutacoes dos indices i, 7 € N geradas ao longo

do algoritmo.

3.6 Algoritmos para o QKP

Gallo, Hammer and Simeone em [4] propuseram um algoritmo Branch-and-
Bound [211,132] para resolver o QKP. Neste trabalho eles obtiveram um limite superior

substituindo a funcdo objetivo f(x) = ZZpijxixj por uma funcao linear g(x)
iEN jEN
tal que g(z) domina f(z) em todos os ponto vidveis. O plano superior para f(x) foi

obtido por g(z) =Y ., vz;, onde

vi:max{Zpijxj:ijxjgc, z; € {0,1}, jEN}, ieN

J=1 Jj=1
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Depois resolveram o seguinte problema,

max g(x)
s.a Z w;x; < ¢
iEN

z; €{0,1}, i € N.

Chaillou, Hansen and Mahieu em [I5] propuseram um algoritmo Branch-and-
Bound [21], B2] para resolver o QKP. O limite superior foi calculado com base em
relaxacao Lagrangeana [19].

Michelon e Veuilleux em [9] propuseram um algoritmo Branch-and-Bound [21,[32]
para resolver o QKP e utilizaram decomposicao Lagrangeana [33] para calcular o
limite superior.

Billionnet e Calmels em [§] propuseram um algoritmo Branch-and-Bound para
resolver o QKP e obtiveram o limite superior utilizando relaxacao Lagrangeana [19].

Billionnet, Faye e Soutif em [I1] propuseram um algoritmo Branch-and-Bound
[211, 32] para resolver o QKP e obtiveram o limite superior utilizando decomposicao
Lagrangeana [33] e particao de conjuntos.

Palmeira em [7] propos um algoritmo Branch-and-Bound [21], 32] para resolver o
QKP e utilizou um algoritmo Relaz-and-Cut [22-24].

Caprara, Pisinger e Toth em [5] propuseram um algoritmo Branch-and-Bound,
onde reformularam o modelo ([3.54)-(3.60), e utilizaram técnicas de fixacdo de
variaveis e reducao do problema.

Billionnet e Soutif em [31] propuseram reformulagdes, citadas na Secao do
QKP e utilizando resolvedores para MIP mostraram que é possivel resolver eficien-
temente QKP comparado aos métodos existentes na literatura.

Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye [16] propuseram um algoritmo Branch-

and-Bound baseado no esquema de t-linearizagao para o QKP citado na Secao [3.5]

3.7 Limites inferiores para o QKP

Limites inferiores podem ser obtidos de modo eficiente através de heuristicas.
Podemos dividir as heuristicas para obter limite inferior para o QKP em duas classes:
a primal, que mantém a viabilidade ao longo da construcao, e a dual a qual inicia
com uma solugao inviavel e constréi uma solugao viavel.

Billionnet e Calmels em [8] propuseram uma heuristica dual, onde primeiro geram
uma solu¢ao gulosa inicial definindo z; = 1 para todo j € N, e entao interativamente
trocam o valor das varidveis de 1 para 0, de modo a atingir o menor decréscimo na

funcao objetivo, até que uma solugao viavel é atingida. No segundo passo um
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procedimento ao qual denominamos melhora é executado, onde uma sequéncia de
iteragoes sao executadas com a finalidade de melhorar a solucao através de busca
local. Seja S = {j € N: z; =1} o conjunto que define a atual solucdo. Para

cada j € N\ 5, se w; + Zwl < ¢ defina I; = ). E seja d; o valor que define

les
o crescimento da funcao objetivo quando z; toma valor 1. Caso contrario, seja 9,

o maior crescimento quando definimos z; = 1 e x; = 0 para algum ¢ € S tal que

w; — w; + Zwl < ¢, e seja [; = {i}. Escolha um k tal que §; = max J;, a
s JEN\S

heuristica finaliza se §; < 0, caso contrario o corrente conjunto solugao é definido
como S\ Iy U{k} e outra iteragao é executada.

Caprara, Pisinger e Toth em [5] utilizaram a heuristica proposta por Billionnet e
Calmels em [8] na primeira parte de sua heuristica, antes de executar o Método do
Subgradiente(SM), e a cada duas iteragoes do SM tomaram o piso da solugao do LP
relaxado do Problema —, gerando desta forma uma solucao viavel para o
QKP e aplicaram a esta solucao viavel o procedimento melhora.

Fomeni e Letchford em [34] propuseram uma heuristica baseada em Programacao
Dinamica para o QKP, uma adaptagao do algoritmo de Programagao Dinamica para
o KP. A seguir descrevemos a mesma.

Seja k = 1,...,n os estigios ao se resolver QKP. Para r € {0,...,c},
seja f(r) o melhor beneficio corrente colocado na mochila até entdo, indepen-
dente do estdgio k, tendo um peso total de r. Também para r € {0,...,c}
et = 1,...,n, seja B(r,i) uma varidvel booleana tomando valor 1 se o item i
é atualmente selecionado no conjunto cujo beneficio é f(r), e 0 caso contrario.
S(k,r) define o conjunto solu¢do dos itens no estdgio k com peso total igual a

r. A heuristica pode ser implementada como descrita no pseudocddigo a seguir.
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Algoritmo 3: Heuristica de Programagao Dinamica para QKP

for r := 0 to cdo
f(r) < 0;

end for

for r := 0 to cdo
for 1 :=1ton do

B(r,i) < 0;

end for

end for

for k:=1tondo
for r:==cto 0 do

if r > w;, then
k—1

B f(r—wg)+ prx + 2 X ZB(r—wk,i)pik

if 5> f(r) then .
S(k,r) < Sk —1,r —wy) U{k};
f(r) < B;
B(r, k) < 1;
end if
end if
end for
end for

Seja r <— arg max f(r).
0<r<e

Fomeni e Letchford em [34] aplicaram ainda algumas melhorias & heuristica de
Programacao Dinamica para o QKP. Eles propuseram uma reordenagao da matriz
de beneficios de acordo com planos superiores. Entre os planos superiores testados, o
plano gerado por gerou melhores resultados. Em seguida a matriz de beneficio

. ™ . , .
foi reordenada de acordo com —, j € N, onde 7; ¢ o plano superior gerado.
w .

Outra melhoria foi a aplicag?io de um procedimento ao qual denomiraram bre-
aking ties intelligently. Suponha que para um dado r no Algoritmo [3 encon-
tramos que S = f(r). Entao se |S(k — 1,7 — wy)| + 1 > |S(k,r)| definimos
S(k,r)=S(k—1,7—wg) U{k}.

Uma terceira melhoria foi a aplicacao da busca local através do procedimento
de fill-up-and-exchange, semelhante ao procedimento melhora do modo como foi
utilizado por Caprara, Pisinger e Toth em [5].

A complexidade do algoritmo de acordo com [34] é O(n?c).

24



3.8 Técnicas de fixacao e reducao de variaveis

Ao longo do SM podemos tentar reduzir tamanho do problema através de técnicas
de fixacao de variaveis, desta forma podemos resolver instancia maiores para o QKP.

Caprara, Pisinger e Toth em [5] utilizaram a seguinte regra para a fixagdo de
variaveis: suponha que no final do SM obtemos uma solucao étima T com valor
6timo ub para o Problema Lagrangeano Relaxado e Ib solucio vidvel para Problema
Original. Seja ujl o limite superior do Problema Lagrangeano Relaxado obtido pela
imposicao da restricao adicional x; = 1 para algum j € N. Se ujl < [b entao
podemos fixar z; em 0. De modo semelhante, seja u? um limitante superior para o
Problema Lagrangeano Relaxado quando impomos z; igual a 0, se u? < b podemos
fixar z; em 1.

Se varidveis z; forem fixadas em 0 ou 1, a correspondente linha e coluna associada
a j ¢ removida do problema. No caso de fixacao de varidveis em 1 além da linha e
coluna associada a j serem removidas do problema o valor ¢; associado a diagonal
i € N,i# j é aumentado em uma quantidade p;; + p;; e a capacidade da mochila ¢
¢ decrescida em w;.

Palmeira [7] propos um procedimento de fixagao utilizando a idéia de custo re-

duzido: Seja T solugao obtida ao longo do SM do Problema Lagrangeano Relaxado e
R

. . . _ gk _ .
¢;* o custo reduzido associado a variavel z; onde cﬁ =q¢——w;seT; =0,7€ N, ou
Wk
dk — . ;e 1 ., . ~
clR =—q+—w;sex; =1,71€ N, e k é o indice da variavel fracionaria na solucao
W

do Problema Lagrangeano Relaxado. Seja ub e b valor 6timo do Problema Lagran-
geano Relaxado Continuo e solucao viavel para Problema Original respectivamente,

se ub + cf < Ib entao x; pode ser fixado na solugao corrente.

3.9 Dois frameworks para o QKP

Nesta parte do trabalho descrevemos dois frameworks propostos para resolver o
QKP de forma exata. O primeiro foi proposto por Caprara, Pisinger e Toth em [5] e
o segundo por Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye em [16]. Para maiores detalhes

consulte as fontes.

3.9.1 Caprara, Pisinger e Toth

Caprara, Pisinger e Toth propuseram em [5] limites superiores para o QKP,
esses sao obtidos seguindo a abordagem de planos superiores introduzida em [4].
Esses planos superiores sao incoporados em [5] seguindo um framework de relaxacao
Lagrangeana, levando a bons limites superiores para o QKP. Estes limites sao obtidos

com a resolucao de n + 1 KP’s auxiliares. Os primeiros n KP’s estao associados a
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cada linha da matriz de beneficios P, e sao utilizados para gerar coeficientes a serem
introduzidos na funcao objetivo do ultimo KP. Por sua vez, uma solucao 6tima para
este KP, no caso, a relaxagao do LP associado ao mesmo, nos fornece um limite
superior valido para o QKP. Denominamos este tltimo KP, problema limitante para
o QKP.

Os autores consideraram a formulacao — para o QKP.

As restricoes {y;; = vij, © < j, 1,7 € N} foram relaxadas pelo autores seguindo
uma forma Lagrangeana. Feito isto, os autores implementaram uma estratégia de
decomposigao para resolver o LP relaxado continuo associado ao Subproblema La-
grangeano resultante. Essa estratégia exige que n 4+ 1 KP’s sejam resolvidos. Estes
sao precisamente os n + 1 KP’s citados acima.

Os coeficientes 7;, j € N, a serem introduzidos na funcao objetivo do problema

limitante para o QKP, sao obtidos pela resolucao do seguinte KP, para cada j € N.

Wj:qj—i—max Z p”fl Z wifiSC—w]’, flE{O,l},ZEN\{j}
ieN\{j} ieN\{j}
(3.94)

Para um dado 5 € N, tenta indentificar o melhor item a ser colocado
junto com o item j na mochila, assim o maior beneficio possivel é atingido. Esta é
claramente uma estratégia gulosa ja que os beneficios cruzados entre dois itens nao
sao levados em consideracao. Portanto, retorna um limite superior sobre uma
verdadeira contribuicao individual que o item j traria para uma solucao do QKP
que o colocaria na mochila. Em seguida, um limite superior valido para o QKP ¢é

obtido se resolvendo o seguinte problema KP:

Uept = maxz Ty (3.95)
jEN

s.a. ijqu <cg, (3.96)
jEN

29 €{0,1}, jEN. (3.97)

Observe que um limite superior barato computacionalmente é obtido, se em
vez de resolvemos o exato de , optamos por resolver o correspondente LP
relaxado. Fazendo assim obtemos um limite superior vdlido para cada m;, j € V.
Apobs obtemos esses limites, os substituimos no problema —, onde um
limite superior Uy é gerado. Esta estratégia de resolver o relaxado e nao o exato
pode ainda ser seguida ao se resolver (3.95)-(3.97). Como indicado em [5] este limite
superior é obtido em tempo O(n?) e acabou sendo uma escolha para o algoritmo

exato para o QKP introduzido em [5].
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Como implementado em [5], SM executa no maximo 200 + n iteragoes. Adici-
onalmente o valor inicial de u, a ser utilizado no célculo do tamanho do passo, é
igual a 1, sendo reduzido pela metade a cada 20 consecutivas iteragoes do SM sem
melhora no limite superior. O fator de tolerancia definido como € = 107% é também
utilizado com critério de parada.

Finalizado um ciclo de iteragoes do subgradiente, ¢ executado um procedimento
de fixacao de variaveis e reducao no tamanho do problema como citado em Secao
B.8f Caso alguma varidvel seja fixada, o problema é reduzido e um novo ciclo do
SM é executado. A matriz de beneficios modificados a ser utilizada como entrada
no processo de fixacao de variaveis esta associada a solugao 6tima no final do SM.
O limite inferior utilizado é o melhor limite obtido ao longo do SM, esse baseia-se
na heuristica proposta por Billionnet e Calmels, a qual foi descrito em Secao

Ap6s ciclos do SM e procedimentos de fixacdo e reducao de varidveis. Seja N
o conjunto de varidveis nio fixada e P = (p;;) matriz dos beneficios Lagrangeano
associado a melhor solu¢do encontrada pelo SM, § = (g;) o vetor diagonal dos
beneficios modificados de acordo com variaveis fixadas em 1 pelo procedimento de
fixagao como citado em Secao [3.8

O Branch-and-Bound proposto pelos autores é baseado em busca em profundi-

dade, e a ordem na qual as varidveis sao fixadas pelo branching é definida por,

Vi = q; + max Z Pty Z wiz; < c—w;, x; €[0,1],5 € N\ {i}
JEN\{i} JEN\{i}

(3.98)

Com a finalidade de acelerar a busca, os autores definaram um vetor w € NV

para armazenar os minimos pesos definido por,

w; = minw,;, 1 € N. (3.99)
Jj=i
Sempre que uma variavel z; ¢ fixadaem 7;, j =1,...,7—1, tal que 23;11 w;T;+

w,; > ¢, nao hé necessidade de executar branching naquele né, ja que nenhuma

variavel que esta em um nivel abaixo daquele né pode ser fixada em 1.

3.9.2 Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye

Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye [16] propuseram um algoritmo exato
baseado em um framework de linearizacao para o QKP, o qual denominaram t-
linearizacao. Esse framework fornece um limite superior, a ser utilizado em um

esquema Branch-and-Bound.
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O framework de t-linearizacao foi proposto em 2 passos. Em um primeiro passo
o termo quadratico da fungao objetivo do QKP ¢é substituido por um ¢t € R e
¢ adicionado uma restricao quadratica ao problema, de acordo com —.
O segundo passo é a linerizacao desta adicional restricao quadratica. Essa nova
restricao é derivada da caracterizacao da envoltéria convexa quadratica.

Considere o problema (3.86)-(3.89)), o qual denominamos T'LP(Q)). Para o fra-

mework de linearizagao considere em um primeiro momento o seguinte conjunto:
n—1 n
X = {(x,t) ER™ <Y Y pymiay, x € {0, 1}} : (3.100)
i=1 j=i+1

Assumindo que é possivel descrever completamente a envoltéria convexa de X,

conv(X), temos o seguinte problema:

max ¢ + Z qix;, (3.101)
iEN
s.a Zwixi <cg, (3.102)
iEN
(x,t) € conv(X), (3.103)
teR, ze€{0,1}". (3.104)

Dado agora o conjunto:

n n—1
QP, = {(Qj’t) c R . ¢ < ZZpﬂ(j)ﬂ(i)xﬂ(i), T € [O, 1], Vo € Sn} (3.105)

i=2 j+1

onde S,, é o conjunto de todas as permutacoes de {1,...,n}. Os autores mostraram
que QP, = conv(X).

Substituindo a desigualdade de acordo com () F,, obtemos um Problema
de Programacao Linear 0-1, TLP, com uma variavel adicional ¢ e n! restrigoes
adicionais, o qual é equivalente ao QK P.

Os autores observaram nao haver necessidade de gerar todas as In restri¢oes para
o problema. De fato, somente um subconjunto destas restrigoes necessitam ser gera-
das e adicionadas ao problema, e esse processo de gerar e adicionar restricoes se dar
através de um algoritmo. Em tal algoritmo, inicialmente somente um subconjunto
de restrigoes sao consideradas no T'LP, o qual é resolvido fornecendo uma solugao
(7,t). Uma nova restri¢ao, se existir, violada por (Z,t) é adicionada ao pool de
restricoes. Esse processo continua até que nenhuma restricao gerada seja violada

pela corrente solugao encontrada, desta forma é fornecido uma solugao 6tima para

o QKP.
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A mesma ideia pode ser considerada para o T'LP relaxado continuo, T'LP, onde
no final do procedimento é fornecido um limite superior para o QK P.
Os autores consideraram o conjunto dos pontos (z,t) que inclui a restri¢ao per-

tencente a X e a restricao da mochila, ou seja,

n—1 n
Y = {(;E,t) S Rn+1 1t < Z Z DPij iy, szxl <c T€ {0, 1}} (3106)

i=1 j=i+1 ieN

Os autores mostraram que Y é o conjunto viavel do problema T'LP. Mostraram
ainda que conv(Y) é a envoltéria convexa do conjunto viavel de T'L P e estabeleceram
os seguintes resultados: opt(QK P) = opt(TLP) = opt(TLP(X)) = opt(TLP(Y)),
onde opt() define a solu¢ao étima do problema.

Diante dos resultados e observagbes acima aos autores propuseram um esquema
para gerar desigualdades véalidas para conv(Y') baseado na aproximagao relativa a

conv(X). Para isto consideraram a seguinte desigualdade que descreve conv(X):

t < Zaﬂ.(i)mﬂ-(j),\V/ﬂ' €S, (3107)

1EN

onde o coeficiente a(;) pode ser definido como,

ﬁz)—maX{Zpﬂ @ TxG) ¢ Ta() € 10,1}, 4 <4, xﬂ(i)zl} (3.108)

De modo similar, desigualdades foram definidas para aproximar conv(Y),
t <Y Brn(i), VT € S, (3.109)

onde o coeficiente ;) pode ser definido como,

-1

—maX{Zp,, Ve (6) L ( Z (HTr() < €= Wr(s)s Tri) € 10,1}, J < z}

(3.110)

Os autores mostraram que desigualdades do tipo (3.109) sao validas para Y.
O célculo dos coeficientes de 8 requerem a resolucao de KP’s, um problema
NP-dificil. Entdo consideraram a relaxacao continua, 8. Se (3.109) é vélida para

conv(Y'), entdo temos que a desigualdade

t <> BegyTaiy, V7 € Sy (3.111)

i=1
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também ¢é vélida para conv(Y).

De acordo com (3.107)), (3.109) e (3.111]) foram definidos os problemas T'LP(«),
TLP(B) e TLP(j) que podem ser reescritos como T'LP onde restricoes associadas
a t sao substituidas por (3.107)), (3.109) e (3.111]), respectivamente.

Supondo X,, X e Xz conjuntos vidveis de TLP(«), TLP(j) e TLP(j3) res-
pectivamente, os autores mostratam que X, C X C Xz, opt(TLP(a)) =
opt(TLP(8)) = opi(TLP(F) = opt(QKP) ¢ opt(TLP(a)) > opt(TEP(B)) >
opt(TLP(8)) > opt(QK P).

Os autores obtiveram diferentes aproximagoes para resolver o QKP através de t-

linearizagao, reescrevendo o problema 7'L P nas formas TLP(«), TLP(3) e TLP(p).
Diante do que foi exposto acima os autores formularam um algoritmo para re-

solver as formulagoes TLP(«), TLP () e TLP(p).

Algoritmo 4: Algoritmo para geracao de restrigao
1: zy < billionnet();

7 < permutacao(xy);
adiciona t < a,x a TLP(«);
To < resolve(TLP(a));
T < permutacao(xy);
if t > a,x then
adiciona t < az a TLP(«);
To  resolve(TLP(a));

T < permutacao(z,);

else

_ =
o)

stop;
12: end if

O Algoritno[d fornece um limite superior para o QKP, o qual foi incorporado a um

algoritmo Branch-and-Bound proposto pelos autores. O procedimento billionnet()
fornece uma solugao viavel para o QKP de acordo com a heuristica proposta por
Billionnet e Calmels [§]. J& o procedimento permutacao() gera uma permutagao dos
elementos pertecentes a solugao fornecida por resolve().

Os autores notaram que as restricdes vindas de TLP(8) e TLP(B), nio sdo
suficientes para descrever o correspondente conjunto vidvel.

Suponha que a restricao abaixo seja gerada através do procedimento de t-

linearizacao,
t <Y Brpy@aii), VT E Sh. (3.112)
i=1

No intuito de fortalecer a restricao (3.112]) os autores propuseram o calculo de no-

vos coeficientes * tal que 37, < Bﬂ(i)a para todo i € N. Obtendo-se entao um novo
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problema, T'LP(S*), com as seguintes propriedades opt(T'LP(5*)) = opt(QKP) e
opt(TLP(8%)) < opt{TLP(B)).

Sem perda de generalidade, considere a permutacao identidade para o algo-
ritmo no cdlculo de B*. Seja (z*,t*) solucdo étima para o TLP, entdo t* =

1 .
D i1 2y—ir1 PijTix} o qual pode ser reescrita como,

n—1 n n—1 n
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
Temos que,

n

i—1 n
=D i = )il + Y Gy | @ (3.113)
~ |5

i=1 j=i+1

Para calculo dos coeficientes de 5*, os quais fornecem uma melhor aproximacao

para os coeficientes de x} em ([3.113]), foi definido o problema

n—1 n n—1 n

i=1 j=it1 i=1 j=it1
s.a ijxj <c (3.115)
jEN
v =1 (3.116)
z;€{0,1},i#4j j=1,...n (3.117)

Consequentemente se 3;(d) = opt(F;(9)), entao

t<Y Bi(8)ai V5 € R™ T (3.118)

i=1

sao desigualdades vélidas para conv(Y). Para 6 = 0 temos que [(J) = (3 e

opt(Pi(d)) = B(0) = B

O problema P;(0) é um Problema de Programagao Linear, pela teoria de Pro-
gramacao Linear se for adicionado aos coeficientes da funcao objetivo de cada
variavel nao bdsica, em sua base 6tima, uma quantidade que é menor ou igual
ao custo reduzido de cada variavel, entao a base 6tima nao se altera.

De acordo com o exposto acima foi definido uma série de vetores 0% =

n(n—1
Ji<icj<n ERT2 , k=1,...,n— 1, como segue

(65

ij
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0, se k=0,
O = —ci(o5 1Y), se i=k k=1,....n—1,

52-_1, sei £k, k=1,....,n—1.

onde 62(5), i,j7=1,2,...,néo0custoreduzido de z; em P;(§) na base 6tima. Tem-se
que B;(6" 1) < B,(0), i=1,...,n.
Os autores estabeleceram um procedimento para célculo do (6" 1) ou 3*, o qual
mostramos abaixo.
Algoritmo 5: Calculo de g*
Entrada: P,w,c,¢c;
Saida: 9, 5/, i =2,3,...,n;
c 0 = 6rred = 0;
:fork:=1ton—1do
Briy1 ¢ resolve( Py (67med)):;

2
3
4 Oy = (0Ph), j=k+1,...
5
6

—_

o7red ¢ 5

: end for

Os autores propuseram um algoritmo Branch-and-Bound para resolver o pro-
blema de linearizacdo T'LP(S*) e portanto o QKP. Inicialmente foi calculado uma
solugao vidvel xy através da heuristica proposta por Billionnet e Calmels [§]. Esta
solugao xy nos permite gerar uma permutacao my dado pela ordem nao crescente
de xpy.

Em cada n6 da arvore de enumeracao, um limite superior ub é calculado de
acordo com o algoritmo de geragao de restrigoes, Algoritmo [l Apés resolucao do
ultimo Fg* temos um vetor solucao 7, e vetor de custo reduzido ¢. Em seguida
um procedimento de fixacao de variaveis utilizando variaveis de custo reduzido foi
executado. Dado o limite inferior b, obtido pela heuristica proposta em [§], temos

que
se |¢;| > ub — b, entdo fixe z; em T;

Durante o procedimento de geracao de retricoes para o problema, muitas res-
tricoes podem ser geradas em cada né da arvore de enumeracao. Os autores pro-
poram uma agregracao, surrogate, das restrigoes geradas em cada nd, onde essa
agregracao ¢ passada como restrigao tnica para cada no filho.

A agregacao gerada em um né problema para um dado conjunto de restri¢oes
indexadas por K, consiste da adicao ao problema de uma nova restricao t < Sz

tal que

i85
Br() = 3 L

— (3.119)
€K 2 e Pk

32



onde 1; € o valor dual resultante da solugao relaxacao continua relacionada a res-
tricao t < Brx.
A regra de branching adotada pelos autores foi aquela na qual a variavel da

solucao linear é a varidvel mais fracionaria, ou seja, a variavel mais préxima de 0.5.
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Capitulo 4
Algoritmos proposto para o QKP

Neste capitulo propomos algoritmos para resolver o QKP, um algoritmo Relaz-
and-Cut, dois algoritmos Branch-and-Bound e um algoritmo Branch-and-Clut.

O uso de desigualdades véalidas para o QKP, com um nimero elevado desigual-
dades se fazem interessante em um algoritmo tipo Relaz-and-Cut para o QKP, onde
as mesmas sao dualizadas de forma de dinamica. Desigualdades validas para o KP
e quadratizadas também se mostram interessantes em um algoritmo Relax-and-Cut.
O uso destas desigualdades, combinado a outras ideias geram limites validos para
o QKP, de boa qualidade e baratos computacionalmente. Estes limites parecem
interessantes para serem implementados em um algoritmo Branch-and-Bound.

Desigualdades validas para o KP se mostram interessantes para serem implemen-
tadas em um algoritmo de planos de cortes estilo Branch-and-Cut para o QKP. A
quadratizacao de desigualdades véalidas para o KP parece ser outra ideia interessante

a ser implementada em um algoritmo Branch-and-Cut para o QKP.

4.1 Relazx-and-Cut

Nesta se¢ao propomos um algoritmo Relaz-and-Cut para o QKP. Investigaremos
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nesta parte do trabalho o seguinte modelo para o QKP.

n—1 n
maxz q;x; + Z Z DijYij (41)

ieN i=1 j=i+1
S.a Zwixi <c (4-2)
ieN
Z w;Yij + Z wiyji < (c—wj)xj, jEN (4.3)
i<j, ieN i>j, ieN
vi; <, 1< j, 1,7 €N, (4.4)
vij <wj, 1<, 4,5 €N, (4.5)
ri+z; <y;+1 i<y, i,j€N, (4.6)
xr; €{0,1}, i € N, (4.7)
vi; € {0,1}, i < g, i,j € N. (4.8)

Substituindo no Problema (4.1))-(4.8)) as restrigoes (4.7)) e (4.8)) por z; € [0,1], i €

N ewy; €[0,1], i <j, i,j € N, respectivamente, obtemos o Problema Relaxado de
Programagao Linear (LPRP).

n—1 n
maxz q;T; + Z Z DijVij (4-9)

ieN i=1 j=it1
s.a Zwimi <c (4.10)
iEN
S wiyi+ Y wiyn < (c—wy)zy, jEN (4.11)
i<j, i€N i>j, i€N
Yij < @iy, 1< j, i, €N, (4.12)
vij < xj, 1< J, 1,5 €N, (4.13)
vt <yy+1, i<y, i,j€N, (4.14)
z €01, ie N (4.15)
v €10,1], i <3, i,j € N. (4.16)

Com a finalidade de resolver o LPRP, Relaxagao Lagrageana [19], por exemplo,
pode ser utilizada. Observe que o nimero de desigualdades do LPRP cresce em
funcao de n, dizemos que para n maior que 100, esse valor é elevado. Cada uma das
familias de desigualdades (4.12), (4.13)) e (4.14) contribuem com C% desigualdades

para a formulacao do problema. Em situacoes como esta um tradicional algoritmo

de Relaxagao Lagrangeana pode ter lenta convergéncia e limites duais pobres. Al-

goritmos Relaz-and-Cut parecem nao sofrerem com estas desvantagens.

Seja (4.11) e (4.12)-(4.14) dois conjuntos de restrigoes tratadas como dificeis,
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as quais deverdao ser dualizadas a moda Lagrangeana tradicional [19] e a moda
dinamica Relax-and-Cut respectivamente. Dualizando as mesmas em um modo ou

outro, obtemos o seguinte Subproblema Lagrangeano (LS),

n—1 n
maXZ q:r; + Z Z PijYij (4.17)

ieN i=1 j=i+1

ZA;WQ ( c—wj)x Z WilYij — Z wiyji>

JEN 1<j, i€N >3, 1EN

+Z Z )\LINI — ij +Z Z )\LINJ _%J)

11]14'1 i=1 j=i+1

_|_Z Z /\LINIJ (yi; + 1 — 2 — ;)

i=1 j=i+1

s.a Zwimi <c (4.18)

iEN
€01, ie N (4.19)
yi; €[0,1), i <7, i,j € N. (4.20)

AMQ NLINT ALINJ o \LINIJ definem os multiplicadores associados as desigual-

onde
dades (4.11)), (4.12)), (4.13) e (4.14) respectivamente. Definimos A como o conjunto

de componentes dos multiplicadores.

LS pode alternativamente ser escrito em uma forma compacta e simples.

maXZ ¢i(N)z; + i Z Pij (N)yi; + Const(A) (4.21)

iEN i=1 j=it1

s.a Zwixi <c (4.22)
iEN

€01, ieN (4.23)

yi; €10,1], i <3, i,j € N. (4.24)

onde Coonst(A) é a parte constante associada a A. Consequentemente, o Problema

Dual Lagrangeano correspondente a LS e denotado por DQKP, é dado por:

( n—1 n
max Z qi(A)zi + Z Z Pij (N)yi; + Const(A)
i€eN =1 j=it1
Miny>o = s.a Zwixi <c
;:Ne 0,1], ie N
\ yij €10,1], i <j, 4,5 € N.
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Em nossa aplicacao, utilizamos o SM para resolver o DQKP e seguimos a im-
plementagao sugerida em [22]. Esta, deveria ser salientada, sao voltadas para o
algoritmo Non Delayed Relax-and-Cut. Para dar uma descrigao do mesmo, seja
(X,¥) solugao 6tima para o LS em uma corrente iteragdo do SM. As desigualdades
- deverao ser definidas como ativas ou inativas. Dois tipos de desigual-
dades sao qualificadas com ativas. O primeiro tipo corresponde as desigualdades que
sao dualizadas a moda Lagrangeana tradicional, no caso de nossa aplicagao desigual-
dades . A segunda é definida por um particular conjunto das desigualdades
—, as quais sao candidatas a serem dualizadas seguindo a moda Relaz-
and-Cut. As desigualdades — sao marcadas como ativas se elas satisfazem
no minimo uma das duas condicoes que definiremos agora. A primeira é que elas
sejam violadas por (X,¥). A segunda é que mesmo nao violadas elas possuam o
corrente multiplicador de Lagrange associado a elas diferente de zero. A segunda
condicao implica que a desigualdade foi violada por uma solucao do LS em iteracao
anterior do SM e foi explicitamente dualizada. Adicionalmente uma desigualdade
violada permanecerd dualizada desde entao, até que seu multiplicador de Lagrange
se torne igual a zero.

Durante as iteragoes do SM denotamos por A o conjunto que define as restri¢oes
ativas e por I o conjunto que define as restrigoes inativas. Desigualdades pertecentes
a A sao utilizadas para atualizacao dos parametros do SM. Contudo, em nossa
implementacao do SM permitimos que as desigualdades — permanecam
mais tempo pertecentes no conjunto de ativas. Isto é, mesmo que as mesmas deixem
de ser violadas e seus multiplicadores de Lagrange caiam a zero, permitimos que as
mesmas continuem no conjunto A por mais algumas iteracoes do SM. Se apds este
nimero de iteracoes as mesma continuem nao violadas pela dada solucao do LS
e seus multiplicadores iguais a zero, eliminamos as mesmas do conjunto A e as
inserimos no conjunto /.

O pseudocddigo Algoritmo [6] mostra como definimos os conjuntos A e I. O
vetor v define para cada restricao t o numero de vezes que a mesma perma-
nece em A apods deixar de ser violada e seu multiplicador de Lagrange caiu a

zero. Definimos o valor 2 como o nimero maximo de iteragoes nestas condigoes.
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Algoritmo 6: Definir conjunto 4 e [

1: fori:=1ton—1do
2: for j:=1+1tondo

3: if ¢/ € I and 7,; — T; > 0 then

: A AUJIEINIL [ [\ {EINT} pEINT )

5: else if t//N" € A and 7;; — T; <0 and )\iLjINI =0 then
6: if v//" =2 then

7: I<—[U{tum} A= AN\ AN 0N = 0

8: else

9: WEINT ( LINT | 1,

10: end if

11: end if

12:  end for

13: end for

14: fori:=1ton—1do
15:  for j:=14+1ton do

16: if ¢t/ € I and ;; — T; > 0 then

17: A<—AU{tLINJ} ]<—]\{tL]NJ} UL]NJ%O
18: else if t//V/ € A and 3, —7; < 0 and )\Z»LjINJ =0 then
19: if v/'"/ =2 then

20: I<—IU{tiLjINJ} A<—A\{t“NJ} vLINJ%O
21: else

929 zLJINJ — LINJ +1;

23: end if

24: end if

25:  end for

26: end for

27: fori:=1ton—1do
28: for j:=i+1tondo

29: if t//N"" € I and T; + T; — 7;; — 1 > 0 then

30: A AU {IEINIY [ [\ (LN}, gLINIT ),
31: else if t//N" ¢ Aand T; +T; —7;; — 1 < 0 and A\[/"'/ = 0 then
32: if v//N17 =2 then

33: [ TU BN} A o AN\ {tEINITY QLINT ()
34: else

35 WEINI  yLINIT 4 .

36: end if

37: end if

38: end for

39: end for
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Seja A, A', A% ... as matrizes dos multiplicadores de Lagrange associadas as
restrigoes (4.11)-(4.14) e geradas ao longo das iteragoes do SM, onde temos que
A% := 0 e A**! sendo atualizada de acordo com A¥. Suponha que (X, ) seja a solucao

do LPRP. Os componentes de A pertencentes a A sao calculados da seguinte forma:

Algoritmo 7: Célculo dos subgradientes
1: for j:=1ton do

M — — —
2: 5jQ<—<(C—wj)%‘— Z WilYi; — Z wiyji>?

1<j, 1€N j<i, iEN

3: end for
4: fori:=1ton—1do
5. for j:=i+1tondo

6 if ¢/ € A then
7 0N Ty — 75
8: else

9 SEINT ¢

10: end if

11: end for

12: end for

13: fori:=1ton—1do
14: for j:=14+1ton do

15: if ¢/’ € A then
16: (5iLjINJ T — Yiss
17: else

18: 0N 0;

19: end if

20:  end for

21: end for

22: fori:=1ton—1do
23: for j:=i+1tondo

24: if ¢/ € A then

25: 0N g+ 1 =T — Ty
26: else

o,

28: end if

29: end for
30: end for

Em seguida o calculo do quadrado do subgrandiente, qgrad, deve ser executado.

Seguimos para este procedimento [22], onde subgradientes associados as desigualda-

39



des pertecentes a I nao sao considerados.

Algoritmo 8: Célculo do quadrado dos subgradientes
1: qgrad < 0;

for j:=1ton do
qgrad < qgrad + (5]MQ)
end for

2
;

fori:=1ton—1do
for j:=7+1tondo
if ¢/ € A then
qgrad < qgrad + (65-”\”)2;
end if

end for

._
@

11: end for
12: fori:=1ton—1do
13: for j:=14+1tondo

14: if ¢/’ € A then

15: qgrad < qgrad + ((55-[NJ)2;
16: end if

17 end for

18: end for

19: fori:=1ton—1do
20: for j:=i+1tondo

21: if tiLjINU € A then
22: qgrad < qgrad + ((55”\”‘])2;
23: end if

24: end for
25: end for

O tamanho do passo, 6%, é o préximo a ser cédlculado, onde k ¢é a
iteracao do SM. Para o cédlculo do mesmo utilizamos um fator, g, definido
como 2 mno inicio do SM e reduzido por 0.6p a cada 90 iteracoes sem me-
lhora do limite superior, ub. Utilizamos ainda para célculo de 6% o limite in-
ferior, b, obtido através de uma heuristica. Temos que o limite superior do
QKP em uma determinada iteracao do SM pode estd muito proximo do li-

mite inferior, assim cdlculamos o tamanho do passo, 6%, da seguinte forma:
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Algoritmo 9: Célculo do tamanho do passo

.o (ub—1b)
if D

ubp<_— ub x 1.01;

< 0.01 then

else
ubp < ub;
end if

Hk%ux—(usz_&)'

qgrad

A atualizacao dos multiplicadores de Lagrange em uma dada iteracao k é dada

da seguinte forma,

Algoritmo 10: Atualizacao dos multiplicadores de Lagrange
for j:=1tondo

AMOFHL o max {)\;-V[Q’k - Gkéj\/lQ’k; O};

J
end for

fori:=1ton—1do
for j:=i+1tondo
/\Z{LjINI,k+1  max {)‘z'LjINLk _ Qkéfjml’k; 0};
end for
end for
fori:=1ton—1do
for j:=i+1tondo
)\iLjINJ,k:—i-l “ max {)\iLjINJ,k _ ek(si[/jINJ,k; O};
end for
end for
fori:=1ton—1do
for j:=i+1tondo
/\Z(LjINIJ,k+1 “ max {/\iLjINIJ,k _ Hkéfjm”’k; 0};
end for
end for
Palmeira [7] observou que as desigualdades tendem a ter subgradientes

associados a elas com valor tipicamente maiores que os subgradientes associados as

outras desigualdades dualizadas. Palmeira também observou que se um subconjunto
de subgradientes possuem valores muitos maiores em relacao aos demais, a influéncia
dos subgradientes com valores pequenos serd insignificante no calculo do tamanho do
passo, e o efeito das restrigoes dualizadas nao sera sentido em um algoritmo Relax-
and-Cut. A nao multiplicagao dos subgradientes associados as restrigoes (4.11]) por
um fator pode ser suficiente para uma diferenca de 30% no limite superior fornecido
pelo algoritmo Relaz-and-Cut. Observamos em nossos experimentos computacionais

mesmo comportamento, assim calculamos um fator de amortecimento composto pela
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soma dos w;, ¢ € N e a capacidade da mochila, c.

Algoritmo 11: Célculo do fator de amortecimento para restri¢ao (4.3)
fator < ¢;

for i :=1ton do
fator < fator + wy;

end for

Este fator deve ser multiplicado aos subgradientes associados a restricao (4.11]).

Algoritmo 12: Aplicacdao do fator de amortecimento

for j :=1tondo

5JMQ — 5JMQ x fator;

end for

A atualizac@o dos beneficios ¢;(A), i € N e p;;(A), @ < j, i,j € N, a serem

utilizados na resolucao do Problema Lagrangeano ¢ realizada do seguinte modo:

Algoritmo 13: Atualizacao do beneficios Lagrangeano

for 7 :=1ton do
qGi(N) < ¢ + /\wa X (¢ —wy);
for j: =7+ 1tondo
pij(A) = pij — A9

end for

X Wy,

end for
fori:=1ton—1do
for j:=i+1tondo
qi(A) < ai(A) = MG
Pij(N) <= pis(A) + AN
end for
end for
fori:=1ton—1do
for j:=i+1tondo
g (A) = q;(A) = NEN;
pii(A) < pi(A) + MG
end for
end for
fori:=1ton—1do
for j:=i+1tondo
¢i(A) < ¢(A) + >\iLj]NIJ;
q;(A) < q;(A) + NG
pii(A) < pig(A) = NG
end for

end for
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Para resolver LS utilizamos o algoritmo de Dantzig [35], o qual definimos abaixo.
Considere o seguinte Problema da Mochila (KP),

max E DiZ;

ieN
s.a Zwia:i <c
ieN
x; € [0,1], i € N.

Algoritmo 4.1.1 (Dantzig). Ordenando em ordem nao-crescente os itens de acordo

com a relagao &, 1 € N, inserimos na mochila os itens © € K, tal que K C N e
w

Zwi < c. Seja h € N o item tal que Zwi + wy, > ¢, definimos xp como item de

€K €K
(c— E wl)

€K

, onde
Wh

parada. A solucdo do KP ¢ dada por x; = 1 para 1 € K, x), =
h=|K|+1ex;=0, i€ N\ KU{h}.

A implementagao do Algoritmo (4.1.1)) é executado em O(nlogn) tempo de
acordo com [35]. O gargalo estd na ordenagao do itens. Um KP continuo, de
fato, pode ser resolvido em tempo O(n) através de uma técnica que utiliza mediana
desenvolvida em [36].

Palmeira [7] obteve o limite superior para o Problema Lagrageano associado ao
QKP em dois momentos, em um primeiro momento resolvendo um KP associado a
parte linear, x , onde foi utilizado o algoritmo de Dantzig, em um segundo momento
relacionado a parte nao-linear, y, de acordo com o valor de p;;(A), se p;;(A) > 0 entao
yij = 1 e p;j(A) é acumulado ao limite superior, caso contréario y;; = 0. Lembrado
que é acumulado ao limite superior a parte constante associada aos multiplicadores
de Lagrange.

Observe que somando as restrigoes e , obtemos a seguinte desigualdade,

ri+x; ...
Yij < t, i< j, i,j €N. (4.25)
Temos que p;(A) € R % > 0, segue que p;;(A) —g J
pode assumir valores positivos, negativos ou nulos.  Nosso interesse é que

xi—i—xj

pij(A) > 0, e assim obtemos um limite superior valido para o QKP.

Buscando isto, reformulamos o Problema (4.21)-(4.24), se p;;(A) > 0 defi-
ZT; +37j

nimos y;; €omo e acumulamos p”T a q(A) e p”T a ¢j(A), se

pij(A) < 0, sumimos com y;; da formulacdo do problema e definimos y;; = 0.
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Algoritmo 14: Acumulando beneficios cruzados positivos na diagonal
for i :=1ton do
@i < ai(N);
for j:=i+1tondo
if p;;(A) > 0 then
(A
q; < q; + Py(4) ;
— _ . pi(A
q; < q; + #5
end if

end for

end for

Estamos agora com o seguinte problema,

max Z q,; % (4.26)

1EN

s.a Zwixi <c (4.27)
ieN
z; €10,1], i € N. (4.28)

o qual definimos como limitante KP.

Para resolver o Problema (4.26)-(4.28) implementamos o algoritmo de Dantzig
[35], com devidas adaptagoes. Observe que g; € R.

Algoritmo 4.1.2 (Dantzig modificado). Ordenando em ordem nao-crescente os

itens de acordo com a relacao &, 1 € N, insertmos na mochila os itens 1 € K, tal
i
que K C N, ZwigceGiZO, 1€ K. Sejah e N oitemtalqueZwi+wh>c
icK ieK
e q, = 0, definimos xj, como item de parada. Seja j € N o item tal que q; < 0

abortamos o procedimento. A solucao do Problema — ¢ dada por x; =1

&JZW

para i € K, xh%) onde h=|K|+1ex;=0parai € N\ KU/{h}.

Seja X solugao e ub o valor solugdo do Problema (4.26])-(4.28) em uma dada

iteracao do SM, para obtermos a solucao associada a y executamos o seguinte pro-
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cedimento,

Algoritmo 15: Obtendo solucao y
fori:=1ton—1do
for j:=i+1tondo
if (p;;(A) > 0) then
T+ T
5

Yij <

else
Ui <0
end if
end for

end for

Somamos a ub, limite superior, a parte constante referente as restrigoes (4.14]),

Algoritmo 16: Somando parte constante ao ub
fori:=1ton—1do

for j: =i+ 1tondo
ub < ub + )\iLj]NU;
end for

end for

Com isto obtemos o limite superior, ub, para o QKP em uma dada iteracao do
SM.

4.1.1 Solucoes viaveis para o QKP

Claramente, uma solugao 6tima para o Problema — inteiro implica
em uma solucao viavel para KP. Além disso, esta solucao é construida sobre in-
formacgoes duais fornecidas pelo nosso algoritmo Relax-and-Cut. Essa iteracao entre
informacoes primais e duais, parece ser uma das melhores caracteristicas para uma
heuristica baseada no Lagrangeano.

De acordo com Secao limites superiores validos para o QKP também sao ge-
radas em [5] através de uma solucao para um KP. Como tal, embora nosso problema
limitante KP e o definido em [5] sejam construidos sobre diferentes informagoes du-
ais, solucoes viaveis para QKP sao obtidas de forma similar nos dois algoritmos.
Tal solugao pode ser melhorada aplicando-se um procedimento de busca local sobre
esta solucao. Para o nosso algoritmo Relaz-and-Cut, semelhante ao utilizado no
algoritmo em [5], o procedimento de busca local sugerido em [8] é utilizado. Tal
procedimento foi descrito em detalhes na Secao Em nosso algoritmo a solucao
viavel passada para a busca local é a solugao inteira fornecida pelo Algoritmo de
Dantzig modificado.

Foi observado em nossa implementacao do Relaz-and-Cut, ao longo do SM, que

solucoes viaveis geradas podem ser repetidas. Com isso, nos parece mais eficiente
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aplicar o procedimento de busca local apenas em solucoes que nao tenham ocorrido
em iteragoes anteriores do SM. Observamos em nossos experimentos computacionais
que as melhores solugoes vidveis sao obtidas nas primeiras 1500 + n iteragoes do
SM, desta forma aplicamos em nosso algoritmo o procedimento da busca local nas
primeiras 1500 + n iteracoes do SM geradas pelo limitante KP inteiro tal que esta
solugao nao se repete, apés as 1500 + n iteragoes aplicamos busca local apenas em
caso de melhora no limite superior obtido pelo LS.

Em nossa proposta de algoritmo o niimero méaximo de iteragoes do SM em um
determinado ciclo foi definido em 3000 + n, com adicionais critérios de paradas
sendo imposto. Eles sao especificamente: p reduzindo-se a um valor inferior a 1075,
a diferenca entre o melhor limite superior e o melhor limite inferior para o QKP
reduzindo-se a um valor inferior a 1, e ggrad, a soma do quadrado dos subgradientes,
reduzindo-se a um valor inferior a 1075,

Abaixo pseudo cédigo do SM,

Entrada: n, P, w, ¢;
Saida: T, ub, lb;

1: step < 0;

2 ub oQ;

3: ub + 0;

4: b+ 0;

5: 4= 2.0;

6: count < 0;

7: Algoritmo ; /* cdlculo do fator moderador */

8: b < heuristica(); /* heuristica Billionnet e Calmels */

9: for it:=0 to 3000+n do

10 Algoritmo [I3} /* atualiza beneficios modificados */
11:  Algoritmo [14 /* acimulo dos beneficios cruzados positivos*/
12:  Algoritmo e[l6} /* resolve problema Lagrangeano */
13:  Algoritmo [I5} /* cdlculo de y */;

14:  Algoritmo[6} /* atualiza conjuntos A e I */

15:  Algoritmo (7] e /* cdlculo dos subgradientes associados a A */
16:  z « (int)x;

17: if (ub < ub) then

18: ub — ub; T + x;

19: count + 0;
20: if it > 1500 + n then
21: Lb < buscalocal(z); /* cdlculo do limite inferior */
22: end if
23:  else
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24: count < count + 1;

25:  end if

26: if it <1500 + n and novo z then
27: lb < buscalocal(z); /* cdlculo do limite inferior */
28:  end if

29: if (count =90) then

30: W 4— 110.6;

31: count < 0;

32:  end if

33: if 4 < 107% then

34: break;

35:  end if

36: if ub—[b < 1 then

37: break;

38: end if

39: if gqgrad < 107¢ then

40: break;

41:  end if

42:  Algoritmo |8y /* cdlculo do quadrado dos subgradientes */
43:  Algoritmo [9) /* cdlculo do tamanho do passo */
44:  Algoritmo [10} /* atualiza multiplicadores de Lagrange */
45: end for

Palmeira em [7] propds um algoritmo Relaz-and-Cut para resolver o QKP. Ele
reformulou o QKP, Problema , acrecentando ao mesmo as desigualdades —
obtendo o modelo —. Os autores utilizaram a relaxagao continua
para resolve o problema. O SM foi utilizado para resolver o Problema Dual Lagran-
geano. A desigualdade foi dualizada ao estilo tradicional, ja as desigualdades
— foram dualizadas em um estilo Relax-and-Cut. Foi definido um nimero
limite igual a 5000 iteracoes para o SM, além dos critérios de paradas que propo-
mos em nosso algoritmo. O calculo do limite superior depende dos termos, para o
termo linear, z;, ¢ € N, Palmeira utilizou o algoritmo de Dantzig, ja para o termo
nao-linear, y;;, ¢ < j, 4,7 € N, quando o beneficio Lagrangeano modificado p;;(A)

¢ nao-negativo, y;; ¢ colocado na solucao, ou seja, y;; = 1, caso contrério y;; = 0.

4.1.2 Fixacao de variaveis

Implementamos em nossa proposta de algoritmo Relaz-and-Cut técnicas de
fixacao e reducao de variaveis que foram propostas por Caprara, Pisinger e Toth
em [5]. As mesmas foram citadas na Segao [3.8]
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Finalizado um ciclo do SM aplicamos um procedimento de fixagao de variaveis
seguido do procedimento de reducao do tamanho do problema. Fixando no minimo
uma variavel é aplicado o procedimento de redugao do problema e entao um novo
ciclo do SM é executado. Caso nenhuma variavel seja fixada, damos por encerrado
os ciclos do SM.

4.1.3 Branch-and-Bound

Finalizado os ciclos do SM, combinados com os procedimentos fixacao variaveis
e reducao do tamanho do problema no algoritmo Relaz-and-Cut seguimos para o
Branch-and-Bound.

Como estratégia de busca implementamos uma busca em profundidade no algo-
ritmo Branch-and-Bound.

Seja N C N o conjunto que representa as variaveis nao fixadas durante o processo
de fixacdo de varidveis, onde N = {1,2,...,7}.

A seguir definimos nossa ordem de busca proposta. Seja ordb € R™ determinado

por:

Algoritmo 17: Definindo ordem de busca no Branch-and-Bound
1: for i :=1ton do

2:  ordb; < q;;
: end for

for j:=i+1tondo
Pij

3
4: for 1:=1tomdo
5
6 ordb; <+ ordb; + 5

7: ordb; < ordb; + %7
8: end for
9: end for

10: for i :=1 ton do
ordb;
11:  ordb; < ;
%

12: end for

O vetor ordb é ordenado de forma nao-crescente e define a ordem de busca a
ser seguida na arvore de enumeragao do Branch-and-Bound. Observe que estamos
acumulando os ¢; em ordb; e metade dos beneficios originais p;;, os quais sao nao
negativos, em ordb; e a outra metade em ordb;, em seguida divimos este pelo seu
correspodente w;, o coeficiente gerado define a ordem a ser seguida na arvore de
enumeracao do Branch-and-Bound.

Definido a ordem de branching a ser percorrida na arvore de enumeragao do
Branch-and-Bound, implementamos melhorias ao Branch-and-Bound com objetivo

de acelerar a busca ao longo da arvore de enumeragao, essas ideias foram propostas
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por Caprara, Pisinger e Toth [5], de acordo com , e citadas na Subsecao .

Em nossos experimentos computacionais tal ideia reduz o tempo de execucao na
arvore de enumeracao do Branch-and-Bound.

Abaixo o pseudocddigo do algoritmo Branch-and-Bound implementado, onde P
¢ a matriz de beneficios reduzida, firxw é a parte acumulada referente aos w; dos
itens fixados em 1 e fizp é a parte acumulada referente aos beneficios dos itens
fixados em 1.

Entrada: N, P,Ib, fixp, fizw;

Saida: z*, z*;

1: 1b < 1b;

2: ps < 0;

3: tps + 0;

4: ws < 0;

5: tws < 0;

6: [ < 0;

7. push(pl, z; = 0, ps, ws);
8 if ws + w; < ¢ then

9:  ps < ps+q;

10: ws < ws + wy;

11:  if ps+ fixp > Ib then
12: tps <— ps;

13: tws +— ws;

14: Ib < fixp + ps;
15:  end if

16:  push(pl,z; = 1, ps,ws);
17: end if

18: while pl # empty do
19: no <— pop(pla l7p87 U}S),
20: if z; = 1 then

21: forv:=1+1tondo
22: Qi < i + Pu;

23: end for

24:  end if

25:  u 4 solve(no);
26:  if u > [b then

27: [+ 1+1;

28: if ws+w; < c then

29: push(pl, z; = 0, ps, ws);
30: if ws+ w; < ¢ then
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31: pS < ps + qi;

32: WS < WS + wy;

33: if ps + fizp > Ib then
34: tps < ps;

35: tws < ws;

36: lb < fixp + ps;

37 end if

38: push(pl,z; = 1, ps, ws);
39: else

40: poda por inviabilidade;
41: end if

42: end if

43:  end if

44: end while

45: 2* < Ib;

46: x* < x;

Para obtermos um limite superior ao longo da arvore de Branch-and-Bound as-
sociado a cada né problema a ser resolvido, utilizamos o algoritmo Relaz-and-Cut
definido na Secao [£.1] Nesse o nimero de iteragoes do SM foi definido em 1000 4 n
iteragoes, e os outros paramétros e critérios de paradas sao os mesmos definidos na
Secao 4.1

4.2 Branch-and-Cut

O algoritmo Branch-and-Cut que implementamos para o QKP se baseia na se-
paracao de desigualdades validas para o KP. Nossa implementacao se utilizou do
resolvedor de Programacao Linear Inteira Mista, Xpress Optimizer. A escolha da
variavel a ser ramificada na arvore de enumeracao foi determinada automaticamente
pelo Xpress Optimizer, e para percorrer a arvore de enumeragao utilizamos a busca
em profundidade. Desabilitamos o preprocessamento, estratégias de cortes e es-
tratégias de heuristicas do Xpress Optimizer. No mais, todas as fungoes de gerenci-

amento da arvore de enumeracao foram deixados a cargo do resolvedor.
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Em nossa implementacao, utilizamos a seguinte reformulacao linear do QKP:

n—1 n
maxz qiTi + Z Z DijYij

ieN i=1 j=i+1

s.a. E wWT; < ¢

1EN

Z w;Yij + Z wiyji < (c—wj)xj, jEN

i<j, iIEN 1>j, 1€N
ngafz, Z<]7 Z?jENv

?/136{071}7 Z<.77 Zv]ENa
2, €{0,1}, i € N.

(4.29)

Especificamente, trabalhamos sobre a relaxagao continua de (4.29)-(4.36)). Neste

caso, substituimos as restri¢oes x;,y;; € {0,1},4 < j, 1,7 € N, pelas desigualdades

z; € 0,1], i€ Ney; €[0,1],i <7, i,j € N.

n—1 n
maxz Qi + Z Z DijYij

ieN i=1 j=i+1

s.a. 5 wWT; < ¢

1EN

Z w;Yij + Z wiyji < (¢ —wj)xj, j €N

1<j, 1€N 7<t, 1€N
ymgxz; Z<]7 Z,jGN,

yije [071]7 Z<]7 iajGNa
T; € [071], 1€ N.

(4.37)

Além das desigualdades que utilizamos para reforcar a relaxacao continua de
(4.37)-(4.44]) e, por conseguinte, as relaxagoes continuas dos problemas definidos nos

demais nés de nossa arvore de enumeracao, poderiamos também ter utilizado outras

familias de desigualdades véalidas. No entanto, nossos experimentos computacionais

indicaram que o preco computacional que teriamos que pagar para fazé-lo, nao

se justificaria. Optamos entao por reforcar nossas formulacoes, em cada né da

arvore de enumeragao, utilizando apenas as desigualdades (3.7]), as desigualdades de

cover (3.13)), as desigualdades extended (3.14) e as desigualdades de lifting (3.24)).
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Desigualdades violadas pertencentes a tais familias sao inseridas ao problema apenas
quando violadas pela solugao corrente.

Como visto no Capitulo [3| desigualdades de cover violadas sao identificadas
através da resolucao de um KP auxiliar. Podemos resolver este KP utilizando, den-
tre outras alternativas, Programagao Dinamica [21] ou o préprio resolvedor Xpress
Optimizer [37], por exemplo. O procedimento utilizado para identificar desigual-
dades (3.13), (3.14) e (3.24) violadas ¢ aquele descrito no Capitulo [3] De acordo

com nossos testes computacionais, utilizar o resolvedor Xpress Optimizer [37] para

resolver tais problemas de separacao se mostrou uma alternativa satisfatéria e é a
que aqui empregamos.

No né raiz da arvore de enumeracao, tentamos indentificar variaveis que devem
ser fixadas em zero na solugao 6tima do QKP. Suponha (Z,7) solugdo do linear
QKP —, ub valor solugao do LP e [b uma limite inferior obtido através
de alguma heuristica, em nosso algoritmo implementamos a heuristica proposta por
Billionnet e Calmels em [§] citada no Capitulo[3] Associado a solugao (7, ) temos o
custo reduzido (cz, cy). Pela teoria de dualidade de Programacao Linear [38], uma
variavel x; deve ser fixada em zero se ub 4+ cx; < b ocorre, de modo semelhante

podemos fixar y;; em zero se ub + cy;; < lb ocorre.

4.2.1 Um exemplo numérico

Considere a seguinte instancia para o QKP 0-1.

max xi + rs + r3 + v4 + T5 + T+ (4.45)
14y19 + 14y13 + 49y14 + 3Ty15 + 33y16 + 3y17+
13ya3 + 36y24 + 6yas + 2y26 + yor+
26y34 + 21yss + 11lyse + 2ys7r+
12y45 + 46y46 + 10ya7+
24ys6 + 46y57+

19ye7
s.a. 11xzy + 62y + 623 + dx4 + D5 + 426 + 27 < 19 (4.46)
ze {01}, ie{l,...,7}. (4.47)

Utilizando o resolvedor Xpress Optimizer, obtemos a seguinte solucao para Pro-
blema de Relaxacao Continua associado ao exemplo ([4.45))-(4.47)):

X=10,00 0,12 0,58 0,92 0,92 0,92 0,92]e
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<
Il

para uma fungao objetivo de valor igual a 363, 46.

0,00 0,00 0,00
0,00 0,12
0,50

0,00
0,12
0,50
0,92

0,00
0,06
0,50
0,92
0,92

0,00 |
0,12
0,50
0,92
0,92

0,92

Resolvendo o Problema de Separagao associado as desigualdade de cover, obte-

mos a solugao

z:[0,00 0,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,00],

com valor 6timo igual a 0,65. Dessa maneira, temos que C' = {3,4,5,6} e

T3+ Ty + x5+ 26 <3

é a desigualdade de cover encontrada.

Esta, de acordo com ([3.20) e o Teorema (3.4.1)), é viola por X.

Quadratizando a desigualdade de cover obtida acima, obtemos as seguintes de-

sigualdades:

Y13 + Y1a + Y15 + Y16 < 311

Y23 + You + Y25 + Yos < 372

T3+ Yza + Y35 + Yze < 33

Y34 + T4+ Y5 + Yas < X4

Y35 + Yas + 5 + Yse < T5

Y36 + Yae + Yse + T < 3T

Y37 + Ya7 + Ys7 + Yer < 37

Em particular, para a solugao (X,¥), as desigualdades (4.48) e (4.49) s@o nao-

violadas, enquanto (4.50)), (4.51)), (4.52)), (4.53) e (4.54) sao violadas.

Observe que, dada uma desigualdade de cover violada, é possivel obter uma desi-

gualdade de cover quadratizada nao-violada onde o termo referente a quadratizagao

estd definido no intervalo (0,1) (na verdade, aquele termo pode ser definido no in-

tervalo (0, 1]). Para tanto, observe que y;; < x; e y;; < z; se aplicam e, dessa forma,

0 <z; <1euy; # x;x; resultam. Isto, por sua vez, implica em um decréscimo do

lado esquerdo da desigualdade de cover quadratizada. J& para o caso onde z; = 0,

temos que a desigualdade quadratizada obtida sera sempre nao-violada.
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Dada uma desigualdade de cover nao-violada, seria possivel obter uma desigual-
dade de cover quadratizada, a ela associada, e que seja violada? Note que, nesse
caso, a desigualdade de cover quadratizada seria obtida pela multiplicagao da desi-
gualdade de cover por um termo pertencente ao conjunto que a define. A resposta
a pergunta aqui formulada sera dada através da construcao de um exemplo.

Suponha que temos a seguinte solucao para relaxacao continua do QKP previa-

mente definido:
X=10,00 0,50 0,00 0,50 0,00 0,50].

Considere uma cover definida pelo conjunto C' = {2,4,6} e observe que a mesma
é nao-violada por X. Quadratizando a desigualdade de cover correspondente a C|

para j ¢ C, obtemos

Y12 + Y14 + Y16 < 221 (4.55)
Yoz + Y34 + Yse < 223 (4.56)
Y25 + Yas + Y5 < 205 (4.57)

Estas, sao nao-violadas, pois o maximo valor que y;; podem assumir ¢ 0, de acordo
com as desigualdades y;; < x;, 1 < j, 4,5 € Ney;; <z, 1 < J, 1,j € N. Efetuando

o mesmo procedimento para j € C, obtemos

Ty + You + Yoo < 222 (4.58)
You + Ty + Yas < 204 (4.59)
Ya26 + Yas + T < 2. (4.60)

Observe entao que temos yos < To, You < Ty, Yo < T2, Yog < T, To+T4 < 14104
e r9 + x¢ < 1+ 996, onde o maior valor que yo4 € Y26 podem assumir é 0, 50. Dessa
forma, temos que

Yoa + Yoo + 12 = 1,5

(IC] = 1)az =2 x 0,50 = 1,00

resultam. Logo,

You + Yo + 22 > (|C] — 1)

se aplica e temos uma desigualdade quadratizada violada.

Vamos agora encontrar uma desigualdade de lifting. Utilizando o Algoritmo [2]
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obtemos a seguinte desigualdade de lifting,
2$1+l’2+l‘3+l’4+])5+l’6 §4,

definida para L = {1,2,3,4,5,6}. Esta desigualdade é violada por (X,¥).
Observe que se a desigualdade de cover obtida é violada, a desigualdade de lifting
também o seré.

Quadratizando a desigualdade de lifting, obtemos as seguintes desigualdades

2x1 + Y12 + Y13 + Y1a + Y15 + Y16 < 31 (4.61)
2y12 + T2 + Y23 + You + Y25 + Y26 < 32 (4.62)
2y13 + Yo3 + T3 + Ysa + Yss + Y36 < 33 (4.63)
2Y14 + You + Y34 + Ta + Y5 + Yas < 374 (4.64)
2y15 + Yo5 + Y35 + Yas + 5 + Yse < 375 (4.65)
2y16 + Y26 + Y36 T Y6 + Ys6 T T < 3T6 (4.66)
2y17 + Yor + Y37 + Yar + Ys7 + Yer < 377 (4.67)

Observe que (4.61)) ndo é violada por (X,¥), enquanto (4.62)), (4.63)), (4.64)), (4.65),
[65) e (167) sio.

De acordo com o exemplo acima, temos que, dados os elementos pertencentes

ao conjunto das lifting, L, ao quadratizamos uma desigualdade de [ifting em relacao
a tais elementos, as desigualdades resultantes podem ou nao serem violadas pela
solugao continua em maos.

No Capitulo |5 descrevemos os resultados obtidos de acordo com nossos experi-

mentos computacionais para o algoritmo Branch-and-Cut.
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Capitulo 5
Resultados Computacionais

Neste capitulo descrevemos instancias, infraestrutura e resultados computacio-

nais obtidos em nossos experimentos computacionais.

5.1 Instancias

As instancias utilizadas em nossos experimentos computacionais foram geradas
aleatoriamente de acordo com [4, B, 8, O] 15]. Estas instancias obedecem as seguin-
tes regras: % define a densidade da instancia, ou seja, o percentual de beneficios
Pijs 1,J € N nao-nulos. Cada peso w; ¢é distribuido aleatoriamente entre [1, 50] para
cada j € N, enquanto os beneficios p;;, 7, j € N com densidade % sa@o distribuidos
aleatoriamente entre [1, 100] e p;; = pj;. A capacidade c é distribuida aleatoriamente
em [50, > 7| w;).

No endereco http://cos.ufrj.br/~jossian/instance/| disponibilizamos as
instancias geradas aleatoriamente de acordo com gerador que implementamos. Essas
foram utilizadas em nossos diversos experimentos computacionais.

Nao foi possivel obter as instancias geradas de outros trabalhos citados, as mes-
mas seguem as regras utilizadas em nossas instancias geradas. No algoritmo proposto
por Caprara, Pisinger e Toth em [5] o gerador de instancia esta embutido no cédigo
do algoritmo. Billionnet e Soutif disponibilizaram algumas das instancias utilizadas

em seus trabalhos no endereco http://cedric.cnam.fr/~soutif/QKP/.

5.2 Infraestrutura

Em nossos experimentos computacionais utilizamos méaquinas com as seguintes

configuragoes:

1. Intel(R) Core(TM)2 CPU E7500@2.93GHz, 4GB, 64 bits, Ubuntu, GNU
gee/g++ 4.4.3, denominada maquina 1;
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2. Intel(R) Xeon(R) CPU X5472 @ 3.00GHz, 8 GB, 64 bits, Ubuntu, GNU
gee/g++ 4.6.3, denominada maquina 2;

3. Intel(R) Core(TM)2 CPU 6400 @ 2.13GHz, 2 GB, 32 bits, Ubuntu, GNU
gee/g++ 4.6.3, denominada maquina 3.

Utilizamos ainda o resolvedor Xpress Optimizer, release 23.

5.3 Resultados

Abaixo mostramos através de tabelas os resultados obtidos em nossos experi-
mentos computacionais de acordo com as implementagoes dos algoritmos descritos
em capitulos anteriores.

Nas tabelas abaixo, a coluna n indica o niimero de itens das instancias testes e % a
sua densidade. Para cada diferente %, 10 instancias foram geradas. Adicionalmente,
a coluna [b indica a média dos limites inferiores, a coluna gap indica o percentual
médio entre limites superiores e limites inferiores, onde o calculo do gap para uma
instancia r é determinado por gap, = % A coluna nfindica o nimero médio
de varidveis fixadas em 0 ou em 1. A coluna no indica o nimero de nés percorridos
ao longo da arvore de enumeracao do Branch-and-Bound, enquanto cut indica o
nimero de cortes adicionais inseridos durante a arvore de enumeragao do Branch-
and-Bound. A coluna t(s) indica o tempo médio em segundos. A coluna solved indica
o numero de instancias resolvidas em um conjunto de 10 instancias. Finalmente, a
entrada média nos mostra a média de cada coluna em uma determinada tabela.

Nas tabelas abaixo mostramos os resultados referente aos algoritmos citados nas
secoes anteriores, a identificacao é feita pelas entradas das colunas: algoritmo pro-
posto por Billionnet e Calmels em [§], coluna billionnet, algoritmo proposto por
Fomeni e Letchford em [34], coluna dynamic, algoritmos proposto por Caprara, Pi-
singer e Toth em [5] e seu modificado, coluna cpt e coluna cpt-mod, respectivamente,
algoritmo proposto por Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye em [I16], coluna ¢-
linear, o modelo proposto por Billionnet e Soutif em [31] de acordo com formulagao
LINQ, coluna lin2 e nossas propostas de algoritmos, colunas jal, jal-bc e jal-lag.

O cédigo do algoritmo proposto por Caprara, Pisinger e Toth em [5] foi obtido no
endereco http://www.diku.dk/~pisinger/codes.html, neste endereco David Pi-
singer disponibiliza varios codigos referente a seus diversos trabalhos. O cédigo
do algoritmo proposto por Billionnet e Calmels em [§] corresponde a uma im-
plementagao de David Pisinger e foi obtido no endereco http://www.diku.dk/
~pisinger/codes.html. O cddigo do algoritmo proposto por Fomeni e Letchford

em [34] foi obtido através de e-mail, assim como o c6digo do algoritmo proposto
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por Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye em [16]. Modelamos a formulagao pro-
posta por Billionnet e Soutif em [31] e utilizamos o Xpress Optimizer para resolver
o problema.

Definimos um tempo limite igual a 43200 segundos para execucao de cada
instancia.

Em nossas instancias a matriz de beneficios P ¢é gerada como
{pijeN:i<j, i,j€ N}. Observe que alguns algoritmos trabalham com a
matriz de beneficios cheia e simétrica, e outros trabalham apenas com a parte
diagonal superior. Para que dado uma instancia com matriz de beneficios P os
dois algoritmos obtenham o mesmo valor solugao devemos adequar a matriz P a
cada algoritmo. Desta forma para os algoritmos que utilizam a matriz de beneficios
simétrica temos {p;; € N : p;; = p;j, i < J, i,j € N}, ji para os que utilizam apenas
a diagonal superior {pij € N:pj; = pu, pij =2pij, 1 <J, i,j € N}.

As Tabelas e mostram os resultados obtidos pelas heuristicas propostas
para se obter solucao viavel para o QKP: a heristica proposta por Billionnet e
Calmels em [§], a heuristica proposta por Fomeni e Letchford em [34], a heuristica
proposta por Caprara, Pisinger e Toth em [5] e a heuristica que estamos propondo
baseada em um algoritmo guloso, um procedimento construtivo para gerar solugao

viavel e procedimento de busca local.

Tabela 5.1: Limites inferiores para n € {100, 200, ...,500}

billionnet dynamic jal cpt cpt-mod
n % b t(s) Ib t(s) b t(s) b t(s) Ib t(s)
25 32009 0,0 32019 0,4 32025 3,3 32024 0,2 32025 1,9
100 50 51088 0,0 51100 0,3 51093 4,0 51093 0,3 51093 3,1
75 99782 0,0 100079 0,3 100079 2,0 100046 0,3 | 100079 2,2
100 135201 0,0 135529 0,3 135533 1,6 135532 0,2 | 135533 1,4
25 168960 0,0 169013 4,1 169041 26,0 169025 2,0 169020 18,3
200 50 155818 0,0 155877 3,7 155833 24,5 155833 2,3 155833 22,3
75 386208 0,0 386392 3,7 386412 10,9 386297 1,5 386369 12,2
100 536360 0,1 536900 4,1 536731 7,9 536727 1,0 536731 7,5
25 273078 0,0 273223 19,1 273232 83,0 | 273232 8,3 | 273232 61,2
300 50 601561 0,1 601695 18,2 601629 79,6 601608 9,5 601608 78,1
75 889353 0,0 890045 17,7 890050 19,8 889721 6,0 889916 42,5
100 | 1375434 0,0 1375847 16,1 | 1375850 17,6 | 1375711 2,9 | 1375847 19,8
25 635844 0,1 635930 56,0 635932 195,8 | 635932 19,2 | 635932 140,2
400 50 | 1489291 0,1 | 1489748 50,4 1489717 87,5 | 1489639 13,7 | 1489639  100,7
75 | 1585633 0,1 1586347 52,5 | 1586350 48,0 | 1585721 16,7 | 1585775  109,0
100 | 1491173 0,1 1492529 54,3 | 1492545 39,2 | 1491866 7,7 | 1491990 50,4
25 766058 0,2 766180 124,5 766102  363,0 766088 53,1 766088  342,2
500 50 | 1643827 0,2 | 1644164 1319 1644089  310,0 | 1643995 59,4 | 1643995 3994
75 | 3107009 0,2 3108622 130,5 | 3108635 99,5 | 3107009 43,5 | 3107009 265,1
100 | 4115356 0,1 4117476  130,0 | 4117515 68,9 | 4116787 18,0 | 4117414 97,8

De acordo com as Tabelas [b.1] e 5.2l obtemos na média melhores limites inferiores
em 22 dos 40 conjuntos de instancias testadas. Nossos tempos computacionais sao
melhores para instancias de alta densidade, mas perdemos para instancias de baixa
densidade.

A Tabela mostra os resultados obtidos de acordo com gaps gerados pelos al-
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Tabela 5.2: Limites inferiores para n € {600, 700, ..., 1000}

billionnet dynamic jal
n % b t(s) b t(s) b t(s)
25 1308827 0,2 | 1309556 277,6 1309439 875,6
600 50 2470744 0,3 | 2471953 222,2 2471935 361,6
75 4079592 0,3 | 4082108 244,3 4081732 144,3
100 3635726 0,4 3640788 267,0 3640795 105,5
25 1566908 0,6 | 1567179 4294 1567012 992,7
700 50 3403025 0,5 | 3405522 467,6 3405178 841,9
75 3598813 0,8 3599652 418,9 3599675 237,1
100 4951411 0,7 4955279 506,0 4955300 177,6
25 2494139 0,6 | 2494287 78,7 2494232 1920,3
800 50 3825535 1,0 | 3826974 779,1 3826056  1549,0
75 6539477 0,9 | 6540490 793,3 6540345 403,0
100 7144316 1,0 7148070 737,6 7148098 210,4
25 2907631 1,1 | 2908719 12455 2908428  3384,5
900 50 5918829 1,1 | 5922138 1222,9 5921434  3023,2
75 7777714 1,3 7779437 1202,1 7779450 458,9
100 9853480 1,4 9857789  1320,8 9857837 404,6
25 3763411 1,6 | 3764266 1761,4 3764266 49204
1000 50 4749226 2,1 | 4752256 2106,1 4751488  4230,2
75 | 10292321 1,7 | 10293273 1633,9 | 10293333 511,1
100 | 12875207 1,7 | 13826435 1754,8 | 13826466 481,5

goritmos proposto por Caprara, Pisinger e Toth em [5], esse modificado, o algoritmo
proposto por Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye em [10] e o algoritmo Relaz-
and-Cut que estamos propondo para n € {100,...,500}. A Tabela mostra os
resultados obtidos de acordo com a média das densidades da Tabela[5.3] Esses gaps

foram gerados no no raiz e nao foi executado o procedimento de fixacao de variaveis.

Tabela 5.3: Gaps Primal-Dual para n € {100, 200, ...,500}

jal cpt cpt-mod t-linear
n| % | gap  ts) | gap t(s) | gap  t(s) | gap  t(s)
25 1,56 3,3 | 2,08 0,2 | 1,54 1,9 3,61 0,7
100 | 50| 101 40 | 2,06 03 | 1,81 3,1 | 3,13 1,4
75 | 0,19 2,0 | 1,52 0,3 1,24 2,2 1,89 0,6
100 | 0,14 1,6 | 0,61 0,2 0,37 1,4 0,56 0,5
25 2,17 26,0 | 2,49 2,0 | 2,12 18,3 2,33 49
200 50 | 3,47 24,5 | 4,01 2,3 3,76 22,3 5,37 5,7
75 | 0,25 10,9 | 1,29 1,5 1,14 12,2 1,83 5,9
100 | 0,16 7,9 | 0,40 1,0 0,24 7,5 0,52 4,2
25 1,76 83,0 | 1,98 8,3 | 1,65 61,2 2,54 19,9
300 50 | 1,16 79,6 | 1,71 9,5 1,57 78,1 2,18 21,4
75 | 0,06 19,8 | 0,89 6,0 0,77 42,5 1,35 28,1
100 | 0,17 17,6 | 0,41 2,9 0,28 19,8 0,34 16,0
25 0,93 1958 | 1,13 19,2 | 0,75 140,2 1,25 44,5
400 50 | 0,36 87,5 | 0,67 13,7 | 0,48 100,7 | 0,70 36,3
75 | 0,06 48,0 | 1,25 16,7 1,09 109,0 1,76 36,4
100 | 0,12 39,2 | 0,45 7,7 | 0,24 50,4 0,31 26,6
25 1,95 363,0 | 2,07 53,1 | 1,62 342,2 7,28  108,0
500 50 2,21 310,0 | 2,60 594 2,50 3994 | 0,79 19,8
75 | 0,04 995 | 0,91 435 | 0,86 2651 | 2,04 534
100 | 0,06 68,9 | 0,20 18,0 0,09 97,8 0,74 28,2
média 1,19 24,3 | 1,82 2,6 1,54 20,8 2,03 23,1

Com relacao a gaps, as Tabelas [5.3] e [5.4 mostram que nossos gaps sao melhores
para os conjuntos de instancias com densidade 50%,75% e 100% comparado aos

outros algoritmos, exceto o conjunto onde n é igual a 500 e possui densidade 50%.
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Tabela 5.4: Média por densidade das instancias da Tabela [5.3
jal cpt cpt-mod t-linear

% gap  t(s) | gap t(s) | gap  t(s) | gap  t(s)
25 | 1,67 1342 | 1,95 16,6 | 1,58 112,8 | 3,40 35,6
50 | 1,64 101,1 | 2,21 17,0 | 2,02 120,7 | 2,43 16,9
75 | 0,12 36,0 | 1,17 13,6 | 1,02 86,2 | 1,78 24,9
100 | 0,13 27,0 | 042 6,0 | 024 354 | 049 15,1

A Tabela mostra os resultados referente ao niimero de varidveis fixadas pe-
los algoritmos proposto por Caprara, Pisinger e Toth em [5], esse modificado e o

algoritmo Relaz-and-Cut que estamos propondo.

Tabela 5.5: Fixacao de variaveis

jal cpt cpt-mod
n % nf t(s) nf  t(s) nf t(s)
25 32 6,4 51 0,5 51 2,9
100 50 18 6,7 23 0,4 23 3,8
75 78 2,4 52 0,4 60 3,2
100 86 1,5 89 0,2 89 1,7
25 53 27,2 56 2,4 85 19,6
200 50 37 30,7 39 2,5 39 23,2
75 | 127 13,8 79 2,4 79 18,4
100 156 13,1 162 1,8 | 166 12,2
25 83 90,2 84 9,7 | 134 71,2
300 50 60 86,7 43 10,2 43 78,6
75 | 245 24,3 136 15,1 136 80,6
100 191 24,9 | 203 7,4 | 203 34,5
25 32 185,2 35 19,9 | 111  148,7
400 50 | 255 150,6 205 19,8 228 111,3
75 | 183 57,5 124 19,3 124 113,3
100 327 54,9 | 325 14,1 | 340 64,5
25 105  389,3 39 56,0 | 142 559,7
500 50 86 3719 0 62,0 0 4029
75 | 387 1258 171 66,6 171 325,2
100 382 90,0 | 399 43,0 | 400 137,2
média 146 87,7 116 17,7 131  110,6

Pela Tabela temos que nossa proposta de algoritmo Relaz-and-Cut ganha
quanto ao numero de varidveis fixadas em todos os conjuntos de instancias com
densidade 75%. O algoritmo cpt-mod gerou melhores resultados, apesar de que na
média nossa proposta de algoritmo fixou mais variaveis.

A Tabela [5.6] mostra os resultados obtidos por algoritmos Branch-and-Bound: o
algoritmo proposto por Caprara, Pisinger e Toth em [5], o algoritmo Branch-and-
Bound proposto por Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye em [16] e nossas propostas
de algoritmos. Incluimos ainda os resultados obtidos pela formulagao LIN2
proposta por Billionnet e Soutif em [31] onde utilizamos o resolvedor de MIP Xpress
Optimizer.

Em nossa proposta de algoritmo Branch-and-Bound, colunas jal-bc e jal-lag, im-
plementamos um algoritmo Relaz-and-Cut no né raiz combinado aos procedimentos
de fixacao de variaveis e reducao do tamanho do problema, ja a implementacao
da arvore de enumeracao do Branch-and-Bound foi feita de duas formas. Na pri-

meira forma, coluna jal-bc, implementamos um algoritmo algoritmo Branch-and-
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Cut, onde inserimos desigualdades de extended, quando violadas, como planos de

corte na arvore de enumeragao do Branch-and-Bound, essas ideias foram descritas

no Capitulo 4 J& a segunda forma, coluna jal-lag, a implementagao foi feita de
acordo com nossa proposta de algoritmo Branch-and-Bound citada na Secao [4.1.3]

onde implementamos em cada né problema um algoritmo Relax-and-Cut.
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Como mostrado na Tabela [5.6| os algoritmos cpt e t-linear obtiveram melhores
resultados quanto ao nimero de instancias resolvidas. O algoritmo cpt obteve melhor
performace para instancias com densidades 75% e 100%, enquanto t¢-linear melhor
performace para instancias com densidade 25% e 50%. Em nossas proposta de
algoritmo, jal-bc e jal-lag, um niumero inferior de nés sao percorridos ao longo da
arvore de enumeracao do Branch-and-Bound, esse nimero de nds é bem inferior
para o algoritmo jal-bc. Quanto ao tempo de CPU, ¢pt tem melhor performace
comparado aos outros algoritmos.

As Tabelas 5.7, 5.8 e [5.9] trazem os resultados referente aos algoritmos Branch-
and-Cut descrito no Capitulo , onde comparamos entre si as desigualdades ,
cover, extended e lifting, estas foram inseridas ao modelo quando violadas como
planos de corte, seguindo as ideias de um algoritmo Branch-and-Cut. As Tabelas
e trazem ainda resultados de um algoritmo Branch-and-Bound, coluna zpress,
onde passamos a formulacao — para o resolvedor Xpress Optimizer, e

deixamos a resolucao a cargo do mesmo, sem alteragao de parametros.

Tabela 5.7:  Branch-and-Cut para o QKP para n € {20,...,80}

TpTess triangulo cover extended lifting
n % no t(s) cut no t(s) cut no t(s) | cut no t(s) | cut  no t(s)
25 9 0,4 204 7 0,8 7 7 0,3 4 6 0,3 5 6 0,5
20 50 14 0,5 164 10 0,8 10 11 0,7 6 8 0,5 6 8 0,7
75 21 0,6 117 15 0,7 20 14 09| 6 11 07 | 4 8 0,9
100 25 0,5 136 20 0,8 16 20 1,0 4 8 0,6 4 8 0,9
25 33 36 | 1614 35 10,5 20 24 36 | 14 24 33| 13 19 3,7
40 50 35 4,8 646 27 8,2 18 22 4,7 | 12 21 4,6 5 17 4,1
75 64 6,3 779 54 8,6 24 25 5,7 5 13 4,0 7 13 4,6
100 254 11,9 1968 205 15,5 116 181 14,3 13 40 9,2 14 31 8,1
25 29 10,9 4947 69 135,0 26 35 12,3 13 29 10,0 | 23 38 14,0
60 50 158 37,3 3751 120 133,6 67 104 37,0 | 30 85 29,6 | 26 82 35,6
75 312 62,4 4632 269 123,3 129 219 65,1 34 117 47,5 53 121 51,2
100 | 2366 233,2 | 18836 1796 370,6 799 1477 234,0 | 68 184 70,1 19 63 40,0
25 95 53,4 9000 103 881,6 51 47 39,5 | 56 74 53,2 | 27 56 45,6
80 50 115 86,3 8328 150 18449 66 89 88,3 | 25 75 78,2 | 23 57 77,8
75 | 2003 616,5 | 51688 1500 1266,9 671 1091 632,6 | 99 204 209,99 | 58 135 163,8
100 | 6513 15924 | 49653 7914 2236,0 | 1462 2746 1605,2 | 20 89 128,0 | 22 76 149,3

Tabela 5.8: Branch-and-Cut para o QKP para n € {100,120}
TpTess cover extended lifting
n % no t(s) cut no t(s) | cut  no t(s) | cut no t(s)
25 | 109 1327 35 38 752 | 31 46 836 | 20 36 73,7
50 110 195,3 85 114 260,9 24 60 173,6 39 122 2777

100 75 310 367,2 98 170 286,4 97 213 410,4 28 62  184,6
100 600 530,8 234 508 534,7 15 54 186,7 54 134 3372

25 274 333,6 56 152 252,4 17 99 129,9 36 132 198,11

120 50 482 686,9 72 105 558,3 25 62 329,7 30 83 3784

75 | 1138 2453,0 | 1193 2351 3891,6 | 288 742  2099,4 57 123 8284
100 | 8656 7855,1 | 1510 2779 4158,6 13 61 457,7 25 82 550,6

Pela Tabela temos que a desigualdade (3.7)), coluna triangulo, nao é uma boa
opcao a ser utilizada como planos de corte em um algoritmo estilo Branch-and-Clut,

uma das razoes é o elevado tempo de CPU. E possivel observar ainda um elevado
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Tabela 5.9: Branch-and-Cut para o QKP para n € {140,200}

extended lifting
n % | cut  mo t(s) solved | cut no t(s) solved
25 77T 261 694,5 10 60 157 615,5 10
140 50 | 269 651 4408,6 10 | 128 414 4099,3 10
75 | 358 876 4598,4 10 | 140 458 5083,5 10
100 17 259 2623,8 10 | 112 686 3692,9 9
25 | 245 968  12386,0 9 | 176 895 10003,2 9
200 50 62 407 7115,2 9 90 454 9170,0 10
75 64 177 7305,3 7| 183 424 9684,5 6
100 8 83 6076,9 8 | 162 419 6898,0 7

nimero de cortes inseridos ao longo da arvore de enumeracao, além de um elevado
nimero de nés percorridos.

De acordo com as Tabelas [5.7] e b.9 entre as desigualdades testadas verifi-
camos que as desigualdades de extended e lifting demonstram ser melhores opcoes a
serem utilizadas como planos de corte em um algoritmo estilo Branch-and-Cut. A
principal razao é o tempo de CPU combinado ao nimero de nés percorridos e cortes
inseridos ao longo da arvore de enumeragao.

A Tabela [5.10] mostra os resultados referente a experimentos computacionais
de dois algoritmos Branch-and-Cut. A coluna quadratic extended refere-se a um
algoritmo onde desigualdades de extended quadratizadas, quando violadas, foram
inseridas como planos de corte ao longo da arvore de enumeracao do Branch-and-
Bound. A coluna fization extended indica os resultados referentes a um algoritmo
onde desigualdades de extended, quando violadas, foram inseridas como planos de
corte ao longo da arvore de enumeracao do Branch-and-Bound e varidveis x, coluna
#x, ey, coluna #y, foram fixadas no né raiz utilizando-se ideias de custos reduzidos.

Quanto ao uso das desigualdades extended quadratizadas como planos de corte
em um algoritmo estilo Branch-and-Cut, nao observamos melhora de performace
computacional comparado ao uso apenas das desigualades de extended, conforme
Tabela[5.10} J4 a implementagao do procedimento de fixa¢ao de varidveis no né raiz
utilizando-se as desigualdades de extended como planos de corte ao longo da arvore de
enumeracao do Branch-and-Bound, também nao nos forneceu ganho de performace
comparado ao uso apenas das desigualdades de extended sem o procedimento de
fixagao de varidveis, conforme Tabela [5.10]

As implementacoes cujos resultados constam na Tabela foram executadas na
maquina 1, enquanto as implementacoes cujos resultados constam nas Tabelas [5.1],
5.2, 5.3 5.4 e [5.5] foram executadas na maquina 2 e finalmente as implementagoes
cujas implementacoes constam nas Tabelas 5.8 e foram executadas na

maquina 3.
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Tabela 5.10: Branch-and-Cut QKP - Ezxtended

quadratic extended

fization extended

n % cut  no t(s) | #x #y cut  no t(s)
25 58 6 0,4 1 17 4 5 0,3

50 | 50 56 06| o0 12 5 7 0,5
75 100 6 0,7 0 20 6 9 0,8

100 77 2 0,5 0 20 4 7 0,5

25 321 18 3,5 1 7 15 20 3,0

40 50 227 13 3,2 1 59 10 17 4,2
75 181 11 3,9 3 128 6 14 4,2

100 392 16 6,0 3 118 14 39 8,9

25 602 39 13,4 4 263 14 30 9,7

60 50 1477 97 41,8 3 188 28 83 29,0
75 1151 65 35,3 1 75 33 111 45,0

100 2145 69 37,7 4 199 68 185 69,8

25 2204 65 77,4 5 475 40 56 44,9

80 50 1824 99 110,2 4 320 25 76 78,3
75 7999 229 261,4 4 408 99 206 212,5

100 1148 40 77,6 2 219 20 82 122,5

25 2368 66 129,2 3 287 30 61 86,1

100 50 2382 90 306,8 6 629 26 64 183,7
75 4116 98 346,3 9 851 98 214 415,9

100 1079 11 46,2 13 1046 15 53 183,8

25 1292 128 215,8 4 625 18 98 125,8

120 50 3046 88 659,4 11 1155 31 92 409,4
75 | 28773 638 2911,7 4 807 297 778  2728,0

100 1624 49 269,7 7 1405 17 77 560,7
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho propomos uma heuristica Lagrangeana baseada em um algoritmo
Relax-and-Cut. Essa heuristica é voltada para geracao de solucoes vidveis de boa
qualidade para o QKP, embora o tempo de CPU seja nao desprezivel.

Nossos experimentos computacionais confirmaram que nossa heuristica e a heu-
ristica baseada em Programacgao Dinamica [34] possuem uma boa performace. Este
fato ¢é certificado pela qualidade dos limites inferiores gerados pelas heuristicas de
acordo com as Tabelas 5.1l e 5.2

De acordo com nossos resultados computacionais obtidos nossos limites supe-
riores sdo competitivos com aqueles gerados pelos algoritmos propostos em [5] e
[16]. De fato, nossos gaps para instancias onde n € {100, ...,500} acabaram sendo
melhores que aqueles gerados pelo algoritmo proposto em [5] para instancias com
densidades 50%, 75% e 100%. Em comparacdo com o algoritmo proposto em [16],
nosso algoritmo gera melhores gaps para todos os grupos de instancias teste, exceto
para instancias de tamanho 500 e densidade 50%. E bom frisar que o limite inferior
utilizado em [16] é o limite gerado pela heuristica proposta por Billionnet e Calmels
em [8].

Quanto ao numero de variaveis fixadas, nosso algoritmo fixou um consideravel
nimero de varidveis comparados aos fixados pelo algoritmo proposto por [5] e seu
modificado de acordo com Tabela 5.5

Como indicado em nossa investigacao, desigualdades vélidas para o KP podem
ser utilizadas em um algoritmo Branch-and-Cut para o QKP. Isto é feito com o
intuito de reduzir o nimero de nés percorridos na arvore de enumeracao do algoritmo
Branch-and-Bound e, eventualmente, o tempo total de CPU.

Em nossos testes computacionais observamos que o uso das desigualdades
se torna computacionalmente caro com o aumento da dimensao das instancias. Ob-
servamos ainda um elevado niimero de nds sao visitados nas arvore de enumeragao,
quando utilizamos tais desigualdades. Por sua vez, o uso das desigualdades de cover,

extended e lifting se mostraram particularmente interessantes.
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Realizamos ainda testes computacionais utilizando as desigualdades de cowver,
extended e lifting, quadratizando-as e realizando fixagao de variaveis. Entretanto, os
resultados computacionais obtidos nao se mostraram atraentes.

Quanto ao algoritmo Branch-and-Bound, observamos que temos ganho quando
comparado aos outros algoritmos no nimero de nés percorridos na arvore de enu-
meracgao na média para todas instancias teste quanto a densidade.

Uma contribuicao relevante neste trabalho, além dos algoritmos Relaz-and-Cut,
Branch-and-Cut e Branch-and-Bound, é o fato de utilizamos os mesmos conjuntos
de instancias e o fato da comparacao entre algoritmos de acordo com tabelas terem
sido realizados na mesma méquina.

Como proposta de trabalho futuro temos o investimento na implementacao, bem
como busca de novas ideias que possam contribuir para melhora na arvore de enu-
meracao de nosso algoritmo Branch-and-Bound proposto, de forma que possamos
obter melhores resultados para o algoritmo e consegui resolver QKP de tamanhos

maiores.
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