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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

MÉTODOS DE CONTROLE ÓTIMO DOS PROCESSOS DINÂMICOS DO

ENOVELAMENTO DE PROTEÍNAS

Simão Coutinho de Albuquerque Neto

Julho/2015

Orientador: Rubem Pinto Mondaini

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

O presente trabalho se utiliza de técnicas de controle ótimo, uma ferramenta

matemática muito potente, baseadas no Prinćıpio de Máximo de Pontryagin, para

analisar dinâmicas da estrutura de protéınas. A partir de um modelo dinâmico

para os átomos encontrados na espinha dorsal do polipept́ıdeo, analisam-se as con-

sequências de consideração de uma dinâmica controlada por métodos de controle

ótimo. São analisados dois casos. No primeiro, o termo inercial é considerado como

pequeno diante do termo de fricção. No segundo caso, as diferenças entre as massas

dos śıtios atômicos são consideradas como sendo pequenas.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

OPTIMAL CONTROL METHODS OF DYNAMICAL PROCESSES OF

PROTEIN FOLDING

Simão Coutinho de Albuquerque Neto

July/2015

Advisor: Rubem Pinto Mondaini

Department: Systems Engineering and Computer Science

This work uses optimal control techniques, a very powerful mathematical tool

based on Pontryagin’s Maximum Principle, to analyze the dynamics of proteins’

molecular structure. From a dynamical model for the polypeptide backbone’s atoms,

the consequences of the consideration of a controlled dynamic by optimal control

methods are analyzed. Two different cases are analyzed. In the first, the inertial

term is considered negligible compared to the friction term. In the second case, the

differences between the atoms’ sites are considered very small.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Protéınas são macromoléculas de extrema importância pois exercem diversos tipos

de funções nos organismos de todos os seres vivos. Após a água, são as moléculas

em maior quantidade na composição das células (Tabela 1.1). A evolução da vida

está diretamente relacionada à evolução na complexidade das protéınas e de sua

capacidade de exercer novas funcionalidades.

Tabela 1.1: Constituição das células excetuando a água. Adaptado de [1]

Composto Porcentagem
Protéınas 50

Carboidratos 15

Ácidos nucleicos 15
Liṕıdios 10
Outros 10

O chamado problema de enovelamento de protéınas está relacionado com a

predição do estado enovelado da protéına a partir de sua sequência de aminoácidos,

e da determinação da função protéica através da observação da conformação tri-

dimensional. O estudo do processo f́ısico pode auxiliar na descoberta dos fatores

responsáveis por erros ocasionados na conformação de determinadas protéınas que

acarretam em doenças e, muito além, no desenvolvimento das Ciências como um

todo.

Apesar da criação de protéınas a partir da manipulação de sequências de

aminoácidos já não ser uma grande dificuldade, o conhecimento prévio da con-

formação resultante permanece como um desafio. Uma vez que esta dificuldade

tenha sido suprimida, a criação de protéınas sintéticas com propriedades espećıficas,

não encontradas no meio em que vivemos, tornar-se-á uma tarefa consideravelmente

mais simples.

Devido à grande importância das protéınas, diversos estudos, utilizando diferen-
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tes tipos de técnicas, já foram realizados com o objetivo de destrinchar o problema

do enovelamento. A literatura cobrindo todos estes aspectos é extremamente vasta,

então selecionamos algumas referências que tratassem o problema com métodos de

controle.

Para um modelo de representação dos elementos presentes na espinha dorsal de

uma protéına, a dinâmica é analisada utilizando métodos de controle ótimo. São

adotados e comparados o caso de massas associadas aos śıtios atômicos despreźıveis,

muito presente na literatura, e o caso de pequena diferença entre as massas dos śıtios

atômicos [2].

1.1 Organização

No Caṕıtulo 2 é dada uma explicação resumida sobre o que é uma protéına, abor-

dando sua estrutura qúımica e seu aspecto conformacional.

Alguns métodos usais para a análise de problemas de enovelamento de protéınas

são apresentados no Caṕıtulo 3.

No Caṕıtulo 4 é mostrado a configuração do problema de controle ótimo. Para

isto, mostramos o modelo dinâmico adotado para a análise e fazemos um processo

de adimensionalização do sistema de equações.

O Caṕıtulo 5 apresenta representações gráficas de alguns estados elementares

assim como seus controles.

No Caṕıtulo 6 é apresentada a conclusão do estudo e posśıveis trabalhos futuros

são discutidos.
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Caṕıtulo 2

Enovelamento de Protéınas

2.1 Protéınas

Todos os seres vivos são formados pelos mais variados tipos de células, mas estas se

utilizam dos mesmos mecanismos para realizar as mais básicas funções. No DNA se

encontram as informações para a execução da grande maioria dos processos qúımicos

da célula. Porém, para isto, ele deve iniciar a produção de outros poĺımeros: RNAs

e protéınas. Segmentos da sequência de DNA são transcritos em moléculas menores

(RNA) que, posteriormente, no processo de tradução, dão origem às protéınas (Fi-

gura 2.1). Tanto DNA, RNA e protéınas são compostos pelos mesmos seis elementos:

hidrogênio, carbono, nitrogênio, oxigênio, enxofre e fósforo.

Figura 2.1: Processo de śıntese de protéınas. Adaptado de [3]

As protéınas são as moléculas funcionais principais na manutenção da vida e

executam quase todas as funções da célula. Apresentam diversas funções espećıficas

que variam de acordo com suas sequências de aminoácidos, dentre elas a śıntese de

novas moléculas de DNA, cuja informação genética é utilizada na origem do RNA
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e de protéınas. A ocorrência de mutações nas protéınas pode fazer com que elas

percam suas funções e acarrete no surgimento de doenças. O estudo de protéınas

tem como objetivo predizer suas estruturas e atividades, de forma a permitir o

desenvolvimento de drogas que minimizem problemas de saúde.

2.2 Estrutura qúımica

As moléculas de protéınas, assim como as de DNA e RNA, são cadeias de poĺımeros

não ramificadas, mas ao contrário destes, seus monômeros, os aminoácidos, são de

20 tipos diferentes ao invés de quatro – adenina (A), citosina (C), guanina (G) e

timina (T) no DNA e A, C, G e uracila (U) no RNA. Os aminoácidos são compostos

variados, cada qual com sua propriedade qúımica, porém são constrúıdos a partir

da mesma estrutura (Figura 2.2): nas extremidades um grupo amina (NH2) e um

grupo carboxila (COOH) conectados a um átomo de carbono central (chamado

carbono alfa, Cα), que ainda tem como ligações um átomo de hidrogênio e uma

cadeia lateral, representada pela letra R, que diferencia e identifica cada aminoácido

espećıfico (Tabela 2.1), responsável pela variedade qúımica entre eles.

Figura 2.2: Estrutura de um aminoácido.

Cada uma das muitos milhares de moléculas existentes de protéınas é formada

por uma sequência longa e única de aminoácidos que, por sua vez, é responsável pela

função espećıfica de cada protéına. Têm geralmente entre 50 e 2000 aminoácidos de

comprimento [3], mas podem variar entre 25 a mais de 10000 [5]. Os aminoácidos se

ligam uns aos outros de uma maneira padrão, chamada ligação pept́ıdica (covalente),

o que implica numa direcionalidade definitiva na molécula: um grupo amina numa

ponta e um grupo carboxila na outra (Figura 2.3). A sequência de aminoácidos

que forma o poĺımero é chamada de estrutura primária da protéına (Figura 2.4),

enquanto que à sequência NCαC repetida ao longo da cadeia polipept́ıdica é dado

o nome de espinha dorsal.

Para exercer sua função biológica, a molécula de protéına passa por um processo

onde se enrola e se dobra sobre si mesma assumindo um formato tridimensional

espećıfico. A configuração resultante, chamada estado enovelado da protéına, é di-

retamente relacionada à sequência de aminoácidos do poĺımero. Muitas se enovelam
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Tabela 2.1: Os 20 tipos comuns de aminoácidos. Adaptado de [1], [3] e [4]

Aminoácido
Códigos

Cadeia Lateral Polaridade
3 letras 1 letra

Alanina Ala A –CH3 apolar
Cisteina Cys C –CH2SH apolar

Ácido aspártico Asp D –CH2O
−
2 negativa

Ácido glutâmico Glu E –(CH2)2O
−
2 negativa

Fenilalanina Phe F apolar

Glicina Gly G –H apolar

Histidina His H positiva

Isoleucina Ile I apolar

Lisina Lys K –(CH2)4NH
+
3 positiva

Leucina Leu L apolar

Metionina Met M –(CH2)2SCH
+
3 apolar

Asparagina Asn N –CH2C(=O)NH2 neutra

Prolina Pro P apolar

Glutamina Gln Q –(CH2)2C(=O)NH2 neutra

Arginina Arg R positiva

Serina Ser S –CH2OH neutra

Treonina Thr T neutra

Valina Val V apolar

Triptofano Trp W apolar

Tirosina Tyr Y neutra
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Figura 2.3: Ligação pept́ıdica entre dois aminoácidos.

Figura 2.4: Polipept́ıdeo com N aminoácidos.

sem ajuda enquanto outras têm seu progresso acompanhadas por protéınas auxili-

ares chamadas chaperonas, que dão uma maior confiabilidade ao processo e servem

como um controle de qualidade.

Há alguns fatores que limitam as formas posśıveis que uma protéına pode as-

sumir. Além da impossibilidade de sobreposição dos átomos, a polaridade dos

aminoácidos, ligações de hidrogênio, atrações eletrostáticas e interações de van der

Waals são determinantes ao arranjo tridimensional final. Estas três últimas são

consideradas fracas se comparadas às ligações covalentes responsáveis por formar a

cadeia polipept́ıdica, porém um grande número combinado de tais ligações resultam

em força suficiente para manter a estabilidade em cada estado de enovelamento. A

polaridade é também um fator de extrema importância, uma vez que os aminoácidos

hidrof́ılicos (polares) tendem a ficar na parte externa da molécula, evitando que os

hidrofóbicos (apolares), que costumam se agrupar no interior, tenham contato com

a água do meio circundante. O estudo das prováveis disposições dos reśıduos polares

auxiliam no reconhecimento dos estados nativos enovelados [6].

Protéınas apresentam normalmente apenas uma conformação estável que, geral-

mente, é a que minimiza sua energia livre (o mı́nimo global pode estar localizado

em uma região “inacesśıvel” [7]). Contudo, ao interagir com outras moléculas, seu

formato pode sofrer pequenas alterações para exercer devidamente sua função. Es-

tas transições conformacionais se dão através da transição do sistema de um estado
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metaestável do potencial para outro [5, 8, 9]. Todas as protéınas se ligam a outras

moléculas e a interação f́ısica com elas é que determina sua propriedade biológica.

Cada uma se vincula a substâncias espećıficas que são denominadas ligantes para

essa protéına.

Estudos realizados por biólogos com a utilização de solventes que rompem as

interações não covalentes que mantêm a protéına enovelada unida, indicaram que a

sequência de aminoácidos contém toda a informação necessária para para chegar ao

seu estado enovelado [3]. Com o tratamento, a protéına é convertida em uma cadeia

flex́ıvel e, após a retirada do solvente, frequentemente retorna a sua conformação de

forma espontânea.

Diversas reações bioqúımicas e processo biológicos dependem da flexibilidade e

de mudanças estruturais nas protéınas. Acredita-se que tais mudanças são regidas

por modos de vibração de baixa frequência que se extendem através da protéına.

Trabalhos recentes [10, 11] encontraram que os modos vibracionais subamortecidos

envolvem os movimentos estruturais da protéına. Estes modos subamortecidos te-

riam também um papel relevante no percurso pela superf́ıcie de energia potencial em

busca da conformação mais estável, ou seja, as mudanças conformacionais estariam

associadas a alterações nos movimentos vibracionais intramoleculares das protéınas.

2.3 Aspectos conformacionais

Apesar da conformação global de cada protéına ser única, alguns padrões regulares

e repetitivos são observados em grande parte delas. Removendo as cadeias late-

rais, ficam viśıveis elementos chamados hélices-α e folhas-β que resultam de ligações

de hidrogênio entre grupos N − H e C = O na espinha dorsal do polipept́ıdeo.

Esta organização é chamada de estrutura secundária da protéına, enquanto a con-

formação completa (com as cadeias laterais) é designada como estrutura terciária.

Uma molécula mais complexa, formada por idênticas ou diferentes cadeias poli-

pept́ıdicas que se encaixam, tem sua estrutura completa referida como estrutura

quaternária.

A hélice-α é uma estrutura estável bastante comum (corresponde a cerca de um

terço dos reśıduos de aminoácidos) que se forma quando uma cadeia polipept́ıdica

se torce em torno de si mesma (Figura 2.5). Cada grupo C = O faz uma ligação

de hidrogênio com o grupo N −H do quarto aminoácido de distância. Cada volta

completa da hélice contém 3,6 aminoácidos e, cada hélice consiste em média de

quatro voltas.

Folhas-β são estruturas bastante ŕıgidas, mantidas por ligações de hidrogênio

entre cadeias polipept́ıdicas vizinhas (Figura 2.6). Existem duas formações posśıveis:

paralelas, onde as cadeias vizinhas alinham-se na mesma direção, e antiparalelas,

7



Figura 2.5: A hélice-α. Da esquerda para a direita: Estrutura completa com todos os
átomos, estrutura contendo apenas os átomos da espinha dorsal, representação simbólica
comumente utilizada. Adaptado de [3]

com cada seção da cadeia alternando a sua direção em relação aos seus vizinhos.

Figura 2.6: A folha-β. Da esquerda para a direita: Estrutura completa com todos os
átomos, estrutura contendo apenas os átomos da espinha dorsal, representação simbólica
comumente utilizada. Adaptado de [3]

O processo de enovelamento da cadeia polipept́ıdica não se dá de uma extremi-

dade à outra, mas sim por grupos separados, denominados domı́nios protéıcos, que

se enovelam em estruturas estáveis de forma independente. Para a determinação
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dos domı́nios estruturais, o estado enovelado da protéına deve ser conhecido. Uma

protéına pode conter de um à várias dezenas de domı́nios. Estes, por sua vez, têm

geralmente entre 40 e 350 aminoácidos [3].

O número de domı́nios está relacionado à complexidade da função realizada pela

protéına. Apresentam mais relações intra-atômicas do que com outros grupos, e

são as unidades fundamentais na estrutura da protéına pois contêm as suas carac-

teŕısticas básicas e podem, em alguns casos, funcionar sozinhos [3, 12]. Acredita-se

que a evolução na complexidade das protéınas seja consequência de junções e/ou

troca de domı́nios em processo chamado embaralhamento de domı́nios.

Protéınas com estruturas tridimensionais semelhantes são agrupadas em famı́lias.

Suas sequências de aminoácidos não são necessariamente próximas, chegando a di-

vergir bastante, e suas funções também são frequentemente distintas. Estes fatores

seriam devidos às trocas e mutações ocasionados no decorrer da evolução, e todos

os integrantes da famı́lia seriam descendentes de um ancestral em comum.
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Caṕıtulo 3

Métodos usuais de controle

aplicados à dinâmica de protéınas

Há na literatura a utilização de diversos métodos para o estudo da dinâmica do eno-

velamento de protéınas. Desde os mais precisos, que precisam de supercomputadores

e cujas simulações são de longa duração, até os mais simples, que muitas vezes se

mostram suficientes para compreender alguns aspectos do processo de enovelamento.

Métodos mais precisos como o de Dinâmicas Moleculares (Molecular Dynamics

- MD) podem incluir todas as interações atômicas da protéına na modelagem, até

mesmo as entre o solvente, o que os tornam muito mais complexos conforme o

número de reśıduos aumenta. Porém, tamanha precisão demanda um esforço com-

putacional muito além do que a tecnologia atual é capaz de fornecer, limitando as

simulações em tempo a real a frações muito curtas do processo.

Modelos simplificados ou grosseiros (ou de granulação grosseira numa tradução

mais literal de coarse-grained - CG) são bastante comuns pois reduzem consideravel-

mente os tempos de simulação e, muitas vezes, são capazes de fornecer informações

estruturais relevantes do processo de enovelamento. Uma das formas mais comuns

é a modelagem de protéınas como cadeias lineares de contas esféricas [13, 14]. Estas

contas podem tanto representar os átomos da espinha dorsal do polipept́ıdeo quanto

os aminoácidos (com o centro da esfera definido pela posição do Cα). A utilização

de modelos que se utilizam apenas das coordenadas do Cα são muito frequentes na

literatura e aparecem até na identificação de domı́nios estruturais [15].

Como exemplo de modelos simplificados, os chamados modelos Go-type, são

bastante utilizados para o estudo das trajetórias de enovelamento. Conhecendo pre-

viamente o estado enovelado da protéına (dispońıvel em bancos de dados de livre

acesso), o modelo prioriza as interações nativas, de forma que as contas esféricas

sabem em qual posição devem estar no fim da simulação, mas não sabem o caminho

que irão percorrer. A superf́ıcie de energia apresenta formato afunilado ao invés de

rugosa como as obtidas por simulações mais “reaĺısticas” [16], mas isto seria uma
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Figura 3.1: Modelo de contas esféricas centradas em Cα

caracteŕıstica positiva pois em protéınas reais algumas interações parecem ser favo-

recidas, levando a caminhos preferenciais de enovelamento (existe uma discordância

sobre se o fator crucial seriam as interações hidrofóbicas [17] ou hidrof́ılicas [7]).

Conforme Levinthal apontou, se as protéınas vasculhassem todas as configurações

posśıveis na busca do seu estado nativo, o processo levaria mais do que a idade

do universo. Como as sequências de aminoácidos “escolhem”os caminhos mais fa-

voráveis para chegar aos seus estados enovelados nativos de forma tão rápida é uma

das grandes questões que permeiam a biologia molecular.

Modelos com “grades”(lattice models) são ainda mais simples, pois além dos

aminoácidos serem considerados como contas esféricas centradas em Cα, suas

posições são restritas à grades cúbicas. Um dos mais populares, o modelo HP,

utiliza apenas dois tipos de contas esféricas, escolhidas conforme a polaridade

dos aminoácidos: H (hidrofóbicas/apolares) e P (hidrof́ılicas/polares). Simulações

Monte Carlo são frequentemente utilizadas em modelos com “grades” [18].

Em [19], um modelo combinando modelagem CG e MD é adotado para estudar

as trajetórias do enovelamento de uma protéına espećıfica, cuja conformação final

é conhecida. Usando um modelo de contas centradas em Cα, os contatos são atu-

alizados a cada passo do processo, levando ou deixando de levar em consideração

interações não nativas conforme elas ocorram ou deixem de ocorrer. As posições

iniciais e finais das contas, e as forças finais são conhecidas. No modelo dinâmico,

os termos contendo as massas são supostos negligenciáveis e o controle responsável

por levar a protéına de um estrutura inicial não enovelada para o seu estado nativo

é quadrático. O modelo CG faz de forma rápida o cálculo das trajetórias das contas

durante um pequeno intervalo de tempo do tempo total de simulação. O resultado

é enviado ao modelo MD que o refina e o devolve ao CG, atualizando a curva de

potencial deste. O ciclo é repetido diversas vezes até alcançar o estado nativo.
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Caṕıtulo 4

Metodologia

4.1 Modelo dinâmico

Como objeto de estudo, supomos um caso em que inicialmente uma protéına se

encontre em um estado enovelado correspondente a um mı́nimo de energia e, devido

a algum fator externo, como por exemplo a interação com outra molécula, ocorram

pequenas vibrações que levem o sistema a outra posição de equiĺıbrio. Esta transição

resultaria em uma pequena alteração na conformação do sistema molecular.

O modelo adotado neste trabalho se utiliza de uma forma simplificada de re-

presentação da molécula de protéına. Apenas os átomos de carbono e nitrogênio

presentes na espinha dorsal da cadeia polipept́ıdica são levados em consideração.

Caracterizamos o enovelamento como um processo dinâmico e, para a obtenção

das equações de movimento do sistema, utilizamos do formalismo lagrangiano. Essa

escolha se justifica pela simplificação no tratamento do sistema.

Considerando que os estados metaestáveis correspondam a mı́nimos locais adja-

centes no poço de potencial, porém com energias levemente diferentes, implica que

a variação de energia necessária para a transição do estado metaestável de maior

energia para o de menor energia seja menor que a variação da transição do estado

de menor energia para o de maior energia. Por exemplo, supomos a existência de

dois mı́nimos com energias E1 e E2, onde:

E1 > E2 ,

e com um máximo EM entre eles. A variação de energia necessária para o sistema

se deslocar do primeiro para o segundo estado é da seguinte forma:

∆E1,2 = EM − E1 ,
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enquanto que no sentido contrário temos:

∆E2,1 = EM − E2.

Logo,

∆E2,1 > ∆E1,2.

Como podemos ver através deste exemplo, o trabalho realizado para levar o sistema

de um mı́nimo para o outro depende da situação: se a transição ocorre do maior

estado metaestável para o menor ou o contrário. Portanto, conclúımos que o sistema

é dissipativo.

As equações de movimento devem satisfazer a seguinte equação de Lagrange:

d

dt

(
∂L
∂ṙj

)
− ∂L

∂rj

= F j ∀j , (4.1)

onde L é a função de Lagrange, rj o vetor posição do j-ésimo śıtio atômico em

relação a um ponto qualquer fixo no espaço, F j são forças generalizadas e (˙) denota

derivação em relação ao tempo. A função de Lagrange é definida como:

L = T − V ,

onde T é a energia cinética total do sistema e V a energia potencial advinda de forças

conservativas. As interações entre os pares de átomos ligados são aqui consideradas

como forças elásticas supostamente harmônicas. Desta forma, a energia cinética

pode ser escrita como:

T =
1

2

∑
j

mj∥ṙj∥2 ,

e a energia potencial:

V =
1

2
κ
∑
j

∥rj −R(t0)∥2 .

Resultando em

L =
1

2

∑
j

mj∥ṙj∥2 −
1

2
κ
∑
j

∥rj −R(t0)∥2 (4.2)

onde mj é a massa do j-ésimo átomo, κ a constante elástica e t0 o tempo inicial em

que a protéına se encontra enovelada. Aqui, ∥ .∥ denota a norma de um vetor, cujas

componentes são as suas coordenadas cartesianas. Assim, a norma de um vetor r

qualquer é definida como:

∥r∥ =
√

r2x + r2y + r2z
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R é o vetor posição do centro de massa da protéına:

R(t0) =

∑
k

mkrk(t0)∑
k

mk

Como é suposto o caso em que a protéına se encontra enovelada em um mı́nimo

de energia e transita para outro estado através de pequenas oscilações, o centro de

massa é considerado como estando em repouso.

As forças F j são decompostas da seguinte forma:

F j = −∂F
∂ṙj

+U j , (4.3)

onde F é a função dissipação de Rayleigh:

F =
1

2
γ
∑
i

∥ṙi∥2 , (4.4)

com γ representando a constante de atrito do meio, e U é o vetor contendo o restante

das forças. Substituindo a equação (4.3) na equação de Lagrange (4.1), temos:

d

dt

(
∂L
∂ṙj

)
− ∂L

∂rj

+
∂F
∂ṙj

= U j . (4.5)

Substituindo (4.4) e (4.2) em (4.5) e realizando as derivações, obtemos:

mj r̈j + κ
(
rj −R(t0)

)
+ γṙj = U j . (4.6)

Colocando em termos dos átomos de carbono e nitrogênio da espinha dorsal da

protéına, temos: 
mNj

r̈Nj
= −γṙNj

− κ
(
rNj

−R(t0)
)
+UNj

mCα
j
r̈Cα

j
= −γṙCα

j
− κ

(
rCα

j
−R(t0)

)
+UCα

j

mCj
r̈Cj

= −γṙCj
− κ

(
rCj

−R(t0)
)
+UCj

Como as massas dos nitrogênios localizados no j-ésimo e no do (j + 1)-ésimo śıtios

atômicos são as mesmas, então as massas independem do ı́ndice j. O mesmo é válido

para os átomos de carbono, não havendo também diferença em relação às massas
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dos Cα’s, ou seja, mCα = mC . Logo:


mN r̈Nj

= −γṙNj
− κ

(
rNj

−R(t0)
)
+UNj

mC r̈Cα
j
= −γṙCα

j
− κ

(
rCα

j
−R(t0)

)
+UCα

j

mC r̈Cj
= −γṙCj

− κ
(
rCj

−R(t0)
)
+UCj

(4.7)

Definimos os módulos lj dos comprimentos de ligações entre os átomos da espinha

dorsal e os vetores unitários ûj, v̂j e ŵj na direção das ligações, de forma que

podemos escrever:

rCj
− rCα

j
= lCj ,Cα

j
ûj ,

rNj+1
− rCj

= lNj+1,Cj
v̂j ,

rCα
j+1

− rNj+1
= lCα

j+1,Nj+1
ŵj .

A figura 4.1 mostra a representação da estrutura de um pept́ıdeo com os vetores

unitários. Nesta representação, os átomos de nitrogênio do grupo amina e de carbono

da carboxila das extremidades não são considerados, e temos j = 1, . . . , n−1 , onde

n é igual ao número de reśıduos.

Figura 4.1: Exemplo de um pept́ıdeo com os vetores unitários. Os grupos amina e carboxila
das extremidades não participam deste modelo. Aqui, ûj , v̂j e ŵj são os vetores unitários
de rCj − rCα

j
, rNj+1 − rCj e rCα

j+1
− rNj+1 , respectivamente

O vetor de forças U , assim como as funções elásticas, é suposto de tal forma que

a sua ação se dê também apenas ao longo das ligações covalentes. Podemos então

definir o módulo u, referente às forças:

UCj
−UCα

j
= uCj ,Cα

j
ûj ,

UNj+1
−UCj

= uNj+1,Cj
v̂j ,

UCα
j+1

−UNj+1
= uCα

j+1,Nj+1
ŵj .
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O intervalo de tempo ∆T em que ocorre a transição de um estado metaestável

para outro é considerado muito rápido se comparado com o tempo em que o sistema

permanece em um mı́nimo. Supomos então que os vetores unitários ûj, v̂j e ŵj não

variam durante este intervalo. Logo, as condições iniciais:

˙̂uj(t0) = 0 ,

˙̂vj(t0) = 0 ,

˙̂wj(t0) = 0

são mantidas durante todo o intervalo ∆T em que ocorre o movimento, ou seja:

˙̂uj(t0 ≤ t ≤ t0 +∆T ) = 0 ,

˙̂vj(t0 ≤ t ≤ t0 +∆T ) = 0 ,

˙̂wj(t0 ≤ t ≤ t0 +∆T ) = 0

garantindo que os movimentos se dão ao longo das arestas.

Dada uma protéına contendo n reśıduos, o sistema (4.7) pode ser reescrito em

função das diferenças entre os átomos conectados da espinha dorsal:


mC l̈Cj ,Cα

j
ûj = −γl̇Cj ,Cα

j
ûj − κlCj ,Cα

j
ûj + uCj ,Cα

j
ûj

mN r̈Nj+1
−mC r̈Cj

= −γl̇Nj+1,Cj
v̂j − κlNj+1,Cj

v̂j + uNj+1,Cj
v̂j

mC r̈Cα
j+1

−mN r̈Nj+1
= −γl̇Cα

j+1,Nj+1
ŵj − κlCα

j+1,Nj+1
ŵj + uCα

j+1,Nj+1
ŵj

(4.8)

Dois casos foram propostos a serem analisados:

1. Considerando o termo inercial como pequeno diante do termo de fricção. Como

γ pequeno e grande inibem consideravelmente o enovelamento, o termo em γ

deve ser suficientemente grande para que o termo de inércia possa ser despre-

zado em relação a ele [13, 19, 20]:

mC r̈Cα
j
≈ 0 , mC r̈Cj

≈ 0 , mN r̈Nj
≈ 0


γl̇Cj ,Cα

j
ûj = (−κlCj ,Cα

j
+ uCj ,Cα

j
)ûj

γl̇Nj+1,Cj
v̂j = (−κlNj+1,Cj

+ uNj+1,Cj
)v̂j

γl̇Cα
j+1,Nj+1

ŵj = (−κlCα
j+1,Nj+1

+ uCα
j+1,Nj+1

)ŵj

(4.9)
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2. Diferença insignificante entre as massas dos śıtios atômicos:

mC −mN = ∆m ≈ 0

mN ≈ mC = m


ml̈Cj ,Cα

j
ûj = (−γl̇Cj ,Cα

j
− κlCj ,Cα

j
+ uCj ,Cα

j
)ûj

ml̈Nj+1,Cj
v̂j = (−γl̇Nj+1,Cj

− κlNj+1,Cj
+ uNj+1,Cj

)v̂j

ml̈Cα
j+1,Nj+1

ŵj = (−γl̇Cα
j+1,Nj+1

− κlCα
j+1,Nj+1

+ uCα
j+1,Nj+1

)ŵj

(4.10)

Ambos os casos resultam em sistemas cujas equações se dão apenas ao longo

das ligações covalentes. Os conjuntos de equações (4.9) e (4.10) são reescritos,

reespectivamente, como:


γl̇Cj ,Cα

j
= −κlCj ,Cα

j
+ uCj ,Cα

j

γl̇Nj+1,Cj
= −κlNj+1,Cj

+ uNj+1,Cj

γl̇Cα
j+1,Nj+1

= −κlCα
j+1,Nj+1

+ uCα
j+1,Nj+1

(4.11)

e 

l̇Cj ,Cα
j
= LCj ,Cα

j

mL̇Cj ,Cα
j
= −γLCj ,Cα

j
− κlCj ,Cα

j
+ uCj ,Cα

j

l̇Nj+1,Cj
= LNj+1,Cj

mL̇Nj+1,Cj
= −γLNj+1,Cj

− κlNj+1,Cj
+ uNj+1,Cj

l̇Cα
j+1,Nj+1

= LCα
j+1,Nj+1

ml̈Cα
j+1,Nj+1

= −γLCα
j+1,Nj+1

− κlCα
j+1,Nj+1

+ uCα
j+1,Nj+1

(4.12)

4.2 Configuração do problema

Após a definição dos modelos dinâmicos, consideramos o seguinte problema de con-

trole:

min
u

J [ujk] = min
u

(
ϕ
(
ljk(tF )

)
+

∫ tF

t0

f
(
ljk(t), ujk(t)

)
dt
)

(4.13)

onde

k = Cj, C
α
j , Nj+1, Cj , Cα

j+1, Nj+1 ∀j ,

e a função controle u é formada por funções que descrevem melhor a dinâmica (os

termos de campos de força usuais como, por exemplo, pontes de hidrogênio, ângulos
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diedrais e o potencial de Lennard-Jones).

Supomos que f seja uma função homogênea de grau p na variável de estado l e

de grau q na variável de controle u:

f
(
ljk(t), ujk(t)

)
=

∑
k

n−1∑
j=1

((
ljk(t)

)p
+ Ajk

(
ujk(t)

)q)
A função de compensação ϕ (payoff function no original) é resultado de um controle

externo sobre o sistema para extremizar a função f em um tempo espećıfico do

intervalo. Por exemplo, em um modelo de epidemia, queremos ainda extremizar

também o número de indiv́ıduos infectados a um determinado tempo de evolução.

Aqui, consideramos que este tempo espećıfico seja no tempo final e que a função

seja homogênea de grau r em l:

ϕ
(
ljk(tF )

)
=

∑
k

n−1∑
j=1

(
ljk(tF )

)r
com p, q e r inteiros positivos.

Em seguida, supomos que a evolução no tempo dos três diferentes tipos de com-

primentos de ligações sejam uniformes, ou seja, independentes de j, o que resulta

em: 
ljk = lk

ujk = uk , ∀j

Ajk = Ak

e a funcional (4.13) assume a forma:

J [uk] = (n− 1)
∑
k

(
lk(tF )

)r
+ (n− 1)

∫ tF

t0

∑
k

((
lk(t)

)p
+ Ak

(
uk(t)

)q)
dt (4.14)

Os sistemas (4.11) e (4.12) também são simplificados, respectivamente, como:

l̇k = −κ

γ
lk +

1

γ
uk (4.15)

e 
l̇k = Lk

L̇k = − γ

m
Lk −

κ

m
lk +

1

m
uk

(4.16)

Com a funcional objetivo (4.14) e com os sistemas (4.15) e (4.16), podemos
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escrever as respectivas funções Hamiltonianas:

H0 = (n− 1)
∑
k

((
lk(t)

)p
+ Ak

(
uk(t)

)q)
+
∑
k

λlk(t)l̇k(t) (4.17)

e

H1 = (n− 1)
∑
k

((
lk(t)

)p
+ Ak

(
uk(t)

)q)
+
∑
k

(
λlk(t)l̇k(t) + λLk

(t)L̇k(t)
)

(4.18)

onde λk(t) e µk(t) são as funções adjuntas do problema.

4.2.1 Caso de termos inerciais despreźıveis diante do termo

de fricção

Uma vez que temos (4.14) e (4.15), formamos o Hamiltoniano (4.17)

H0 = (n− 1)
∑
k

((
lk(t)

)p
+ Ak

(
uk(t)

)q)
+
∑
k

λlk(t)
(
− κ

γ
lk(t) +

1

γ
uk(t)

)
Pela definição de condição de otimalidade, temos:

0 =
∂H0

∂uk(t)
= (n− 1)qAk

(
uk(t)

)q−1
+

λlk(t)

γ

λlk(t) = −(n− 1)qγAk

(
uk(t)

)q−1
(4.19)

e a equação adjunta é dada por:

λ̇lk(t) = − ∂H0

∂lk(t)
= −(n− 1)p

(
lk(t)

)p−1
+

κ

γ
λlk(t) (4.20)

A condição de transversalidade, por sua vez, é:

λlk(tF ) =
∂ϕ

∂lk(t)

(
lk(tF )

)
= (n− 1)r

(
lk(tF )

)r−1
(4.21)

Substituimos a equação (4.19) juntamente com sua derivada no tempo em (4.20),

obtendo a equação para a variável de controle:

(q − 1)u̇k(t) =
κ

γ
uk(t) +

p

q

1

γAk

(
lk(t)

)p−1(
uk(t)

)2−q
(4.22)

Da mesma forma, a condição de transversalidade reescrita em função da variável de

controle resulta em:

uk(tF ) =

(
−r

qγAk

) 1
q−1 (

lk(tF )
) r−1

q−1 (4.23)
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Unindo (4.15) à (4.22), temos o sistema de equações dinâmicas:
l̇k = −κ

γ
lk +

1

γ
uk

(q − 1)u̇k =
κ

γ
uk +

p

q

1

γAk

lp−1
k u2−q

k

(4.24)

4.2.2 Caso de pequena diferença entre as massas dos śıtios

atômicos

O Hamiltoniano (4.18) pode ser expresso de forma expĺıcita, substituindo (4.16):

H1 = (n−1)
∑
k

((
lk(t)

)p
+Ak

(
uk(t)

)q)
+
∑
k

λlk(t)Lk(t)+
∑
k

λLk
(t)

(
− γ

m
Lk−

κ

m
lk+

1

m
uk

)

A condição de otimalidade pode então ser obtida:

0 =
∂H1

∂uk(t)
= (n− 1)qAk

(
uk(t)

)q−1
+

λLk
(t)

m

λLk
(t) = −(n− 1)qmAk

(
uk(t)

)q−1
(4.25)

Nesta configuração do problema, temos duas equações adjuntas:

λ̇lk(t) = − ∂H1

∂lk(t)
= −(n− 1)p

(
lk(t)

)p−1
+

κ

m
λLk

(t) (4.26)

e

λ̇Lk
(t) = − ∂H1

∂Lk(t)
= −λlk(t) +

γ

m
λLk

(t) (4.27)

Da mesma forma, as condições de transversalidade são:

λlk(tF ) =
∂ϕ

∂lk(t)

(
lk(tF )

)
= (n− 1)r

(
lk(tF )

)r−1
(4.28)

e

λLk
(tF ) =

∂ϕ

∂Lk(t)

(
Lk(tF )

)
= 0 (4.29)

Utilizando a equação (4.25), podemos reescrever as equações (4.26) e (4.27) em

função da variável de controle reespectivamente como:

λ̇lk(t) = −(n− 1)p
(
lk(t)

)p−1 − (n− 1)qAkκ
(
uk(t)

)q−1
(4.30)

e

(q − 1)u̇k(t) =
γ

m
uk(t) +

1

(n− 1)q

1

mAk

λlk(t)
(
uk(t)

)2−q
(4.31)
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Juntamente com a equação (4.29), temos que:

uk(tF ) = 0 (4.32)

Da união de (4.16) com (4.30) e (4.31), obtemos o sistema de equações:



l̇k = Lk

L̇k = − γ

m
Lk −

κ

m
lk +

1

m
uk

λ̇lk = −(n− 1)
(
plp−1

k + qAkκu
q−1
k

)
(q − 1)u̇k =

γ

m
uk +

1

(n− 1)q

1

mAk

λlku
2−q
k

(4.33)

4.3 Equações Adimensionais

Através de um processo de adimensionalização, selecionamos termos intŕınsecos ao

sistema de forma que o produto com as constantes dimensionais resultem em fatores

adimensionais, e o conjunto de equações seja expresso por variáveis adimensionais.

Com isto, o número de parâmetros, agora reunidos em grupos sem dimensão, é

reduzido em relação ao sistema original [21].

O número máximo de parâmetros adimensionais a serem inclúıdos ficam restritos

à diferença entre a quantidade de equações de condição e a de variáveis do sistema,

incluindo a variável independente. Para diferentes escolhas destes parâmetros, dife-

rentes caracteŕısticas do sistema de equações podem ser evidenciadas [22].

Figura 4.2: Exemplo de combinações com quatro caixas distintas, uma bola azul e uma
bola vermelha.

Fazemos a seguinte comparação para demonstrar a vasta gama de possibilidades

posśıveis na escolha da inclusão de parâmetros adimensionais:

Consideremos que as equações de condição sejam como caixas distintas e os
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parâmetros adimensionais que podem ser inclúıdos sejam bolas também distintas

entre si. Cada caixa só pode receber uma bola e podemos escolher se utilizaremos

todas as bolas ou não. Seja, por exemplo, um caso em que temos quatro caixas

distintas e duas bolas, uma vermelha e uma azul (Figura 4.2). O número de com-

binações posśıveis utilizando as duas bolas é dado por:

C1
4 · C1

4−1 =
4!

1! (4− 1)!
· (4− 1)!

1! (4− 1− 1)!
=

4!

1! 3!
· 3!

1! 2!
=

4!

1! 1! 2!
= 4 · 3 = 12 .

Temos, então, no máximo 12 combinações posśıveis. Se for escolhido utilizar apenas

uma bola, teŕıamos quatro combinações posśıveis, enquanto que se houvesse mais

uma ou duas bolas, teŕıamos 24 combinações (o número máximo de bolas não pode

ultrapassar o número de caixas). Logo, para n caixas distintas e m tipos de bola,

teŕıamos:

C1
n · C1

n−1 . . . C
1
n−m+1 =

n!

1!(n− 1)!
· (n− 1)!

1!(n− 2)!
. . .

(n−m+ 1)!

1!(n−m)!
=

n!

1! . . . 1!(n−m)!

onde m 6 n.

Para casos em que há um grande número de equações de condição e também um

grande número de parâmetros adimensionais que possam ser inclúıdos, o número de

combinações posśıveis é muito grande para que todas as escolhas sejam vasculhadas.

4.3.1 Caso de termos inerciais despreźıveis diante do termo

de fricção

Para o sistema (4.24), introduzimos variáveis adimensionais a partir das variáveis

dependentes l e u e da variável independente t:

t∗ =
t

αt

,

l∗ =
l

αl

,

u∗ =
u

αu

onde (∗) denota que a variável é adimensional. Os parâmetros αt, αl e αu têm,

respectivamente, dimensões de tempo (T ), comprimento (L) e força (LMT−2). Re-

escrevendo o sistema, temos:
αl

αt

l̇∗k = −κ

γ
αll

∗
k +

1

γ
αuu

∗
k

(q − 1)
αu

αt

u̇∗
k =

κ

γ
αuu

∗
k +

p

q

1

γAk

αp−1
l α2−q

u (l∗k)
p−1(u∗

k)
2−q
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ou 
l̇∗k = −κ

γ
αtl

∗
k +

1

γ

αuαt

αl

u∗
k

(q − 1)u̇∗
k =

κ

γ
αtu

∗
k +

p

q

1

γAk

αtα
p−1
l α1−q

u (l∗k)
p−1(u∗

k)
2−q

O sistema contém três variáveis, sendo um independente (t) e duas dependentes (l

e u) e três equações de condição. Portanto, nenhum parâmetro adimensional pode

ser inclúıdo. A relação entre os parâmetros dimensionais é dada então por:

1 =
κ

γ
αt ,

1 =
1

γ

αuαt

αl

,

1 =
1

γA
αtα

p−1
l α1−q

u

Após as devidas substituições e manipulações, temos que:

αt =
γ

κ
,

αp−q
l = Aκq ,

αp−q
u = Aκp

O sistema completo adimensional (suprimindo os asteriscos) apresenta a seguinte

forma: 
l̇k = −lk + uk

(q − 1)u̇k = uk +
p

q
lp−1
k u2−q

k

(4.34)

4.3.2 Caso de pequena diferença entre as massas dos śıtios

atômicos

De forma semelhante, introduzimos variáveis adimensionais para o sistema (4.33),

com adição das variáveis dependentes L e λ:

t∗ =
t

βt

,

l∗ =
l

βl

,

u∗ =
u

βu

,

L∗ =
L

βL

,

λ∗
l =

λl

βλl
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Os parâmetros βt, βl βL, βλl
e βu têm, respectivamente, dimensões T , L, LT−1,

Lp−1T e LMT−2. O sistema pode ser reescrito como:

βl

βt

l̇∗k = βLL
∗
k

βL

βt

L̇∗
k = − γ

m
βLL

∗
k −

κ

m
βll

∗
k +

1

m
βuu

∗
k

βλl

βt

λ̇∗
lk
= −(n− 1)

(
pβp−1

l (l∗k)
p−1 + qAkκβ

q−1
u (u∗

k)
q−1

)
(q − 1)

βu

βt

u̇∗
k =

γ

m
βuu

∗
k +

1

(n− 1)q

1

mAk

βλl

βq−2
u

λ∗
lk
(u∗

k)
2−q

ou 

l̇∗k =
βLβt

βl

L∗
k

L̇∗
k = − γ

m
βtL

∗
k −

κ

m

βlβt

βL

l∗k +
1

m

βuβt

βL

u∗
k

λ̇∗
lk
= −(n− 1)

(
p
βp−1
l βt

βλl

(l∗k)
p−1 + qAκ

βq−1
u βt

βλl

(u∗
k)

q−1
)

(q − 1)u̇∗
k =

γ

m
βtu

∗
k +

1

(n− 1)q

1

mA

βλl
βt

βq−1
u

λ∗
k(u

∗
k)

2−q

Uma vez que o sistema tem cinco variáveis (uma independente e quatro depen-

dentes) e sete equações de condição, podemos incluir no máximo dois parâmetros

adimensionais, o que nos dá 42 possibilidades (C1
7 .C

1
6). A inclusão dos parâmetros

é feita da seguinte forma:

1 =
βLβt

βl

,

a =
γ

m
βt ,

b =
κ

m

βlβt

βL

,

1 =
1

m

βuβt

βL

,

1 =
βp−1
l βt

βλl

,

1 = Aκ
βq−1
u βt

βλl

,

1 =
1

mA

βλl
βt

βq−1
u

onde a e b são os parâmetros introduzidos. Os cálculos para a determinação dos

parâmetros adimensionais em relação às constantes dimensionais do sistema original,
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resultam em:

a =
γ√
κm

e

b = 1

Após as substituições e manipulações, temos os parâmetros dimensionais:

βt =

√
m

κ
,

βp−q
l = Aκq ,

βp−q
u = Aκp ,

βp−q
L = Aκq

(
γ

ma

)p−q

,

βp−q
λl

= Ap−1κq(p−1)

(
ma

γ

)p−q

E o sistema adimensional completo (suprimido o asterisco) é reescrito como:



l̇k = Lk

L̇k = −aLk − lk + uk

λ̇lk = −(n− 1)
(
plp−1

k + quq−1
k

)
(q − 1)u̇k = auk +

1

(n− 1)q
λlku

2−q
k

(4.35)
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Caṕıtulo 5

Resultados

Com o aux́ılio do software Maple, geramos gráficos dos estados lk(comprimentos

de ligação dos átomos da espinha dorsal do polipept́ıdeo) e dos controles uk. Tanto

para o caso de massas atômicas despreźıveis quanto para o caso de pequena diferença

entre as massas atômicas, fazemos a análise para os seguintes valores:

• p = 1, q = 2 (estado l1 e controle u1);

• p = 2, q = 2 (estado l2 e controle u2).

Essa escolha se deve ao fato das soluções anaĺıticas nestes casos serem facilmente

obtidas. Em um segundo momento, a utilização de outros conjuntos de valores (com

p ≥ 1 e q ≥ 2) pode mostrar resultados interessantes, mas deve ser feita por uma

aproximação de solução numérica.

5.1 Caso de termos inerciais despreźıveis diante

do termo de fricção

Para a condição (4.23), considerando A > 0 e r um número inteiro positivo, temos:

uk(tF ) < 0

Como l é uma medida de comprimento, não pode apresentar valores negativos

durante o intervalo ∆T . Uma vez que temos estas restrições, analisamos o sis-

tema (4.34) e determinamos valores limites para tF .

As condições iniciais utilizadas são:

l1(t0) = 1 , l2(t0) = 1 , u1(t0) = −1 , u2(t0) = −1

Na Figura 5.1 temos os estados l1 e l2 do sistema de massas atômicas despreźıveis,
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e, como pode ser verificado na Figura 5.2 os controles u1 e u2 são negativos durante

todo o intervalo ∆T .

Figura 5.1: Comparação dos estados com termos inerciais despreźıveis diante do termo de
fricção, para os casos p = 1,q = 2 e p = 2,q = 2.

Figura 5.2: Comparação dos controles com termos inerciais despreźıveis diante do termo
de fricção, para os casos p = 1,q = 2 e p = 2,q = 2.

Os valores máximos de tF encontrados foram:

t1F ≈ 0.603

t2F ≈ 0.623

e podem ser verificados na Figura 5.3 e na Figura 5.4, respectivamente.
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Figura 5.3: tF máximo para o caso p = 1,q = 2. Com a restrição l1 ≥ 0 durante o intervalo
∆T , temos que t1F = 0.603.

Figura 5.4: tF máximo para o caso p = 2,q = 2. Com a restrição l2 ≥ 0 durante o intervalo
∆T , temos que t2F = 0.623.

5.2 Caso de pequena diferença entre as massas

dos śıtios atômicos

Para o sistema (4.35), alguns valores do parâmetro adimensional a inclúıdo são

testados. A condição (4.32) determina tF e, juntamente com a restrição a valores

negativos de l, indica os valores mı́nimos para a.

As condições iniciais utilizadas foram:

l1(t0) = 1 , L1(t0) = −1.5 , λ1(t0) = 0 , u1(t0) = 1

l2(t0) = 1 , L2(t0) = −2 , λ2(t0) = 0 , u2(t0) = 1

Para a = 1, a Figura 5.5 e a Figura 5.6 mostram, respectivamente, os estados l1

e l2 e os controles u1 e u2.

A Figura 5.7 e a Figura 5.8 mostram os valores de tF encontrados.
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Figura 5.5: Comparação dos estados com ∆m ≈ 0 e a = 1 para os casos p = 1,q = 2 e
p = 2,q = 2.

Figura 5.6: Comparação dos controles com ∆m ≈ 0 e a = 1 para os casos p = 1,q = 2 e
p = 2,q = 2.

Figura 5.7: tF para o caso p = 1,q = 2. O tempo final é determinado pela condição
u(tF ) = 0. Aqui, t1F ≈ 1.886

Os valores foram, respectivamente:

t1F ≈ 1.886

t2F ≈ 2.040
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Figura 5.8: tF para o caso p = 2,q = 2. O tempo final é determinado pela condição
u(tF ) = 0. Aqui, t2F ≈ 2.040

A Figura 5.9 mostra o estado l1 e a Figura 5.10 o controle u1 com a = 0.597, o

valor mı́nimo para o caso p = 1,q = 2.

Figura 5.9: Gráfico do estado l1 para o valor do parâmetro adimensional a = 0.597.

Figura 5.10: Gráfico do controle u1 para o valor do parâmetro adimensional a = 0.597.
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O tempo final obtido foi:

t1F ≈ 1.533

como pode ser verificado na Figura 5.11. A Figura 5.12, por sua vez, garante que o

estado l1 não cruza o eixo antes de t1F .

Figura 5.11: t1F para a = 0.597. Com a condição u(tF ) = 0, temos que t1F ≈ 1.533.

Figura 5.12: Valor de t em que l1 cruza o eixo para a = 0.597.

O estado e o controle obtidos com valor mı́nimo a = 0.965 para p = 2,q = 2

podem ser verificados nas Figuras 5.13 e 5.14.

Como mostrado na Figura 5.15, o valor final para o sistema com p = 2, q = 2 e

a = 0.965 é:

t2F ≈ 2.009

Para valores próximos a dois, o estado e o controle assumem valores muito mai-

ores que os obtidos com a = 1 e o crescimento de suas dimensões são muito maiores

que o crescimento do tempo.

Para a = 1.937, o estado l1 e o controle u1 obtidos são mostrados, respectiva-

mente, nas Figuras 5.16 e 5.17.
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Figura 5.13: Gráfico do estado l2 para o valor do parâmetro adimensional a = 0.965.

Figura 5.14: Gráfico do controle u2 para o valor do parâmetro adimensional a = 0.965.

Figura 5.15: t2F para a = 0.965. Com a condição u(tF ) = 0, temos que t2F ≈ 2.009.

Na Figura 5.18 temos o valor do tempo final:

t1F ≈ 9.978

Da mesma forma que para o caso p = 1, q = 2, conforme a aumenta, os valores
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Figura 5.16: Gráfico do estado l1 para o valor do parâmetro adimensional a = 1.937.

Figura 5.17: Gráfico do controle u1 para o valor do parâmetro adimensional a = 1.937.

Figura 5.18: t1F para a = 1.937. Com a condição u(tF ) = 0, temos que t1F ≈ 9.978.

do estado e do controle têm o crescimento de suas dimensões muito maior que o

crescimento do tempo. O estado l2 e o controle u2 são mostrados nas Figuras 5.19

e 5.20 para a = 2.094.
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Figura 5.19: Gráfico do estado l2 para o valor do parâmetro adimensional a = 2.094.

Figura 5.20: Gráfico do controle u2 para o valor do parâmetro adimensional a = 2.094.

O valor final do tempo aqui obtido, como pode ser verificado na Figura 5.21 é:

t2F ≈ 8.235

Figura 5.21: t2F para a = 2.094. Com a condição u(tF ) = 0, temos que t2F ≈ 8.235.
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5.3 Discussão sobre os resultados

Os dois casos analisados tiveram resultados bem distintos. Para o caso em que

os termos inerciais são considerados muito pequenos diante do termo de fricção, o

sistema é muito mais simples em relação ao outro, pois como não podemos incluir um

parâmetro adimensional, ficamos restritos a analisar os comportamentos do estado

e do controle de forma a determinar o intervalo de tempo em que nenhuma condição

é violada. Ambas são monótonas durante todo o intervalo e o tempo final deve ser

tal que o estado não não chegue a zero.

O caso de pequena diferença entre as massas dos śıtios atômicos, por sua vez,

com a inclusão do parâmetro adimensional a, mostrou resultados mais interessantes.

O tratamento do problema como pequenas vibrações fica mais evidente com com-

portamento do estado neste caso. O tempo final ocorre quando o controle chega a

zero e o valor mı́nimo de a é limitado pela condição do estado ser positivo durante

todo o intervalo ∆T . Na Tabela 5.1 são mostrados os tempos finais tF obtidos para

os diferentes valores de a, com p = 1,q = 2 e p = 2,q = 2.

Tabela 5.1: O comportamento detectado nos dois casos, p = 1,q = 2 e p = 2,q = 2 é
que para a < 1.000, quando u(tF ) = 0, l(tF ) ≥ 0 áı. Para a > 1.000, quando u(tF ) = 0,
l(tF ) ≫ 1.

a tF

p = 1,q = 2
0.597 1.533
1.000 1.886
1.937 9.978

p = 2,q = 2
0.965 2.009
1.000 2.040
2.094 8.235
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Neste trabalho, foi suposto o caso em que uma molécula de protéına já se encontra

enovelada em um mı́nimo de energia e seu comportamento é estudado através de

pequenas vibrações. O modelo adotado considera os śıtios atômicos dos elementos

presentes na espinha dorsal do pept́ıdeo e não apenas dos Cα’s. O problema é tratado

com métodos de Pontryagin e valores para as potências p e q são atribúıdos apenas

na análise e não durante a formulação para obter métodos de forma quadrática.

A comparação feita entre o caso em que os termos inerciais são considerados

despreźıveis diante do termo de fricção e o caso de diferença entre as massas aproxi-

madamente zero, indicou que o último retrata melhor o sistema. A esta aproximação,

após o processo de adimensionalização, foi considerado o modelo com um parâmetro

adimensional a, e assim pudemos observar a resposta do sistema para diferentes

valores adotados.

Como trabalhos futuros, algumas alterações são previstas, como:

• Utilização de controles limitados;

• Consideração de controle com variação do tempo final, o que leva aH(tF ) = 0 ;

• Alterações no modelo dinâmico, levando em conta a estrutura da molécula de

protéına na escrita de uma lagrangiana efetiva para pequenas oscilações.
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