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R E S U M O  

Es tudam- se  t é c n i c a s  d e  Prog ramação  H e u r Í s t  i c a  p a r a  a  

b u s c a  de caminhos  de c u s t o  m Í n i m o  em g r a f o s .  Um a l g o r i t m o  b a s t a n t e  

g e r a l  é p r o p o s t o  e  e s t u d a - s e  sua e x t e n s ã o  a  ( j r a f o s  d o t a d o s  d e  uma 

o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  do c o n j u n t o  d e  n õ s .  A a p l i c a ç ã o  d e s s a s  t ê c n i c a s  a  

p r o b l e m a s  d e  d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  c o n d u z  a  um método  p a r a  a r e s o l u r  

ç ã o  de p r o b l e m a s  de p l a n e j a m e n t o  a  l o n g o  p r a z o  d e  s i s t e m a s  d e s c r i  - 
t o s  p o r  r e d e s .  Esses  p r o b l e m a s  são f o r m a l i z a d o s ,  f a z e n d o - s e  um e s t i  

do d e t a l h a d o  da o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o ,  n e c e s s á r i o  à r e s o l u ç ã o  do  

p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  a  l o n g o  p r a z o .  Esses r e s u l t a d o s  são p a r t i c u -  

l a r i z a d o s  p a r a  o  c a s o  de r e d e s  de t r a n s m i s s ã o  de e n e r g i a  e l g t r i c a  , 

que  é c o m p l e t a m e n t e  r e s o l v i d o ,  a p r e s e n t a n d o - s e  f i n a l m e n t e  r e s u l t a  - 
dos r e l a t i v o s  ao p l a n e j a m e n t o  d e  d o i s  s i s t e m a s  r e a i s .  



ABSTRACT 

H e u r i s t i c  P rog ramming  t e c h n i q u e s  a r e  s t u d i e d ,  r e l a t e d  

t o  t h e  s e a r c h  f o r  m i n t m u m - c o s t  p a t h s  i n  a  g r a p h .  A  r a t h e r  g e n e r a l  

a l g o r i t h m  i s  p r o p o s e d , b e i n g  a f t e r w a r d s  e x t e n d e d  t o  g r a p h s  i n  w h i c h  

a  p a r t i a 1  o r d e r i n g  i s  d e f i n e d  f o r  t h e  s e t  o f -  nodes.The a p p l i c a t i o n  

o f  t h e s e  t e c h n i q u e s  t o  s e q u e n t i a l  d e c i s i o n  p r o b l e m s  l e a d s  t o  a 

m e t h o d  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  l o n g  t e r m  p l a n n i n g  p r o b l e m s  r e l a t e d  t o  

s y s t e m s  m o d e l l e d  by  n e t w o r k s .  These  l a s t  p r o b l e m s  a r e  f o r m a l i z e d  

and  s h o r t  t e r m  o p t i m i z a t i o n  i s  c l o s e l y  s t u d i e d , i n  o r d e r  t o  be u s e d  

by  t h e  l o n g  t e r m  o p t i m i z a t i o n  schemes. These  r e s u l t s  a r e  t h e n  p a r -  

t i c u l a r i z e d  t o  t h e  c a s e  o f  e l e c t r i c  power  t r a n s m i s s i o n  n e t w o r k s  , 

w h i c h  i s  c o m p l e t e l y  s o l v e d .  The r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  t h e  l o n g  t e r m  

o p t i m i z a t i o n  o f  two  r e a l  power  s y s t e m s  a r e  f i n a l l y  p r e s e n t e d .  
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O p r e s e n t e  t r a b a l h o  o r i g i n o u - s e  em um p r o b l e m a  r e a l  1  i - 

gado economia  b r a s i l e i r a .  T r a t a - s e  do p l a n e j a m e n t o  da e x p a n s ã o  a  

l o n g o  p r a z o  do s i s t e m a  de t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a  da r e g i ã o  c e n t r o  

s u l  do  B r a s i  1 .  A g r a n d e  e x t e n s ã o  t e r r i  t o r i a l  da r e g i ã o  e  a  e l e v a d a  

t a x a  de c r e s c i m e n t o  da demanda n o  s i s t e m a  t o r n a m  e x c e p c i o n a l m e n t e  

r e n t á v e l  a  a p l i c a ç ã o  d e  t é c n i c a s  e l a b o r a d a s  de o t i m i z a ç ã o ,  em c o n  - 
t r a p o s i ç ã o  ãs  s i s t e m á t i c a s  t r a d i c i o n a i s  de p l a n e j a m e n t o ,  baseadas  

na  i n t u i ç ã o  de p e s s o a 1  e x p e r i m e n t a d o .  

Embora a  p e s q u i s a  s e j a  s u s c i t a d a  p e l o  e s t u d o  de s i s t e m a s  

e l é t r i c o s ,  n ã o  se  r e s t r i n g e  a  e s s e s  s i s t e m a s :  e s t u d a m- s e  t é c n i c a s  g e  - 
r a i s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s ,  a p l i c a -  

dos p o s t e r i o r m e n t e  a  s i s t e m a s  d e  t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a .  

O e s t u d o  é f e i t o  em t r ê s  n í v e i s ,  de g e n e r a l i d a d e  d e c r e s  - 
tente. No p r i m e i r o  n í v e l ,  p r o p õ e - s e  uma abordagem g e r a l  a  p r o b l e  - 
mas de d e c i s ã o  s e q u e n c i a l  d i s c r e t o s ,  f o r m u l a n d o - o s  em t e r m o s  de 

g r a f o s  e  p r o p o n d o- s e  um método  p a r a  sua s o l u ç ã o  baseado  em Programa - 
ç ã o  H e u r í s t i c a  em g r a f o s .  Esse  e s t u d o  c o n s t a  do C a p i t u l o  V e  i n d e -  

pende do r e s t a n t e  da t e s e .  

No segundo  n í v e l ,  p r o p õ e - s e  uma f o r m a l  i z a ç ã o  b a s t a n t e  

g e r a l  a o s  p r o b l e m a s  de p l a n e j a m e n t o  da expansão  de s i s t e m a s  d e s c r i -  

t o s  p o r  r e d e s  ( c a p í t u l o  1 1 ) .  Um m é t o d o  p a r a  a  s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  

de p l a n e j a m e n t o  a  c u r t o  p r a z o  a p r e s e n t a d o  n o  C a p í t u l o  I I I ,  e s t u  - 



I .  

dando- se  o  p l a n e j a m e n t o  a  l o n g o  p r a z o  n o  C a p i t u l o  V I .  O r e s t a n t e  

da t e s e  o c u p a- s e  do n í v e l  de menor g e n e r a l i d a d e ,  a p l i c a n d o  a s  t é c  - 
n i c a s  p r o p o s t a s  a  s i s t e m a s  e l 6 t r i c o s ,  f i n a l i z a n d o  p e l a  a p r e s e n t a -  

ç ã o  de a l g u n s  e x e m p l o s  p r á t i c o s  de sua a p l i c a ç ã o  ao  p l a n e j a m e n t o  

da e x p a n s ã o  de v á r i o s  s i s t e m a s  r e a i s  de t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a .  

N e s t e  c a p i t u l o ,  comen ta- se  i n f o r m a l m e n t e  o  c o n t e ú d o  da 

t e s e ,  segundo o s  n í v e i s  de  g e n e r a l i d a d e  a p o n t a d o s  a c i m a .  

P r o b l e m a s  de ~ e c i s ã o  S e q u e n c i a l :  E n t r e  o s  p o s s ~ v e i s  p r o b l e m a s  de 

d e c i s ã o  s e q u e n c i a l ,  t em i m p o r t â n c i a  f u n d a m e n t a l  o s  p r o b l e m a s  d i s  - 
c r e t o s  d e t e r m i n í s t i c o s  com e s p a ç o  de e s t a d o  f i n i t o ,  d e v i d o  aos  a s -  

p e c t o s  c o m p u t a c i o n a i s  de s e u  t r a t a m e n t o .  Sua r e s o l u ç ã o  tem s i d o  

a b o r d a d a  p r i n c i p a l m e n t e  sob o  e n f o q u e  de P r o g r a m a ç ã o  D i n â m i c a  111, 

e n c o n t r a n d o - s e  s é r i a s  d i f i c u l d a d e s  r e l a c i o n a d a s  a  r e q u i s i t o s  compu - 
t a c i o n a i s  5 med ida  q u e  c r e s c e  o  p o r t e  dos  s i s t e m a s  c o n s i d e r a d o s .  

Pouca ê n f a s e  tem s i d o  dada ao  f a t o  de que ,  p a r a  e s s e s  

p r o b l e m a s ,  a  P r o g r a m a ç ã o  D i n â m i c a  pode  s e r  c o n s i d e r a d a  como um m é-  

t o d o  de b u s c a  em g r a f o s  ( V e r  121) ,  s e n d o  sua  e f i c i ê n c i a  b a s t a n t e  

p o b r e  quando comparada,  p o r  exemp lo ,  ao  a l g o r i t m o  de D i j k s t r a  1 3 1 ,  

como se comenta  em 141. A  a p l i c a ç ã o  de t é c n i c a s  e f i c i e n t e s  de bus - 
c a  em g r a f o s  em p e s q ~ ~ i s a  o p e r a c i o n a l  6 e x t e n s a ,  n o  c o n t e x t o  d e  m e -  

t o d o s  de "BRanch and Bound" 151 ,  a p l i c a d o s  ; P r o g r a m a ç ã o  I n t e i r a  . 
~ ã o  p a r e c e  e x i s t i r ,  n o  e n t a n t o ,  nenhum e s f o r ç o  de u n i f i c a ç ã o  des - 
ses  mé todos  n o  que  d i z  r e s p e i t o  5 sua a p l i c a ç ã o  a  p r o b l e m a s  de de-  

c i s ã o  s e q u e n c i a l .  Como r e s u l t a d o ,  p e s q u i s a d o r e s  não e s p e c i a l i z a  - 
dos em g r a f o s  o u  p r o g r a m a ç ã o  i n t e i r a  tendem a  l i m i t a r - s e  a  a p l i c a -  

ç õ e s  de Prog ramação  D i n â m i c a .  As t é c n i c a s  e  a  t e r m i n o l o g i a  de g r a  - 
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f o s  tem- se  l i m i t a d o  a  e s p e c i a l i s t a s ,  o u  a  campos como c i ê n c i a  de com - 
p u t a ç ã o  e  i n t e l i g ê n c i a  a r t i f i c i a l .  

Uma nova  abordagem a  p r o b l e m a s  de o t i m i z a ç ã o  c o n s i s t e  

na u t i l i z a ç ã o  de i n f o r m a ç õ e s  a d i c i o n a i s  p o r v e n t u r a  e x i s t e n t e s  a  r e s  - 
p e i t o  de cada  p r o b l e m a  p a r t i c u l a r ,  r e s u l t a n d o  em um campo bem f o r m a  - 
l i z a d o  em 161, a  P r o g r a m a ç ã o  H e u r í s t i c a .  O r i g i n a d a  n o  c o n t e x t o  de 

I n t e l i g ê n c i a  A r t i f i c i a l ,  a  P r o g r a m a ç ã o  H e u r f s t i c a  em g r a f o s  tem- se  

c o n s e r v a d o  r e s t r i t a  a  e s s e  campo, s e n d o  e s t u d a d a  em 12 1,17 1,181 

N e s t e  t r a b a l h o ,  p r o p õ e - s e  uma e x t e n s ã o  ao  a l g o r f t m o  A"  

d e s e n v o l v i d o  em 161, de  modo a  a d a p t á - l o  i r e s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  de 

d e c i s ã o  s e q u e n c i a l  e n v o l v e n d o  s i s t e m a s  de g r a n d e  p o r t e .  D e s e n v o l  - 
v e- s e  também uma t é c n i c a  e s p e c i a l  p a r a  o  t r a t a m e n t o  d e  g r a f o s  c u j o s  

nós  a d m i t e m  uma o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  c a p a z  de a c e l e r a r  a  o p e r a ç ã o  do  

a l g o r i t m o .  

P r o b l e m a s  de P l a n e j a m e n t o  : Um g r a n d e  número de s i s t e m a s  de g r a n d e  

p o r t e  a d m i t e  uma modelagem p o r  r e d e s  f i n i t a s  de m a n e i r a  i m e d i a t a m e n  - 
t e  a p a r e n t e .  O p l a n e j a m e n t o  da e v o l u ç ã o  de t a i s  s i s t e m a s  pode  p r e n  - 
d e r - s e  a  c a r a c t e r í s t i c a s  dos ramos o u  dos nós  das r e d e s  que o s  mode - 
lam. N e s t e  t r a b a l h o ,  a  ê n f a s e  6 c o l o c a d a  n o  p l a n e j a m e n t o  de c e r t a s  

c a r a c t e r i s t i c a s  dos ramos,  d e s c r i t a s  em g e r a l  como o  " e s t a d o i i  dos  

ramos.  

Exemp los  t í p i c o s  de s i s t e m a s  aos q u a i s  a p l i c a - s e  e s t a  

abordagem são r e d e s  de t r a n s m i s s ã o  de e n e r g i a  e l é t r i c a ,  s i s t e m a s  de 

d i s t r i b u i ç ã o  de água,  c o l e t a  de e s g o t o s ,  o l e o d u t o s ,  g a s o d u t o s ,  t o -  

dos e l e s  mode lados  p o r  r e d e s  com f l u x o  não  e n d e r e ç a d o .  S i s t e m a s  de 

t r á f e g o  a é r e o ,  t e r r e s t r e  o u  m a r f t i m o  e  s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de 



I .  

i n f o r m a ç ã o  a p r e s e n t a m  o  p r o b l e m a  a d i c i o n a l  de f 1 u x o s  e n d e r e ç a d o s ,  o  

que d i f i c u l t a  sua modelagem. S i s t e m a s  de r e s e r v a t 6 r : i o s  de água i n -  

t e r l i g a d o s  e x i g e m  o  p l a n e j a m e n t o  de c a r a c t e r i s t i c a s  dos n ó s ,  o  que 

também o c o r r e  em s i s t e m a s  de g e r a ç ã o  de e n e r g i a  e l é t r i c a :  e s s e s  p r o  - 
b lemas  não  podem s e r  t r a t a d o s  i m e d i a t a m e n t e  p e l o  mé todo  p r o p o s t o ,  

sendo n e c e s s á r i o s  d e s e n v o l v i m e n t o s  a d i c i o n a i s .  

O p r o b l e m a  a  s e r  e s t u d a d o  c o n s i s t e ,  p o r t a n t o ,  n o  s e-  

g u i n t e :  um s i s t e m a  d e s c r i t o  p o r  uma r e d e  f i n i t a  com f l u x o  l i m i t a d o  

p o r  p a r â m e t r o s  a s s o c i a d o s  a  seus nÔs e  ramos deve e v o l u i r  a  p a r t i r  

de uma c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  c o n h e c i d a ,  d u r a n t e  um número f i n i t o  de  

e s t á g i o s  de p l a n e j a m e n t o .  A e v o l u ç ã o  d o  s i s t e m a  c o n s i s t e  n a  m o d i f i  - 
c a ç ã o  do e s t a d o  de seus ramos de modo a  s a t i s f a z e r  c o n d i ç õ e s  de v i a  - 
b i l i d a d e  d e p e n d e n t e s  d o  e s t a d o .  P r o c u r a - s e  uma s e q u ê n c i a  Ô t i m a  de 

t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  n o s  ramos da r e d e ,  de modo que a s  c o n d i ç õ e s  de 

v i a b i l i d a d e  s e j a m  s a t i s f e i t a s  a  cada  e s t á g i o  e  que o  c u s t o  t o t a l  da 

e s t r a t é g i a  ( l e v a n d o  em c o n t a  i m p l e m e n t a ç õ e s  e  c u s t o s  de o p e r a ç ã o )  , 
s e j a  m í n i m o .  

Tomando como e x e m p l o  um s i s t e m a  de t r a n s m i s s ã o  de p o  - 
t ê n c i a ,  p r o c u r a - s e  uma e s t r a t é g i a  de c o n s t r u ç õ e s  de l i n h a s  d e  t r a n s  - 
m i s s ã o  de m í n i m o  c u s t o  e n t r e  a s  e s t r a t é g i a s  que g a r a n t a m  a  e s t a b i l i  - 
dade e  s e g u r a n ç a  do s i s t e m a  a  cada e s t á g i o ,  c o n i j e c i d a  a  p r o g r a m a ç ã o  

de p r o d u ç ã o  e  demanda de e n e r g i a :  

P l a n e j a m e n t o  a  C u r t o  P r a z o  : No p l a n e j a m e n t o  a  c u r t o  p r a z o ,  c o n s i -  

d e r a - s e  somente  um e s t á g i o ,  o  que  s i m p l i f i c a  r a d i c a l m e n t e  o  p r o b l e -  

ma. T r a t a - s e  e n t ã o  de um p r o b l e m a  de p r o g r a m a ç ã o  m a t e m á t i c a ,  que  

c o n s i s t e  em e n c o n t r a r  um e s t a d o  p a r a  o  s i s t e m a  que o  v i a b i l i z e  a  m i  - 
n i m o  c u s t o .  Esse  p r o b l e m a  tem s i d o  r e s o l v i d o  p o r  v á r i a s  t é c n i c a s  - a  



p r o x i m a d a s  p a r a  s i s t e m a s  d e  t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a ,  como métodos  g r a  - 
d i e n t e s  191, p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  a p l i c a d a  a  uma a p r o x i m a ç ã o  c o n t í n u a  

1101, a n á l i s e  d e  a l t e r n a t i v a s  u s a n d o  i n f o r m a ç õ e s  h e u r í s t i c a s  baseadas  

na e x p e r i ê n c i a  de p l a n e j a d o r e s  1 1 1 1 ,  o u  a i n d a  métodos  d i s c r e t o s  s i m-  

p l i f i c a d o s  p a r a  v i a b i l i z a ç ã o ,  sem p r e o c u p a ç ã o  com o t i m a l i d a d e  1121. 

N e s t e  t r a b a l h o ,  d e s e n v o l v e - s e  uma t é c n i c a  g e r a l  p a r a  a  

r e s o l u ç ã o  de uma g e n e r a l i z a ç ã o  do  p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a  - 
zo,  u t i l i z a n d o  um a l g o r f t m o  de b u s c a  em g r a f o s  c a p a z  d e  m i n i m i z a r  a  

memór ia  de c o m p u t a d o r  o c u p a d a  ( V e r  C a p í t u l o  1 1 1 ) .  

P l a n e j a m e n t o  a  Longo  P r a z o  : T r a t a - s e  de um p r o b l e m a  de d e c i s õ e s  s e  - 
q u e n c i a i s ,  c u j a  r e s o l u ç ã o  tem s i d o  t e n t a d a  p o r  m e i o  de P r o g r a m a ç ã o  D i  - 
n â m i c a  1101,1121. A o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o  deve s e r  r e a l i z a d a  a  

c a d a  e s t á g i o ,  f o r n e c e n d o  as  t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  n e c e s s á r i a s  à s o l u -  

ç ã o  dos p r o b l e m a s  de d e c i s ã o  s e q u e n c i a l .  

Uma s i m p l e s  s e q u ê n c i a  de o t i m i z a ç õ e s a  c u r t o  p r a z o  g e r a  

uma s o l u ç ã o  r á p i d a ,  chamada s o l u ç ã o  i n c r e m e n t a l ,  que em a l g u n s  c a s o s  

f o r n e c e  bons r e s u l t a d o s ,  como se comen ta  em 1 1 3 1 ,  com r e l a ç ã o  à e x  - 
pansão  da g e r a ç ã o  d e  e n e r g i a  e l é t r i c a .  Em g e r a l ,  r e s u l t a d o s  s u p e r i -  

o r e s  s ã o  o b t i d o s  p o r  uma o t i m i z a ç ã o  g l o b a l ,  como se e x e m p l i f i c a  n o  

C a p í t u l o  V I  I . 
Como o  p r o b l e m a  de que s e  e s t ã  t r a t a n d o  c o s t u m a  t e r  g r a n  - 

de p o r t e ,  t o r n a - s e  i n v i ã v e l  uma a p l i c a ç ã o  d i r e t a  de P r o g r a m a ç ã o  D i n â  - 
m i c a ,  o  q u e  m o t i v o u  o  d e s e n v o l v i m e n t o  d e  t é c n i c a s  baseadas  em a p r i m o  - 
r a m e n t o s  i t e r a t i v o s  de s o l u ç õ e s  i n i c i a i s  do t i p o  i n c r e m e n t a l  1101 , 
1121, o u  e m m o d i f i c a ç õ e s  do  a l g o r í t m o  de Prog ramação  ~ i n â m i c a  p a r a  

i n t r o d u z i  r c e r t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  t f p i c a s  a  a l g o r í t m o s  de b u s c a  em 

g r a f o s  1141, o u  em p r o c e d i m e n t o s  n ã o  d e t e r m i n f s t i c o s  1151. Uma modi  - 



f i c a ç ã o  do a l g o r í t m o  d e  D i j k s t r a  a p l i c a d a  a  p r o b l e m a s  d e  p l a n e j a m e n-  

t o  a  l o n g o  p r a z o  f o i  d e s e n v o l v i d a  em 1 1 1 1 .  

A abordagem s e g u i d a  n e s t e  t r a b a l h o  b a s e i a - s e  n a s  t é c n i -  

c a s  de r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  d e c i s ã o  s e q u e n c i a l  d e s e n v o l v i d a s  n o  

C a p i t u l o  V, e  p r o c u r a  d i r e t a m e n t e  uma s e q u ê n c i a  de s o l u ç Õ e s  s u b - õ t i -  

mas p a r a  o  p r o b l e m a  de p l a n e j a m e n t o .  Essa s e q u ê n c i a  t e n d e  em tempo 

f i n i t o  p a r a  uma s o l u ç ã o  Õ t i m a ,  t e r m i n a n d o  o  p r o c e s s o ,  o u  p á r a  ao  e s -  

g o t a r - s e  o  tempo de compu tação  d i s p o n í v e l ,  f o r n e c e n d o  uma s tb lução 

s u b - Õ t i m a  nunca  p i o r  do que  a  e s t r a t é g i a  i n c r e m e n t a l  ( V e r  C a p i t u l o  

V I ) .  

~ x p a n s ã o  de S i s t e m a s  de T r a n s m i s s ã o  de P o t ê n c i a  : D e s e n v o l v e - s e  n o  

C a p i t u l o  I V  o  m o d e l o  de desempenho de r e d e s  de t r a n s m i s s ã o  emprega-  

do em e s t u d o s  de p l a n e j a m e n t o ,  que  se b a s e i a  em uma a p r o x i m a ç ã o  l i n e  - 
a r  dos t e s t e s  de F l u x o  de Carga .  Um e s t u d o  de s e n s i b i l i d a d e  f o r n e c e  

um m é t o d o  p a r a  a  e x e c u ç ã o  r á p i d a  de a n á l i s e s  de c o n t i g ê n c i a s .  

Com e s s a s  f e r r a m e n t e s ,  d e s c r e v e - s e  um m é t o d o  p a r a  a  o t i  - 
m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o ,  u t i  1 i z a n d o  o  a l g o r í t m o  co~mentado a c i m a  ( V e r  

c a p í t u l o  I V ) .  A o t i m i z a ç ã o  a  l o n g o  p r a z o  r e s u l t a  da a p l i c a ç ã o  d i r e t a  

dos r e s u l  t a d o s  g e r a i s  comen tados  a c i m a  ( V e r  ~ a p f t u l o  V I ) .  

Comenta- se,  f i n a l m e n t e ,  n o  C a p í t u l o  V @ I ,  uma i m p l e m e n t a  - 
ç ã o  do método  d e s e n v o l v i d o ,  a p r e s e n t a n d o - s e  a l g u n s  e x e m p l o s  de p r o j e  - 
t o s  l i g a d o s  a  s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a  b r a s i l e i r o s .  



PROBLEMAS D E  PLANEJAMENTO 

N e s t e  c a p í t u l o  expõem-se f o rma lmen te  o s  p rob lemas  de 

p l a n e j a m e n t o  p r o p o s t o s .  O f o r m a t o  e s c o l h i d o  p a r a  a  f o r m a l i z a ç ã o  

s u f i c i e n t e m e n t e  g e r a l  p a r a  e n g l o b a r  p r o b l  emas p e r t e n c e n t e s  a  vá -  

r i o s  campos de e s t u d o  ( V e r A S e ç ã o  h ) ,  mas e v i t a - s e  uma g e n e r a l i z a  - 
ç ã o  e x c e s s i v a .  A  m o t i v a ç ã o  p a r a  a  f o r m a l i z a ç ã o  p r o p o s t a  e s t á  em 

s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de e n e r g i a  e l é t r i c a ,  o  que f i c a r á  e v i d e n t e  

nos c a p í t u l o s  I V  e  V I I ,  onde se t r a t a  e s p e c i f i c a m e n t e  desses  s i s t e  - 
mas. P r o c u r a - s e  p o r t a n t o ,  man te r  a  g e n e r a l i d a d e  do p rob lema  f o r  - 
mal c o m p a t í v e l  com a  comp lex idade  dos s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  que 

se d e s e j a  e s t u d a r .  Com essa  m o t i v a ç ã o ,  p r o c u r a - s e  p l a n e j a r  somen- 

t e  c a r a c t e r í s t i c a s  dos ramos das redes  que modelam os  s i s t e m a s  ( 1  - i 
nhas de t r a n s m i s s ã o ) .  As c a r a c t e r í s t i c a s  dos nós ( g e r a ç ã o  de po  - 
t ê n c i a )  são  c o n s i d e r a d a s  c o n h e c i d a s  a  p r i o r i ,  d e t e r m i n i s t i c a m e n t e .  

No e n t a n t o ,  p a r a  p e r m i t i r  o  emprego do  modelo  ao e s t u d o  da ge ração  

de p o t ê n c i a ,  o u  ao p l a n e j a m e n t o  de r e s e r v a t ó r i o s  de água, i n c l u e m-  

se na seção 4 a l g u n s  p o s s Í v e i s  caminhos p a r a  a  g e n e r a l i z a ç ã o  ou 

p a r t i c u l a r i z a ç ã o  do modelo .  

U t i l i z a - s e  e x t e n s i v a m e n t e ,  t e o r i a  de g r a f o s  em t o d o  

o  t r a b a l h o  e  t o r n a - s e  c o n v e n i e n t e  1  i s t a r  a l g u n s  c o n c e i t o s  e  r e s u l -  

t a d o s  dessa t e o r i a ,  o  que 6 f e i t o  no Apênd i ce  A. T r a t a m e n t o s  e x  - 
t e n s o s  encon t ram- se  em 1161 , 1171 , 1 1 8 1  . 



I I .  

P r e t e n d e - s e  p l a n e j a r  a  e v o l u ç ã o  da e s t r u t u r a  d e  um s i s  - 
tema. O e s t u d o  p a r t e  de uma e s t r u t u r a  b á s i c a  g e r a l  do  t i p o  r e d e  f i  - 
n i t a ,  l i m i t a n d o - s e  o  s i s t e m a  a  a s s u m i r  e s t r u t u r a s  dadas p o r  s u b - r e -  

des p a r c i a i s  da r e d e  b á s i c a .  D e f i n e - s e  e n t ã o  c o n f i g u r a ç ã o  como c a-  

da uma d e s s a s  s u b- r e d e s ,  d o t a d a  de um e s t a d o  que c a r a c t e r i z a  a  com - 
p o s i ç ã o  de  seus ramos. Enunc iam- se  a  s e g u i r  os  p r o b l e m a s  de  o t i m i -  

zação  a  c u r t o  e  a  l o n g o  p r a z o .  



s e ç ã o  1  - O MODELO 

1  ~ e f i n i ç ã o :  S e j a  (N,M) uma r e d e .  D i z - s e  que uma r e d e  ( N ' , M ' )  es  - 
t i  c o n t i d a  em (N,M) , 

(N1,M1)  C (N,M) , s e  (N ' ,M1)  é uma s u b- r e d e  p a r c i a l  de (N ,M) .  

- - 
2  C o n s i d e r e - s e  uma r e d e  f i n i  t a  (N,M), chamada r e d e  b á s i c a ,  onde :  

- - - - 
= ( n j ) j = ~  ,2,. . .,n 

, 6 o  c o n j u n t o  de nÕs b ã s i c o s ,  I f?I= n  

- - - 
M = - , 6 a f a m í l i a  de ramos b á s i c o s ,  I M I =  m . ( r i ) i = l  $ 2 , .  .. ,m 

- 
Tem-se p o r t a n t o  ( V e r  A . l ) ,  r E NxN e  p e r m i t e m- s e  i 

ramos r e p e t i d o s ,  uma v e z  que  fi é uma f a m í l i a .  

3 C o n v e n ~ õ e s  - S e j a  (N,M) uma r e d e  b á s i c a  ( 2 )  e c o n s i d e r e - s e  uma 

r e d e  ( N  ,M) C ( i  , i ) ,  com n  n ó s  e  m ramos.  Fazem-se a s  s e g u l n -  

t e s  convenções :  

- 
N = ( n q ) q = l  ,2,. . . ,n , onde  n  = n  

=I i 9  
, q = l  , 2 , .  . . , n  

- 
M = ( r p ) p = l  ,2,. . . ,m , onde  r = r. 

P  I , p=1,2 ,..., m P  

Dada uma f a m f l i a  q u a l q u e r  

- - , i n d e x a d a  segundo . o s  ramos de ( N , i ) ,  deno-  
( a i l i = ,  , 2 , .  .. ,m 

t a - s e  por ( ' i ) i = l , ~ , .  . ,m a  s u b - f a m í l i a  c o r r e s p o n d e n t e  a o s  ramos 

de ( N , M ) .  O mesmo t i p o  de r e i n d e x a ç ã o  é f e i t a  p a r a  f a m í l  i a s  i n d e -  

xadas  segundo o s  n ó s  de (NJ) e  (N,M). 



4 Considerem- se o s  c o n j u n t o s  f i n i  t o s  
- - 
u  C R , 2  l , a s s o c i a d o s  aos ramos de uma r e d e  bá- i - 

s i c a  (N,f i) .  Chama-se a  cada oi  de c o n j u n t o  de e s t a d o s  a d m i s s f v e i s  
- 

p a r a  o  ramo r i Segu indo  as convenções ( 3 ) ,  assoc iam- se  c o n j u n t o s  
- 

u  = u  i , 1 2 ,  m aos ramos de uma r e d e  c o n t i d a  em (i , i ) .  
P  P 

5 Def i n i ~ ã o :  Uma c o n f  i g u r a c ã o  da r e d e  b á s i c a  ( i , f i )  (ou  s imp lesmen te  

c o n f i g u r a s ã o ,  se não h o u v e r  d i v i d a s  q u a n t o  a  ( N , M )  ) , é  uma t r i p l a  

o rdenada  C = (N,M,S) , onde 

( i )  ( N , M )  c ( f i , M )  é uma rede ,  chamada t o p o l o g i a  da c o n f i g u r a k ã o  C 

( i  i) S E é um v e t o r  de e s t a d o ,  cada componente d e l  S s a t i s f a z  

S .  E a i  e  é chamada e s t a d o  do ramo r i  . 
I 

Usam-se as convenções  ( 3 ) .  

6 ~ e f  i n i ç ã o  : Dada uma r e d e  (N,M) c ( i , i ) ,  d e f i n e - s e  o  espaço  de es - 
t a d o s  admi s s f v e i  s  a s s o c i a d o  t o p o l o g i a  ( N  , M )  p o r  

Observe- se  que ( 5  i i )  p o d e r i a  s e r  e s c r i t o  S E a  . 

P r e t e n d e- s e  e s t u d a r  p rob lemas  de p l a n e j a m e n t o  das ca - 
r a c t e r r s t i c a s  dos ramos de s i s t e m a s  modelados p o r  r edes .  Uma c o n f i  - 
g u r a ç ã o  p a r a  um t a l  s i  stemta é modelada p o r  uma ' c o n f i g u r a ç ã o  'segundo 

a  d e f i n i ç ã o  ac ima,  sendo comum d e f i n i r e m - s e  c o n d i ç õ e s  de v i a b i l i d a -  

de p a r a  o  s i s t e m a  baseadas n o  c o n c e i t o  de c a p a c i d a d e  a s s o c i a d a  aos 



ramos da r e d e  que  o  m o d e l a :  

C o n s i d e r e m- s e  dados  o s  mapeamentos 
- - - 

7 y i  : a i  -i R , i = 1 , 2  ,..., m 

- 
que a s s o c i a m  a  c a d a  e s t a d o  a d m i s s i v e l  s  E a i  p a r a  o  ramo i da 

r e d e  b á s i c a ,  a  c a p a c i d a d e  Y i  ( s )  do ramo i n o  e s a a d o  S.  

Dada uma c o n f i g u r a ç ã o  C = (N,M,S) , p a r t i c u l a r i z a m - s e  

o s  mapeamentos y i  segundo as  c o n v e n ç õ e s  ( 3 ) ,  d e f i n i n d o - s e  o ve  - 
t o r  de c a p a c i d a d e s  a s s o c i a d o  a  C p o r  

A f i g u r a  1 1 . 1  i l u s t r a  uma r e d e  b á s i c a  e  duas  p o s s í  - 
v e i  s  c o n f i g u r a ç õ e s .  

8 M a t r i z e s  de I n c i d ê n c i a  - C o n h e c i d a  a  m a t r i z  de  i n c i d ê n c i a  d a  r e d e  

b á s i c a ,  é i m e d i a t a  a  d e t e r m i n a ç ã o  das m a t r i z e s  d e  i n c i d ê n c i a  p a r a  

s u a s  c o n f i g u r a ç õ e s .  S e j a  C = (N,M,S) , c o n f o r m e  (5), o n d e  

S e j a  a  m a t r i z  de  i n c i d ê n c i a  de ( N , M ) .  A m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  

T de (N,M) 6 dada p o r  



F i g .  1 1 . 1  - Rede bãsica de dois exemplos de configurações 



Exemplo - A m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  da r e d e  b á s i c a  da f i g .  1 1 . 1  é 

Para  a  p r i m e i r a  c o n f i g u r a ç ã o  da f i g u r a ,  

Se os  s i s t e m a s  em e s t u d o  são modelados p o r  r e d e s  com 

f l u x o ,  deve- se c o n s i d e r a r  a  o c o r r ê n c i a  de f o n t e s  e  sum idou ros .  Em 

g e r a  1 , cons4deram-se p a r â m e t r o s  a s s o c i a d o s  aos nós de uma r e d e  assu  - 
. m i n d o - s e  que o  s i s t e m a  f i c a  t o t a l m e n t e  e s p p c i f i c a d o  p o r  sua c o n f i -  

g u r a ç ã o  segundo (5) e  p e l o s  p a r â m e t r o s  dos nós .  

9 ~ e f i n i ç ã o  - O v e t o r  de p a r â m e t r o s  dos nós é um v e t o r  n - d i m e n s i o  - 
na1 P E R" , c u j a  componente P , j=l  , 2 , .  . . ,m 6 chamada parâme - 

j 
t r o  do nó n  da c o n f i g u r a ç ã o .  

j 



10 V i a b i l i d a d e  de uma C o n f i g u r a ç ã o :  Suponha-se que e x i s t e  uma l e i  de 

fo rmação  de v Í n c u l o s ,  que a s s o c i a  a  cada c o n f i g u r a ç ã o  um c o n j u n t o  

de v í n c u l o s  

onde 

g  c  
: R" x  R" - , k 2 1 ,  dependen te  de C 

é t a l  que 

11 ~ e f i n i ç ã o  - Uma c o n f i g u r a s ã o  C = (N,M,s) da r e d e  b á s i c a  (N, f i )  ê 

d i t a  v i á v e l  com r e s p e i t o  aos p a r â m e t r o s  P E R"  se 

Os v í n c u l o s  c  podem s e r  mui t o  comp lexos ,  podendo 

mesmo s e r  v Í n c u l o s  l õ g i c o s ,  dependen tes  da r e s o l u ç ã o  de o u t r o s  p r o  - 
blemas de o t i m i z a ç ã o  (Ve r  1101  ) ,  o u  dependentes  de s e q u ê n c i a s  de 

t e s t e s  e x e c u t a d o s  s o b r e  o s i s t e m a  modelado. Em g e r a l  é d i f f c i l  c o  - 
l o c a r  os v Í n c u l o s  no f o r m a t o  ( l l ) ,  p o i s  a  v i a b i l i d a d e  de C é t e s  - 
t a d a  p o r  um programa sepa rado  em computador .  Os s i s t e m a s  e l é t r i  - 
cos  e s t ã o  n e s t e  caso ,  como se v e r á  no C a p i t u l o  1 V ,  onde suas c o n d i  - 
ções  de v i a b i l i d a d e  são d e s e n v o l v i d a s .  Em o u t r o s  casos ,  os v Í n c u -  

10s são s imp lesmen te  uma l i m i t a ç ã o  dos f l u x o s  p e r m i s s Í v e i s  nos r a -  

mos. 



seção  2 - O T I M I Z A Ç A O  A CURTO P R A Z O  

Na o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o ,  p r o c u r a - s e  v i a b i l i z a r  uma 

c o n f i g u r a ç ã o  dada com r e s p e i t o  a  um v e t o r  de p a r â m e t r o s  também dado, 

p o r  me io  de uma mudança de e s t a d o  de mfn imo c u s t o .  O c u s t o  deve l e  - 
v a r  em c o n t a  as c a r a c t e r í s t i c a s  da c o n f i g u r a ç ã o  r e s u l  t a n t e  ( c u s t o s  

de o p e r a ç ã o )  e  o  c u s t o  da t r a n s i ç ã o  de e s t a d o .  

Embora a  o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o  s e j a , p o r  d e f i n i ç ã o ,  

e x e c u t a d a  em apenas um e s t á g i o ,  deve r- se desde j á  i n t r o d u z i r  e s t e  f a  - 
t o r ,  uma vez  que o  o b j e t i v o  do t r a b a l h o  e n c o n t r a - s e  na o t i m i z a ç ã o  a  

l o n g o  p r a z o .  Quando se t r a t a r  somente de o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o ,  

b a s t a  f a z e r  T  = ( 0 )  a b a i x o .  

C o n s i d e r e - s e  e n t ã o  dada uma f a m i l i a  f i n i t a  de e s t á g i o s  

- - s e j a m  também dados a t E T, trr s E. a i ,  Y i = 1 , 2 , .  . . ,m , o s  c o n j u n t o s  

1 3  a i  ( s ,  t ) c o i  I denominados c o n j u n t o s  de e s t a d o s  su - 
cessares de s  p a r a  o  ramo i no e s t á g i o  t . 
Esses c o n j u n t o s  l i m i t a m  as t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  a d m i t i d a s  em cada es - 
t á g i o .  Como de costume ( 3 ) ,  pode- se  r e i n d e x a r  os  c o n j u n t o s  p a r a  u-  

ma c o n f i g u r a ç ã o  p a r t i c u l a r ,  d e f i n i n d o - s e  tambêm o  c o n j u n t o  de e s t a -  

dos sucesso res  de S E R" no  e s t á g i o  t p o r  

Passa- se  a g o r a  5 c a r a c t e r i z a ç ã o  de c o n f i g u r a ç õ e s  suces - 
s o r a s  e  à d e f i n i ç ã o  de expansão de uma c o n f i g u r a ç ã o ,  c o n c e i t o s  esses  



f u n d a m e n t a i s  p a r a  t o d a  a  s e q u g n c l a .  

C o n s i d e r e- s e  c o n h e c i d a  uma rede  b á s i c a  (N,M). 

- 
14 S e j a  C = (N,M,S)  uma c o n f i g u r a ç ã o  b á s i c a  dada, i s t o  é, uma c o n f i  - 

guração  c u j a  t o p o l o g i a  ê (E,() . Sejam dadas uma c o n f i g u r a ç ã o  

C' = (NO,MO,SO) e uma t o p o l o g i a  (N,M) C (N,M) com 

Supondo-se a i n d a  que 

(N',M') C ( N  ,M) , com a  convenção  

Ou s e j a ,  os  p r i m e i r o s  nós e  ramos c o i n c i d e m  em ambas as t o p o l o g i a s .  

Conhec idos  o s  e l e m e n t o s  i n t r o d u z i d o s  em ( 1 4 ) ,  se j am da - 
dos um v e t o r  de p a r â m e t r o s  P E R" e  um e s t á g i o  t E T.  

16 ~ e f i n i q ã o  - Uma c o n f i g u r a ç ã o  C = (N,M,S) 6 s u c e s s o r a  de C' com 

r e s p e i t o  aos p a r â m e t r o s  P e  à t o p o l o g i a  :(N,M) n o  e s t á g i o  t ( o u  

s imp lesmen te  s u c e s s o r a  quando não houve r  c o n f u s ã o  p o s s i v e l )  se 

( i )  (NO,MO) c (N,M) 

( i i) s E s ~ ( s ; , ~ )  p = ~  , z , .  . . ,n 
P  O 



S E S ( T i  , t )  p=no+ l ,  ..., n  ( u s a n d o  o s  í n d i c e s  de ( 1 5 ) )  
P  

P  

( i i i )  C é v i á v e l  com r e s p e i t o  a  P.  

17 ~ e f i n i c ã o  - A e x p a n s ã o  de uma c o n f i g u r a ç ã o  com r e s p e i t o  a  uma t o p o  - 
l o g i a  r = (N,M) e  a o  v e t o r  de  p a r â m e t r o s  P n o  e s t á g i o  t e T , 

c o n s i s t e  na  o b & e n ç ã o  de t o d a s  as  s u c e s s o r a s  de C 0  com r e s p e i t o  a  

r e  P n o  e s t á g i o  t .  Ao mapeamento r , t a l  q u e  

Co, r ,P , t  I-+ C O , , , t  = C s u c e s s o r a  de C' c , r .  a  r 

e  P n o e s t á g i o  t )  

d e f i n i d o  p a r a  t o d a  c o n f i g u r a p ã o  C 0  = (NO,MO,sO) de ( i , M ) ,  p a r a  t o  - 
da t o p o l o g i a  s a t i s f a z e n d o  (NO,MO) c r , p a r a  t o d o  v e t o r  de  parâme-  

t r o s  P c o m p a t r v e l  com , t E T ,  chama-se o p e r a d o r  s u c e s s o r  de 

(i,i). 

- 
18 O b s e r v a ç ã o  - Como t o d o s  o s  c o n j u n t o s  o i  s ã o  f i n i t o s ,  r ( C o , r , P , t )  

s e r á  sempre um c o n j u n t o  f i n i t o .  

Ao e s t u d a r  p r o b l e m a s  de e x p a n s ã o  de s i s t e m a s  d e s c r i t o s  

p o r  r e d e s ,  6 i n t e r e s s a n t e  d e t e r - s e  s o b r e  a s  p o s s í v e i s  t r a n s i ç õ e s  de 

e s t a d o s  em t a i s  s i s t e m a s .  E n c o n t r a m- s e  u s u a l m e n t e  a lgumas  t r a n s i  - 
ç õ e s  de e s t a d o  e l e m e n t a r e s ,  que  c o n s i s t e m  na p r á t i c a n a  i m p l e m e n t a  - 
ç ã o  de i n s t a l a ç õ e s  p a d r o n i z a d a s .  D e f i n e m- s e  a  s e g u i r  e s s a s  t r a n s i -  

ç õ e s ,  sem que  s e  imponha nenhuma n o v a  r e s t r i ç ã o ,  uma v e z  que  podem- 

s e  d e f i n i  r como e l e m e n t a r e s  t o d a s  a s  t r a n s i ç õ e s  p o s s i v e i s .  



- 
19 D e f i n i ç ã o  - Cons iderem- se o s  c o n j u n t o s  a  i n t r o d u z i d o s  em ( 4 ) .  U - 

ma t r a n s i ç ã o  de e s t a d o  p a r a  o  ramo i 6 um p a r  o rdenado  

Uma t a a n s i ç ã o  de e s t a d o  c o r r e s p o n d e n t e  a uma t o p 8 l o g i a  (N,M) é um 

P a r  ( 3 , s ' )  E a x a , com a  d e f i n i d o  em ( 6 )  . 
- 

20 C o n s i d e r a - s e  c o n h e c i d o  p a r a  cada i , ,  um con -  
- 

j u n t o  de t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  e l e m e n t a r e s  c o n t i d o  em ai  x o  , sa-  i 

t i s f a z e n d o  a  s e g u i n t e  c o n d i ç ã o :  

- 
Se s ,s l  E a  , e n t ã o  e x i s t e  uma s e q u ê n c i a  f i n i t a  de e s t a d o s  

i 

K > 1  - , t a l  que ( ~ k ) k = 0 , 1  ,2,. . . , K  

(sk-l ,sk)  , k = l  ,2,. . . ,K são  t r a n s i ç õ e s  e l e m e n t a r e s  de e s t a  - 
do p a r a  o  ramo i . 

21 ~ e f i n i ç ã o  - Uma t r a n s i ç ã o  de e s t a d o  ( S , S 1 )  c o r r e s p o n d e n t e  a  uma t o  - 
p o l o g i a  (N,M)  é e l e m e n t a r  se e x i s t i r  k  - < m t a l  que 

S = S I  p a r a  p # k  
P  P 

(Sk,Sk) é uma t r a n s i ç ã o  e l e m e n t a r  p a r a  o  ramo k  . 

A p a r t i r  das d e f i n i ç õ e s  ac ima,  podem-se d é f i n i r  o s  c u s  - 
t o s  a s s o c i a d o s  ãs  t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  na rede .  



22 Cus to  da t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s :  suponham-se c o n h e c i d o s  o s  s e g u i n  - 
t e s  mape'amentos c o r r e s p o n d e n t e s  aos namos de ( N , M )  : 

- - - - 
C i  : u i  X 0. X T - R 

I 
i =1 ,2 ,  ..., m 

que assoc iam mudança de e s t a d o  em um ramo, um c u s t o  a t u a l i z a d o  

- - 
s , s t  E o. , t E T c . ( s , s l , t )  E R , s a t i s f a z e n d o  as con  

I I - 
d i ç õ e s  de c o n s i s t ê n c i a  a b a i x o :  

23 ( i )  ( V $ E õ i )  Ei  ( s , s t , t )  5 C i  ( s , l , t )  + C i  ( 5 , s 1 , t )  

( i i )  E x i s t e  uma s e q u ê n c i a  de t r a n s i ç õ e s  e l e m e n t a r e s  

( ( ' k - 1  ' s k ) ) k = l  ,2,. . . ,K , K>1 - , t a l  que s  = s ,  s K = s l  
O 

, sa - 

t i  s fazendo  

Das c o n d i ç õ e s  ac ima,  c o n c l u i - s e  i m e d i a t a m e n t e  que  o  

c u s t o  de uma t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s  6 dado p e l o  mín imo e n t r e  as so-  

m a t õ r i a s  ( 24 )  p a r a  t o d a s  as s e q u ê n c i a s  de t r a n s i ç õ e s  c o n d u z i n d o  

de s  a  S I .  

Esses c u s t o s  co r respondem aos c u s t o s  n e c e s s ã r i o s  ã i m  - 
p lemen tação  de uma mudança de e s t a d o  em cada e s t á g i o  e  supõe- se 

que uma imp lementação  s e r á  sempre f e i t a  a  mín imo c u s t o .  

Pode- se a g o r a  d e f i n i r  o  c u s t o  da t r a n s i ç ã o  de uma con  - - 
f i g u r a ç ã o  p a r a  o u t r a .  Sejam C = (N,M,S) , C' = (NO,MO,SO) , 

C = (N,M,s) c o n f i g u r a ç õ e s  d e f i n i d a s  con fo rme ( l 4 ) ,  i s t o  é ,  t a i s  

que o s  p r i m e i r o s  nõs e  ramos de C co r respondem aos  nÕs e  ramos de 



C 0  . S e j a  t E T  um e s t á g i o  dado. 

25 ~ e f i n i ç ã o  : O c u s t o  da t r a n s i ç ã o  de  C 0  p a r a  C n o  e s t á g i o  t é 

dado p o r  

n  
O - 

c t ( c O , c , t )  = c  (sO,s  , t )  + 
P P P  

cp(Si ,Sp , t )  9 

p=1 p=no+l  P  

onde c  são o s  c u s t o s  de t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s  ( 2 2 ) .  Cond ições  e -  
P 

q u i v a l e n t e s  a  ( 2 3 )  são o b t i d a s  i m e d i a t a m e n t e  como c o n s e q u ê n c i a  da 

d e f i n i ç ã o  de c  e  de ( 2 3 ) :  e x i s t e  sempre uma s e q u ê n c i a  de c o n f i g u  
t - 

r a ~ õ e s  e n t r e  C 0  e  C c o r r e s p o n d e n t e s  a  t r a n s i ç õ e s  e l e m e n t a r e s  de 

e s t a d o  que f o rnecem o  c u s t o  da t r a n s i ç ã o  de C 0  p a r a  C . 

26 Cus to  de ope rações  : suponha- se c o n h e c i d o  o  mapeamento 

que a s s o c i a  a  cada c o n f i g u r a ç ã o  C e  a  q u a l q u e r  v e t o r  de pa râme t ros  

, p a r a  os nós de C um c u s t o  d e s c o n t a d o  r e a l .  Esse c u s t o  c o r r e s p o n -  

de à ope ração  do s i s t e m a  d u r a n t e  um p e r i o d o  p r é - d e t e r m i n a d o .  T i p i -  

camente,  c o r r e s p o n d e  a  c u s t o s  de manutenção de equ ipamen to  e  p e r d a s  

de e n e r g i a .  

Pode- se a g o r a  p a s s a r  ao  e n u n c i a d o  do p rob lema  de o t i m i  

zação a  c u r t o  p r a z o  (PCP). 

27 Problema de o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o  (PCP) - Cons iderem- se  c o n h e c i -  

dos os  e l e m e n t o s  i n t r o d u z i d o s  em ( 1 4 ) ,  o u  s e j a ,  C ,  C', ( N , M )  . Se- 

jam também f o r n e c i d o s  um e s t á g i o  t E T e  os p a r â m e t r o s  P E R" . 
PCP : E n c o n t r a r  uma c o n f i g u r a ç ã o  E sucesso ra  de to com r e s p e i -  - 



t o  à t o p o l o g i a  (N,M) no  e s t á g i o  t que m i n i m i z e  e n t r e  as  sucesso  - 
r a s  de CO com r e s p e i  t o  a  (N ,M) , t , o  c u s t o  

U t i  1 i zando o  o p e r a d o r  s u c e s s o r  ( 1  7), pode- se r e e s c r e  - 
v e r  : 

Deve-se l e m b r a r  que e s t á  i m p l f c i t a  em PCP a  v i a b i l i d a -  
* 

de da c o n f i g u r a ç ã o  ó t i m a  C ,  uma vez  que deve s e r  s u c e s s o r a  de C' 

(Ve r  16)  . No te- se  também que d e v i d o  a  e s t e  f a t o ,  o  e s t a d o  de E 6 

l i m i t a d o  p e l a s  t r a n s i ç õ e s  a d m i s s í v e i s  no  e s t á g i o  t .  

O p rob lema  PCP é um p rob lema  de p rogramação i n t e i r a ,  - u  
- 

ma vez  que o s  c o n j u n t o s  o i  são f i n i t o s  p o r  h i p ó t e s e .  So luções  pa - 
r a  o caso  de s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a  f o r a m  p r o p o s t a s  em 

1 9 1  , 110 1 , 1 11 I , 1 1 4 1  , e  s e r ã o  comentadas no C a p f t u l o  I V ,  onde 

s e r á  a p r e s e n t a d o  um novo método de s o l u ç ã o .  Um método de s o l u ç ã o  

p a r a  o  caso  de r e s e r v a t ó r i o s  de água f o i  p r o p o s t o  em 1 20 1 . 



seção  3 - OTIMIZAÇÃO A LONGO PRAZO 

A  o t i m i  zação  a  l o n g o  p r a z o  p a r t e  de uma c o n f i g u r a ç ã o  - i 
n i c i a l ,  que deve e v o l u i r  segundo um nÜmero f i n i t o  de e s t á g i o s  de 

p l a n e j a m e n t o .  Supõem-se c o n h e c i d a s  as  t o p o l o g i a s  e  os  v e t o r e s  de 

p a r â m e t r o s  dos nós a cada e s t á g i o  e  p r o c u r a - s e  o t i m i z a r  a  e v o l u ç ã o  

do e s t a d o  das c o n f i g u r a ç ~ o s  r e s t r i t o  p e l a s  c o n d i ç õ e s  de v i a b i l i d a d e  

a  cada e s t á g i o .  Os c u s t o s  dependem do e s t á g i o ,  l e v a n d o  em c o n t a  des - 
c o n t o s  e  c o n d i ç õ e s  t e r m i n a i s .  Uma a n á l i s e  econômica desses f a t o r e s  

e n c o n t r a - s e  em 129 1 , 125 1 . R e s u l t a d o s  p a r a  s i s t e m a s  e l é t r i c o s  se - 
r ã o  a p r e s e n t a d o s  no C a p í t u l o  V I  I .  

Cons iderem- se c o n h e c i d o s  os  s e g u i n t e s  e l emen tos :  

30 ( i )  Uma f a m í l i a  de e s t á g i o s  T = (1 ,2  ,..., f )  , 
31 ( i  i) Uma r e d e  b á s i c a  ( N , M )  , c o n f o r m e  (2 )  , 

32 ( i i i )  Um e s t a d o  i n i c i a l  S a d m i s s f v e l  p a r a  a  r e d e  b á s i c a  ( e  p o r t a n  

t o ,  uma c o n f i g u r a ç ã o  b á s i c a  ( N , M , S ) )  , 

3 3  ( i v )  Uma sequênc ia  de t o p o l o g i a s  de c o n f i g u r a ç õ e s  de ( N , M )  , 

f f  
( ( N ~ , M ~ ) , ( N ' , M ' )  , . - ,  ( N  ,M 1 )  , t a i s  que 

( N  M )  c ( N ~ , M ~ )  V t r T  e  t a i s  que p a r a  t=O , l , .  . . , f  , 

- - - - - 
N~ = (n i  ,ni  ,..., n i  ) , M t  = ( r i  ,r. , . . . , r i  

n  1  '2 
- 1 

1 2  
t 

m 
t 

N o t e - s e  que com e s t a  convenção,  os  p r i m e i r o s  nós e  ramos da u-  

t 
ma t o p o l o g i a  (Nt,M ) c o i n c i d e m  com os nós e  ramos de ( N t - l  , 

M t - l ) ,  do mesmo modo que em ( 1 4 ) ,  o  que nos p e r m i t e  u t i l i z a r  

o s  c o n c e i t o s  d e f i n i d o s  a n t e r i o r m e n t e ,  r e l a c i o n a d o s  a  c u s t o s  , 



expansão e  o t t m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o .  

3 4  ( v )  Uma sequênc ia  de p a r â m e t r o s  dos nós p a r a  as redes  c o r r e s p o n d e n  - 
t e s  em ( 3 0 )  

1 2  f 
( p  ,p , * * . , p  1 

35 ( v i )  Uma função  c u s t o  da t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s  c o r r e s p o n d e n t e  a  cada 

ramo do ( N , M )  
- - - 

c i : o  x o . x T  -+ R i I 
i 2 , .  m , d e f i n i d a  em (22 )  

36 ( v i  i )  Uma f u n ç ã o  c u s t o  da ope ração  

c  : C , P , t  co (C,P , t )  c R , d e f i n i d a  em (26)  , o  

c  r e p r e s e n t a  o c u s t o  de o p e r a ç ã o  de C com os p a r â m e t r o s  P 
O 

e n t r e  os  e s t á g i o s  t e  t+l , se t < f ,  o u  um c u s t o  c o n v e n c i  - 
onado p a r a  a  o p e r a ç ã o  apÕs o  e s t á g i o  f i n a l  f . 

37 D e f i n i ç ã o  - Conhec idos  os e l e m e n t o s ( 3 0 ) - ( 3 4 ) ,  d e f i n e - s e  e s t r a t é g i a  

de expansão o u  p o l í t i c a  de expansão  como uma âequênc ia  de c o n f i g u -  

1  f rações  E = (cO,C , . . . , C )  t a i s  que 

- 
( i )  C O  = (NO,MO,SO), onde S0 = S i  

P P 

( i  i )  c t  é sucesso ra  de C '-' com r e s p e i t o  aos p a r â m e t r o s  p t  e  à 

t o p o l o g i a  (N '  , M ~ )  no e s t á g i o  t , p a r a  t = l  ,2,. . . ,f . 

38 D e f i n i ç ã o  - Conhec idos  os  e l e m e n t o s  ( 3 0 ) - ( 3 6 ) ,  s e j a  dada uma e s t r a t é  - 
1  f g i a  de expansão E = ( c 0 , c  ,. . . ,C ) .  D e f i n e - s e  o  c u s t o  da e s t r a t é  - 

g i a  E p o r  

F 



onde c t  é o  c u s t o  da t r a n s i ç ã o  d e f i n i d o  em (25)  . 

Pode-se f i n a l m e n t e ,  d e f i n i r  o  p rob lema  de o t i m i z a ç ã o  a  

l o n g o  p r a z o  , 

Prob lema de ~ t i m i z a ç ã o  a  Longo P r a z o  (PLP)  - Sejam dados uma f a m í l  i a  

de e s t ã g  i o s  T ( 3 0 ) ,  uma c o n f i g u r a ç ã o  b ã s i  ca (i ,i,?) ( 3 2 )  , uma se-  

q u ê n c i a  de t o p o l o g i a s  ( 3 3 ) ,  uma ç e q u g n c i a  de v e t o r e s  de p a r â m e t r o s  

( 3 4 )  e  uma função  c u s t o  p a r a  e s t r a t é g i a s  de expansão (38 )  . 
39 - PLP - E n c o n t r a r  uma e s t r a t é g i a  de expansão  

de mín imo c u s t o  e n t r e  t o d a s  as e s t r a t é g i a s  de expansão p o s s r v e i s  com 

os  dados ac ima.  

PLP 6 um p rob lema  de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s ,  c u j a  s o l u -  

ção tem s i d o  t e n t a d a  a t r a v é s  de p rogramação d i n â m i c a  1101 , I  141 , 

115 1 p a r a  s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de e n e r g i a  e l é t r i c a .  Essas so-  

l u ç õ e s  s e r ã o  comentadas no C a p í t u l o  V I I .  N e s t e  c a p r t u l o  p r o p õ e- s e  

um mêtodo de s o l u ç ã o  p a r a  o  Prob lema de P l a n e j a m e n t o  a  Longo P r a z o  

baseado em t e o r i a  de g r a f o s ,  d e s e n v o l v i d o  nos C a p r t u l o s  V e  V I .  So - 
l u ç õ e s  p a r a  r e s e r v a t ó r i o s  de água f o r a m  p r o p o s t o s  em 1 221 e  1 231 . 



Seção 4 - C O N C L U S Ã O  

O m o d e l o  a p r e s e n t a d o  é S u f i c i e n t e m e n t e  g e r a l  p a r a  r e p r e  - 
s e n t a r  p r o b l e m a s  em v ã r i o s  s i s t e m a s  d e s c r i t o s  p o r  r e d e s .  A p a r t i c u -  

l a r i d a d e  m a i s  r e s t r i t i v a  de f o r m u l a ç ã o  e s t á  na f i x a ç ã o  dos parâme - 
t a o s  dos nós ,  o  que n ã o  p o d e  s e r  f e i t o  em a l g u n s  s i s t e m a s ,  como s e  

v e r á  a b a i x o .  A g e n e r a l i z a ç ã o  p a r a  e s s e s  c a s o s  é i m e d i a t a ,  b a s t a n d o  

i n t r o d u z i r  na d e f i n i ç ã o  de c o n f i g u r a ç ã o  um v e t o r  de  e s t a d o  c o r r e s p o n  - 
d e n t e  a o s  nós ,  d e f i n i n d o  c u s t o s  da t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s ,  c o n j u n t o s  

de e s t a d o s  a d m i s s i v e j s  p a r a  o s  nós ,  e t c .  A f o r m u l a ç ã o  d o s  p r o b l e m a s  

deve  s e r  m o d i f i c a d a  p a r a  i n c l u i r  o  p l a n e j a m e n t o  do  e s t a d o  d o s  n ó s .  

N e s t e  c a s o  o s  v i n c u l o s  podem a s s u m i r  g r a n d e  c o m p l e x i d a d e ,  podendo  t o r  - 
n a r - s e  i m p o s s i v e l  c o l o c á - l o s  n o  f o r m a t o  ( 1  I ) ,  o  que  não  1  i m i t a  o mo- 

d e l o ,  p o i s  b a s t a  mudar a  d e f i n i ç ã o  d e  v i a b i l i d a d e .  

A v i a b i l i d a d e  de uma c o n f i g u r a ç ã o  6 o  p o n t o  que m a i s  de - 
pende  do t i p o  de s i s t e m a  c o n s i d e r a d o .  S i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de p o  - 
t ê n c i a  devem s a t i s f a z e r  ambas as  l e i s  de  K i r s c h h o f f  em v á r i a s  s l t u a -  

ç õ e s  de e m e r g ê n c i a ,  como s e  v e r á  n o  p r ó x i m o  c a p i t u l o .  Se a s  i n j e ç õ e s  

de p o t ê n c i a  ( p a r â m e t r o s  dos n ó s )  n ã o  f o r e m  f i x a s ,  e s s e s  v r n c u l o s  de-  

v e r ã o  s e r  s a t i s f e i t o s  p e l o  f l u x o  r e s u l t a n t e  de um p r o b l e m a  de o t i m i -  

zação  ( d e s p a c h o  de c a r g a ) ,  o  q u e  n ã o  s e  e s t u d a r á  n e s t e  t r a b a l h o .  Es - 
se c a s o  6 e s t u d a d o  em 1141 , r e s t r i t o  apenas  p e l a  p r i m e i r a  l e i  de  

K i r s c h h o f f  . 

S i s t e m a s  de t r a n s p o r t e  118 1 e  s i s t e m a s  de t r á f e g o  a é-  

r e o  110 1 são  e n g l o b a d o s  p e l a  f o r m u l a ç ã o  a p r e s e n t a d a ,  s e n d o  que  o s  

v í n c u l o s  i n c l u i r ã o  um p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  ( b u s c a  de f l u x o  c o m p a t i  - 



v e l ) .  P o r  o u t r o  l a d o ,  somen te  a  p r i m e i r a  l e i  de K i r s c h h o f f  d e v e  s e r  

s a t i s f e i t a .  

S i s t e m a s  de t r a n s p o r t e  de gás s ã o  s e m e l h a n t e s  aos s i s t e  

mas e l é t r i c o s ,  a d m i t i n d o  m o d e l o s  p l e n a m e n t e  a d a p t a d o s  5 f t i r m u l a ç ã o  p r o  - 
p o s t a  110 1 . 

S i s t e m a s  de r e s e r v a t õ r i o s  de água i n t e r l i g a d o s  a d m i t e m  

m o d e l o s  s i m p l e s  1201 , em que o  e s t a d o  d e  uma c o n f i g u r a ç ã o  s e  r e f e r e  

aos  n ó s  e  não  aos  ramos.  As c o n d i ç õ e s  de v i a b i l i d a d e  podem,' no e n  - 
t a n t o ,  s e r  c o m p l e x a s ,  s u s c i t a n d o  p r o b l e m a s  de d e c i s ã o  n ã o  s e r i a d a , r e  - 
s o l v i d o s  em 1201 p o r  m e i o  de p r o g r a m a ç ã o  d i n â m i c a  n ã o  s e r i a d a  1211 . 
A o t i m i z a ç ã o  a  l o n g o  p r a z o  d e s s e s  s i s t e m a s  6 e s t u d a d a  em 1221 e  1231. 

A f o r m a l i z a ç ã o  a p r e s e n t a d a  n e s t e  c a p í t u l o  s e r á  u t i l i z a -  

da no C a p i t u l o  V I ,  onde  s e  a p l i c a r á  ao p r o b l e m a  de e x p a n s ã o  de c a p a-  

c i d a d e  em r e d e s  o a l g o r í t m o  de d e c i s ã o  s e q u e n c i a l  i n t r o d u z i d o  no Ca- 

p í t u l o  V . 0 s  d o i s  p r 6 x i m o s  c a p í t u l o s  t r a t a r ã o  da r e s o l u ç ã o  c o m p l e-  

t a  do  p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o .  



CAPrTuLO l i l 

OTIMIZACÃO A  CURTO PRAZO 

N e s t e  c a p f t u l o  e s t u d a- s e  a  e x p a n s ã o  de uma c o n f i g u r a -  

ç ã o  C' de  uma r e d e  b ã s i c a ,  dados o s  p a r â m e t r o s  dos  n ó s .  Com e s -  

t a  f i n a l i d a d e ,  c o n s t ó i - s e  um g r a f o  H , c u j o s  nós  s ã o  c o n f i g u r a  - 
çÕes, e n t r e  a s  q u a i s  e n c o n t r a m- s e  as  s u c e s s o r a s  de to. O p r o b 4 e -  

ma de b u s c a  das s u c e s s o r a s  f i c a  p o r t a n t o  r e d u z i d o  a  um p r o b l e m a  de 

b u s c a  de c a m i n h o s  de c u s t o  m í n i m o  a t r a v é s  de H . 

No e n t a n t o ,  a  b u s c a  de t o d a s  as  s u c e s s o r a s  de C0 n ã o  

a p r e s e n t a  i n t e r e s s e  p r ã t i c o  em g e r a l ,  uma v e z  que  i n s t a l a ç õ e s  a d i -  

c i o n a i s  d e s n e c e s s ã r l a s  l e v a m  g e r a l m e n t e  a  novas  s u c e s s o r a s  e x c e s s i  - 
vamente  c u s t o s a s .  D e f i n e - s e  e n t ã o  o  a o n c e i  t o  de s u c e s s o r a  e f  i c i e n  - 
t e ,  e  d e s e n v o l v e - s e  um a l g o r f t m o  c a p a z  de e n c o n t r a r  um nümero dese - 
j a d o  de t a i s  s u c e s s o r a s .  Se o  número de s u c e s s o r a s  d e s e j a d o  f o r  1 ,  

o  a l g o r f t m o  r e s o l v e  o  p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o .  Se n ã o  

h o u v e r  1 i m i  t a s ã o ,  e x e c u t a - s e  a  e x p a n s ã o  " e f i c i e n t e "  de C 0  . 
O a l g o r i t m o  u t i l i z a d o  b a s e i a - s e  na  i d é i a  de a l g o r r t m o s  

de b u s c a  "em p r o f u n d i d a d e "  ( d e p t h  f i r s t  m e t h o d s )  , s u g e r i d o s  em 

12 1 ,  baseados  em um p r o c e d i m e n t o  c o n h e c i d o  p o r  " B a c k t r a c k  p rÒgram-  

m ing"  1351, e  s e m e l h a n t e  a o  a l g o r f t m o  de Trêmaux,  d e s c r i t o  em 1181. 

T r a t a - s e  d e  um a l g o r i t m o  em que s e  p r o c u r a  m i n i m i z a r  a  m e m ó r i a  de 

c o m p u t a d o r  o c u p a d a ,  com p r e j u f z o  da e f i c i ê n c i a .  A  e c o n o m i a  de me- 

m ó r i a  ê i m p o r t a n t e  em p l a n e j a m e n t o ,  uma v e z  que a  e x p a n s ã o  d e v e r á  

o p e r a r  como uma s u b r o t i n a  de um p r o g r a m a  de o t i m i z a ç ã o  a  l o n g o  p r a ,  - 



seção 1 ocupa-se do enunciado e da .foriulaçã 

algorítmo básico, cuja admissibilidade é demonstrada em seguida. A 

seção 2 especializa o algoritmo para o problema de expansão e comen - 
ta sua eficiência. 



1 1 1 . 1  

seção 1 - O PROBLEMA DE EXPANSÃO 

1 Segu indo  a  n o t a ç ã o  do C a p i t u l o  1 1 ,  c ons ide rem- se  dados 

- - 
uma c o n f i g u r a ç a o  i n i c i a l  C' = (N,M,s') p a r a  uma r e d e  b á s i c a  (N,M) ,  

um v e t o r  de p a r â m e t r o s  P E e  um e s t á g i o  t E T . 
Suponham-se c o n h e c i d o s  t o d o s  os e l emen tos  i n t r o d u z i d o s  

no  C a p i t u l o  1 1 ,  n e c e s s á r i o s  ao e s t u d o  de c u s t o s  e  v i a b i l i d a d e  de 

c o n f  i gu rações  . 
Es tuda- se  a  expansão de C' com r e s p e i t o  5 t o p o l o g l a  

(N,M) e  ao v e t o r  de p a r â m e t r o s  P no e s t ã g i o  t , con fo rme  11.2. 

1 7  . Observe- se  que não se p e r d e  g e n e r a l  i d a d e  f i x a n d o  a  t o p o l o g l a  

em (N,M),  p o i s  se se t i v e s s e  C 0  = (NO,MO,SO) com m <m , b a s t a  - 
O - 

r i a  d e f i n i r  5' = S i  p a r a  p=mo+l 
P  

, , segundo as conven - 
P 

ções em 11.2.14 . 

2 O G r a f o  de expansão 

O g r a f o  de expansão 6 um g r a f o  s i m p l e s  H , c u j o s  nós 

são c o n f i g u r a ç õ e s ,  e  que a d m i t e  como c e n t r o  o  nó C 0  . H f i c a  t o  - 
t a l m e n t e  d e f i n i d o  p o r  C' e  p o r  seu o p e r a d o r  A ( v e r  A .  12 )  . 

3 ~ e f i n l ç ã o  : O g r a f o  de expansão H = ( N H , ~ )  6 d e f i n i d o  r e c u r s l v a  - 
mente p o r :  

( i )  
O 

C E N H  

( i i )  Sejam C = (N ,M ,S )  E NH e  C '  = (N,M,s') 

~ n t ã o  C '  E A ( C )  se e  somente se 

( a )  C '  é uma c o n f i g u r a ç ã o  

( b )  ( S , S t )  6 uma t r a n s i ç ã o  de e s t a d o  e l e m e n t a r  ( d e f i n i d a  

em (11 .2 .21)  . 



111.1 

4 ~ b s e r v a ~ ã o  : H é f i n i t o ,  p o i s  o  c o n j u n t o  de e s t a d o s  a d m i s s í v e i s  

a é f i n i  t o .  No e n t a n t o ,  o  g r a f o  pode t e r  p o r t e  m u i t o  g r a n d e  e  

a d m i t e  c i r c u i t o s  em g e r a l .  

5 Q u a l q u e r  s e q u ê n c i a  de t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  e l e m e n t a r e s  

a  p a r t i r  de C E NH c o r r e s p o n d e  a  um caminho em H . 
1  6 Cus tos  : Cada ramo ( C  ,C2) de H c o r r e s p o n d e  a  uma t r a n s i ~ ã o  e -  

2  
l e m e n t a r  de e s t a d o  ( s l  ,S ) na rede .  A s s o c i a - s e  n a t u r a l m e n t e  a  ca -  

1 2  da ramo de H o  c u s t o  de t r a n s i ç ã o  de e s t a d o  c H ( c l  , c2 )  4 c t ( c  ,C , t )  

d e f i n i d o  em 11.2.25 . 

7 
2 Dadas duas c o n f i g u r a ç õ e s  C '  ,C E NH , 0 c u s t o  de t r a n  - 

2  
s i s ã o  c t ( C 1  ,C , t )  s e r á  dado p e l o  c u s t o  de um caminho de c u s t o  m f -  

1  
n i m o d e  C p a r a  c 2  a t r a v é s d e  H , s e h o u v e r a l g u m t a l c a m i n h o ;  

1 2  c t ( C  , C  , t )  = +- no  caso  c o n t r á r i o .  E s t e  f a t o  é c o n s e q u ê n c i a  ime-  

d i a t a  da d e f i n i ç ã o  de c t  em 11.2.22 e  da o b s e r v a ç ã o  ( 5 ) .  Da 

d e f i n i ç ã o  de 
c t  c o n c l u i - s e  a i n d a  q u e -n ã o  há c i r c u i t o s  de c u s t o  ne - 

g a t i v o  em H e  que sempre 6 p o s s f v e l  e n c o n t r a r  um caminho  de c u s t o  

mi'nimo e n t r e  C' e  q u a l q u e r  C E N H  . 

8 O c o n j u n t o  de sucesso res  de C' , d e f i n i d o  em 11.2.17 ê dado p o r :  

l ' ( c O , ( ~ , M ) , P , t )  = {C E N H  I C é v i á v e l  com r e s p e i t o  a  P e  

S E 6 ( s 0 , t ) 1  

De f a t o ,  q u a l q u e r  s u c e s s o r a  de C' pode s e r  c o n s t r u f d a  p o r  uma se-  

q u ê n c i a  de t r a n s i ~ ó e s  de e s t a d o  e l e m e n t a r e s  a  p a r t i  r de, co  
e  p o r -  

t a n t o  I ' ( c O , ( ~ , M ) , P , t )  c NH . A i g u a l d a d e  ac ima segue t r i v i a l m e n -  

t e  d e s t e  f a t o  e  da d e f i n i ç ã o  de s u c e s s o r a .  



Como j á  se  comentou,  a  d e s c r i ç ã o  c o m p l e t a  d e  r(cO, (N ,M) ,  

P , t )  não  tem i n t e r e s s e  p r a t i c o ,  p o i s  a lgumas  s u c e s s o r a s  podem i n  - 
c l u i r  e q u i p a m e n t o  d e s n e c e s s á r i o .  D e f i n e - s e  a  s e g u i r  o  c o n c e i t o  de 

s u c e s s o r a  i n e f i c i e n t e  : a  d e f i n i ç ã o  é g e r a l  e  a  v e r i f i c a ç ã o  da i n e  - 
f i c i ê n c i a  de uma s u c e s s o r a  depende do s i s t e m a  em c o n s i d e r a ç ã o ,  sen-  

do i m e d i a t a  n o  c a s o  d e  s i s t e m a s  de p o t ê n c i a  ( V e r  V I . 2  . 2 8  ) 

9 ~ e f i n i ç ã o  : Uma c o n f i g u r a ç ã o  C E r ( c O , ( N , M ) , p ; t )  é i n e f i c i e n t e  se  

e x i s t i r  C '  E I ' (c ' , (N,M),P,~)  t a l  que  C '  p e r t e n c e  a  um caminho  d e  

c u s t o  m i n i m o  de C' a  C , com c t ( c 0 , c , t )  > c t ( c o , c ' , t )  . 
C é e f i c i e n t e  s e  não  f o r  i n e f i c i e n t e  . 

1  O O c o n j u n t o  de s u c e s s o r e s  e f i c i e n t e s  de CO s e r á  deno-  

t a d o  p o r  ? ( c 0 , t )  . A  c a d a  c o n f i g u r a ç ã o  s u c e s s o r a  de C' a s s o c i a  - 
se n a t u r a l m e n t e  o  c u s t o  c ( c O , c , P , t )  d e f i n i d o  em 11.2 .25  . 

P a r a  que a  d e f i n i ç ã o  de e f i c i ê n c i a  s e j a  c o n s i s t e n t e ,  6 

n e c e s s á r i o  q u e  não  se p o s s a  r e d u z i  r o  c u s t o  t o t a l  de  um s i s t e m a  p o r  

m e i o  da c o n s t r u ç ã o  d e  i n s t a l a ç õ e s  d e s n e c e s s ã r i a s ,  o u  s e j a ,  economias  

n o  c u s t o  de o p e r a ç ã o  não devem j u s t i f i c a r  a  c o n s t r u ç ã o  de i n s t a l a ç õ e s  

d e s n e c e s s á r i a s  q u a n t o  à v i a b i l i d a d e .  E s t a  h i p ó t e s e  é f o r m a l i z a d a  a -  

b a i x o :  

11 H i p ó t e s e  : Sejam C e  C '  c o n f i g u r a ç õ e s  como em ( 9 )  , sendo  C - i 
n e f i c i e n t e .  E n t ã o  

Se e s t a  h i p Õ t e s e  não f o r  s a t i s f e i t a ,  a  d e f i n i ç ã o  de e f i  - 
c i ê n c i a  d e v e  s e r  m o d i f i c a d a ,  d e  modo a  i n c l u i r  a  c o n d i ç ã o  ( l l ) ,  O 

que n ã o  i n v a l i d a  o  t r a t a m e n t o  a  s e g u i r .  A lgumas m o d i f i c a ç õ e s  deve  - 
r ã o  s e r  f e i t a s  n o  a l g o r i t m o  de e x p a n s ã o ,  em e s p e c i a l  q u a n t o  5 s i m p l i  - 



f i c a ç ã o  (15)  . 

Com os e l e m e n t o s  ac ima,  pode- se  e n u n c i a r  o  p r o b l e m a  de 

expansão g e n e r a l  i z a d o ,  c u j a  i m p o r t â n c i a  é e v i d e n t e  e  s e r á  e x p l o r a d a  

no e s t u d o  de o t i m i z a ç ã o  a  l o n g o  p r a z o .  

1 2  Prob lema de Expansão G e n e r a l i z a d a  

P E G :  Dada uma c o n f i g u r a ç ã o  C', um e s t á g i o  t e  um v e t o r  de -pa râme  

t r o s  c o r r e s p o n d e n t e  a  CO e  t ,  dado k>O, i n t e i r o ,  e n c o n t r a r  

um c o n j u n t o  

- o  ;k(co,t) C ? ( c " , t )  t a l  que 1 r k ( c 0 , t )  I = m i n { k ,  [ F ( C  , t ) l  e  

c ( c O , C , P , ~ )  - < c ( c ~ , c ~ , P , ~ )  a c E f k ( c o , t ) )  'pl c G ( c O , t ) - i i k ( c O , t )  

E n c o n t r a r  também os  c u s t o s  a s s o c i a d o s  aos e l emen tos  de P k ( C o ,  t )  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  p rocu ram- se  k  s u c e s s o r e s  de ma i s  

b a i x o  c u s t o  e n t r e  tiodas as sucesso ras  e f i c i e n t e s .  

13 obse rvasão  : Se k=1 , P E G  c o r r e s p o n d e  ao p rob lema  de o t im i i zaSão  

a  c u r t o  p r a z o  1 1 . 2 . 2 9  . Se k=- , PEG c o r r e s p o n d e  ao p r o b l e m a  

de expansão,  com e l i m i n a ç ã o  das s u c e s s o r a s  t n e f i c i e n t e s .  

O p rob lema  P E G  6 e q u i v a l e n t e  ao  p rob lema  de  c o n s t r u i r  
I 

uma a r b o r e s c ê n c i a  mín ima em H com c e n t r o  em C', i n c l u i n d o  - como 

nós os  e l e m e n t o s  de a lgum c o n j u n t o  P k ( C o , t )  d e f i n i d o  em ( 1 1 ) .  O 

p rob lema é c o m p l i c a d o  p e l a  p r e s e n ç a  de c u s t o s  n e g a t i v o s  e p e l o s  cus  

t o s  de operação ,  mas pode, em p r i n c í p i o ,  s e r  r e s o l v i d o  p o r  Programa - 
ção ~ i n â m i c a ,  p o r  a l g o r i t m o s  de busca  em g r a f o s  o u  p e l o  a l g o r í t m o  de - 
s e n v o l v i d o  no C a p i t u l o  V . 



A p r e s e n ç a  de c u s t o s  n e g a t i v o s  é p o u c o  comum na p r á t i -  

ca ,  e  o c o r r e  quando  se c o n s i d e r a  a  r e v e n d a  d e  i n s t a l a ç õ e s ,  sem subs  - 
t i t u í - l a s  p o r  o u t r a s .  Esse c a s o  s e r á  d e s p r e z a d o  n o  que  segue,  ado - 
t a n d o- s e  a  s e g u i n t e  h i p ó t e s e :  

1 
14 H i p ó t e s e  : Se jam C # C' duas c o n f i g u r a ç õ e s  q u a i s q u e r  de mesma 

t o p o l o g i a .  E n t ã o ,  v t E T 

A h i p ó t e s e  j u s t i t i c a  a  s e g u i n t e  r e d u ç ã o  do g r a f o  H : 

15 S i m p l i f i c a s ã o  de H : Na d e f i n i ç ã o  de H ( 3 ) ,  impõe- se a  s e g u i n t e  

cond  i ç ã o :  

Se C 6 s u c e s s o r a  de C', e n t ã o  A ( C )  = @ 

De f a t o ,  a  s i m p l i f i c a ç ã o  a c i m a  não m o d i f i c a  a  s o l u ç ã o  

de P E G  , uma v e z  que nenhum caminho  de c u s t o  m í n i m o  e n t r e  C' e  u -  

ma s u c e s s o r a  e f i c i e n t e  C pode p a s s a r  p o r  o u t r a  s u c e s s o r a  C ' :  i s  - 
s o  e n t r a r i a  em c o n t r a d i ç ã o  com a  d e f i n i ç ã o  de e f i c i ê n c i a  , p o i s  

c t ( C 1 , C , t )  > O d e v i d o  a  ( 1 4 )  . 

A h i p ó t e s e  de p o s i t i v i d a d e  ( 1 4 )  p e r m i t e  a u t i l i z a ç ã o  de 

métodos m a i s  e f i c i e n t e s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  de P E G  , como o  a l g o r í t -  

mo de D i j k s t r a  ( 3 1 .  No e n t a n t o ,  t a n t o  e s t e  mé todo  como P r o g r a m a ç ã o  

D i n â m i c a  ocupam m u i t a  memór ia  de c o m p u t a d o r .  O p r o b l e m a  t o r n a - s e  

c r u c i a l  quando  a  d e s c r i ç ã o  c o m p l e t a  de uma c o n f i g u r a ç ã o  6 m u i t o  COM - 
p l e x a ,  como o c o r r e  n o  e s t u d o  de s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a ,  

em que a  m a t r i z  de c a p a c i d a d e s  de c a d a  c o n f i g u r a ç ã o  d e v e r á  r e s i d i r  

na memór ia  ( V e r  p r ó x i m o  c a p í t u l o )  . 



D e s e n v o l v e- s e  a  s e g u i r  um a l g o r f t m o  de b u s c a  de cami  - 
nhos  de c u s t o  m i n i m o  e n t r e  um n ó  i n i c i a l  e  t o d o s  o s  n ó s  de um a l v o  

T em um g r a f o  f i n i t o  e  sem c i c l o s  de c u s t o  n e g a t i v o .  Uma a d a p t a -  

ç ã o  do a l g o r i t m o  f o r n e c e r á  um método  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do P r o b l e m a  

de Expansão  G e n e r a l i z a d o ,  o  que s e r á  o b j e t o  da s e ç ã o  s e g u i n t e .  

16 O 
C o n s i d e r e - s e  um g r a f o  H = (NH,h) .  Se jam C EN,, , 

T c N H  e  s e j a  p>O um i n t e i r o .  O s e g u i n t e  a l g o r f t m o ,  s u g e r i d o  

em 1 2 1 ,  p e s q u i s a  caminhos  em H a t é  o  c o m p r i m e n t o  máximo p  ( o  

c o m p r i m e n t o  de um caminho  6 dado  p e l o  n f m e r o  de ramos q u e  o  fo rmam).  

O a l g o r i t m o  m a n t p u l a  duas l i s t a s  de n ó s ,  acompanhados de c u s t o s  e  

i n d i c a d o r e s ,  chamadas r e s p e c t i v a m e n t e  l i s t a  A b e r t o  ( c u j o s  nÕs são 

a b e r t o s )  e  l i s t a  Fechado ( c o m p o s t a  de n ó s  f e c h a d o s ) .  A  c a d a  nó C 

s e r á  também a s s o c i a d o  um nÜmero n (C)  c o r r e s p o n d e n t e  2 sua  p r o f u n -  

d i d a d e  n o  g r a f o .  

Uma t e r c e i r a  l i s t a ,  a  L i s t a  de S u c e s s o r e s ,  com a  mesma 

e s t r u t u r a  das  a n t e r i o r e s ,  s e r ã  m a n i p u l a d a  p e l o  a l g o r f t m o .  

1 7  ~ l g o r i t m o  : I n i c i a l m e n t e ,  A b e r t o ,  Fechado e  a  L i s t a  de S u c e s s o r e s  

e s t ã o  v a z i a s  . 
Passo  O 

C o l o q u e  C' em A b e r t o ,  a s s o c i a n d o - l h e  i j ( c O ) = O  , n ( c O ) = O  

Passo 1 

Se h o u v e r  a l g u m  nÕ em A b e r t o ,  r e t i r e  dessa  l i s t a  o  p r i m e i r o  n ó  

C e  p a s s e- o  p a r a  Fechado .  

V á  p a r a  o  p a s s o  2 . 
-9 

Senao, t e r m i n e .  



1 1 1 . 1  

Passo 2 

Se E E T , gua rde  na 1 i s t a  de Sucessores .  Se C j á  se en - 
c o n t r a v a  nessa 1  i s t a ,  a s s o c i e  a  o  menor e n t r e  o s  c u s t o s  en - 
c o n t r a d o s ,  a t u a l i z a n d o  o  a p o n t a d o r .  

V ã  p a r a  o  passo  1 . 
Senão, se n (C )  = p  , vá p a r a  o  passo  1 . 

Senão, c o n t i n u e .  

Passo 3 
- 

Expanda C , e n c o n t r a n d o  A ( C ) .  

Pa ra  cada C E A ( C ) ,  c a l s u l e  

g c )  = ~ ( c )  + c,,(C,c) 

n ( c )  = n ( c )  + 1 

R e t i r e  de h ( C )  t o d o s  os  e l e m e n t o s  já l i s t a d o s  em A b e r t o  o u  Fecha - 
do com p r o f u n d i d a d e  e  c u s t o  não s u p e r i o r e s  aos v a l o r e s  c a l c u l a  - 
dos ago ra .  

I n t r o d u z a  no  i n f c i o  de A b e r t o  o s  nós remanescentes em h ( C ) ,  asso-  
- 

c i a n d o - l h e s  a p o n t a d o r e s  C . 

P a r a  e s t u d a r  a  ope ração  do a l g o r í t m o  (17 ) , deve -se  i n i -  

c i a l m e n t e  o b s e r v a r  o  seguimtte: 

18  Lema : Sejam C ,  C d o i s  e l e m e n t o s  p r e s e n t e s  em A b e t t o  em um dado - 
i n s t a n t e .  Se n (C)  n ( C ) ,  e n t ã o  C e s t á  c o l o c a d o  em A b e r t o  em 

uma p o s i ç ã o  p o s t e r i o r  5 de C . 
~ e m o n s t r a ~ ã o  : O passo  3 sempre c o l o c a  s u c e s s o r e s  no i n í c i o  da 

l i s t a .  S e j a  E E A ( C I )  . Todos o s  e l emen tos  de h ( E 1 )  tem n í -  

v e l  de p r o f u n d i d a d e  n ( E )  , p o r  c o n s t r u ç ã o ,  e  são c o l o c a d o s  no i n í  - 
c i o  da l i s t a .  Enquan to  e x i s t i r e m  na l i s t a  A b e r t o  e l e m e n t o s  de 



~ ( 9 )  , sÔ p o d e r ã o  s e r  g e r a d o s  n ó s  com n í v e l  m a i o r  do que  n ( C )  , 

p o i s  o  p a s s o  1 sempre e s c o l h e  o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  de A b e r t o  e  o  paç - 
so 3 i n c r e m e n t a  o  n í v e l  de  n ( C )  * 

Consequen temen te ,  s ó  podem e s t a r  em p o s i ç õ e s  a n t e r i o  - 
- 

r e s  de C em A b e r t o ,  e l e m e n t o s  C com n ( C )  L. , (c ) ,  o  que  c o m p l e  - 
t a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

19 Como c o n s e q u ê n c i a  de ( 1 8 ) ,  a  1  i s t a  A b e r t o  pode s e r  p a r  - 
t i c i o n a d a  em um c o n j u n t o  de p  l i s t a s ,  d e n o t a d a s  d a q u i  p o r  d i a n t e  

O ' ,  i = l  ,2,. . . , p , denominadas 'istaç , cada uma c o r r e s  

p o n d e n t e  a  um n í v e l  de  p r o f u n d i d a d e .  A l i s t a  A b e r t o  tem uma e s t r u  - 
k  o k - l  

t u r a  de p i  1  ha ,  em que  se  superpõem O , 1  , . . . O , k ~ p  , com O 
k  

nas  p r i m e i r a s  p o s i ç õ e s .  

2 0  i 
Os e l e m e n t o s  de c a d a  l i s t a  O s$o  s u c e s s o r e s  de um 

i - 1  
mesmo nõ,  r e t  i r a d o  de O i ; quando  uma l i s t a  O 6 g e r a d a ,  e s -  

i + l  
t ã o  v a z i a s  a s  l i s t a s  O ,..., op . 

22  Teorema : O a l g o r i t m o  t e r m i n a  em tempo f i n i  t o ,  mesmo q u e  n ã o  se  

façam as e l i m i n a ç õ e s  do p a s s o  3 . 
Demons t r a ~ ã o  

A  cada  nÔ que e n t r a  em A b e r t o  e s t á  a s s o c i a d o  um c a m i n h o  

de c o m p r i m e n t o  n ã o  s u p e r i o r  a  p  , d e v i d o  ao  p a s s o  2  . 
M o s t r a - s e  que  n u n c a  e n t r a  em A b e r t o  um nÔ C n  a s s o c i a d o  a  um cami  - 
nho  já e n c o n t r a d o :  

De f a t o ,  s u p o n h a- s e  que  C "  e n t r o u  duas  v e z e s  em A b e r t o ,  a s s o c i a -  

1  do,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  aos  c a m i n h o s  G = (cO,C , . . . , c"1 ,C" )  , 



 pós C n  e n t r a r  em A b e r t o ,  uma nova  e n t r a d a  de C "  com o  mes - 
mo n í v e l  de  p r o f u n d i d a d e  s ó  pode  d a r - s e  a p ó s  e s g o t a r e m- s e  o s  

e l e m e n t o s  de A ( C n - ' 1 ,  c o l o c a d o s  no i n í c i o  da 1  i s t a .  Como 

e s t á  em Fechado ,  na  n o v a  o c o r r ê n c i a  C n  E A ( E n - ' )  , com 
~ n  - 1  

r e t i r a d a  de A b e r t o  p e l o  p a s s o  1  . 
c n - l  

Se G = G  , e n t ã o  e n t r o u  duas v e z e s  em A b e r t o  a s s o c i a -  

do ao mesmo caminho .  

P o r  r e c u r s ã o ,  C 1  e n t r o u  em A b e r t o  duas  v e z e s ,  o  q u e  é a b s u r -  

do, p o i s  C 0  s ó  é e x p a n d i d o  uma v e z .  

Como o  nümero d e  c a m i n h o s  p a r t i n d o  de C', com c o m p r i m e n t o  menor o u  

i g u a l  a  p  , f i n i t o ,  o  a l g o r f t m o  p á r a  em tempo f i n i t o .  

23 Teorema : A.0 t e r m i n a r  o  a l g o r i t m o ,  e n c o n t r a m- s e  na 1 i s t a  de Suces - 
s o r e s  t o d o s  o s  n ó s  C de T  , t a i s  que e x i s t e  um c a m i n h o  ó t i m o  en - 
t r e  C 0  e  C com c o m p r i m e n t o  menor o u  i g u a l  a  p  . a s  c u s t o s  

a s s o c i a d o s  a  e s s e s  e l e m e n t o s  da l i s t a  c o r r e s p o n d e m  ao c u s t o  de um 

c a m i n h o  m i n i m o  a  p a r t i r  de C O  . 
D e m o n s t r a ç ã o  : 

S e j a  C E T  a c e s i i v e l  a  p a r t i r  de  C 0  p o r  um caminho  d e  c u s t o  m í  - 
n i m o .  

1  i 
G = (c0 ,c  , . . . , c

q
)  q c p  , C ~ = C  , C k ~ ,  i = 1 , 2  ,..., q - 1  

1 2  2 4  M o s t r a - s e  que  C , C  , . . . , Cq  e s t ã o  na 1  i s t a  Fechado ,  com 

i o  1  i 
s(C ) = cH(C , C  ,..., C i = 1 , 2 ,  . . . , q  

Tem-se, p o r  i n d u ~ ã o :  

1  1  
C 1  e s t á  em Fechado  com g(C )=cH(CO,C ) ,  p o i s  f o i  g e r a d o  na 

p r i m e i r a  i t e r a ç ã o ,  sendo  f e c h a d o  p o s t e r i o r m e n t e  (uma v e z  que 

A b e r t o  e s t á  v a z i a )  



1 2  Suponha- se que  ( 2 4 )  é v á l i d a  p a r a  C ,C ,. ..,C k , l < k < q  - 
ki Como C T ,  g e r a - s e  ck+ '  na  i r e r a ç ã o  em que  c k  é f e c h a d o ,  

com 

Como e s s e  c u s t o  ê m í n i m o  p o r  h i p ó t e s e ,  o  p a s s o  3 c o n s e r v a  C k+ 1 

em a lguma l i s t a  com e s s e  c u s t o .  

P e l o  t e o r e m a  ( 2 2 ) ,  c k + '  s e r á  f e c h a d o  em a1 guma i t e r a s s o ,  o  

que  d e m o n s t r a  ( 2 4 ) .  

C o m p l e t a- s e  a  d e m o n s t r a ç ã o ,  o b s e r v a n d o  que  c q  e n t r a  na  1  i s t a  de 

S u c e s s o r e s  ao  s e r  f e c h a d o  ( s e  j á  não  e s t i v e r  na l i s t a  a s s o c i a d a  a o  

mesmo c u s t o ) .  

A o p e r a ç ã o  do  a l g o r í t m o  c o n s i s t e ,  p o r t a n t o ,  n o  s e g u i n -  

t e :  i n i c i a - s e  p e r c o r r e n d o  um c a m i n h o  em H , g e r a n d o  as l i s t a s  

1 2  O O , ,  a t é  e n c o n t r a r  um n ó  de T , o u  a t é  s e r  a t i n g i d o  o  l i -  

m i t e  de p r o f u n d i d a d e  p  . R e t o r n a - s e  e n t ã o  p e l o  c a m i n h o  e n c o n t r a  - 
do, g e r a n d o  o u t r o  caminho  com o  m a i o r  número p o s s í v e l  de n ó s  em c o  - 
mum com o  a n t e r i o r .  

Como exemp lo ,  a  á r v o r e  da f i g u r a  111.1  s e r i a  p e r c o r r i  - 
d a  na o rdem i n d i c a d a  em seus n ó s .  ( V e j a  na p r 6 x i m a  p ã g i n a ) .  

As o b s e r v a ç õ e s  a c i m a  s e r ã o  Ú t e i s  na  p r ó x i m a  s e ç ã o ,  ao  
\ 

a d a p t a r - s e  o  a l g o r í t m o  ( 1 7 )  à r e s o l u ç ã o  de P B G  . 



F i g u r a  1 1 1 . 1  : O a l g o r í t m o  s o m e n t e a b a n d o n a  u m n 8 a o  s e r e m g e r a -  

dos todos os caminhos emergentes  desse  n ó .  



seção 2  - RESOLUÇÃO D O  PROBLEMA D E  E X P A N S A O  GENERALIZADO 

, P r o c u r a - s e  na r e s o l u ç ã o  de PEG economiza r  ao máximo a  

memória ocupada p e l o  a l g o r i t m o .  A  d e s c r i ç ã o  c o m p l e t a  de uma c o n f i  - 
g u r a ç ã o  pode s e r  m u i t o  complexa e  a  v e r i f i c a ç ã o  de suas c o n d i ç õ e s  

de v i a b i l i d a d e  podem e x i g i r  c o n j u n t o s  de p a r â m e t r o s  o u  m a t r i z e s  de 

g rande  porhde. A  o b s e r v a ç ã o  ( 2 0 )  f o r n e c e  uma boa f e r r a m e n t a  p a r a  a  

m i n i m i z a ç ã o  da memór ia ,  quando o s  dados p a r a  uma c o n f i g u r a ç ã o  pude - 
rem s e r  o b t i d o s  a p a r t i r  dos dados de sua g e n i t o r a ;  pode- se ,  nesse  

caso ,  g u a r d a r  somente um c o n j u n t o  de dados p o r  n í v e l  de p r o f u n d i d a  - 
de, i d e n t i f i c a n d o  cada & l e m e n t o  de A b e r t o  apenas p e l o  seu e s t a d o  , 

ou p e l a  t r a n s i ç ã o  de e s t a d o  que a  g e r a  a  p a r t i r  da g e n i t o r a .  Em 

p rob lemas  de p l a n e j a m e n t o ,  t r a n s i ç õ e s  e l e m e n t a r e s  de e s t a d o  c o s t u -  

mam t e r  uma e x p r e s s ã o  m u i t o  s i m p l e s .  Em s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de 

p o t ê n c i a ,  p o r  exemplo,  uma t r a n s i ç ã o  e l e m e n t a r  ê e s p e c i f i c a d a  p e l o  

í n d i c e  do ramo a  s e r  r e f o r ç a d o  e  p e l o  t i p o  de l i n h a  a  s e r  c o n s t r u i  - 
da, como se e s t u d a r á  no p r ó x i m o  c a p í t u l o .  

25 L i s t a  Fechado : A  l i s t a  Fechado c o n s i s t e  de c o n f i g u r a ç õ e s ,  acompa - 
nhadas de seu c u s t o  e  do n Í v e l  de p r o f u n d i d a d e .  Bas ta  g u a r d a r  o  

mín imo de i n f o r m a ç ã o  s o b r e  o  e s t a d o  de cada c o n f i g u r a ç ã o  s u f i c i e n -  

t e  p a r a  f a z e r  comparações com c o n f i g u r a ç õ e s  ge radas .  E i m p o r t a n t e  

o b s e r v a r  que a  l i s t a  Fechado pode não e x i s t i r ,  se não  h o u v e r  memó- 

r i a  s u f i c i e n t e ,  pe rdendo- se  em e f i c i ê n c i a :  de f a t o ,  nada muda na 

demons t ração  dos teoremas (22)  e  ( 2 3 )  se se 1  i m i t a r  o  compr imen to  

de Fechado. A l i s t a  Fechado 6 d e s n e c e s s i r i a  ao t e r m i n a r  o  a l g o r í t  - 
mo, p o i s  não se d e s e j a  r e c u p e r a r  caminhos em H : d e s e j a - s e  somen - 
t e  d e t e r m i n a r  as  c o n f i g u r a ç õ e s  s u c e s s o r a s  de C' ( V e r  12 ) . Bons 



r e s u l t a d o s  f o r a m  o b t i d o s  l i m i t a n d o  Fechado  a  um c o m p r i m e n t o  p r ê - d e  - 

t e r m i n a d o ,  usando  um método  não  d e f e r m i n f s t i c o  p a r a  s u b s t i t u i r  e l e  - 
m e n t o s  de Fechado a p ó s  a  l i s t a  e s t a r  c o m p l e t a .  

26 L i s t a  de S u c e s s o r a s  ( L ) :  Nessa l i s t a  devem-se g u a r d a r  d e s c r i ç õ e s  

c o m p l e t a s  de c o n f i g u r a ç õ e s ,  p r i n c i p a l m e n t e  quando  a  l i s t a  Fechado  

é i n c o m p l e t a ,  sendo c o n v e n i e n t e  l i m i t á - l a  a o  máximo. No p r o b l e m a  

de Expansão  G e n e r a l i z a d a  d e s e j a m- s e  k s u c e s s o r a s  e f i c i e n t e s ,  no  

máximo. No a l g o r i t m o  p r o p o s t o  a  s e g u i r ,  l i m i t a - s e  o  c o m p r i m e n t o  

d e s s a  l i s t a  a  k e l e m e n t o s ,  i n t r o d u z i n d o - s e  um n o v o  e l e m e n t o  somen - 
t e  se  o  s e u  c u s t o  f o r  i n f e r i o r  ao  m a i o r  c u s t o  p r e s e n t e  na 1  i s t a .  

27 I s t o  p e r m i t e  que as  l i s t a s  de o p ç õ e s  s e j a m  t r u n c a d a s :  
- 

se a  l i s t a  de s u c e s s o r a s  e s t i v e r  c o m p l e t a  e  se  c  f o r  o  m a i o r  c u s  - 
t o  p r e s e n t e  na l i s t a ,  podem-se r e t i r a r  da l i s t a  A b e r t o  t o d a s  as 

- 
c o n f i g u r a f Õ e s  C com ; ( E )  L c  ; d e  f a t o ,  s e  a l g u m  c a m i n h o  G de 

- - 
c u s t o  i n f e r i o r  a  c  e n t r e  C' e  T p a s s a  p o r  C , a  p a r t e  ( b )  da 

- 
d e m o n s t r a ç ã o  do t e o r e m a  ( 1  8 )  m o s t r a  que  em a  iguma i t e r a ç ã o  C e n-  

t r a r á  em A b e r t o  com 

I s s o  j u s t i f i c a  a  r e t i r a d a  de E da l i s t a  A b e r t o ,  uma 

v e z  que v o l t a r ã  a  s e r  g e r a d a  s e  e s t i v e r  em um c a m i n h o  de c u s t o  
- 

i n f e r i o r  a  c  . 
A i n t r o d u ç ã o  de e l e m e n t o s  na l i s t a  de S u c e s s o r e s  d e v e  

também e1 i m i n a r  s u c e s s o r a s  i n e f  i c i e n t e s ,  segundo (9 )  . 

28 L i s t a s  de opções  : Ao i n v é s  de r e t i r a r  um n ó  c n  da 1  i s t a  de Op- 

FÕes 0" em que  se e n c o n t r a  ( e  p o r t a n t o ,  da 1  i s t a  ~ b e r t o ) ,  o  p a s -  



so 1  c o n s e r v a r á  a  l i s t a ,  i n c r e m e n t a n d o  um i n d i c a d o r  o  a s s o c i a d o  n  

a o  n í v e l  de p r o f u n d i d a d e  de C "  . Os e l e m e n t o s  de on  d e  Í n d i c e  

s u p e r i o r  a  on  s e r ã o  a b e r t o s ,  e  o  e l e m e n t o  0" tem como s u c e s s o  o  - 
n  

r e s  o s  nós  em 0"' . Segundo as  o b s e r v a ç õ e s  f e i t a s  a c i m a ,  somen- 

t e  a  c o n f i g u r a ç ã o  na p o s i ç ã o  on d e v e r á  t e r  sua d e s c r i ç ã o  c o m p l e  
O - 

n  
t a  na memór ia .  

29 C u s t o s  de o p e r a ç ã o  : 0 s  c u s t o s  de o p e r a ç ã o  devem s e r  a d i c i o n a d o s  

a o  c u s t o  de um c a m i n h o  t e r m i n a d o  p o r  uma s u c e s s o r a .  I s s o  6 f e i t o  

a c r e s c e n t a n d o  e s s e  c u s t o  ao  c u s t o  do  Ú l t i m o  ramo do c a m i n h o .  

O a l g o r i t m o  a  s e g u i r ,  n o  c a s o  em q u e  s ó  s e  b u s c a  uma 

s u c e s s o r a  ( r e s o l v e n d o  p o r t a n t o  PCP) e  a  l i s t a  Fechado 6 c o m p l e t a  , 

c o r r e s p o n d e  ao  a l g o r i t m o  de P r o g r a m a ç ã o  ~ i n â m i c a  T r u n c a d a ,  e x p o s t o  

em 1141.  

30 ~ 1 g o r Í t m o  : são dados o s  e l e m e n t o s  n e c e s s á r i o s  ao  e n u n c i a d o  de 

p ~ G ( 1 2 )  e é dada uma p r o f u n d i d a d e  máxima p l l  . 

Passo  O 

o  O 
Se C' f o r  v i á v e l ,  f a ç a  c  =co (C  ,P , t )  e t e r m i n e  com a  I i s t a  d e  

s u c e s s o r a s  L = {  (cO,cO)  1 
O 

Senão,  f a ç a  n=O , on=O p a r a  n=1,2,  p  , c  =O , ;=i-- , L = @  . 
V ã  p a r a  o  p a s s o  3  . 

P a s s o  1 

Faça o n  = o n + l  



Se o < I n  n - obtenha,a partir de C"', a d e s c r i ~ á o  completa de 

C", onde c n  o elemento do índice o da 1 ista 0" . n 

Introduza C" na 1 ista Fechado, associando-lhe G(cn) e o 

n ivel n . 
Vá para o passo 2 . 

senão, se n=l , termine 
n senão, faça on=O , O = @  , n=n-1 e vã para o passo 1 

Passo 2 

n Se c n  for sucessora de C' , faga c=g(cn) + c0(cn,p,t), C=C 

e guarde (c,c) na 1 ista de Sucessoras, conforme o procedimen - 
to (32) ou (33) . Vá para o passo 1 . 

senão, se n=p , vá para o passo 1 . 
senão, continue . 

Passo 3 

Determine n(cn), segundo a def inigão (3). 

Para cada C E h(cn), calcule 

G(c) = 9(cn) + ct(cn,c,t) 

Introduza em O os elementos de A(c") , acompanhados dos cus - 
tos calculados 

oni-l - Retire de os elementos C tais que G(c) - > c 

Retire de 0"' os elementos C j á  I istados, associados a níveis 

e custos menores ou iguais a n e G(C), respectivamente. 

Faça = lon" 1 , n=n+i e vã para o passo 1 . 



1 1 1 . 2  

31 L i s t a  de Sucessoras  : 

i i T r a t a - s e  de uma l i s t a  L  , c u j o s  e l e m e n t o s  são p a r e s  ( C  ,c ) ,  onde 

cor respondem em cada i t e r a ç ã o  a  c o n f i g u r a ç õ e s  s u c e s s o r a s  de C' e  

c u s t o s  c i  - < C . 

32 i n t r o d u q ã o  de (C,c)  na 1  i s t a  L , quando k = l  

- 
Se c  , f a ç a  (c l ,c l )  = (C,c)  , C = C .  

introdução de (C,c)  na l i s t a  L quando k > 1  

- 
( a )  Se c  - > c  o u  se a lgum e l e m e n t o  de L  e l i m i n a  (C,c)  p e l a  r e -  

g r a  ( 3 4 ) ,  r e t o r n e  ao a l g o r i t m o  

Senão, c o n t i n u e .  

( b )  R e t i r e  de L  t o d o s  os  e l e m e n t o s  e l i m i n a d o s  p o r  (C,c) p e l a  r e  - 
g r a  ( 3 4 )  

( c )  I n t r o d u z a  ( c , c )  na l i s t a  L . 
Se [ L I  = k + l  , r e t i r e  de L  um e lemen to  de c u s t o  máximo. 

- i Faça c  = max(c , i=1 ,2 ,  ..., k 1 

34 Regra de e l i m i n a ç ã o  de sucesso ras  i n e f i c i e n t e s  

(C,c)  e l i m i n a  ( C i , c ' )  se 

( i )  c t ( c 0 , c i , t )  2 c t ( c O , c , t )  + c t ( c , c t , t )  , ou  se 

( i i )  C = C 1  , c l > c  - 

Ou s e j a ,  e l i m i n a - s e  uma c o n f i g u r a ç ã o  quando sua i n e f i c i ê n c i a  é de - 
t e t a d a .  



35 A d m i s s i b i l i d a d e  do a l g o r i t m o  ( 3 0 ) :  

V e r i f i c a - s e  f a c i l m e n t e  que  o  a l g o r i t m o  (30)  c o r r e s p o n  - 
de a  uma imp lementação  do a l g o r i t m o  ( 1 7 ) ,  ao 

as e l i m i n a ç õ e s  p o r  c u s t o  comentadas em ( 2 7 ) .  

O p a s s o  O - de ( 3 0 )  i n i c i a l i z a  o  a1 

C' em Fechado, o  que  é d e s n e c e s s á r i o .  

No p a s s o  1, o  a l g o r i t m o  (30)  c i c l  

a b e t t o ,  ou  t e r m i n a  se A b e r t o  e s t i v e r  v a z i a .  

q u a l  se a c r e s c e n t a m  

g o r í t m o , '  sem c o l o c a r  

a  a t é  encon t a r  um nó 

De f a t o ,  em q u a l q u e r  

i t e r a ç ã o ,  a  l i s t a  A b e r t o  é composta p e l o s  e l emen tos  das l i s t a s  O 
i 

de í n d i c e s  s u p e r i o r e s  a o i  , =1 ,2 , . . .  p  . O passo  1 i n i c i a  com 

o  Ü l t i m o  n i v e l  de p r o f u n d i d a d e  p e s q u i s a d o  (somente o  p a s s o  3 i n -  

c remen ta  n  ao compor uma nova 1 i s t a  on)  e  nesse  i n s t a n t e  

O"+1 = 0  n+2 - - . . = O = , se n<p . 
O n r v e l  é d e c r e s c i d o  p e l o  passo  1  a t e  e n c o n t r a r - s e  u-  

ma c o n f i g u r a ç ã o  em A b e r t o  o u  t e r m i n a  o  a l g o r i t m o  com 

o i  = , 2 3 ,  . p  ; o, = l 1  . 

O r e s t a n t e  dos a l g o r i t m o s  é i d ê n t i c o ,  obse rvando- se  que  

n  em ( 3 0 )  acompanha sempre o  v a l o r  de m a i o r  n f ' v e l  de p r o f u n d i d a d e  

com l i s t a  de opções não  v a z i a  , e  que e l i m i n a m- s e  c o n f i g u r a ç õ e s  de 

c u s t o  e x c e s s i v o  , o  que 6 comentado a  s e g u i r .  

O a l g o r i t m o  t e r m i n a ,  d e v i d o  a  ( 2 2 ) .  Suponha-se que 
- 

nesse  i n s t a n t e ,  o  v a l o r  de c  é E , e  a  l i s t a  de s u c e s s o r a s  é 

i , li1 = i? . 
3 7  Lema : Se E 6 uma s u c e s s o r a  e f i c i e n t e  a c e s s í v e l  a  p a r t i  r de C' - 

p o r  um caminho de c u s t o  mín imo de compr imen to  menor que p + l ,  e  se 



c ( c O , C , p , t )  < C , e n t ã o  : 

Demons t ração :  

S e j a  T o  c o n j u n t o  de t o d a s  a s  s u c e s s o r a s  e f i c i e n t e s  C de C', 

t a i s  que c ( c O , c , P , t )  < c  . A r e g r a  de e l i m i n a ç ã o  ( 3 4 )  n u n c a  e l i  - 
m i n a  uma s u c e s s o r a  e f i c i e n t e  e  ( 3 4 i i )  s i m p l e s m e n t e  d u p l i c a  uma 

- 
comparação  e x i s t e n t e  n o  a l g o r í t m o  ( l 7 ) ,  A comparação  com c  n o  

p a s s o  3 de ( 3 0 )  nunca  e l i m i n a  um caminho  m í n i m o  e n t r e  C O  e  T , 

como se m o s t r o u  em ( 2 7 )  ( o b s e r v e - s e  que  em q u a l q u e r  i t e r a ç ã o  : > E ,  - 

p o i s  c nunca  c r e s c e )  . 
P o t t a n t o ,  a  l i s t a  de s u c e s s o r a s  g e r a d a  e q u i v a l e  2 l i s t a  c o n s t r u í d a  

p e l o  a l g o r i t m o  ( 1 7 ) ,  e  o  lema c o r r e s p o n d e  a o  t e o r e m a  ( 2 3 ) ,  o  que 

c o m p l e t a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

- 
38 - Lema ; Se (C,c) E L  , e  se  e x i s t e  um c a m i n h o  Ó t i m o  de compr imen - 

t o  não  s u p e r i o r  a  p e n t r e  C' e  q u a l q u e r  s u c e s s o r a  e f i c i e n t e  , 

e n t ã o  C é uma s u c e s s o r a  e f i c i e n t e  d e  C' e  

( a )  C é s u c e s s o r a  e f i c i e n t e :  

C é s u c e s s o r a  p o r  c o n s t r u ç ã o ,  d e v i d o  ao  p a s s o  2 

Se C não  f o s s e  e f i c i e n t e ,  e x i s t i r i a  C e f i c i e n t e ,  t a l  que  

c ( c O , E , p , t )  + c ( E , c , ~ , t )  = c ( c O , c , p , t )  
A 

P e l o  lema ( 3 7 ) ,  ( ~ , c ( c O , i , ~ , t ) )  e s t a r i a  em L  , p o i s  

c ( c O , E , p , t )  < c  - < 2 e  c  tem p r o f u n d i d a d e  i n f e r i o r  a  p 

em um c a m i n h o  Ó t i m o  

I s s o  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  de C e s t a r  na  l i s t a  de s u c e s s o r a s ,  



uma v e z  que C s e r i a  e1 i m i n a d a  p e l a  r e g r a  (34 )  a o  s e r  f e c h a -  
-- 

da a  Ú l t i m a  e n t r e  a s  c o n f i g u r a ç õ e s  C e  C . 

( b )  C ( C ~ , C , P , ~ )  = c  

Se s e  t i v e s s e  c ( c ' , c , P , ~ )  < c  C E , e n t ã o  C e s t a r i a  na l i s  - 
n 

t a  L com c u s t o  C ( C ~ , C , P , ~ )  , d e v i d o  a1 lema ( 3 7 ) .  A r e g r a  

( 3 4 )  impede a  e x i s t ê n c i a  em i de C a s s o c i a d a  a  d o i s  c u s  - 
\ 

t o s  d i s t i n t o s .  P o r t a n t o ,  c ( ~ O , c , P , t )  - > c  . E v i d e n t e m e n t e ,  

c(CO,C,P, t )  - c c  , o  que  c o m p l e t a  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

Não é p o s s i v e l  g a r a n t i r  que  G=k , p o i s  v á r i a s  e l i m i -  

n a ç õ e s  em L podem s e r  f e i t a s  em e s t â g i o s  f i n a i s  do  a l g o r i t m o .  A 

u n i ã o  dos  d o i s  lemas a c i m a  f o r n e c e  o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  

39 Teorema : Com a s  c o n v e n ç õ e s  (371 ,  se q u a l q u e r  s u c e s s o r a  e f i c i e n -  

t e  f o r  a c e s s i v e l  a  p a r t i r  de  C' p o r  um caminho  ó t i m o  d e  c o r n p r i -  
n 

m e n t o  menor o u  i g u a l  a  p ,  e n t ã o  i tem o  f o r m a t o  r k ( c o , t )  , O U  

s e j a ,  L r e s o l v e  o  P r o b l e m a  de ~ x p a n s ã o  G e n e r a l  i z a d a  ( 1 2 )  p a r a  

O t e o r e m a  ( 3 9 )  i n f o r m a  s o b r e  o s  r e s u l t a d o s  que  se  p o -  

de e s p e r a r  do a l g o r i t m o  ( 3 0 ) .  A l i m i t a ç ã o  de p r o f u n d i d a d e  p  v i  - 
sa apenas à e c o n o m i a  de tempo de p r o c e s s a r n e n t o  e  p o d e  s e r  b a s t a n -  

t e  r e l a x a d a  se  a s  1 i s t a s  de o p ç õ e s  f o r e m  bem c o n s t r u f d a s ,  como s e  

comenta  a b a i x o .  E p o s s Í v e l  também i n i c i a r  com p  g r a n d e ,  r e d u  - 
z i n d o - o  a s s i m  que  s u c e s s o r a s  são  e n c o n t r a d a s  p e l o  a l g o r i t m o .  

Um a s p e c t o  e s s e n c i a l  ao  desempenho do  a l g o r i t m o  e s t â  li - 
gado á c o n s t r u ç ã o  das 1  i s t a s  0' . 



4 0  O b s e r v a ç õ e s :  l i s t a s  de o p ç õ e s  

i No t r a t a m e n t o  a c i m a ,  as  l i s t a s  O d e s c r e v e m  t o d a s  a s  

t r a n s i p ó e s  d e  e s t a d o  e l e m e n t a r e s  a p a r t i  r de c i - '  . As o b s e r v a  - 
ç õ e s  a  s e g u i r  ç ã o  e s s e n c i a i s  p a r a  a  e f i c i ê n c i a  do a l g o r i t m o .  

( i )  0 rdenaçSão  das 1 i s t a s  

Os e l e m e n t o s  das l i s t a s  devem s e r  o r d e n a d o s  segundo a l g u m  c r i t é r i o  

de e f i c i ê n c i a .  Uma p r i m e i r a  abordagem c o n s i s t e  em o r d e n á - l a s  p o r  

ordem de c u s t o  das t r a n s i ç õ e s  c o r r e s p o n d e n t e s .  O u t r o s  c r i  t é r i o s  

pddem a p o n t a r  a s  t r a n s i ç õ e s  m a i s   promissora^^^, o  q u e  depende  do  

s i s t e m a  e  s e r á  usado  em s i s t e m a s  e l é t r i c o s  em I V ,  . Essa o r -  

denação  l e v a  à o b t e n ç ã o  de c a m i n h o s  de c u s t o  pequeno no i n í c i o  da 

a p l i c a ç ã o  do a l g o r í t m o ,  aumentando a s  e l i m i n a ç õ e s  n o s  p a s s o s  2 e  3 .  

( i i )  T runcagem das l i s t a s  

Guardam- se n a s  l i s t a s  somen te  t r a n s i ç õ e s  que possam l e v a r  a  s u c e s -  

s o r a s ,  e1 i m i n a n d o - s e  o p ç õ e s  i r r e l e v a n t e s  p a r a  a  v i a b i  1  i z a ~ ã o  de C', 

dependendo do s i s t e m a  em c o n s i d e r a ç ã o .  E s t e  c a s o  o c o r r e  em p r o b l e  - 
mas de t r a n s p o r t e ,  quando  n e c e s s a r i a m e n t e  devem s e r  r e f o r ç a d o s  r a -  

mos de um c u t - s e t  ( V e r  1 1 4 1 )  . 
Esse t i p o  d e  t r u n c a g e m  n ã o  se a p l i c a  a  s i s t e m a s  d e  

t r a n s m i s s ã o  d e  p o t ê n c i a ,  quando s e  c o n s i d e r a  a  segunda l e i  de K i r s  - 
c h h o f f ,  e  u s a- s e  o  p r o c e d i m e n t o  s e g u i n t e :  

( i i i )  P r o c e d i m e n t o  h e u r í s t i c o  d e  t r u n c a g e m  das l i s t a s  

Quando s e  d i s p õ e  de um c r i t é r i o  c a p a z  d e  a p o n t a r  a s  m a i s  " p r o m i s s o  - 
i 

r a s "  e n t r e  a s  o p ç õ e s  em O , l i m i t a - s e  h e u r i s t i c a m e n t e  o  c o m p r i  - 
m e n t o  das l i s t a s ,  o u  a  um v a l o r  p r e v i a m e n t e  e s t i p u l a d o ,  o u  p o r  a l -  

gum o u t r o  c i i t é r i o  de e f i c i ê n c i a .  Um t a l  c r i t é r i o  p a r a  s i s t e m a s  - e  



l é t r i c o s  s e r á  d e s e n v o l v i d o  na s e ç ã o  I V .  4 . N e s t e  c a s o ,  o  t e o r e  - 
ma (39 )  n ã o  pode s e r  d e m o n s t r a d o  e  o  r e s u l t a d o  o b t i d o  s e r á  t a n t o  

m e l h o r  q u a n t o  m a i s  e f i c i e n t e  f o r  o  c r i t é r i o  de t r u n c a g e m .  

41 o b s e r v a ç ã o  : L i s t a  de S u c e s s o r a s  

Embora o  número d e  s u c e s s o r a s  d e s e j a d o  ao  a p l i c a r - s e  o  

a l g o r i t m o  s e j a  k , p o d e- s e  apenas g a r a n t i r  a  o b t e n ç ã o  d e  um núme- 

r o  E e k  - de s u c e s s o r a s .  I s t o  o c o r r e  p o r q u e  ao  f i n a l  do a l g o r Í t m o ,  

v á r i o s  e l e m e n t o s  da l i s t a  podem s e r  e l i m i n a d o s  s i m u l t a n e a m e n t e  p e l a  

r e g r a  ( 3 4 ) .  C o n c l u i  - s e  q u e ,  se  a  o r d e n a ç ã o  das 1 i s t a s  d e  o p ç õ e s  

f o r  bem f e i t a ,  d i f i c i l m e n t e  s e  o b t e r ;  k < ~ r d C ~ , t ) l  . Somente é 

p o s s í v e l  g a r a n t i r  Ç=k se o  a l g o r i t m o  u t i l i z a r  k=m , t r u n c a n d o  - 
s e  a  l i s t a  n o  c o m p r i m e n t o  d e s e j a d o  a o  t e r m i n a r .  I s s o  é i n d e s e j á v e l  

em g e r a l ,  p o r q u e  se  p e r d e  a  t r u n c a g e m  das l i s t a s  de o p ç õ e s  no p a s -  

s o  3 ,  a l é m  de não  s e  p o d e r  p r e v e r  a  q u a n t i d a d e  de memór ia  o c u p a d a  

p e l a  l i s t a .  

Uma v e r s ã o  do  a l g o r i t m o  ( 3 0 )  p a r a  o  c a s o  de s i s t e m a s  de 

t r a n s m i s s ã o  de e n e r g i a  e l é t r i c a  é a p r e s e n t a d a  no c a p i t u l o  s e g u i n t e  

e  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com sua a p l i c a ç ã o  c o n s t a m  do  C a p i t u l o  V I 1  . 



M O D E L A G E M  E  E X P A N S Ã O  D E  S I S T E M A S  D E  T R A N S M I S S Ã O  D E  P O T E N C I A  

N e s t e  c a p í t u l o  a p r e s e n t a - s e  uma adap tação  de s i s t e m a s  

de t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a  ao modelo  de redes  i n t r o d u z i d o  no  c a p f t u  - 
10 I I ,  segu indo- se  o  e s t u d o  da a p l i c a ç ã o  a  esses  s i s t e m a s  do a l d o  - 
r i t m o  de expansão a p r e s e n t a d o  no c a p í t u l o  I I I .  

O  p o n t o  c e n t r a l  da modelagem r e s i d e  no mode lo  de desem - 
penho do s i s t e m a ,  que d e f i n i r ;  as  c o n d i ç õ e s  de v i a b i l i d a d e  de uma 

c o n f i g u r a ç ã o .  

O  e s t u d o  do desempenho de s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  en-  

v o l v e  g rande  comp lex idade ,  t r a t a n d o - s e  de um campo de p e s q u i s a s  em 

e v o l u ç ã o  c o n s t a n t e ,  l o n g e  a i n d a  de uma c r i s t a l i z a ç ã o  de c o n c e i t o s  e  

métodos.  Nos e s t u d o s  u s u a i s  de ope rações  de s i s t e m a s  de p o t ê n c i a  es - 
t u d a- s e ,  a t r a v é s  de modelos r i g o r o s o s ,  a  c o n f i a b i l i d a d e  126 )  o u  o  

c o n c e i t o  moderno de c o n t r o l e  de segu rança  1271 do s i s t e m a .  

Esses e s t u d o s  r i g o r o s o s ,  e n v o l v e n d o  t e s t e s  de c a r g a  - 
p r e c i s o s  e  e s t a b i l i d a d e  de máquinas i n t e r l i g a d a s ,  consomem um tem- 

po de computação p r o i b i t i v o  p a r a  o  emprego em p l a n e j a m e n t o  a  l o n g o  

p r a z o .  P o r  e s t a  r a z ã o  usam-se modelos s i m p l i f i c a d o s  p a r a  o f l u x o  de 

c a r g a  e  p a r a  c o n d i ç õ e s  de e s t a b i l i d a d e ,  e x p o s t o s  na seção 2. Não se 

p r e t e n d e  que o s  r e s u l t a d o s  de uma o t i m i z a ç ã o  * a  l o n g o  p r a z o  se jam i m  - 
p lemen tadas  imed ia tamen te :  e l e s  devem s e r v i r  de g u i a  ao e s t u d o  a p r o  - 
fundado  da imp lementação  usando mode los  p r e c i s o s ,  como se comenta - 
em 1281. 

t o  em 

ma is  s  

l e i  de 

O  modelo de f l u x o  de c a r g a  s e r á  o  modelo  l i n e a r ,  expos - 
1 3 0 1 ,  usadd também em 191, 1101, 1111, 1 1 5 1 .  U m m o d e l o  a i n d a  

i m p l i f i c a d o  e n c o n t r a - s e  em 1141, baseado sõmente na p r i m e i r a  

K i r s c h h o f f ,  sem l e v a r  em c o n t a  a  e s t a b i l i d a d e  do s i s t e m a .  



I V .  

E s t e  modelo no e n t a n t o ,  não f i x a  os p a r â m e t r o s  dos nós ( i n j e ç õ e s  de 

p o t ê n c i a ) ,  sendo o  despacho de c a r g a  Ót imo um r e s u l t a d o  f o r n e c i d o  - 
p e l o  modelo.  

Um e s t u d o  de p r e c i s ã o  d o  mode lo  l i n e a r  (291 i n d i c a  que 

os r e s u l t a d o s  são b a s t a n t e  prÓximos dos v a l o r e s  v e r d a d e i r o s ,  não se , 
i n c o r r e n d o  p o r t a n t o  em e r r o  e x c e s s i v o .  

A p a r t i r  do modelo l i n e a r i z a d o  da rede  de t r a n s m i s s ã o  

pode-se f a z e r  um e s t u d o  de s e n s i b i  1  i dade ,  c u j o s  r e s u l t a d o s  s e r ã o  - 
f e r r a m e n t a s  e f i c i e n t e s  p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  de r o t i n a s  r á p i d a s  p a r a  a  

a n á l i s e  de c o n t i n g ê n c i a s .  Também a  p a r t i r  da a n á l i s e  de s e n s i b i l i d a  

des, d e s e n v o l v e - s e  um c r i t é r i o  p a r a  a  o rdenação e  e l i m i n a ç ã o  de e l e  - 
mentos das l i s t a s  de o p ç õ e s ' u s a d a s  p e l o  a l g o r í t m o  de o t i m i z a ç ã o  a  

c u r t o  p r a z o .  

Com esses  e l e m e n t o s ,  p a r t i c u l a r i z a - s e  na seção 3 s a l -  

g o r í t m o  de expansão , ob tendo- se  uma r o t i n a  de o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  - 
p r a z o  b a s t a n t e  e f i c i e n t e ,  c u j a  imp lementação  s e r á  comentada no c a p f  - 
tu10  V I  I .  
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I V .  1 

Seção O Modelo do S is tema 

Um s i s t e m a  de ge ração  e  t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a  6 mode - 
l a d o  p o r  uma rede  f i n i t a ,  c u j o s  nós  e s t ã o  a s s o c i a d o s  a  p o n t o s  de 

c a r g a  ou ge ração  de p o t ê n c i a  e  c u j o s  ramos e s t ã o  a s s o c i a d o s  a  cami-  

nhos p e r m i s s Í v e i s  p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  de l i n h a s  de t r a n s m i s s ã o .  E x i s -  

t e  um número pequeno de t i p o s  de l i n h a s  p e r m i s s i v e i s ,  de a c o r d o  com 

sua tensão  nom ina l  e  sua b i t o l a  ( c i n c o  t i p o s  p a r a  o  s i s t e m a  do Su - 
d e s t e  b r a s i l e i r o )  e  deve- se  p l a n e j a r  a  sequênc ia  Ót ima de c o n s t r u  - 
ção  de l i n h a s .  

Passa- se ago ra  à i d e n t i f i c a ç ã o  dos e lemen tos  d e f i n i d o s  

no c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  r e l a t i v a s  ao s i s t e m a  de t r a n s m i s s ã o .  

1 Rede b á s i c a  11.1.2: t r a t a - s e  da rede  que i n c l u i  como nós t o d o s  os  

p o n t o s  de g e r a ç ã o  e  c a r g a  p e r m i s s i v e i s  em t o d o  o  p l a n e j a m e n t o ,  e  c o  - 
mo ramos, t o d o s  os  caminhos p e r m i s s í v e i s  ( t r e c h o s )  p a r a  a  c o n s t r u  - 
ç ã s  de 1 i n h a s .  Podem mesmo s e r  i n c u i d o s  nÕs e  ramos que nunca s e r ã o  

usados p a r a  imp lementação .  Um exemplo e n c o n t r a - s e  na f i g u r a  I V . l  , 
que r e p r e s e n t a  a  r e d e  b á s i c a  p a r a  o  s i s t e m a  Sudeste.  A numeração - - - - 
dos nós ~ a r t i r á  de z e r o ,  o u  s e j a ,  N =  (no, n 1  ,..., n n ) .  

2  Es tados  p e r m i s s ~ v e i s  (11.1.4)  : c o n h e c i d a s  as combinações de  t i p o s  

de 1  i n h a s  c u j a  c o n s t r u ç ã o  6 p e r m i t i d a  em cada t r e c h o ,  c o n s t r ó i  - se  

uma t a b e l a  que a s s o c i a  a  cada combinação p e r m i t i d a  em um ramo, um 

numero i n t e i r o .  Uma t a b e l a  de t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s  f o r n e c e ,  p a r a  ca  - 
da ramo, o  novo e s t a d o  o b t i d o  p e l a  a d i ç ã o  de cada t i p o  de l i n h a  ao 

ramo no e s t a d o  a n t e r i o r .  Um exemplo c o m p l e t o  é d e s c r i t o  no  c a p r t u l o  

V I  I .  

3 C o n f i g u r a ç ã o  ( 1  1 .1 .5) :  um exemplo de c o n f i g u r a ç ã o  p a r a  a  r e d e  b â s i -  

ca da f i g u r a  I V  .I e s t á  r e p r e s e n t a d o  na f i g u r a  V11.2, em que o  e s t a  - 
do de cada ramo é i n d i c a d o  g r a f i c a m e n t e .  O u t r o s  exemplos e s t ã o  no 

c a p i t u l o  V I  I .  
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I 

F i g .  IV. 1 - C o n f i g u r a ç ã o  ~ ã s i c a  p a r a  o S i s t e m a  F U R N A S .  
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4 ~ a r â m e t r o s  dos nós (11.1..9): P i 0 ,  l ê dado p e l a  p o t ê n c i a  
j 

a t i v a  i n j e t a d a  no nó  n  de uma c o n f i g u r a ç ã o .  Pi s e r á  p o s i t i v o  
j 

o u  n e g a t i v o ,  segundo h a j a  g e r a ç ã o  ou  c a r g a  no nó 

Mode lo  de desempenho: as c o n d i ç õ e s  de v i a b i l i d a d e  são d e s e n v o l v i d a s  

a  s e g u i  r ,  r e s u l t a n d o  no  c r i t é r i o  de segurança  (20 ) .  O mode lo  de f lg 

xo de c a r g a  1  i n e a r  s e r á  apenas e x p o s t o  sem j u s t i f i c a t i v a ,  uma vez  

que se t r a t a  de um e s t u d o  bem c o n h e c i d o  110,291. A n o t a ç ã o  s e g u i r á  

1101, onde encon t ram- se também as demonst rações da v a l i d a d e  dos r e -  

s u l  t a d o s .  

5 As s e g u i n t e s  h i p ó t e s e s  são f e i t a s  com r e s p e i t o  ao s i s t e m a  de 

t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a :  

( i )  As t ensões  são c o n s t a n t e s  em cada nó, i g u a i s  ao seu v a l o r  nomi-  

n a l .  

( i i )  Não há p e r d a s  de p o t ê n c i a  nas l i n h a s  ( h i p ó t e s e  usada apenas pa - 
r a  a  o b t e n ç ã o  do modelo de desempenho, e  não p a r a  o  mode lo  de 

c u s t o s ) .  

( i i i )  As de fasagens  nos ramos são s u f i c i e n t e m e n t e  pequenas p a r a  se 

a p r o x i m a r  f unções  t r i g o n o m é t r i c a s  p o r  seus a r c o s .  

S e j a  C = (N,M,S) uma c o n f i g u r a ç ã o  q u a l q u e r  p a r a  o  

s i s t e m a  de p o t ê n c i a .  Suponhamos que I N I  = n + l ,  I M I  = m , 
N = (no,n,, . . . , n n )  Suponhamos a i n d a  que os  ramos são da fo rma 

r i  = (nr ,np) ,  com p>k 

O s i s t e m a  d e s c r i t o  p o r  C s e r á  modelado p o r  uma rede  

do tada  de: 

6 f l u x o :  f E Rrn , onde f i  r e p r e s e n t a  o  f l u x o  de p o t ê n c i a  e l é t r i c a  - a  

t r a v é s  do  ramo i , i = 1,2,. . . ,m 

7 p o t e n c i a l :  0 E R" , onde 6 r e p r e s e n t a  a  f a s e  da t e n s ã o  e l é t r i -  
j 

ca no nó n  
* 

=  2  n ,  em r e l a ç ã o  ao nó n  , tomado 
O 

como r e f e r ê n c i a .  
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8 t ensão :  E Rm , onde r e p r e s e n t a  a  defasagem e n t r e  as  t e n -  

sões e l é t r i c a s  nas e x t r e m i d a d e s  f i n a l  e  i n i c i a l  do ramo 'i 

9 i n j e g õ e s  de p o t ê n c i a :  P E R" , onde P é a  p o t ê n c i a  e l é t r i c a  a  
j - 

t i v a  i n j e t a d a  no  nó n i  , j = 1,2,. . . ,n . No te- se  que,  d e v i -  
J 

do a  ( s i ! ) ,  tem-se n e c e s s ã r i a m e n t e  

e  p o r t a n t o ,  a  componente P o  pode s e r  ob-  

t i d a  i m e d i a t a m e n t e  a  p a r t i r  de P . 

S e j a  T uma m a t r i z  n  x  m , o b t i d a  e l i m i n a n d o  a  p r i  - 
m e i r a  l i n h a  da m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  de (N,M)  ( l i n h a  c o r r e s p o n d e n  - 
t e  ao nó n  ) .  

O 

D e v i d o  a  A . 1 6  , é v s l i d a  a  r e l a ç ã o :  

12 Capac idade de um ramo: C o n s i d e r e - s e  um ramo r i  , i = 1 , 2 ,  . m , 
n o  e s t a d o  S i  . Ao e s t a d o  S i  c o r r e s p o n d e  (2 )  a  compos ição  do 

ramo ri em te rmos  de número de 1  i n h a s  de t r a n s m i s s ã o  de cada  t i p o  

c o n s t r u i d a s  n o  t r e c h o  r i  . S e j a  s  o  número de l i n h a s  em r i  . 
D e f i n e - s e  a  c a p a c i d a d e  do ramo r i  p o r  

onde: V ih  : t e n s ã o  e l é t r i c a  n o m i n a l  da h -ês ima l i n h a  do ramo r i  . 

Z i h  = R i h  + j X i h  : impedânc ia  da h -és ima l i n h a  do ramo r i  

F l u x o  de c a r g a  : 

S e j a  Q a  m a t r i z  d i a g o n a l  m x m d e f i n i d a  p o r  



I V .  1 

e  s e j a  A uma m a t r i z  n  x n  , chamada daqu i  em d i a n t e  de m a t r i z  de 

capac idades ,  d e f i n i d a  p o r  

1 4  A = T Q T '  onde T ê a  m a t r i z  ( 1 0 ) .  

Sob as h i p õ t e s e s  ( 5 )  , são v á l i d a s  as s e g u i n t e s  r e l a ç õ e s  e n t r e  f lg  

xos,  de fasagens  e  i n j e ç õ e s :  

f = Q@ , OU s e j a ,  f i  = y i  @ i  , i = 1,2 ,..., m 

A r e l a ç ã o  (15)  r e p r e s e n t a  a  equação do f l u x o  de c a r g a  1  i n e a r  e  

sua r e s o l u ç ã o  f o r n e c e  as f a s e s  nos nós de r e d e  e l é t r i c a .  

Um c r i  t ê r i o  de segurança  s e r á  e n u n c i a d o  a  s e g u i r ,  ba-  

seado no v e t o r  0 . Para  g a r a n t i r  a e x i s t ê n c i a  e  u n i c i d a d e  da s o l u -  

ção  de ( I s ) ,  é n e c e s s á r i a  a  s e g u i n t e  h i p ó t e s e :  

17 H i p ó t e s e :  A r e d e  p a r c i a l  (N,M1) (N,M) t a l  que 

M 1  = I r i  E M  I y i >  O } é conexa. 

E s t a  h i p ó t e s e  i m p l i c a  em que q u a i s q u e r  d o i s  nós  do s i s t e m a  de p o t ê n  - 
c i a  e s t ã o  f i s i c a m e n t e  l i g a d o s  a t r a v é s  de uma c a d e i a  de l i n h a s  de 

t ransmi  ssão. 

Com a  h i p Õ t e s e  ( 1 7 )  , g a r a n t e - s e  a  i n v e r s i b i l  i d a d e  de 

A , 110 1 ,  podendo-se e s c r e v e r  

0 = A - '  P e, usando ( 1  I ) ,  
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c r i t é r i o  de segurança  : o  s e g u i n t e  c r i t é r i o  de segurança  é u s u a l  em 

e s t u d o s  de s i s t e m a s  de p o t ê n c i a  1121 . 

Uma r e d e  6 c o n s i d e r a d a  segu ra  ( c o n f  i á v e l )  se a  p e r d a  de uma I i - 
nha, p o s s i 9 e t m e n t e  a  m a i o r ,  em q u a l q u e r  ramo, não c a u s a r  ne-  

nhum p rob lema  de f l u x o  e x c e s s i v o  ou i n s t a b i l i d a d e  t r a n s i t ó r i a  

que m o t i v e  a  p e r d a  de equ ipamen to  a d i c i o n a l .  

A v e r i f i c a ç ã o  da e x i s t ê n c i a  de f l u x o s  excessivos 6 f e i t a  com base 

nas de fasagens  $I . O p r o c e d i m e n t o  norma l  131 1 é e s t i p u l a r  um v a l o r  

mãximo, p r õ x i m o  de 36' , p a r a  a  defasagem p e r m i t i d a  a t r a v é s  de c a -  

da l i n h a  em q u a l q u e r  s i t u a ç ã o  de emergênc ia ,  g a r a n t i n d o - s e  com i s t o  

a  e s t a b i l i d a d e  t r a n s i t õ r i a  do s i s t e m a  . E x i s t e ,  a lém d i s s o ,  um l i m i  - 
t e  t é r m i c o  p a r a  o f l u x o  em cada t i p o  de l i n h a ,  que com a  equação 

(1  6 )  f o r n e c e  um I i m i t e  de â n g u l o  p a r a  cada ramo: não deve u l -  

t r a p a s s a r ,  em nenhuma s i t u a ç ã o  de emergênc ia ,  o  mín imo e n t r e  os  1 i -  

m i t e s  de â n g u l o  c i t a d o s .  

N e s t e  t r a b a l h o  supõe- se  dado p a r a  cada c o n f i g u r a ç ã o  C - 
um v e t o r  $ ( C )  E Rm , + (C)  > O , chamado v e t o r  de l i m i t e s  de 

de fasagens  p a r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  C , t a l  que, se o  ramo r não tem i 
nenhuma 1  i nha ,  e n t ã o  G i  (C) = +w , i = 1,2, ..., m. 

Pode-se r e e n u n c i a r  o  c r i t é r i o  (20)  com base no p r e c e  - 
den te .  Chama-se de c o n t i n g ê n c i a  no ramo r i  à r e t i r a d a  da l i n h a  de 

m a i o r  capac idade  e n t r e  as l i n h a s  que compõem o  ramo i . Com base 

no novo v e t o r  de e s t a d o s  o b t i d o  a  cada c o n t i n g ê n c i a ,  podem-se r e c a l  

c u l a r  as capac idades  y i  e ,  p o r t a n t o ,  as  m a t r i z e s  de capac idades .  

Se nenhuma c o n t i n g ê n c i a  p r o v o c a r  a  v i o l a ç ã o  da h i p ó t e -  

se de conex idade  (17)  , as m a t r i z e s  de capac idade  são i n v e r s í v e i s  e  

podem-se c a l c u l a r  os v e t o r e s  de de fasagens  p a r a  cada c o n t i n g ê n c i a  . 
Mantendo c o n s t a n t e  o  v e t o r  de i n j e ç õ e s  P (o  que sempre 6 f e i t o  em 

o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o ) ,  i n t r o d u z - s e  a  n o t a ç ã o  a  s è g u i r ,  que  s e r á  

c o n v e n i e n t e  na p r ó x i m a  seção: 

S e j a  C = (N,M,S) uma c o n f i g u r a ç ã o  e  suponhamse que 

nenhuma c o n t i n g ê n c i a  v i o l a  a  h i p ó t e s e  ( 1 7 ) .  S e j a  $IO(c) E Rm O 
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v e t o r  de de fasagens  c o r r e s p o n d e n t e  a  C com as i n j e ç õ e s  P f i x a d a s  

c a l c u l a d o  p o r  ( 1 9 ) ,  e  s e j a  ;(C) o  v e t o r  de l i m i t e s  de de fasagens  

( 2 1 ) .  

23 C o n s i d e r e- s e  a  c o n t i n g ê n c i a  no ramo r .  + i = 
1 192, -  , m *  i 

Def inem- se  os  v e t o r e s  ) ( C )  E R" , i = 1  ,2 ,..., m , p o r  

i ( i )  Se r i  não tem nenhuma l i n h a ,  e n t ã o  ) (C) = O 

i 
( i i )  Se r i  tem l i n h a s ,  ) (C) é o  v e t o r  de de fasagens  o b t i d o  p a r a  

C , r e t i r a n d o  de r i  a  l i n h a  de m a i o r  capac idade ,  com a  impo - 
s i ç ã o  a b a i x o :  

i 
( i i i )  Se r i  tem uma l i n h a  somente,  e n t ã o  ) ; (C)  = O 

2 4  ~ e f i n i q ã o :  D e f i n e - s e  o  v e t o r  de de fasagens  máximas p a r a  C ,  $ ( C )  E R ~ ,  

p o r :  

a i  ( c )  = +:(c> , onde q  é t a l  que 

Com esses  e l e m e n t o s ,  pode- se e n u n c i a r  um c r i t é r i o  de 

segu rança ,  capaz de g a r a n t i r  as  condeções de segurança  i m p o s t a s  em 

( 2 0 ) ,  d e n t r o  da p r e c i s ã o  do mode lo  ado tado :  

25 C r i t é r i o  de Segurança ( v i a b i l i d a d e ) :  Uma c o n f i g u r a ç ã o  C é c o n s i d e -  

rada  segu ra  se 

( i) Nenhuma c o n t i n g ê n c i a  v i o l a  a  c o n d i ç ã o  de c o n e x i d a d e  (17 )  e  , 
a l é m  d i s s o ,  

O c r i t é r i o  ac ima pode s e r  i m e d i a t a m e n t e  c o l o c a d o  no  
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formatio 11.1.11 , mas i s s o  não ser; f e i t o  p o r q u e  não t r a z  nenhuma 

vantagem. O c r i t é r i o  (25)  é b a s t a n t e  complexo e  sua v e r i f i c a ç ã o  é 
chamada A n á l i s e  de C o n t i n g ê n c i a s  , c o n s t i t u i n d o  na p r á t i c a  uma r o -  

t i n a  c o m p u t a c i o n a l  separada,  ã q u a l  s e r á  ded i cada  a  prÕxima seção  

d e s t e  t r a b a l h o ,  

Seção 2  - ~ n á l i s e  de C o n t i n g ê n c i a s  

A a n á l i s e  de c o n t i n g ê n c i a s  c o n s i s t e  na v e r i f i c a ç ã o  do 

c r i t é r i o  ( 2 5 ) .  Pa ra  cada c o n t i n g ê n c i a ,  pode- se r e c a l c u l a r  a  m a t r i z  

de capac idades  e  i n v e r t ê - l a  ( se  f o r  p o s s f v e l ) ,  c a l c u l a n d o  as d e f a s a -  

gens. 

O p r o c e d i m e n t o  ac ima m u i t o  t r a b a l h o s o  e  não u t i l i z a  

o  f a t o  de poucos e lemen tos  da m a t r i z  de capac idades  A (14)  serem 

m o d i f i c a d o s  em cada c o n t i n g ê n c i a .  Um e s t u d o  da s e n s i b i l i d a d e  de I$ 

em r e l a ç ã o  ã v a r i a ç ã o  de c a p a c i d a d e  em um ramo tem s i d o  u t i l i z a d o  

em o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o  191, l 1 0 1 ,  a t r a v é s  do c á l c u l o  da m a t r i z  

j a c o b i a n a  a +  / a y  . No e n t a n t o ,  a  v e r i f i c a ç ã o  do c r i t é r i o  deve  s e r  

m a i s  p r e c i s a  do que  se pode o b t e r  d e s t a  fo rma,  o  que m o t i v a  o empre- 
i 

go de um método d i r e t o  de c á l c u l o  dos v e t o r e s  @ ( C )  . 

Um método sem i n v e r s õ e s  de m a t r i z e s  p a r a  esse  c a l c u l o  

f o i  d e s e n v o l v i d o  em 1321 e  seus r e s u l t a d o s  são l i s t a d o s  a  s e g u i r .  

P a r t e - s e  de uma a n á l i s e  de s e n s i b i l i d a d e s ,  em que a  v a r i a ç ã o  de f a  - 
ses A 6  d e v i d o  ã v a r i a ç ã o  

dY P 
da capac idade  de um ramo r 6 c a l -  

P  
c u l a d a  sem ap rox imação .  

26 A n á l i s e  de s e n s i b i l i d a d e s  

S e j a  dada uma c b n f i g u r a ç ã o  C = (N,M,S) , de a c o r d o  

com a  seção a n t e r i o r .  No te- se  que o s  ramos são o r i e n t a d o s  segundo a  

ordem c r e s c e n t e  de seus nós t e r m i n a i s .  Suponham-se c o n h e c i d a s  as i n -  

j e ç õ e s  P E R" e  a  m a t r i z  A - '  , c a l c u l a d a  segundo (14 )  p a r a  a  con-  

f i g u r a ç ã o  C . 



Suponha-se que o  ramo r = (nr ,ns)  
P  

s o f r e m  uma v a r i a -  

6 0  A Y p  
de capac idade .  A v a r i a ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  nas f a s e s  dos nós 

de C se rão  dadas p e l a s  r e s u l t a d o s  a b a i x o .  

27 Se a  v a r i a ç ã o  de capac idade  não v i o l a  a  c o n d i ç ã o  de conex idade  (17 ) ,  

e n t ã o  
- 1  aeP = ~ ( A ; ' - A ~  14, , onde 

Com as convenções:  

A:' : j - é s i m a  c o l u n a  de A - 1  - 1  ; j # O  ; Ao = O  
J 

A:' : e l e m e n t o  da j - é s i m a  l i n h a ,  k -és ima c o l u n a  de A 
- 1  

J k 

28 A c o n d i ç ã o  de conex idade  (17 )  é v i o l a d a  se e  somente se 

S e a  c o n t i n g ê n c i a  do ramo r i  , i = 1,2 ,...,. m não 

v i o l a r  ( 1 7 ) ,  pode-se e s c r e v e r ,  usando ( 1  I ) ,  

29 
i i 4 ( C )  = $I - T IA8  , sempre que f o rem s a f i s f e i t a s  as c o n d i ç õ e s  

em (23 i i )  

onde 4 = $'(C) e  hei 6 c a l c u l a d o  p o r  ( 2 7 ) .  

30  Com esses  e l e m e n t o s ,  pode- se e s t a b e l e c e r  uma r o t i n a  de 

t e s t e  do c r i t é r i o  ( 2 5 ) :  o  c r i t é r i o  de segurança  é s a t i s f e i t o  se,  pa-  

r a  cada i = 1,2, ..., m , a  v a r i a ç ã o  de capac idade  Ayi < O d e v i d a  

r e t i r a d a  da l i n h a  de m a i o r  c a p a c i d a d e  ( s e  houve r  alguma) do ramo r i  



s a t i s f i z e r  

- 1 - 1 
( i )  1 + Ayi (Ar r  + A;: - 2Ars)  P O , com r i  = ( n r  , n S )  

a l e m  d i s s o  d e v e- s e  s a t i s f a z e r  

( i  i) I $ i  ( C )  I 5 ( C )  , i = 1,2,. .. ,m , onde  $ ( C )  ( 24 )  é c a l c u l a  - 
d o  u s a n d o  (29 )  e  ( 2 3 ) .  

31 ~ o d i f i c a ç õ e s  da m a t r i z  A  
- 1 

Embora a  a n ã l i s e  d e  c o n t i n g ê n c i a  s e j a  e x e c u t a d a  d i r e t a  - 
m e n t e  p o r  ( 2 9 ) ,  6 v a n t a j o s o  p a r a  a  s e q u ê n c i a  de t r a b a l h o  o b t e r  e x  - 
p r e s s õ e s  p a r a  o  c ã l c u l o  d a s  m a t r i z e s  ( A ' ) - '  c o r r e s p o n d e n t e s  ã ma- 

t r i z  de  c a p a c i d a d e s  p a r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  o b t i d a  a  p a r t i r  de  C Po r 

m e i o  de uma v a r i a ç ã o  de c a p a c i d a d e  do  ramo r i  . As e x p r e s s õ e s  a b a i -  

x o  e s t ã o  d e s e n v o l v i d a s  em 1321 

Suponha- se,  como a n t e r i o r m e n t e ,  que  o  ramo 

r = (nr ,nS)  s o f r e  uma v a r i a ç ã o  d e  c a p a c i d a d e  
A Y ~  

. N e s t e  c a s o ,  se  
P  

n ã o  f o r  v i o l a d a  a  c o n d i ç ã o  de c o n e x i d a d e ,  

com a s  convenções  e  n o t a ç ã o  em ( 2 7 )  . 

A  e x p r e s s ã o  ( 3 2 )  p e r m i t i  r i  que em t o d a  a  o t i m l  zação ,  a  

c u r t o  e  a  l o n g o  p r a z o ,  somente  uma i n v e r s ã o  de m a t r i z  s e j a  n e c e s s á  - 
r i a ,  s e  a  t o p o l o g i a  n ã o  v a r i a r  d e  e s t á g i o  a  e s t á g i o .  

D u r a n t e  a  a p l i c a ç ã o  d o  a l g o r i t m o  d e  e x p a n s ã o  1 1 1 . 2 . 3 0  

a  r e d e s  d e  t r a n s m i s s ã o  de p o t g n c i a  não  é n e c e s s ã r i o ,  p o r t a n t o ,  f a  - 
z e r  i n v e r s õ e s  de m a t r i z e s ,  desde  que  s e  p o s s u a  a  i n v e r s a  da m a t r i z - ,  

de c a p a c i d a d e s  de CO . Cada v e z  que  o  p a s s o  I p e s q u i s a  uma nova  op - 
ç ã o ,  ob tem- se a  i n v e r s a  da m a t r i z  d e  c a p a c i d a d e s  p a r a  e s s a  c o n f i g u -  



r a ç ã o ,  a p a r t i r  d e  sua g e n i t o r a  no g r a f o  d e  e x p a n s ã o ,  u s a n d o  ( 3 2 ) .  



seção  3 - C â l c u l o  das perdas  

O cômputo do c u s t o  da ope ração  p a r a  uma c o n f i g u r a ç ã o  , 
segundo a  e x p r e s s ã o  1 1 . 2 . 2 6  pode l e v a r  em c o n t a  manutenção, p e r d a s  

de e n e r g i a  e  o  c u s t o  da e n e r g i a  de s u b s t i t u i ç ã o  nas h o r a s  de p o n t a .  

Não se cons ide ram n e s t e  t r a b a l h o  os  c u s t o s  de manutenção, e  a p r e s e n-  

tam-se a  s e g u i r  as  exp ressões  p a r a  o  c á l c u l o  das p e r d a s .  

Pa ra  a  aprox imação 1  i n e a r  do f l u x o  de c a r g a ,  as  p e r d a s  

i n s t a n t â n e a s  de e n e r g i a  no ramo r i  da c o n f i g u r a ç ã o  i n t r o d u z i d a  em 

( 5 )  são c a l c u l a d a s  em 1 1 0 1 :  p e l a s  exp ressões  a b a i x o ,  onde s  o  n o  

mero de l i n h a s  p r e s e n t e s  em r i  , V 
i P 

6 a  tensão  nom ina l  da p r i m e i  - 
r a  l i n h a  de ri , Z i p  = R  + j X  

i P i p  
sua impedânc ia .  

As p e r d a s  i n d t a n t ã n e a s  na c o n f i g u r a ç ã o  são dadas p o r  

O c á l c u l o  do c u s t o  das pe rdas  d u r a n t e  um e s t á g i o  6 f e i t o  norma lmente  

usando um f a t o r  de c a r g a  médio p a r a  o  s i s t e m a  e  depende do p rob lema  

p a r t i c u l a r  em t r a t a m e n t o .  Para  o  s i s t e m a  Sudes te ,  a  m e t o d o l o g i a  de 

computo das p e r d a s  e s t a  e x p o s t o  em 1241  e  s e r á  a p r e s e n t a d a  no  c a p i t u  - 
10 V I I .  Ne p r õ x i m a  seção  supõe- se c o n h e c i d a  essa  m e t o d o l o g i a .  



Seção 4 - EXPANSÃO D E  REDES D E  TRANSMISSÃO D E  ENERGIA E L É T R I C A  

O a l g o r i t m o  111.2.30 pode s e r  a p l i c a d o  5 e x p a n s ã o  de 

r e d e s  de t r a n s m i s s ã o  de e n e r g i a  e l é t r i c a ,  desde  q u e  o s  c u s t o s  de 

i m p l e m e n t a ç ã o  s e j a m  sempre p o s i t i v o s .  R e s t a  somen te  e s t a b e l e c e r  

um método  p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  das  l i s t a s  de o p ç õ e s  de m a n e i r a  e f i c i  - 
e n t e ,  segundo as  o b s e r v a ç õ e s  ( 1 1 1 . 2 . 4 0 ) ,  o  que  c o n s t i t u i  o  o b j e t i  - 

v o  d e s t a  seção .  P r i m e i r a m e n t e ,  porém,  e v i d e n c i a m - s e  as h i p ó t e s e s  

de t r a b a l h o  e  i n t r o d u z e m - s e  a lgumas  s i m p l i f i c a ç õ e s  ( n ã o  e s s e n c i  - 
a i s ) ,  com o  i n t u i t o  de m a n t e r  a  abordagem e s t r e i t a m e n t e  l i g a d a  ã 

p r á t i c a  de p r o j e t o .  R e s u l t a d o s  da a p l i c a ç ã o  do a l g o r i t m o  e n c o n  - 
t r a m- s e  n o  C a p i t u l o  V I I .  Usa- se  a  n o t a ç ã o  i n t r o d u z i d a  nos c a p i t u  - 
10s a n t e r i o r e s .  

3 5  H i p ó t e s e :  Somente são  p e r m i t i d a s  t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  e l e m e n t a -  

r e s  que aumentem a  c a p a c i d a d e  de um ramo. R e s u l t a  que o s  c u s t o s  

de t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s  são  sempre p o s i t i v o s ,  s a t i s f a z i n d o - s e  a  

h i p ó t e s e  ( 1 1 1 . 1 . 1 4 ) .  

Em t e r m o s  de l i n h a s  de t r a n s m i s s ã o ,  p o d e- s e  c o l o c a r  e s  - 
t a  h i p ó t e s e  n o  s e g u i n t e  f o r m a t o ,  u s u a l  na p r á t i c a :  

3 6  As t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  e l e m e n t a r e s  c o r r e s p o n d e m  ã a d i ç ã o  de ,uma 

l i n h a  a  um ramo, o u  5 s u b s t i t u i ç ã o  de uma l i n h a  p o r  o u t r a  de mai  - 
o r  c a p a c i d a d e .  E s t a  segunda a l t e r n a t i v a  a p l i c a - s e  a  s i s t e m a s  em 

que  r e s t r i ç õ e s  g e o g r á f i c a s  não p e r m i t e m  o  aumento  do número de l i  - 
n h a s ,  não o c o r r e n d o  n o s  s i s t e m a s  b r a s i l e i r o s .  

37 ~ i p ó t e s e :  A  e c o n o m i a  no c u s t o  das  p e r d a s  r e s u l t a n t e  de uma t r a n -  

s i ç ã o  de e s t a d o  é i n f e r i o r  ao  c u s t o  da t r a n s i ç ã o  de e s t a d o .  E s t a  
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h i p ó t e s e  c o r r e s p o n d e  a  111.3.11 e  6 s a t i s f e i t a  com l a r g a  margem 

n o s  c a s o s  e s t u d a d o s  ( f l u t u a ç õ e s  do  c u s t o  das p e r d a s  d i f i c i l m e n t e  

u l t r a p a s s a m  5% do  c u s t o  d e  i m p l e m e n t a ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e ) .  

As h i p ó t e s e s  a c i m a  são s u f i c i e n t e s  p a r a  a  a p l i c a b i l i -  

dade do a l g o r i t m o  111.2 .30 . F o r m u l a - s e  a  s e g u i r  uma h i p ó t e s e  

de " c o n v e x i d a d e "  p a r a  o s  c o n j u n t o s  de e s t a d o s  s u c e s s o r e s  6 (sO,  t )  . 
E s t a  h i p ó t e s e  é d e s n e c e s s á r i a ,  mas s a t i s f e i t a  sempre n o s  c a s o s  

p r á t i a o s  e  t r a z  a lguma s i m p l i f i c a ç ã o  c o m p u t a c i o n a l .  Segue- se a  

n o t a ç ã o  do c a p í t u l o  a n t e r i o r .  

1 2  38 H i p ó t e s e :  Se jam C O , C  ,C c o n f i g u r a ç õ e s  com v e t o r e s  de e s t a d o  

S ' , S ~ , S ~  , r e s p e c t i v a m e n t e .  Nesse  c a s o ,  se s 1 , s 2  F 6 ( s 0 , t )  , e' 

t ã o  o s  e s t a d o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a  q u a l q u e r  caminho  e n t r e  C '  e  C 
2  

e s t ã o  em 6  (sO,  t )  . 

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  s e  um caminho  n o  g r a f o  de e x p a n  - 
s ã o  H s a i  do c o n j u n t o  6 ( s 0 , t ) ,  não  pode v01 t a r  a  p e n e t r a r  n e s -  

s e  c o n j u n t o .  C o n j u n t o s  d e  e s t a d o s  s u c e s s o r e s  com e s s a s  c a r a c t e r í s  - 
t i c a s  são d e s c r i t o s  em V1 .1 .9  , e  c o r r e s p o n d e m  aos c o n j u n t o s  u t i  - 
l i z a d o s  nos  e x e m p l o s  do C a p i t u l o  V i l  . 

A h i p ó t e s e  ( 3 8 )  p e r m i t e  a lgumas  s i m p l i f i c a ç õ e s  n o  a l -  

g o r í t m o .  

39 S i m p l i f i c a ç ã o  do a l g o r i t m o  de e x p a n s ã o  : Na c o n s t r u ç ã o  da l i s t a  

de o p ç õ e s  p a r a  uma c o n f i g u r a s ã o  C "  t a l  que sn  c 6 ( s 0 , t ) ,  c o n s i  

de ram- se  somente  e l e m e n t o s  de &(Cn)  com e s t a d o  em 6 ( S 0 , t ) .  

Se to F 6 ( s 0 , t )  , e s s a  s i m p l  i f i c a ç ã o  pode sempre s e r  

f e i t a  e  o  p a s s o  2 d e v e  apenas  v e r i f i c a r  a  L i a b i l i d a d e  d a s  c o n f i  - 
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g u r a ç õ e s  a  se rem f e c h a d a s .  

4 1  O b s e r v a ç ã o  : L i s t a  Fechado  

Quando somente  a d i ç õ e s  de l i n h a s  2 r e d e  são  p e r m i t i d a s ,  

r e s u l t a  que  q u a l q u e r  caminho  e n t r e  d o i s  nós  do g r a f o  de c o n f i g u r a -  

ç õ e s  tem o  mesmo c o m p r i m e n t o  e  mesmo c u s t o ,  c o r r e s p o n d e n t e s  r e s  - 
p e c t i v a m e n t e  ao  nÜmero e  c u s t o  das  l i n h a s  que  devem s e r  c o n s t r u í  - 
das .  N e s t e  c a s o  p o d e- s e  p a r t i c i o n a r  a  l i s t a  Fechado  segundo  o s  

n í v e i s  e  d i s p e n s a - s e  a  e s t o c a g e m  dos  c u s t o s ,  o b t e n d o - s e  e c o n o m i a  

em tempo de compu tação  e  memór ia .  Quando s u b s t i t u i ç õ e s  de l i n h a s  

são  também p e r m i t i d a s ,  podem-se f a z e r  s i m p l i f i c a ç Õ e ç  s e m e l h a n t e s ,  

d e p e n d e n t e s  do  p r o j e t o  p a r t i c u l a r ,  

As c o n s i d e r a ç õ e s  a c i m a  s ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  a p l i c a ç ã o  

do a l g o r í t m o ,  desde  q u e  se  d i s p o n h a  de um m e t o d o  d e  o r d e n a ç ã o  e  

t r u n c a g e m  das l i s t a s  de o p ç õ e s ,  o b j e t o  do r e s t a n t e . d e s t e  c a p í t u l o .  

A s p e c t o s  c o m p u t a c i o n a i s  r e l a c i o n a d o s  ao a l g o r í t m o  s e r ã o  d i s c u t i d o s  

no c a p í t u l o  V I  I .  

4 2  c o n s t r u ç ã o  d a s  l i s t a s  d e  o p ç õ e s  

0s  e l e m e n t o s  das l i s t a s  d e  o p ç õ e s  s ã o  c o n f i g u r a ç õ e s  C 

r e s u l  t a n t e s  de t r a n s i ç õ e s  e l e m e n t a r e s  de e s t a d o  ( s n  , s )  , sendo  a  

d e s c r i ~ ã o  c o m p l e t a  de c n  a c e s s ~ v e l .  Em t e r m o s  c o m p u t a c i o n a i s ,  6 

s u f i c i e n t e  g u a r d a r  o  í n d i c e  do  ramo a f e t a d o  p e l a  t r a n s i ç ã o  e  o  t i -  

p o  de l i n h a  a  s e r  c o n s t r u i d o  o u  o  t i p o  de s u b s t i t u i ç ã o  de 1 i n h a . E ~  - 
s a s  l i s t a s  devem s e r  o r d e n a d a s  p o r  um c r i t é r i o  de  e f i c i ê n c i a ,  como 

s e  o b s e r v o u  em 1 1 1 . 2 . 4 0  . 



Um p r i m e i r o  c r i t g r i o  p a r a  sua o r d e n a ç ã o  é o  c u s t o  das 

t r a n s i ç õ e s :  t r a t a - s e  de um c r i t é r i o  de  pouca  v a l i a ,  uma v e z  que  

não  há  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  o  c u s t o  de uma l i n h a  e  sua e f i c i ê n c i a  no 

s e n t i d o  de t o r n a r  a  r e d e  v i á v e l .  

- 
Uma boa o r d e n a ç ã o  d e v e  s e g u i r  um c r i t é r i o  b a s e a d o  nao  

somente  em c u s t o s ,  como também no e f e i t o  de cada t r a n s i ç ã o  s o b r e  a  

s e g u r a n ç a  do s i s t e m a .  Um c r i t é r i o  d e s s e  t i p o  f o i  d e s e n v o l v i d o  em 

191,  com a  e x i g ê n c i a  de d i f e r e n c i a b i l i d a d e .  D e s e n v o l v e - s e ,  a  se  - 
g u i  r ,  um n o v o  c r i t é r i o  de o r d e n a ç ã o  sem e s s a  e x i g ê n c i a .  

Segue- se a  n o t a ç ã o  do  c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  s e n d o  f i x o s  o  

e s t á g i o  t e  as  i n j e ç õ e s  de p o t ê n c i a  P . ~ i s p õ e - s e  de u m c o n f i -  

g u r a ç ã o  c n = ( ~ , ~ , S n )  não  v i á v e l  g e r a d a  p e l o  a l g o r i t m o  e  p r o c u r a  - 
se o r d e n a r  a  l i s t a  de o p ç õ e s  c o n s t r u í d a  p e l o  p a s s o  3 do a l g o r í t m o .  

Supõe- se q u e  e c o n d i ç ã o  de c o n e x i d a d e  ( 3 0 i )  é s a t i s f e i  - 
t a  em t o d a s  as  c o n t i q g ê n c i a s .  ~ e s c o n e x õ e s  s e r ã o  comen tadas  a b a i x o ,  

em ( 4 8 ) .  

4  3 O c a r r e g a m e n t o  p r e s e n t e  em uma c o n f i g u r a ç ã o  C ê c a r a c  - 
t e r i z a d o  p e l o  v e d o r  de d e f a s a g e n s  máx imas $ ( C )  d e f i n i d o  em ( 2 4 ) .  

P r o c u r a - s e  a s s o c i a r  a  cada c o n f i g u r a ç ã o  C um número r e a l  r ( C )  

.que c a r a c t e r i z e  sua i l e f i c i ê n c i a t t ,  n o  s e n t i d o  de q u e  r ( ~ )  d e v e  s e r  

t a n t o  menor q u a n t o  menos c u s t o s o  s e j a  v i a b i  1 i z a r  C p o r  m e i o  de 

aumentos  de c a p a c i d a d e .  O m é t o d o  de c á l c u l o  de r 6 e s s e n c i a l m e n  - 
t e  h e u r i s t i c o  e  d e v e  t e r  as  s e g u i n t e s  c a r a c t e r í s t i c a s :  

( i  r ( C )  d e v e  d e p e n d e r  das d e f a s a g e n s  máximas $(C) ,  i = 1 , 2 ,  . . . ,  m 

c r e s c e n d o  r a p i d a m e n t e  com o s  v a l o r e s  de j i ( c )  . 
( i  i )  r ( C )  d e v e  p e n a l i z a r  os  ramos s o b r e c a r r e g a d o s ,  i s t o  é ,  deve  



s e r  m u i t o  a f e t a d o  p o r  d e f a s a g e n s  t a i s  que  I $ i  ( C ) /  5 ( C)  

( V e r  25 )  . 
(i i i) A i n f l u ê n c i a  de c a d a  d e f a s a g e m  $ i  (C) s o b r e  r ( C )  deve  s e r  

t a n t o  m a i o r  q u a n t o  m a i s  a l t o  f o r  o  c u s t o  do r e f o r ç o  do  ramo 

i ( c o n s i d e r a - s e  o  c u s t o  da t r a n s i ç ã o  de menor c u s t o  n o  ramo 

i . Pode- se também c o n s i d e r a r  o  c o m p r i m e n t o  do  r a m o ) .  

Segue- se um f o r m a t o  p r o p o s t o  p a r a  o  c á l c u l o  de r , u -  

t i l i z a d o  ,com bons r e s u l t a d o s  na  i m p l e m e n t a ~ ã o  d e s c r i t a  n o  ~ a p i t u -  

1 0  V I  I . 
44  D e f i n i ç ã o :  Dada uma c o n f i g u r a ç ã o  C que não  v i o l a  ( 3 0 i )  em nenhu - 

ma c o n t i g ê n c i a ,  d e f i n e - s e  o  c o e f i c i e n t e  de c a r r e g a m e n t o  de C p o r  

m e i o  de 

onde ,  p a r a  i = l  $ 2 , .  . . ,m , 

B i  é um r e a l  p o s i t i v o  que  c r e s c e  com o  c u s t o  de uma t r a n s i ç ã o  

de e s t a d o s  d e  c u s t o  m í n i m o  no ramo r .  , o u ,  a1 t e r n a t i v a m e n t e ,  
I 

B i  c r e s c e  com o  c o m p r i m e n t o  do c a m i n h o  c o r r e s p o n d e n t e  a r i  . 

Na i m p l e m e n t a ç ã o  d o  C a p i t u l o  V I I ,  u s a- s e  a=10 , e  

B i  é i g u a l  ao  c u s t o  de uma l i n h a  de c u s t o  m í n i m o  p a r a  o  ramo r i .  



A  o r d e n a ç ã o  das o p ç õ e s  s e r á  f e i t a  p o r  um c r i t é r i o  de 

e f i c i ê n c i a  das t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o .  O c r i t é r i o  s e r á  t a n t o  m a i o r  

q u a n t o  m a i s  " e f i c i e n t e "  f o r  uma t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s :  d e v e  c r e s -  

c e r  com a  v a r i a ç ã o  ( p a r a  menor )  do  c o e f i c i e n t e  d e  c a r r e g a m e n t o  de - 
v i d a  à t r a n s i ç ã o ,  d e c r e s c e n d o  com o  c u s t o  da t r a n s i ç ã o .  Segue- se 

o  f o r m a t o  p r o p o s t o  p a r a  o  c á l c u l o  d o  c r i t é r i o .  

S e j a  C E J t (cn)  . 

45 ~ e f i n i ç á o  : O c r i t é r i o  de  e f i c i ê n c i a  g ( ~ n , ~ )  c o r r e s p o n d e n t e  a o  

ramo (cn ,C)  de H 6 d e f i n i d o  p o r  

46 o r d e n a ç ã o  das l i s t a s  de o p ç õ e s :  O r d e n a- s e  as  l i s t a s  de o p ç õ e s  s e  

gundo  a ordem d e c r e s c e n t e  dos c r i t é r i o s  de e f i c i ê n c i a  ( 4 5 )  c o r r e s  - 
p o n d e n t e s  a  seus e l e m e n t o s .  P a r a  i s t o ,  c a l a u l a m - s e  o s  v a l o r e s  do 

c r i  t ê r i o  segundo ( 4 4 ) .  

47 ~ b s e r v a q ã o :  A d e f i n i ç ã o  do c r i t é r i o  de  e f i c i ê n c i a  depende de f a -  

t o r e s  h e u r í s t i c o s .  A lém d i s s o ,  o  c á l c u l o  do c r i t é r i o  s e r á  a g r o x i  - 
mado p o r  m e i o  de e s k u d o  de s e n s i b i l i d a d e s .  O b s e r v e - s e  n o  e n t a n t o  

q u e  a  Ü n i c a  f u n ç ã o  do c r i t é r i o  a t é  o  p r e s e n t e  é a u m e n t a r  a  e f i c i -  

ê n c i a  do a l g o r r t m o  e ,  p o r t a n t o ,  nada s e  p e r d e  p e l a  a p l i c a ç ã o  de 

h e u r í s t i c a  no que d i z  r e s p e i t o  aos  r e s u l t a d o s .  O e f s i t o  das  a p r o  - 
x i m a ~ õ e s  pode s e r  s e n t i d o  somen te  como r e s u l t a d o  da t r u n c a g e m  das 

l i s t a s ,  comen tada  a d i a n t e .  

48 T r a t a m e n t o  das desconexÕes 

C o n s i d e r e - s e  que a  c o n t i g ê n c i a  em um ramo r i  de uma 



l V . 4  

c o n f i g u r a ç ã o  c n  v i o l a  a  c o n d i ç ã o  d e  c o n e x i d a d e  ( 3 0  i ) .  P r e t e n d e -  

se a d a p t a r  o  ~ á l c u l o  do c r i t é r i o  de  e f i c i ê n c i a  ( 4 5 1 ,  de  modo que 

t r a n s i S Õ e s  ( c n  , C )  que e1 i m i n e m  as  desconexões  f o r n e ç a m  um v a l o r  

Q l e v a d o  de g ( ~ n , ~ ) .  

E s u f i c i e n t e  p a r a  i s s o  c a l c u l a r  $ ( C )  como se houves  - 
se uma g r a n d e  s o b r e o a r g a  no ramo r que  p r o v o c a  a  d e s c o n e x ã o , f a  i - 
zendo,  p o r  exemp lo ,  

49 $ i  ( C " )  = 1 0 0  4: ( C " )  , 

i g n o r a n d o  o  v e t o r  $ i  ( c n )  no  c á l c u l o  de $ ( c n ) ,  em ( 2 4 ) .  

o b t e r - s e - á  e v i d e n t e m e n t e  um v a l o r  g r a n d e  de g ( ~ n , ~ )  

a s s o c i a d o  2s  c o n f i g u r a ç õ e s  C em que  a lguma d e s c o n e x ã o  f o r  e l i m i  -- 
nada .  

5 0  C ã l c u l o  do c i - t t é r i o  de e f i c i ê n c i a  

O c ã l c u l o  dos  v a l o r e s  de g ( ~ n , ~ )  em ( 4 5 )  dependem da 
/ 

a v a l  ; a ç ã o  dos v a l o r e s  d e  r ( C )  p a r a  cada  c o n f i g u r a ç ã o  em A ( c " ) ,  

e  p o r t a n t o  dos  v e t o r e s  $ ( C )  p a r a  e s s a s  c o n f i g u r a ç õ e s .  Um c á l c u  - 
1 0  a p r o x i m a d o  d e s s e s  v e t o r e s  s e r á  f e i t o  usando  a  a n á l i s e  d e  s e n s i  - 
b i l i d a d e  e x p o s t a  em ( 2 6 ) .  

S e j a  C um e l e m e n t o  da 1  i s t a  de o p ç õ e s  g e r a d a  p o r  C " .  

Como ( s n , s )  é uma t r a n s i ç ã o  e l e m e n t a r ,  somente  uma componen te  do  

v e t o r  y  ( s )  - y ( s n )  é d i  f e r e n t e  de z e r o ,  onde y  . é o  mepeamento 

que  f o r n e c e  o s  v e b o r e s  d e  c a p a c i d a d e  d e f i n i d o  em 11.1.7 . 
S e j a  p  o  í n d i c e  d e s s a  componen te  e  s e j a  

AY P 
- - 

n  
= y p ( S )  - y p ( S  ) . Usando- se  as  e x p r e s s õ e s  ( 2 7 )  e  ( 1  I ) ,  c a l c u  - 
l a - s e  o  v a l o r  de dmP E Fim , t a l  que  $'(C) = mO(cn)  + A$' . 



D e s e j a - s e  po rém c a l c u l a r  $ ( C )  . Uma a p r o x i m a ç ã o  p a r a  

$ ( C )  é o b t i d a  c o n s i d e r a n d o - s e  q u e  a  v a r i a ç ã o  de dmP 6 pequena 

p a r a  pequenas  v a r i a ç õ e s  n o  v e t o r  d e  c a p a c i d a d e  y ( C )  , d e s d e  que  n e  - 
nhuma c o n t i n g ê n c i a  de C "  p r o v o q u e  desconexã0,como se comen ta  em 

1321: n e s s e  c a s o ,  p o d e- s e  e s c r e v e r  

C) 13 

e tempo 

- $ ( c n )  ~ O ( C )  - 4 0 ( c n )  e  p o r t a n t o  

Podem-se u s a r  mé todos  m a i s  p r e c i s o s  p a r a  o  c á l c u l o  de 

01 , mas i s s o  l e v a  a  um aumento  nos  r e q u i s i t o s  de memõr ia  

de compu tação .  

53 T r a t a m e n t o  das d e s c o n e x õ e s :  

O c ~ l c u l o  de A a c i m a  n ã o  pode p r e v e r  a o c o r r ê n c i a  

de d e s c o n e x õ e s  na a n i l  i s e  de c o n t i n g ê n c i a s  de C "  . No i n t a n t o , ~  

p r o c e d i m e n t o  a c i m a  r e s o l v e  o  p r o b l e m a  de e l i m i n a ç ã o  d e  d e s c o n e x õ e s ,  

d e v i d o  ao  s e g u i n t e :  

5 4  Se a  c o n t i n g ê n c i ' a  èm um ramo r i  p r o v o c a  a  d e s c o n e x ã o  

da r e d e ,  o  f l u x o  de p o t ê n c i a  p a s s a n d o  p o r  r .  em c n  6 dado  p e l a  
I 

d i f e r e n ç a  e n t r e  as  somas das i n j e ç õ e s  em cada  componen te  c o n e x a  de 
n 

(N,M)  o b t i d a  c o m a  r e t i r a d a  de r i  , p o i s  1 P i  = O  . 
j - O  

S e j a  r um ramo q u a l q u e r  d e  (N,M) , e s e j a  A#: a  
P 

v a r i a ç ã o  d a  de fasagem $:(cn> n o  ramo r i ,  d e v i d a  a o  r e f o r ç o  do 

ramo r c a l c u l a d a  em ( 5 1 )  . 
P ' 

Se a  c o n s t r u ç ã o  de uma 1 in'iha em r n ã o  e1 i m i n a  a  des  
P - 

P c o n e x ã o  p r o v o c a d a  p o r  r i ,  e n t ã o  A m i  = O . De f a t o ,  o  f l u x o  f i  



em r i  s e r ã  dado  p o r  (54) e  +: (C) = f i / y i  d e v i d o  a  ( 2 6 ) ,  com 

o u  sem o  r e f o r ç o  de r e p o r t a n t o  A+! = O . 
P  

Se o r e f o r ç o  de r e l i m i n a  a  desconexão ,  e n t ã o  o  f l u  
P  - 

x o  em ( 5 4 )  s e r á  d i v i d i d o  p e l o s  ramos r i  e  r apÕs o  r e f o r ç o  , 
P 

p r o v o c a n d o  A)! # O . D e v i d o  a  (49 )  , 

4 i ( ~ n )  = 100 + y  ( c n )  

e ,  d e v i d o  a  ( s z ) ,  

n  
O b s e r v a n d o- s e  as  e x p r e s s õ e s  usadas  no c á l c u l o  de g ( ~  , C ) ,  

v e r i f i c a - s e  q u e ,  mesmo p a r a  pequenos  v a l o r e s  de A+! , s e r á  g r a n d e  

o  v a l o r  de  g ( ~ n , ~ ) ,  d e v i d o  ao  f a t o r  

2.- 1 0 0 * + ~ ( c n >  * A + !  
, r e s u l t a n t e  do c á l c u l o  d e  r ( c n ) - r ( c ) .  

(ii 

55 ~ b s e r v a ç ã o :  A d e s c o n e x ã o  não s e r á  d e t e t a d a  sempre que  

100 +;(cn) < $ i  ( c n )  , o  q u e  n ã o  r e s t r i n g e  o  mé todo  p r o p o s t o :  

não há i n t e r e s s e  em e v i t a r  d e s c o n e x õ e s  p r o v o c a d a s  p o r  ramos c u j o  

c a r r e g a m e n t o  é m u i t o  pequeno .  Pode- se  sempre u s a r  um m u l t i p l i c a -  

6 
d o r  m a i o r  do que  100 (10  , p o r  e x e m p l o ) ,  se  d e s c o n e x õ e s  f o r e m  sem - 
p r e  i n d e s e j á v e k s .  Comenta- se no C a p i t u l o  V I 1  um c a s o  em que uma 

d e s c o n e x ã o  não  deve  s e r  e v i t a d a .  

C o m p l e t o u- s e  o  e s t u d o  da o r d e n a ç ã o  das  l i s t a s  de o p ç õ e s  

e  a t é  o  p r e s e n t e  não se  m o d i f i c a r a m  o s  r e s u l t a d o s  da a p l i c a s ã o  do 

a l g o r i t m o  de e x p a n s ã o ,  permaneaendo v á l i d a  a  t e s e  do t e o r e m a  I I I .  

2 .39 .  P a r a  p r o b l e m a s  de g r a n d e  p o r t e ,  o  tempo g a s t o  na  e x p l o r a ç ã o  



de o p ç õ e s  i n e f i c i e n t e s  f o r n a - s e  p r o i b i t i v o  e  d e v e- s e  l i m i t a r  a  bus  - 
ca  p o r  um p r o c e d i m e n t o  h e u r f s t i c o :  a  t r u n c a g e m  das l i s t a s  de o p -  

eões. 

56 Truncagem das l i s t a s  de o p ç õ e s  : As l i s t a s  de o p ç õ e s  o b t i d a s  s e-  

gundo ( 4 2 )  , o r d e n a d a s  p o r  o rdem d e c r e s c e n t e  do c r i t é r i o  d e  e f i c i  - 
ê n c i a  g ( ~ n , ~ )  , podem s e r  t r u n c a d a s  p o r  v á r i o s  c r i t é r i o s .  I n t r o  - 
d u z- s e  a s s i m  uma l i m i t a ç ã o  h e u r f s t i c a  ao  número de c o n f i g u r a ç õ e s  

t e s t a d a s  p e l o  a l g o r i t m o .  R e s u l t a d o s  e x c e l e n t e s  f o r a m  o b t i d o s  com 

o s  s e g u i n t e s  c r i  è é r i o s :  

( i )  E1 i rn inam-se a s  o p ç õ e s  C t a i s  q u e  C J ( C ~ , C )  < A , onde  g  

é o  m a i o r  v a l o r  de  g(Cn,C) p a r a  C p e r t e n c e n t e  5 l i s t a  

de o p ç õ e s ,  X<1 6 um número i n t e i - r o .  Usou- se  X=0,1 n o s  

e x e m p l o s  a p r e s e n t a d o s  n o  C a p í t u l o  V I 1  . 
- ( i i )  Mantém-se na l i s t a  somen te  q  e l e m e n t o s ,  onde  q  6 c a l c u l a  - 

n  
q = ~ + n -  o i  , Q  é um v a l o r  f i x o .  

i = l  
D e s t a  f o r m a ,  1 i m i t a - s e  a  Q o  " d e s v i o t 1  em r e l a ç ã o  a o  p r i m e i  - 

r o  caminho  e n c o n t r a d o ,  de  modo q u e  c o n f i g u r a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  

de o p ç õ e s  de b a i x a  o rdem t e n t a m  m a i s  s u c e s s o r e s  no g r a f o  H 

que c o n f i g u r a ç õ e s  r e s u l t a n t e s  de o p ç õ e s  m a i s  p o b r e s .  

As c o n s i d e r a ç õ e s  a c i m a  c o n c l u e m  o  e s t u d o  de o t i m i z a ç ã o  

a  c u r t o  p r a z o .  Nos c a p í t u l o s  s e g u i n t e s ,  p a r t e - s e  do  p r e s s u p o s t o  

de q u e  e x i s t e  uma o o t i n a  c a p a z  de c a l c u l a r  o s  c o n j u n t o s  d e  s u c e s s o  - 
r a s  e f i c i e n t e s  de uma c o n f i g u r a ç ã o  C " ,  ? ( C "  o u  F k ( C n ) .  R e s u l  

t a d o s  c o m p u t a c i o n a i s  e n c o n t r a m- s e  n o  C a p i t u l o  V I 1  . 



P R O G R A M A Ç Ã O  H E U R ~ S T I C A  E P R O C E S S O S  D E  DECISÕES SEQUENCIAIS 

Es&e c a p i t u l o  t r a t a  de a lgumas e x t e n s õ e s  do a l g o r f t m o  

A *  d e s e n v o l v i d o  em 161, de modo a  a d a p t á - l o  às r e s o l u ç õ e s  de p r o -  

blemas de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  de g rande  p o r t e  e ,  em p a r t i c u l a r ,  à 

r e s o l u ç ã o  do Prob lema de P l a n e j a m e n t o  a  Longo -Prazo p r o p o s t o  no  Ca - 
p f t u l o  I1 . O t r a t a m e n t o ,  no e n t a n t o ,  ê g e r a l  e  sua a p l i c a ç ã o  a  

P l a n e j a m e n t o  s e r ã  f e i t a  no  c a p i t u l o  s e g u i n t e .  

~ l g o r f t m o s  de Programação H e u r f s t i c a  desenvo l ve ram- se  

no c o n t e x t o  de I n t e l i g ê n c i a  A r t i f i c i a l ,  recebendo  um t r a t a m e n t o  f o r  - 
mal em 161 e  sendo p o s t e r i o r m e n t e  es tudados  em 121, 171, 181 .  E m-  

b o r a  as t é c n i c a s  o b t i d a s  se jam m u i t o  pode rosas ,  sua u t i l i z a ç ã o  pa-  

r e c e  t e r - s e  c o n f i n a d o  ao d o m í n i o  em que f o ram c o n c e b i d a s ,  não  e x i s  - 
t i n d o  nenhum t r a t a m e n t o  g e r a l  de sua a p l i c a ç ã o  a  p rob lemas  de d e c i  - 
sões s e q u e n c i a i s .  

P a r t e - s e  n e s t e  t r a b a l h o  do a l g o r f t m o  A * ,  d e s t i n a d o  ã 

busca de caminhos dm g r a f o s ,  c u j a  d e s c r i ç ã o  e n c o n t r a - s e  no  Apênd i -  

c e  B .  A e f i c i ê n c i a  de A* depende de uma f u n ç ã o  a v a l i a ç ã o  o b t i d a  

p o r  c r i t é r i o s  h e u r í ' s t i c o s .  D e n t r o  de c e r t a s  c o n d i ç õ e s ,  g a r a n t e - s e  

que A *  r e s o l v e  o  p rob lema  de busca  de caminhos de c u s t o  mfnimo;em 

o u t r o s  casos ,  podem-se o b t e r  r a p i d a m e n t e  caminhos c u j o  c u s t o  não 

é n e c e s s a r i a m e n t e  mfn imo.  O a l g o r f t m o  p r o p o s t o  n e s t e  t r a b a l h o  

e x p l o r a  e s t e  ú l t i m o  f a t o ,  p r o c u r a n d o ,  a t r a v é s  de m o d i f i c a ç õ e s  i t e -  

r a t i v a s  da f u n ç ã o  a v a l i a ç ã o ,  o b t e r  uma sequênc ia  de so luçÕes  p a r a  



o  p rob lema  de busca,  de modo que  s o l u ç õ e s  sub-Ót imas se jam d i s p o -  

n í v e i s  r a p i d a m e n t e .  D e n t r o  de c e r t a s  c o n d i ç õ e s ,  essa  s e q u ê n c i a  

tende ,  em tempo f i n i t o ,  p a r a  uma s o l u ç ã o  Ó t ima .  

Esse compor tamento  t o r n a - s e  ex t remamente  v a n t a j o s o  em 

p rob lemas  de g rande  p o r t e ,  em que a  o b t e n ç ã o  de s o l u ç õ e s  Ó t imas  é 

i n v i á v e l  compu tac iona lmen te  p o r  q u a l q u e r  método c o n h e c i d o  a t é  o  

p r e s e n t e .  

Na seção 2, e s t e n d e - s e  o  a l g o r í t m o  A a p r o b l e m a s  de 

busca em g r a f o s  c u j o s  nós são  p a r c i a l m e n t e  o rdenados  p o r  uma r e l a  - 
ção  de p r e f e r ê n c i a  u s u a l  em p rob lemas  de p l a n e j a m e n t o ,  o b t e n d o- s e  

alguma s i m p l i f i c a ç ã o  c o m p u t a c i o n a l .  A seção  3 t r a t a  de uma a b o r -  

dagem de g r a f o s a  uma c l a s s e  de p rob lemas  de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s ,  

comentando- se sua r e s o l u ç ã o  p o r  me io  do a l g o r i t m o  Â p r o p o s t o .  

O c o n t e ü d o  d e s t e  c a p f t u l o  6 i ndependen te  do r e s t a n t e  

da t e s e ,  sendo u t i l i z a d o  na s e q u ê n c i a  p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  P L P  

p r o p o s t o  em 11 .3 .36  . A n o t a ç ã o  usada 6 semelhan te  de 121,sen 

do i n t r o d u z i d a  na seção 1 . 



Seção 1  - E X T E N S Ã O  D O  ALGORITMO A* 

1 S e j a  N um c o n j u n t o  de nós e  r : N + P(N) um o p e r a  

d o r .  C o n s i d e r e - s e  o  g r a f o  H = (N,r) e  s e j a  M = { ( n , n l )  / n  E N ,  

n 1  E r ( n ) )  o  c o n j u n t o  de ramos de H ( os  c o n c e i t o s  de t e o r i a  de 

g r a f o s  e s t ã o  resumidos  no Apênd i ce  A ) .  

2  S e j a  c  : M + R uma f u n ç ã o  c u s t o  que  a s s o c i a  a cada 

ramo r = ( n , n l )  de H um c u s t o  c ( r )  = c ( n , n l ) .  Dad.0 um cami-  

nho G = (n1 ,n2 ,  ..., n  ) em H , a s s o c i a - s e  a  G o  c u s t o  
P 

4 ~ e f i n i ~ ã o  : Sejam n,n l  E N . D e f i n e - s e  a  a p l i c a ç ã o  

i n f  { c ( G ) I  G 6 u m c a m i n h o d e  n  p a r a  n l ) ,  se 
n ' f n  

O , se n l = n  

Usa-se a  convenção:  

i n f  @ = += 

D e f i n i ç ã o  : Sejam D e f i n e- s e  

6 - Lema : Se H é f i n i t o  e  não  p o s s u i  c i r c u i t o s  de c u s t o  n e g a t i v o ,  

e n t ã o  

( i+ n,nl  E N) h ( n , n l )  > -- 

~ e m o n s t r a ç ã o  : Ver  B e 8 



Sejam S ,T  C N c o n j u n t o s  denominados,  r e s p e c t  i vamen - 
t e ,  c o n j u n t o  i n i c i a l  e  a l v o  . A c o n f u s ã o  de n o t a ç ã o  e x i s t e n t e  

nas d e f i n i ç õ e s  a  s e g u i r ,  bem como nas d e f i n i ç õ e s  de c u s t o s  ( 3  ) é 

u s u a l  -e  i n ó c u a :  d i f e r e n c i a - s e  a  a p l i c a ç ã o  de. c  ou  h p o r  seus 

a rgumentos .  

7 ~ e f i n i ç ã o :  Dado n  E N, d e f i n e - s e  

Dado A c N ,  d e f i n e - s e  

8 D e f i n i ç ã o :  Dado n  E N,  d e f i n e - s e  

Com esses  e l e m e n t o s ,  pode- se i n t r o d u z i r  o  p rob lema  de 

busca: 

Prob lema de Busca de Caminhos de Cus to  ~ f n i m o  (PB)  : 

C o n s i d e r e - s e  um g r a f o  H = (N,l') e  se jam S , T c N  . 
E n c o n t r a r  nós s  E S ,  t E T e  um caminho G de s  

p a r a  t ,  t a i s  que 

Passa- se à a p r e s e n t a ç ã o  de um f o r m a t o  m o d i f i c a d o  do 

a l g o r r t m o  A* ,  c u j a s  c a r a c t e r f s t i c a s  s e r ã o  e x p l o r a d a s  em s e g u i d a  . 
V á r i o s  a l g o r i t m o s  podem s e r  usados na r e s o l u ç ã o  de ( P B) ,  sendo c o  - 
mentados em 141, e  a  a d m i s s i b i l i d a d e  de cada um é g a r a n t i d a  sob 



c e r t a s  h i p ó t e s e s  (um a l g o r í t m o  é a d m i s s i v e l  se g a r a n t i r  a  r e s o l u -  

ção  de P B  sempre que e x i s t a  s o l u ç ã o ) .  As h i p ó t e s e s  ma i s  comuns 

nas demons t rações  de a d m i s s i b i l i d a d e  são: 

G r a f o s  f i n i t o s  : Impõe-se a  n ã o - n e g a t i v i d a d e  dos c u s t o s  de t odos  

o s  ramos, como no  a l g o r í t m o  de  D i j k s t r a ,  o u  impõe-se a  i n e x i s t ê n -  

c i a  de c i r c u i t o s  de c u s t o  n e g a t i v o ,  como em 1331 .  

Grafos  i n f i n i t o s  : Usa-se a  h i p ó t e s e  de que t o d o s  os c u s t o s  são su - 
p e r i o r e s  a  uma c o n s t a n t e  6 > 0  , o  que d e f i n e  6 - g r a f o s .  e  6 usado 

no a l g o r i t m o  A *  161 .  

A demons t ração  da a d m i s s i b i  1  i d a d e  de A *  p a r a  g r a f o s  

f i n i t o s  sem c i r c u i t o s  de c u s t o  n e g a t i v o  é i m e d i a t a ,  podendo- se con - 
c l u i  r que, na r e a l  i d a d e ,  o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  em 1331 não passa  de 

um caso  p a r t i c u l a r  de A*.  

N e s t e  t r a b a l  ho usam-se essas  Ü l  t imas h i p ó t e s e s ,  p o r  

c o n v e n i ê n c i a .  A e x t e n s ã o  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  6 - g r a f o s  i n  - 
f i n i t o s  é i m e d i a t a .  

1 0  O A l g o r i t m o  Â 
I 

O a l g o r i t m o  m a n i p u l a  duas l i s t a s ,  c u j o s  e l e m e n t o s  são 

nós n i  de H ,  acompanhados de  c u s t o s  ( n ) ,  ( n )  d e f i n i d o s  pe - 
1 0  a l g o r i t m o  e  de a p o n t a d o r e s ,  também d e f i n i d o s  p e l o  a l g o r i t m o .  As 

l i s t a s  são: 

11 L i s t a  A b e r t o  , c u j o ã  e l e m e n t o s  são chamados nós a b e r t o s  ; 

1 2  L i s t a  Fechado, c u j o s  e l e m e n t o s  são chamados nós f echados  . 



I n i c i a l m e n t e  ambas a s  l i s t a s  e s t ã o  v a z i a s .  São dados  

o s  c o n j u n t o s  S,T e  dema is  e l e m e n t o s  d e f i n i d o s  a c i m a .  

A 

1 3  A l g o r i t m o :  A : S,T c N , S f i n i t o  

Passo O : 

D e f i n a  a  f u n ç ã o  fi : N 4 R , i n t r o d u z a  na l i s t a  ~ b e r t o ' o s  nós  

de S ,  a s s o c i a n d o  a  c d d a  n  E S o s  v a l o r e s  S ( n ) = 0  , f i ( n ) .  

Passo  1: : 

Se a  l i s t a  a b e r t o  e s t i v e r  v a z i a ,  p a r e  
- 

senão,  e s c o l h a  e n t r e  o s  n ó s  a b e r t o s  um nÕ n  t a l  q u e  

? ( i )  = m i n { ? ( n )  l n  a b e r t o )  , onde  T ( n ) = g ( n ) + f i ( n )  

R e s o l v a  empa tes  a r b i t r a r i a m e n t e ,  mas dando  p r e f e r ê n c i a  a  n ó s  

n s T  

Passo 2 : 

Se E T, vá  p a r a  o  p a s s o  5 
- 

Senão, t r a n s f i r a  n  p a r a  a  l i s t a  Fechado  

Passo  3 : 
- 

Obtenha  r(;), 1 i s t a  de s u c e s s o r e s  de n  

Faça g ( n )  = i(;) + c ( i , n )  ( v n  E r(;)) 

Compare c a d a  s u c e s s o r  com t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d a s  l i s t a s  A b e r t o  

e  Fechado 

R e t i  r e  de I'(;) t o d o s  o s  e l e m e n t o s  n  e1 i m i n a d o s  p e l a  r e g r a  

( 1 4 )  p o r  a l g u m  nÕ l i s t a d o  em A b e r t o  o u  Fechado,  o u  p o r  a l g u m  

e l e m e n t o  de I'(;) de r n d i c e  i n f e r i o r  ao  de n  na  l i s t a  r(;)* 

* A  comparação com o u t r o s  e l e m e n t o s  de I'(;) t em i m p o r t â n c i a  em g r a -  
f o s  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o s ,  d i s c u t i d o s  na s e ç ã o  s e g u i n t e .  Devem-se 
e l i m i n a r  s u c e s s o r e s  " i n e f i c i e n t e s l f i .  



R e t i r e  da l i s t a  A b e r t o  t o d o s  o s  n ó s  e l i m i n a d o s  p e l a  r e g r a  ( 1 4 )  

p o r  a l g u m  nó r e m a n e s c e n t e  em r(:) 

I n t r o d u z a  na  1 i s t a  A b e r t o  o s  nós  r e m a n e s c e n t e s  em i'(;) , a s s o c i  - 
- 

a n d o - l h e s  o  i n d i c a d o r  n  

P a s s o  4 : 

R e d e f i n a  a  f u n ç ã o  fi : N -+ R ,  a t u a l i z e  seus  v a l o r e s  n a s  l i s t a s  

A b e r t o  e  Fechado.  V: p a r a  o  p a s s o  1  

Passo  5  : 

Se a l g u m  c r i t é r i o  de  p a r a d a  f o r  s a t i s f e i t o ,  ( V e r  22), t e r m i n e  
- 

. o  a l g o r í t m o ,  r e c u p e r a n d o  um c a m i n h o  e n t r e  S e  n  p o r  m e i o  

dos  i n d i c a d o r e s ,  de t r á s  p a r a  f r e n t e  

Senão, v á  p a r a  o  p a s s o  4  

Regra  de e l i m i n a ç ã o  : 

n  e l i m i n a  n i  s e  n = n l  e  J ( n )  L Q ( n i )  

15 0 b s e r v a ç Õ e s  : 

O a l g o r i t m o  Â é e q u i v a l e n t e  a o  A*, se  s u p r i m i r e m - s e  

o s  p a s s o s  4 e  5, t e r m i n a n d o  o  a l g o r i t m o  ao  e s c o l h e r  R E T n o  p a s-  

s o  1.  D e f i n e - s e  fi como uma f u n ç ã o  , o  que  n ã o  é n e c e s s á r i o  em A*, 

n ã o  sendo também n e c e s s á r i o  em h : o  v a l o r  de  f i ( n )  pode  d e p e n d e r  

d a  m a n e i r a  p e l a  q u a l  n  f o i  o b t i d o .  T a l  c a s o  & p o u c o  comum e  d i f i  - 
c u l t a  a  n o t a ç ã o ,  podendo- se  e n c o n t r a r  um e x e m p l o  em 1341. 

N Ó S  f e c h a d o s  e l i m i n a d o s  p o r  ( 1 4 )  n o  p a s s o  3 n ã o  s ã o  r e  - 
t i r a d o s  da l i s t a  Fechado  p o r  r a z õ e s  c o m p u t a c i o n a i s  comen tadas  a d i a n  - 
t e .  Sua r e t i r a d a  em nada m o d i f i c a  a  a t u a ç ã o  do  a l g o r f t m o .  



A  r e g r a  de e l i m i n a ç ã o  f o i  c o l o c a d a  em e v i d ê n c i a  d e v i d o  

à sua  u t i l i d a d e  na seção  2 . 
A  h i p ó t e s e  a  s e g u i r  s e r á  u t i l i z a d a  n o  e s t u d o  de a d m i s-  

s i b i l i d a d e  de Â , como se c o m e n t o u  a c i m a .  

16 ~ i p Õ t e s e  : H  é f i n i t o  e  n ã o  p o s s u i  c i r c u i t o s  de c u s t o  n e g a t i v o .  

E s t u d a - s e  a  s e g u i r  o  que  se pode  e s p e r a r  do  a l g o r i t m o  

Â . N o t e - s e  q u e  o  a l g o r i t m o  o b t e m  um c a m i n h o  e n t r e  S e  T sem - 
p r e  que o  p a s s o  5 é a t i n g i d o .  

Lema : Suponha- se  que H s a t i s f a z  ( 1 6 )  e  T 6 a c e s s r v e l  a  p a r t i r  I 7  - 
d e  S . Nesse c a s o ,  q u a l q u e r  q u e  s e j a  a  a t u a ç ã o  do  p a s s o  4 ,  o  a l g o  - 
r i t m o  a t i n g e  o  p a s s o  5 em um número f i n i t o  de i t e r a ç õ e s .  

~ e m o n s t r a ç ã o  : P o r  a b s u r d o :  s e  o  a l g o r i t m o  n ã o  a t i n g e  o  p a s s o  5 , 

há duas h i p ó t e s e s :  

( a )  o  a l g o r i t m o  p a r o u  n o  p a s s o  1, com a  l i s t a  A b e r t o  v a z i a  . 
S e j a  P = (n1,n2 ,..., 

nP) 
um c a m i n h o  q u a l q u e r  com nl E S , 

n  E T .  
P  

S e j a  nk  o  nÔ de P de m a i s  a l t o  Í n d i c e  p r e s e n t e  na  l i s t a  Fe - 
c h a d o  no momento da p a r a d a  , k  < p  ( n k  e x i s t e  p o i s  n  e n t r o u  na  1  

l i s t a  A b e r t o  n o  p a s s o  1  e  o  p a s s o  3 somen te  m o d i f i c a  o s  c u s t o s  a s -  

s o c i a d o s  a  n ó s  a b e r t o s )  . 
Como nk  e s t ã  f e c h a d o ,  em a lguma i t e r a ç ã o  g e r o u - s e  

n  k+ 1  E r ( n k ) .  " k + l  deve  e s t a r  em Fechado,  uma v e z  que A b e r t o  e s t ã  

v a z i a ,  o  q u e  é a b s u r d o .  



( b )  O a l g o r f t m o  c i c l a  i n d e f i n i d a m e n t e  e n t r e  os passos  1  e  4 ,  sem 

e n c o n t r a r  n  e T. 

Como N é f i n i t o  e  em cada  i t e r a ç ã o  um e l e m e n t o  é r e t i r a d o  
- 

de A b e r t o ,  e x i s t e  um nó n  que e n t r a  na l i s t a  A b e r t o  um número ir- 
f i n i t o  de vezes .  

- 
Cada vez  que n  e n t r a  em A b e r t o ,  c ( n )  c o r r e s p o n d e  ao 

- 
c u s t o  de um caminho  C e n t r e  S e  n  , p o r  c o n s t r u ç ã o .  C não  con  - 

- - 
tem c i r c u i t o s ,  p o i s  se  C = (nl,n2,...,nk,nk+l,...,n) com nk = n ,  

- 
e n t ã o  n = nk j á  e s t a r i a  em a lguma l i s t a  com G(nk) = c ( n 1 , n 2 ,  ..., 
n k )  5 c (C )  ( p o r  h i p ó t e s e ) ,  o  que a c a r r e t a r i a  a  e1 i m i n a ç ã o  de n da 

1 i s t a  de s u c e s s o r e s  p e l a  r e g r a  ( 1 4 ) .  

- 
Cada vez  qoa n  e n t r a  em A b e r t o ,  ~ ( n )  é r e d u z i d o  , 

p o i s  a  nova i n s t â n c i a  não & e l i m i n a d a  p e l a  r e g r a  ( 1 4 ) :  cada i n s t ã n  - 
tia c o r r e s p o n d e ,  p o r t a n t o ,  a  um caminho d i f e r e n t e .  

E x i s t e  p o r t a n t o ,  um número i n f i n i t o  de caminhos sem 

c i r c u i t o s  em H, o  que 6 a b s u r d o  p a r a  N f i n i t o .  

( a )  e  ( b )  demonstram o  lema. 

18 C o r o l á r i o  : Se H s a t i s f a z  ( l 6 ) ,  e n t ã o  o  a l g o r i t m o  p á r a  no  passo  

1 sem t e r  a t i n g i d o  o  passo  5 se e  somente se T não f o r  a c e s s f v e l  

a  p a r t i r  de S . 

~ e m o n s  t r a ç ã 6  : 

Se T não f o r  a c e s s í v e l  a  p a r t i r  de S ,  o passo  5 não pode s e r  a  - 
t i n g i d o .  A p a r t e  ( b )  da demons t ração  a n t e r i o r  e x c l u i  a  p o s s i b i -  

l i d a d e  de c i c l a r  i n d e f i n i d a m e n t e  e p o r t a n t o  o  a l g o r i t m o  p ã r a ,  o  



que só  o c o r r e  n o  passo  1 . 
Se o  a l g o r Í t m o  p á r a  no  passo  1, T  não pode s e r  a c e s s í v e l  a  p a r t i r  

de S ,  p o i s  i s s o  c o n t r a r i a r i a  o  lema (17 )  . 

19 Teorema : Suponha- se que H s a t i s f a z  a  h i p ó t e s e  ( 1 6 )  e  suponha - 
se que em -a lguma i t e r a ç ã o  s a l g o r i t m o  e n t r o u  no passo  5, s a t i s f a  - 
zendo nesse i n s t a n t e  

Nesse caso,  o  caminho  ge rado  p e l o  a l g o r Í t m o  e n t r e  S 

- 
e  n  r e s o l v e  o  p rob lema  P B  ( 9 )  . 

~ e m o n s t r a ç ã o  : A demons t ração  segue 191 d i r e t a m e n t e ,  sendo a p r e s e n  - 
t a d a  somente p a r a  m a n t e r  c o m p l e t o  o  t r a t a m e n t o .  

Suponha-se , p o r  absurdo ,  que 9 6 )  = r(; )  > h ( ~ )  . 
S e j a  P  = (nl,n p.. . ,np) um caminho de c u s t o  mÍn imo e n t r e  S 

e  T.  M o s t r a - s e  i n i c i a l m e n t e :  

( a )  No i n s t a n t e  em que n 6 e s c o l h i d o , h ã  na l i s t a  A b e r t o  um nõ GeP 

com g ( 6 )  L g(G)  (OU,  e q u i v a l e n t e m e n t e ,  Q(6) = g ( 6 ) ,  p o r  d e  

f i n i ç ã o  de g) : 

Se nl e s t á  a b e r t o  , ( a )  6 s a t i s f e i t o  

Senão, s e j a  nk o  nó de m a i s  a l t o  Í n d i c e  em P t a l  que nk 

e s t á  f e c h a d o  e  g ( n k )  = g ( n k ) .  k  c p  , p o i s  np  E T e 

nós em T nunca são f echados .  

Como nk e s t á  fechado ,  n k  f o i  e x p a n d i d o  e  nk+l E r ( n k )  fi P 

f o i  g e r a d o  com c u s t o  g(nk+l) = g ( n k )  + c ( n  k ~ n k + l )  = d n k )  + 

+ c ( n k g k + , )  = g(nk+,)  , permanecendo após as  e l i m i n a ç õ e s  em 



A b e r t o  ( p o i s  nk+, não e s t a v a  em Fechado) ,  com g(nk+l) 2 

< g(nk+l) - 

Por  h i p ó t e s e ,  nk+l não 6 f echado  p o s t e r i o r m e n t e  e  ( a )  é vá -  

- 
l i d o  com n  = nk+l . 

Pode-se agora  e s t a b e l e c e r  a  c o n t r a d i ç ã o :  

- 
No i n s t a n t e  em que n é f echado ,  tem-se 

f ( n )  = g(G) + O p o r  h i p ó t e s e  

h ( $ )  p o r  h i p ó t e s e  de a b s u r d o  

= g  (6) t .h (6) p o i s  6  p e r t e n c e  a  um caminho ó t i m o  

e n t r e  S e  T  

> l j ( 6 ) + h ( í i )  - usando (a )  

= f ( 6 )  

P o r t a n t o ,  f(G) > f ( 6 )  o  que 6 absu rdo ,  p o i s  o  a l g o r i t m o  e s c o l h e  - 
* 

r i a  n  no passo 1  . 

O teorema (19)  demons t ra  a  a d m i s s i b i l l d a d e  do a l g o r i t  - 
mo Â,  j u n t a m e n t e  com o  lema ( 1 7 ) .  Os r e s u l t a d o s  ac ima podem s e r  

eng lobados  no teorema a  s e g u i r ,  em que o  c i t t ê r i o  de pa rada  6 pou - 
co r e a l i s t a .  

20  Teorema : Sejam H f i n i t o  sem c i c l o s  de c u s t o  n e g a t i v o ,  T  aces  - 
s i v e l  a  p a r t i r  de S . Se h  s a t i s f a z  (21 )  a  p a r t i r  de uma c e r t a  

i t e r a ç ã o ,  e n t ã o  Â com o  c r i t ê r i o  de pa rada  (21)  t e r m i n a  com uma 

s o l u ç ã o  õ f i m a  de P B  ( 9 )  . 



21 C r i t é r i o  de p a r a d a  : O c r i t é r i o  d s a t i s f e i t o  se 

i + n  C N f i ( n )  5 h ( " )  

t f n  e T  f i ( n )  = b 

C r i t é r i o s  de p a r a d a  : E d i f f c i  1  e l a b o r a r  c r i t é r i o s  que t e r m i n e m  o  

a l g o r i t m o  com a  c e r t e z a  de t e r  e n c o n t r a d o  um caminho  de c u s t o  m f n i  - 
mo, a  não s e r  que s e j a  c o n h e c i d a  a lguma função  f i *  s a t i s f a z e n d o  

( 2 1 ) .  Nesse caso ,  fi pode s e r  comparada com fi* a o  i n v é s  de h. 

T a i s  f unções  são c o n h e c i d a s  p a r a  m u i t o s  p rob lemas  e  encon t ram- se  

exemplos r e l a c i o n a d o s  I n t e l i g ê n c i a  A r t i f i c i a l  em 121. Um e s t u d o  

r e l a c i o n a d o  a  p rob lemas  de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  s e r á  f e i t o  na se-  

ç ã o  3 . 

É b a s t a n t e  c o n h e c i d o  1 3 1  o  f a t o  de que  a  u t i l i z a ç ã o  de 

f u n ç õ e s  fi que não s a t i s f a z e m  (21 )  pode l e v a r  a  s o l u ç õ e s  r á p i d a s  

p a r a  o p rob lema  de busca  de caminhos  e n t r e  S e  T , mas não  se po-  

de g a r a n t i r  sua o t i m a l i d a d e .  E s t e  f a t o  é e x p l o r a d o  p e l o  a l g o r i t m o  

Â,  que pode i n i c i a r  com uma k e u r í s t i c a  " f o r t e "  e  d i m i n u i r  6, i t e -  

r a t i v a m e n t e  ã medida que s o l u ç õ e s  sub-Ót imas são e n c o n t r a d a s .  Se 

d u r a n t e  a  execução  do a l g o r f t m o  e s g o t a r - s e  o  tempo d i s p o n i v e l ,  po-  

de- se  p a r a r ,  r e c u p e r a n d o  na 1  i s t a  A b e r t o  a  m e l h o r  s o l u ç ã o  e n c o n t r a  - 
da a t é  e n t ã o .  

Uma e s t r a t é g i a  de redução  de fi s e r á  s u g e r i d a  em cone - 
xão com p rob lemas  de d e c i s ã o  s e q u e n c i a l ,  onde se m o s t r a  tambgm que 

v á r i o s  a l g o r i t m o s  de busca em g r a f o s  podem s e r  e x p r e s s o s  como casos  

p a r t i c u l a r e s  de A . 



Um f a t o  i n t e r e s s a n t e  s o b r e  A  é demons t rado  a s e g u i r ,  

l i g a d o  ao p rob lema  de e n c o n t r a r  caminhos de c u s t o  mín imo a  t o d o s  

os  nós de T a c e s s f v e i s  a  p a r t i r  de S . 

22 Teorema : Suponha-se que H s a t i s f a z  : h i pó tese  ( 1 6 ) .  Suponha-se 

que em alguma i t e r a ~ ã o ,  o  passo  1  de Â e n c o n t r o u  em A b e r t o  somen - 
t e  nós p e r t e n c e n t e s  a  T . Nesse caso ,  q u a l q u e r  que t enha  s i d o  o 

compor tamento  de fi , tem- se 

( i )  Encon t ram- se  em A b e r t o  t o d o s  os nós de T a c e s s í ' v e i s  a  p a r -  

t i r  de S p o r  caminhos que não passam p o r  T . 
( i i )  S e j a  n  um nó de A b e r t o .  Se e x i s t e  um caminho de c u s t o  m í -  

n imo e n t r e  S e  n  que não passa  p o r  T , e n t ã o  

G(n)  = g ( n )  

( i )  A  p r i m e i r a  p a r t e  6 c o n s e q u ê n c i a  d i r e t a  do lema ( 1 7 )  : b a s t a  

a p l i c a r  o  a l g o r i t m o  ao g r a f o  o b t i d o  f a z e n d o  r ( n )  = @ 9 neT, 

com o  a1 vo n  . 
( l i )  S e j a  n  um nó de A b e r t o  no i n s t a n t e  c o n s i d e r a d o  

S e j a  P um caminho de c u s t o  mrnimo e n t r e  S e  n  , t a l  que 

P não passa  p o r  T . 
Na p a r t e  ( a )  da demons t ração  do teorema ( 1 9 ) ,  m o s t r a - s e  que 

A 

quando A e n t r a  no passo  2,  e x i s t e  em A b e r t o  um nó de P 

com ij(,) = g ( i )  . 
Po r  h i p ó t e s e ,  n  6 o  Ú n i c o  nó de P p r e s e n t e  em A b e r t o  e ,  

- 
p o r t a n t o ,  n  = n  , o  que c o m p l e t a  a demons t ração .  



O t e o r e m a  a c i m a  ê Ú t i l  quando  se p r o c u r a  e n c o n t r a r  c a -  

m i n h o s  de c u s t o  m i n i m o  a  t o d o s  o s  n ó s  do  a l v o ,  e  p o d e r i a  s e r  u s a d o  

p a r a  d e m o n s t r a r  a  a d m i s s i b i l i d a d e  do  a l g o r r t m o  1 1 1 . 1 . 1 7  . 



seção  2  - OTIMIZAÇÃO EM GRAFOS DOTADOS D E  UMA RELAÇÃO DE PREFERÊN- 

Em c e r t o s  p rob lemas  de o t i m i z a ç ã o  pode e x i s t i r  uma r e -  

l a ç ã o  de p r e f e r ê n c i a  d e f i n i d a  no c o n j u n t o  de nós .  E s t e  caso  pode 

o c o r r e r  quando o s  n8s são c o n j u n t o s ,  n a t u r a l m e n t e  o rdenados  p e l a  

r e l a ç ã o  de c o n t i n ê n c i a ,  o u  quando o s  nós são v e t o r e s  de um espaço  

e u c l i d i a n o  com a  o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  u s u a l  (componente a componente ) .  

Em p rob lemas  de p l a n e j a m e n t o  é comum a c e i t a r - s e  que u-  

ma c o n f i g u r a ç ã o  p a r a  um s i s t e m a  é s u p e r i o r  a  o u t r a  sempre que a  

p r i m e i r a  p o s s u i r  um excesso  de i n s t a l a ç õ e s  s o b r e  a  segunda. E s t e  

c r i t é r i o  de p r e f e r ê n c i a  não 6 g e r a l ,  mas & f r e q u e n t e m e n t e  a p l i c i i  - 
v e l ,  como se comenta rá  no p r ó x i m o  c a p í t u l o .  

N e s t a  seção  i n t r o d u z - s e  o  p rob lema  de o t i m i z a ç ã o  em 

g r a f o s  d o t a d o s  de uma r e l a ç ã o  de p r e f e r ê n c i a ,  examinando as  s i m p l  - i 
f i c a ç õ e s  que pode s o f r e r  o  a l g o r i t m o  Â ( 13 )  d e v i d o  a  essa  . r e l a s ã o .  

A r e l a ç ã o  de p r e f e r ê n c i a  s e r á  d e f i n i d a  a  p a r t i r  de uma 

f u n ç ã o  u t i l i d a d e  com v a l o r e s  em a lgum espaço e u c l i d i a n o .  

C o n s i d e r e- s e  o  p rob lema  P B  ( 9 )  . 

23 ~ e f i n i ~ ã o  : O p rob lema  PB 6 d i t o  p a r c i a l m e n t e  o rdenado  se e x i s t i r  

uma f u n ç ã o  u t i l i d a d e  u  : N + E onde E & um espaço  e u c l i d i a n o  

t a l  que:  
u ( n l )  2 u ( n )  

( i )  ( V n  E N ,  P ( n l  E ~ ( n ) )  
u ( n l ) = u ( n )  c (n ,n i )=O  

( i i )  ( i+ n,n l  E N) u ( n f )  L u ( n )  ++ h ( n t )  - < h ( n )  

Onde L 6 a o rdenação  u s u a l  em espaços  e u c l i d i a n o s .  



v . 2  

24 ~ e f i n i ç ã o  : A r e l a ç ã o  de p r e f e r ê n c i a  - > é d e f i n i d a  a  p a r t i r  de u :  

( ft n , n i  
E N )  n  - n '  .L-,?. u ( n )  - > u ( n l )  

Ado ta- se  a  n o t a ç ã o  s e g u i n t e :  

P o r t a n t o ,  se P B  é p a r c i a l m e n t e  o rdenado ,  pode- se  e s c r e  - 
v e r  ( 2 3 )  no  f o r m a t o  m a i s  c o n v e n i e n t e :  

25 ( i )  ( V n  E N ,  'tf. n '  E r ( n ) )  n i  n  

n '  - n  c ( n , n l )  = O 

( i i )  ( V n ,ni  E N) n i  > - n  =+h(n l )  - h ( n )  

Oslemasa s e g u i r  mos t ram a  e s t r u t u r a  i m p o s t a  ao g r a f o  R .  

26 - Lema : S e j a  P B  p a r c i a l m e n t e  o rdenado ,  N f i n i t o .  Nesse caso ,  

q u a l q u e r  c i r c u i t o  em H tem c u s t o  n u l o .  

Demonst ração ; 

S e j a  P = (no,nl,. . . ,np ,no) um c i  J-cu i t o  em H . 
Tem-se 

"0 
2 np > - ... nl e. d e v i d o  a  ( 2 5 i )  e  p o r t a n t o ,  

- - n o = "  ... =n 
P 

Usando ( 2 5 i )  

C ( B ~ ~ ~ , ~ )  = O i a 1  *2,. . . ,p , o  que c o m p l e t a  a demons t ra  - 

ção .  

27 - Lema : S e j a  P B  p a r c i a l m e n t e  o rdenado ,  N f i n i t o  
- 

S e j a  N = ( n  E N I T  é a c e s s í v e l  a  p a r t i r  de n l  



- 
S e j a  HT = ( N ~ , F )  O s u b g r a f o  ge rado  p o r  N, i s t o  é,  

Nesse caso ,  

( i )  ( V ~ E N )  h ( n )  6 f i n i t o q n ~ N ~  

( i i )  Os ramos de HT tem c u s t o s  não n e g a t i v o s  

~ e m o n s  t ração :  

( i )  S e j a  n  E NT . P o r  d e f i n i ç ã o  de N T ,  e x i s t e  k>O - t a l  que 

k - 
n ~ r ( n )  , i i ~ N  

Como T  6 a c e s s í v e l  a  p a r t i r  de i, h(;) < +- 
D e v i d o  aos lemas ( 6 )  e  ( 2 6 ) ,  h(;) > -- 
P o r t a n t o  h(;) é f i n i t o  e  d e v i d o  a  ( 2 5 )  

H * ;  - e  p o r t a n t o  

A i m p l i c a ç ã o  i n v e r s a  6 t r i v i a l ,  p o r  d e f i n i ç ã o  de h  ( 7 )  . 

( i i ) § e j a  ( n ,n i )  um ramo de H~ 

D e v i d o  a  ( i )  e  ( 2 5 ) ,  tem-se 

P o r d e f i n i ç ã o  de h  , 

Somando as d e s i g u a l d a d e s ,  obtem- se c ( n , n  ' )  - > O e  t e r  - 
mina a demons t ração .  



O lema (26) m o s t r a  que  a  h i p ô t e s e  ( 1 6 )  é r e d u n d a n t e  pa - 
r a  p rob lemas  com o rdenação  p a r c i a l .  O lema $27) m o s t r a  que c u s t o s  

n e g a t i v o s  podem o c o r r e r  somente em ramos que não podem f a z e r  p a r t e  

de um caminho t e r m i n a n d o  no a l v o  T. Os nÕs l i g a d o s  a  t a i s  ramos p o  - 
dem s e r  e1 i m i n a d o s  de N sem p r e j u i z o ,  o que pode s e r  f e i t o  p o r  Â: 

e l i m i n a m- s e  nós l i g a d o s  a  ramos de c u s t o  n e g a t i v o .  E s t a  s i m p l i f i c a  - 
ção  não  s e r á  f e i t a ,  p a r a  e v i t a r  a  c o m p l i c a ç ã o  de A .  

Como se v e r á  no c a p i t u l o  s e g u i n t e ,  caminhos de c u s t o  n u  - 
1 0  são i m p o r t a n t e s  em p l a n e j a m e n t o  a l o n g o  p r a z o ,  mas c i r c u i t o s  de-  

vem s e r  d e t e t a d o s  p e l o  a l g o r f t m o .  Pa ra  e v l  t a r  a  c o m p l i c a ç ã o  de Ã , 

f a z - s e  a  h i p ó t e s e  de não e x i s t ê n c i a  de c i r c u i t o s  em ( 2 8 ) .  Observe-  

se  que  d e v i d o  a ( 2 6 ) ,  e x c l u i - s e  somente o  caso  t ' p a t o 1 6 g l c o 1 1  de c i  r -  

c u l t o s  de c u s t o  n u l o .  

28 H i p Ô t e s e :  P B  é p a r c i a l m e n t e o r d e n a d o  ( 2 3 ) ,  N 6 f i n i t o  e  H 

não  tem c i r c u i t o s .  

Se P B  s a t i s f i z e r  ( 2 8 ) ,  a lgumas s i m p l i f i c a ç õ e s  pode - 
r ã o  s e r  f e i t a s  no  a l g o r i t m o  Ã,  d e s e n v o l v i d a s  a  s e g u i  r com base em 

um novo e n u n c i a d o  da r e g r a  de e l i m i n a ç ã o  ( 1 4 ) .  

29 Regra de e l i m i n a ç ã o  

n w t l  , i j ( n ) l G ( n t )  I - 
n  e l i m i n a  n 1  se e  sÕ se 

n  não p e r t e n c e  ao caminho encon  - 

I t r a d o p o r i  e n t r e  S e  n l  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  e l i m i n a - s e  um nó quando h o u v e r  ou-  

t r o  " me lho r"  e  "mais  b a r a t o " .  A segunda c o n d i ç ã o  s e r v e  somente pa-  

r a  e v i t a r  que um nÔ e l i m i n e  seus s u c e s s o r e s  em um caminho de c u s t o  



n u l o .  Essa c o n d i ç ã o  6 f a c i l m e n t e  i m p l e m e n t ã v e l .  

Passa- se à demons t ração  da a d m i s s i b i l i d a d e  do a l g o r i t -  

mo Á p a r a  p rob lemas  p a r c i a l m e n t e  o rdenados .  Supõe-se n e s t a  seção  

que o  a l g o r i t m o  usa a  r e g r a  de e l i m i n a ç ã o  ( 2 9 ) .  

30 - Lema : Suponha-se que P B  s a t i s f a z  ( 2 8 )  e  T 6 a c e s s i v e l  a  p a r -  

t i r  de S .  Nesse caso ,  q u a l q u e r  que s e j a  a  a t u a ç ã o  do passo  4 ,  sem - 
p r e  que Â e n t r a  no passo  1, e x i s t e  na 1 i s t a  A b e r t o  um nó n  s a -  

t i s f a z e n d o  

3 1 G(n) + h ( n )  = h ( ~ )  

Em o u t r a s  p a l a g r a s ,  a q u a l q u e r  momento f o i  e n c o n t r a d o  

um segmento de caminho Ó t imo  c u j o  nÓ t e r m i n a l  e s t 6  a b e r t o .  

~ e m o n s t r a c ã o  : C o n s i d e r e- s e  Á e n t r a n d o  no passo  1 em uma i t e r a -  

ção  q u a l q u e r .  

S e j a  i C N o  c o n j u n t o  de t o d o s  o s  nós n  ( i n c l u s i v e  de S )  g e r a -  

dos em q u a l q u e r  i t e r a ç ã o  a t é  o  i n s t a n t e  c o n s i d e r a d o ,  t a i s  que 

n  s a t i s f a z  ( 3 1 ) .  

Tem-se: # , p o i s  a lgum nó  de S s a t i s f a z  ( 3 1 )  
- 

S e j a  C N  o  c o n j u n t o  de nÓs max ima i s  de N 

( i s t o  é ,  n 1  E i, nil E i 4 n u +  n i )  

3 2  Tem-se: um e l e m e n t o  .6 lde  i somente pode s e r  e l i m i n a d o  p o r  o u  - 
- 

t r o  e l e m e n t o  n  de N s a t i s f a z e n d o  n  " n ,  G ( n ) = i ( i )  , 

h ( n )  = h ( i )  . 
De f a t o ,  s e j a  fi E 

n  e l i m i n a  i =+n Z i  - d e v i d o  a  (29 )  



somando, Q ( n )  + h ( n )  - Q ( 6 )  + h(;) = h ( ~ )  

A i g u a l d a d e  v a l e  p o r q u e  h ( S )  6 mínimo.  I s s o  e  n 6  - mostram 

que n  N . 
- - 

A l é m  d i s s o ,  como n  é max ima l ,  n  Y fi e  p o r t a n t o  n  = n  , 

h  (n )  = h  ( 6 )  , Q ( n )  = Q ( 6 )  

- 
Um e l e m e n t o  de N somente pode s e r  e l i m i n a d o  ao s e r  ge rado :  

.., - .. 
De f a t o ,  se n  e l i m i n a  n  , e n t ã o  n  e l i m i n a  n, p o i s  n  = n, 

A 

Q ( n )  = Q ( 6 )  . O passo  3 de A i n i c i a  p e l a  e l i m i n a ç ã o  dos nós 

ge rados  p o r  e l e .  
- 

Se nenhym e lemen to  de N f o i  f echado ,  nada há p o r t a n t o  a  d e m o n s t r a r ,  

uma vez  que i # @ e  o  p r i m e i r o  nó de N ge rado  não f o i  e l i -  

minado.  

- 
Suponha-se p o r t a n t o  que n  f o i  o  Ú l t i m o  nó de a  s e r  f echddo .  

E x i s t e  um nó 6  E I'(;) t a l  que 6 E i que 6 comparado com os nós 

1 i s t a d o s .  

- 
Como n  é max ima l ,  i y  6 

3 3 p o r  ( 2 5 )  6 > f i  - e  p o r t a n t o  n  = n  
- 

Consequentemen t e ,  h  ( 6 )  = h  ( h ) ,  i j ( f i )  = Q ( 6 )  

A - 
Se n  e n t r a  em A b e r t o ,  t e r m i n a  a  demons t ração ,  p o i s  n  f o i  o  Ú l t i -  

- 
mo a  s e r  f echado  e um nó de N l i s t a d o  não pode s e r  e l i m i n a d o .  

A 

Suponha-se p o r  a b s u r d o  que n  6 e l i m i n a d o  p o r  um nó n .  

A - 
Tem-se n = n - n  d e v i d o  a  ( 3 2 )  e ( 3 3 )  

- 
n  não p e r t e n c e  ao caminho  e n t r e  S e  n,  p o i s  i e s t a v a  a b e r t o  

- 
n  não p e r t e n c e  ao caminho e n t r e  S e  n,  p o i s  n  e l i m i n a  6 ~ r ( E )  

- - 
l o g o ,  n  e l i m i n a  n  , n  e l i m i n a  n  e  ambos c o e x i s t e m  e n t r e  os  



n ó s  l i s t a d o s :  i s s o  é a b s u r d o ,  p o i s  o  ú l t i m o  e n t r e  o s  d o i s  a  s e r  ge  - 
r a d o  s e r i a  e l i m i n a d o  p e l a  r e g r a  ( 2 9 ) .  

O lema a  s e g u i r  c o r r e s p o n d e  a o  lema ( 1 8 ) :  

34 - Lema: Suponha- se  q u e  P B  s a t i s f a z  (28 )  e T  é a c e s s i v e l  a  p a r t i r  

de S . Nesse c a s o ,  q u a l q u e r  que  s e j a  a  a t u a ç ã o  do  p a s s o  4 ,  o  a l g o  - 
r i t m o  Á com a  r e g r a  de e1 i m i n a ç ã o  ( 2 9 )  a t i n g e  o  p a s s o  5 em um nÚ- 

mero f i n i t o  de i t e r a ç õ e s .  

D e m o n s t r a ç ã o :  Segue- se o  m é t o d o  u s a d o  na d e m o n s t r a ç ã o  de ( 1 7 ) .  O 

lema ( 3 1 )  g a r a n t e  que o  a l g o r r t m o  não  p a r a  n o  p a s s o  1, p o i s  A b e r t o  

nunca  e s t á  v a z i a .  A  p a r t e  ( b )  da d e m o n s t r a ç ã o  c o n t i n u a  v á l i d a  e  não 

p r e c i s a  s e r  r e f e i t a .  

. O  t e o r e m a  a  s e g u i r  c o r r e s p o n d e  ao  teo rema ( 1 9 )  : 

35 Teorema : Suponha- se que  P B  s a t i s f a z  ( 2 8 ) .  Suponha- se q u e  o  a l -  
e 

g o r i t m o  A com a  r e g r a  ( 2 9 )  e n t r a  no p a s s o  5 em a lguma i t e r a ç ã o , s a  - 
t i s f a z e n d o  n e s s e  i n s t a n t e  

- 
Neese c a s o ,  o  caminho  g e r a d o  e n t r e  S e  o  n ó  e s c o l h i d o  n  r e s o l v e  

P B .  

A 

~ e m o n s t r a ç ã o :  D e v i d o  ao  lema ( 3 1 ) ,  quando  i é e s c o l h i d o ,  e x i s t e  n  

em ~ b e r t o  t a l  que  

36 ~ ( 6 )  + h ( n )  = h ( S )  

Tem-se: 

~ ( i )  = + h(;) p o r h i p Ó t e s e , p o i s  ~ E T  e  6(;)=0 

= T ( n )  p o r  d e f i n i ç ã o  ( p a s s o  1  de Á )  



e ( : )  - p o i s  f (R) ê m in imo ,  p o r  c o n s t r u ç ã o  

< i j (? i )+h(? i )  - p o i s  h ( 6 )  - > f i ( ? i )  p o r  h i p ó t e s e  

< h ( S )  - d e v i d o  a  ( 3 6 )  

Mas p o r  d e f i n i ç ã o  de g, O(;) 2 h ( ~ )  e  p o r t a n t o  

G ( R )  = g ( n )  = h ( S )  , o  que  c o m p l e t a  a  d e m o n s t r a ç ã o  . 

37  C o r o l á r i o  : Se P B  f o r  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o ,  s ã o  v á l i d o s  o s  r e s u l  - 
t a d o s  da s e ç ã o  a n t e r i o r  ( 1 7- 2 0 )  p a r a  o  a l g o r i t m o  Â com a  r e g r a  de 

e1 i m i  n a ç ã o  ( 2 4 )  . 
Demons t ração :  Os r e s u l t a d o s  de ( 1 7 )  e  ( 1 9 )  f o r a m  d e m o n s t r a d o s  em 

( 3 4 ) ,  ( 3 5 ) .  0 s  r e s u l t a d o s  de ( 1 8 )  e  ( 2 0 )  seguem i m e d i a t a m e n t e  dos  

a n t e r i o r e s .  

Os r e s u l t a d o s  a c i m a  p e r m i t e m  uma r e d u ç ã o  dos r e q u i s i  - 
t o s  c o m p u t a c i o n a i s  n e c e s s á r i o s  r e s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  em que se  

d e f i n e  uma o r d e n a ç ã o  p a r c i a l .  E s t e  o  c a s o  de p r o b l e m a s  d e  o t i m i -  

zação  da e x p a n s ã o  a  l o n g o  p r a z o  de s i s t e m a s .  Nesses p r o b l e m a s  a  o r  - 
dem em que o s  e q u i p a m e n t o s  são  i m p l e m e n t d d o s  é i m p o r t a n t e  n o  c á l c u -  

l o  dos  c u s t o s ,  o  q u e  pode  d a r  o r i g e m  a  p a r e s  de c o n f i g u r a ç õ e s  compa - 
r á v e i  s  p o r  ( 2 9 ) .  

Deve- se o b s e r v a r  que  a s  e 1  i m i n a ç õ e s  f e i t a s  p e l o  a l g o  - 
r i t m o  tem como f i n a l i d a d e  r e d u z i r  tempo e  memór ia  em sua e x e c u ç ã o  . 
Desde que o  g r a f o  H n ã o  p o s s u a  c i c l o s  de c u s t o  n u l o ,  t o d a s  as  c o n  - 
c l u s õ e s  a c i m a  s ã o  vá1  i d a s  p a r a  o  a l g o r i t m o  Â sem e1 i m i n a ç õ e s .  I s s o  

c o n d u z  à s e g u i n t e  o b s e r v a ç ã o :  

O b s e r v a ç ã o  : A u t i l i z a ç ã o  das r e g r a s  de e l i m i n a ç ã o  em Â pode s e r  



s u p r i m i d a ,  sempre que  i s s o  l e v a r  a  uma economia  em tempo de compu- 

t a ç ã o  o u  memór ia .  

A m a n i p u l a ç ã o  das  l i s t a s  A b e r t o  e  Fechado  p o d e  s e r  t r a  - 
b a l h o s a ,  quando  a  v e r i f i c a ç ã o  da r e g r a  de e l i m i n a ç ã o  f o r  c o m p l e x a  . 

a 

O a l g o r i t m o  A não  e1 i m i n a  nós  f e c h a d o s  p o r  e s t a  r a z ã o ,  embora  p o s  - 
sa s e r  f a c i l m e n t e  m o d i f i c a d o  com e s t a  f i n a l i d a d e ,  o  que 6 f e i t o  em 

1341:  s e  o  p a s s o  3 g e r a  u m  nÓ j á  p r e s e n t e  em Fechado  com c u s t o  s u-  
- 

p e r i o r ,  sua  e x p a n s ã o  & novamente  e x e c u t a d a  p o r  A e  o  n ó  e x i s t e n t e  

,não & r e t i r a d o  de Fechado.  Em 1341 não  s e  r e f a z  a  e x p a n s ã o ,  a p r o  - 
v e i t a n d o - s e  o s  r e s u l t a d o s  já l i s t a d o s .  * 

A e l i m i n a ç ã o  t o t a l  da  m a n i p u l a ç ã o  da l i s t a  F e c h a d o  6 

c o n v e n i e n t e  quando  se p u d e r  c o n c l u i r  que  p o u c a s  e l i m i n a ç õ e s  s e r ã o  

f e i t a s  p o r  s e u s  e l e m e n t o s .  Pode- se  n e s s e  c a s o  m a n t e r  a l i s t a  f o r a  

da memór ia  r á p i d a  do c o m p u t a d o r ,  ganhando em tempo a  memór ia .  

Em p r o b l e m a s  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o s  p o d e- s e  f a z e r  e s s a  

s i m p l i f i c a ç ã o  sem g r a n d e s  p e r d a s ,  como s e  d e m o n s t r a r á  n o  r e s t a n t e  

d e s t a  seção .  Os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  s ã o  v á l i d o s  somen te  p a r a  o  a l g o  - 
a 

r i t m o  A com h=O, i s t o  é ,  sem u t i l i z a ç ã o  de h e u r i s t l c a .  

39 Suponha- se q u e  PB & p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o ,  N & f i -  

n i t o  e  T 6 a c e s s i v e l  a  p a r t i r  de q u a l q u e r  n ó  de S ( o b s e r v e - s e  que 

n e s s e  c a s o  q u a l q u e r  ramo de H tem c u s t o  não  n e g a t i v o  e  H não  tem 

c i c l o s  ( 2 7 ) )  . Suponha- se a i n d a  que  fiz0 em q u a l q u e r  i t e r a ç ã o  d o  
a 

a l g o r i t m o  A e  que  o  p a s s o  5 s i m p l e s m e n t e  t e r m i n a  o  a l g o r í t m o ,  que 

u t i l i z a  a  r e g r a  de e l i m i n a ç ã o  ( 2 9 ) .  

* Pode- se  d e m o n s t r a r  que  se  a  h e u r f s t i c a  f i  f o r  c o n s t a n t e  e  s a t i s f i -  
z e r  p r o p r i e d a d e s  s e m e l h a n t e s  a  uma d i s t â n c i a  ( h ( n , n ' ) > h ( n l ) - f i ( n )  - 
v n ,n l cN)  & i m p o s s i v e l  h a v e r  e l i m i n a ç õ e s  em Fechado .  V e r  161.  

Essa  p r o p r i e d a d e  s a t i s f e i t a  p o r  fi=O, o  que s e r á  e s t u d a d o  a d i a n t e .  



Com as h i p õ t e s e s  (39), tem-se uma fo rma m o d i f i c a d a  do 

a l g o r r t m o  de D i j k s t r a  , fazendo  uso  da o rdenação  p a r c i a l  de P B .  são 

e v i d e n t e m e n t e  v á l i d a s  t o d a s  as  c o n c l u s õ e s  s o b r e  a  a d m i s s i b i l i d a d e  

de Â o b t i d a s  n e s t a  seção. 

40 Teorema : C o n s i d e r e- s e  o  p rob lema  P B  com as h i p õ t e s e s  ( 3 9 ) .  Su- 
- 

ponha- se que em uma i t e r a ç ã o  q u a l q u e r  6 ge rado  no passo  3 um nÔ n  

A 

e  s e j a  n  um nó q u a l q u e r  fechado.  Nesse caso,  nenhum e n t r e  o s  d o i s  

nÕs pode e l i m i n a r  o  o u t r o  p e l a  r e g r a  ( 2 9 ) .  

Observe- se  i n i c i a l m e n t e  que com f i = O ,  tem-se 7 = 9. 

D e v i d o  ao lema ( 2 7 ) ,  q u a l q u e r  ramo tem c u s t o  não n e g a t i v o ,  e  p o r t a n  - 
t o  

n  E N ,  n 1  E r ( n )  c ( n , n l )  - > O ,  o u  s e j a  

B ( n l )  2 9 ( n )  

A cada i t e r a ç ã o ,  o  a l g o r i t m o  e s c o l h e  o  menor v a l o r  de l i s t a d o  e  

i n t r o d u z  na l i s t a  novos v a l o r e s  não i n f e r i o r e s  â q u e l e .  P o r t a n t o , s e  

n 1  6 f echado  d e p o i s  de n ,  J ( n i )  2 Q ( n )  

- 
A 

( a )  n n ã o e l i m i n a  n. 

Suponha-se que,  p o r  absu rdo ,  n > - 6 ,  ~ ( d  - < J ( 6 )  
- - 

S e j a  P = (no,n ,,..., n  ,n)  o  caminho e n t r e  S e  n  e n c o n t r a  
P  - 

do p e l o  a l g o r r t m o .  

No i n s t a n t e  em que n  f o i  f echado ,  a l gum nó nk de P e s t a -  

va a b e r t o ,  p o i s  6 f o i  f e c h a d o  a n t e s  de n  . 
P  

Tem-se 

9 ( 6 )  5 9 b k )  p o i s  6 f o i  f echado  a n t e s  de nk 

A 

5 g(nk+,) p o i s  o s  c u s t o s  são não n e g a t i v o s  



a 

P o r t a n t o ,  i j ( n k )  = g(nk+,)  = .. . = 3(R)  = i j ( 6 )  

Dev ido  a  ( 2 5 i )  e  à h i p ó t e s e  de absu rdo ,  

- - 
" k  = " k + l  -. ... = ii )- n  - 

- 
P o r t a n t o ,  nk 2 n, > ( n k )  - >(i) e  nk  não e s t á  no  caminho 

de S a  ( p o i s  ambos c o e x i s t e m  em A b e r t o ) .  

F i n a l m e n t e ,  em a lguma i t e r a ç ã o  c o e x i s t i r a m  em A b e r t o  
- - nk  e 

n, sendo que nk e l i m i n a  n . I s s o  é absu rdo ,  pois n s e r i  - 
a  e l i m i n a d o  na i t e r a ç ã o  em que o  Ú l t i m o  e n t r e  os  d o i s  f o i  ge-  

rado .  

a 
- 

( b )  n  n ã o e l i m i n a  n  

Suponha p o r  a b s u r d o  que 

- 
6 - > n ,  > ( E )  ( G ( n ) ,  n  não  e s t á  no  caminho 

- 
S e n  

- 
P = (no,nl,...,n ,n)  

P - 
No i n s t a n t e  em que n  f o i  f echado ,  um nó nk 

P  g e r a d o  e n t r e  

de P e s t a v a  

a b e r t o  (como em ( a ) )  . 
Tem-se, como a n t e r i o r m e n t e ,  

~ ( 6 )  2 ~ ( n , )  p o i s  6 é fechado  a n t e s  de nk 

4 . . . < n  4 t L n  
"k  - - P -  - 

P o r t a n t o ,  fi > n k ,  - g ( 6 )  f g ( n k ) ,  não e s t ã  no caminho en-  

t r e  S e  nk . 



Logo, n  e l i m i n a  nk e  c o e x l s t e  com nk na l i s t a  A b e r t o  em 

alguma i t e r a ç ã o ,  o  que é i m p o s s i v e l  e  t e r m i n a  a  demons t ração .  

O r e s u l t a d o  ac ima j u s t i f i c a  o abandono c o m p l e t o  de com - 
parações  com nós f echados  quando não se u s a r  h e u r f s t i c a .  E x i s t e m  

r a z õ e s  p a r a  se  supo r  que se  a  h e u r f s t i c a  usada f o r  r a z o a v e l m e n t e  r e  - 
a l i s t a ,  s e r ã o  r a r a s  as e l i m i n a ç õ e s  d e v i d o  a  nós fechados  e pode- se  

economiza r  tempo e memõria mantendo a  l i s t a  Fechado em d i s c o ,  sem 

e f e t u a r  e l i m i n a ç õ e s .  Essa abordagem f o i  u t i l i z a d a  com ê x i t o  na i m  - 
p lemen tação  comentada no C a p i t u l o  V I 1  . 



Seção 3 - GRAFOS EM CAMADAS E PROBLEMAS D E  D E C I S Ã O '  SEQUENCIAL 

Prob lemas  de d e c i s ã o  s e q u e n c i a l  em p r o c e s s o s  d e t e r m i -  

n & s t i c o s  a  h o r i z o n t e  f i n i  t o  admi tem uma r e p r e s e n t a ç ã o  p o r  g r a f o s  

com uma e s t r u t u r a  e s p e c i a l ,  a  que se chamará G r a f o s  em Camadas. A 

a p l i c a ç ã o  a  esses  g r a f o s  das t é c n i c a s  d e s e n v o l v i d a s  n e s t e  c a p f t u l o  

conduz a  métodos e f i c i e n t e s  p a r a  sua r e s o l u ç ã o .  

S e j a  H = (N , r )  um g r a f o ,  'onde i' : N =+ P(N)  é t a l  

que ( Y n c N )  r ( n )  ê f i n i t o .  

41 ~ e f i n i ç ã o  : O g r a f o  H 6 um g r a f o  em camadas se e x i s t i r  uma p a r  - 
t i ç ã o  de N 

{ N i I i , ,  , onde I = (0,1,2 ,... ) c M  , t a l  que  

( i )  NO ê f i n i t o  

( i i )  ( V ~ E N ~ )  r ( n )  c N ~ + '  ou  r ( n )  = @ , i=0,1,2, . , .  

42 As s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s  seguem i m e d i a t a m e n t e  da de-  

f i n i ç ã o  ac ima:  

i 
Cada camada N de N é um c o n j u n t o  f i n i  t o .  

Se I f o r  f i n i t o ,  H 6 f i n i t o .  

H não tem c i c l o s .  

D e f i n e - s e  a  s e g u i  r um p rob lema  de busca de caminhos 

de c u s t o  mfnimo em g r a f o s  em camadas ( P Bc ) .  T r a t a - s e  do p rob lema  

PB (9), em que S c No e  o  a l v o  T  e s t á  c o n t i d o  em a4guma cama- 

f da N . Suponha-se c o n h e c i d a  a  f u n ç ã o  c u s t o  c  , d e f i n i d a  em ( 3 ) ,  

e  h  d e f i n i d a  em ( 7 )  . 



4 3  P B C  : S e j a  H = (N,r) um g r a f o  em camadas (41 ) .  Se ja '  f E I e  c 0 2  

f 
s i de rem- se  S ~ N ' ,  T C N  . E n c o n t r a r ,  se e x i s t i r e m ,  d o i s  

nós s  E S e  ti E T e  um caminho G u n i n d o  s  a  t, t a i s  

que C ( G )  = h (S )  . 

A s e g u i r ,  e s t a b e l e c e - s e  um e n u n c i a d o  b a s t a n t e  g e r a l  pa - 
r a  p rob lemas  de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s  a  e s t a d o  f i n i t o  e h o r i z o n t e  f i  - 
n i  t o ,  i d e n t i f i c a d o s  p o s t e r i o r m e n t e  ao probd:&ma P B C  . 

4 4  Sejam I = (0 ,1 ,2 , . . . , f )  uma f a m í l i a  de e s t á g i o s ,  a  

um espado de e s t a d o s  f i n i t o  e  se jam a. c o  , i = 0 , 1  ,..., f - 1  con 
I - 

j u n t o s  de e s t a d o s  a d m i s s l v e i s ,  U i  , = O 1  f - 1  c o n j u n t o s  de 

c o n t r o l e s  a d m i s s Í v e i s ,  U i  c U , onde U é o  espaço de c o n t r o l e s ,  

f i n i  t o .  

Cons iderem- se  c o n h e c i d o s  os  mapeamentos 

que assoc iam a  um e s t a d o  x i  e  um c o n t r o l e  ui a d m i s s i v e i s  em um 

e s t á g i o  i E I , um e s t a d o  de a 

Suponham-se c o n h e c i d a s  f unções  c u s t o  

c .  : a i  x U i  R , 
1 

i =O, l , .  . . , f - 1  t a i s  que 

xi  E o. ,  1 ui E u i  c i  ( x i , u i )  E R 

Sejam também c o n h e c i d o s  os  mapeamentos 



q u e  a s s o c i a m  a  um e s t a d o  a d m i s s i v e l  o s  e s t a d o s  s u c e s s o r e s  p e r m i t i  - 
dos n o  e s t á g i o  s e g u i n t e .  * 

i 48 ~ e f i n i ç ã o  : Dada una s e q u ê n c i a  U=(U )iPO,l,.,.,f-l , d i  z - s e  que 

O a  s e q u ê n c i a  6 a d m i s s Í v e 1  p a r a  o  e s t a d o  i n i c i a l  x  E o  s e  
O 

i 
u  E Ui , i = O , l , . .  . , f - 1  e  e x i s t e  uma s e q u ê n c i a  X = ( X ~ ) ~ ~ ,  

t a l  que,  p a r a  i = O s l ,  ..., f - 1  , 

Nesse c a s o ,  d i z - s e  q u e  a  s e q u ê n c i a  u  g e r a  a  t r a j e t ó r i a  a d m i s s i -  

v e l  x  e  d e f i n e - s e  o  c u s t o  d a  s e q u ê n c i a  u  p o r  

50 P r o b l e m a  de C o n t r o l e  Õ t i m o  : C o n s i d e r a - s e  n e s t e  t r a b a l h o  o  s e g u i n  - 
t e  e n u n c i a d o  p a r a  o  P r o b l e m a  de C o n t r o l e  Õ t i m o  : Dados S c o, , 

o  
T c c f  , e n c o n t r a r  um e s t a d o  i n i c i a l  x  E S ,  uma s e q u ê n c i a  de c o n  - 

o  * a d m i s s r v e l  p a r a  o  e s t a d o  i n i c i a l  x  e  a  t r a j e t ó r i a  x 

O g e r a d a  p o r  e  x  , t a i s  q u e  : 

A * f 
( i )  o  e s t a d o  t e r m i n a l  x s a t i s f a z  x  E T 

( i i )  a  s e q u ê n c i a  u tem c u s t o  m i n i m o  e n t r e  t o d a s  as  s e q u ê n c i a s  

a d m i s s i v e i s  p a r a  e s t a d o s  i n i c i a i s  em S ,  c u j a s  t r a j e t ó r i a s  

tem e s t a d o s  f i n a i s  em T .  

u e  X são chamadas,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  s e q u ê n c i a  6 t i m a  de c o n t r o l e s  

e t r a j e t ó r i a  Ó t i m a .  

* O mesmo t i p o  de r e s t r i ç ã o  p o d e  s e r  f e i t o  p a r a  o s  c o n t r o l e s ,  l i - 
m i t a n d o - o s  a  c o n j u n t o s  a d m i s s i v e i s  d e p e n d e n t e s  do e s t a d o .  E p o z  

s í v e l  f a z e r  a  e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  o s  d o i s  t i p o s  de r e s t r i ç ã o .  



Passa- se  em s e g u i d a  5 r e f o r m u l a ç ã o  do P r o b l e m a  de Con - 

t r o l e  ó t i m o  a c i m a ,  de modo a  c o l o c s - 1 0  no f o r m a t o  P B C  ( 4 3 ) .  

51 D e f i n i G ã o  : O G r a f o  E s t a d o - E s t á g i o  a s s o c i a d o  a o  P r o b l e m a  d e  C o n t r o -  

l e  ó t i m o  é um g r a f o  H = ( N , r )  , onde  

i i 
N = ( ( x  , i ) l x  E c r  , i E I )  e  

I 

i 
( V ( x  i )  E N t a i s  que  i < f )  

x i i  = X ,  i I xi" E s ~ ( x ~ )  4 f i ( x i , u i ) I  

f 
( v x f s a )  

r ( x f , f )  = m 

O g r a f o  e s b a d o - e s t ã g i o  um g r a f o  em camadas,  c u j a s  

camadas são  

i i i N = ( ( x  , i )  1 x E c r i )  . AS camadas são f i n i t a s ,  d e v i d o  5 

f i n i t u d e  de a  . 
D e f i n e m- s e  a  s e g u i r  o s  c u s t o s  a s s o c i a d o s  a o s  ramos de 

i i+l 52 ~ e f i n i ç ã o  : S e j a  r = x  i ,  x , i +  um ramo de H . O c u s -  

t o  a s s o c i a d o  a  r é d e f i n i d o  p o r  

53 o b s e r v a ç ã o  : P e r m i t e - s e  a lguma a m b i g u i d a d e  na  n o t a s ã o  dos c u s t o s  , 

p r e f e r i n d o - s e  c o n s e r v a r  a  l e t r a  ' c '  e  d i f e r e n c i a n d o - s e  sua  a p l i c a  - 
ç ã o  p e l o s  a r g u m e n t o s .  Com i s s o  em men te ,  u s a r - s e z ã o  p a r a  o s  c u s  - 
t o s  d e f i n i d o s  em (52 )  as n o t a ç õ e s  a b a i x o ,  segundo  s e  q u e i r a  o u  

não  e x p r i m i r  a  d e p e n d ê n c i a  dos  c u s t o s  com r e s p e i t o  à camada do  



g r a f o  ( e s t á g i o  i+l do p r o c e s s o )  . 

54 Teorema : O Prob lema de C o n t r o l e  b t i m o  (50 )  é e q u i v a l e n t e  ao p r g  

b lema P B C  ( 4 3 )  a p l i c a d o  ao g r a f o  e s t a d o - e s t á g i o  d e f i n i d o  em ( 5 1 ) .  

Demonst racão 

a 

B a s t a  o b s e r v a r  que a  d e t e r m i n a ç ã o  de uma t r a j e t õ r i a  Ót ima x  pa-  

r a  o  Prob lema de C o n t r o l e  b t i m o  r e s o l v e  complePãmente o  P r o b l e -  

ma: uma s e q u ê n c i a  Ó t ima  de c o n t r o l e s  6 o b t i d a  e s c o l h e n d o  Ci t a l  

que 

. . 
55 

i a i +1  
c i ( 2 ' , i i ' )  = m i n { c i  ( 2  , u

i
)  I x  = f i ( 2  i ,U i 1, u i E U i 1 

i i+l i + l )  = c ( x  ,X , 

Além d i s s o ,  q u a l q u e r  s o l u ç ã o  Õt111ma de ( 5 0 )  s a t i s f a z  ( 5 5 ) ,  o b v i a  - 
mente.  

i 
P o r  c o n s t r u ç ã o ,  ( ( x  , i ) ) i=o , l  ,..., é um caminho em H se e  so - 

i 
"lente se ( X  ) j = o , l , . . . , f  é uma t r a j e t ó r i a  a d m i s s f v e l  p a r a  ( 4 6 ) .  

P o r t a n t o ,  a  q u a l q u e r  s o l u ç ã o  Ó t i m a  de ( 5 0 ) ,  c o r r e s p o n d e  um caminho 

de c u s t o  mín imo de H; a  q u a l q u e r  caminho ó t i m o  em H c o r r e s p o n  - 
de uma s o l u ç ã o  Ót ima de ( 5 0 ) ,  d e v i d o  a  ( 5 5 ) .  

0s  f a t o s  ac ima são  b a s t a n t e  c o n h e c i d o s ,  embora não  pa - 
r e ç a  e x i s i t r  nenhum t r a t a m e n t o  u n i f i c a d o  de p rob lemas  de g r a f o s  e  

c o n t r o l e  Ót imo.  Q u a l q u e r  a l g o r i t m o  de busca de caminhos mrn imos 

em g r a f o s  pode s e r  usado na r e s o l u ç ã o  de PBC e  comenta- se a b a i x o  

a  u t i l i z a ç ã o  do a l g o r r t m o  A . 



O e s t u d o  da a p l i c a ç ã o  de Â 2 r e s o l u ç ã o  de P B C  r e s u -  

me-se ao e s t u d o  da m a n i p u l a ç ã o  da  h e u r í s t i c a  h . J ã  se o b s e r v o u  

que o  a l g o r í t m o  A *  é r e p r o d u z i d o  se fi i n d e p e n d e r  do e s t á g i o  do 

a l g o r í t m o  e  que 6-0 l e v a  ao a l g o r f ' t m o  de D i j k s t r a .  Em g r a f o s  em 

camadas , pode- se a s s o c i a r  um v a l o r  de fi a  cada camada, o b t e n d o  

r e s u l t a d o s  I n t e r e s s a n t e s ,  comentados a b a i x o .  

S e j a  A um nÜmero m u i t o  g rande ,  s u p e r i o r  ao c u s t o  de 

um caminho q u a l q u e r  e n t r e  S e  T no  p rob lema  P B C .  Examinam-se 

e x p r e s s õ e s  p a r a  fi, dependen tes  apenas das camadas de H:  

5 6  f i ( n i )  = i A , p a r a  t o d o  n i  E N 
i , i = O , l , .  . . , f  

A 

Com h e u r i s t i c a  ( 5 6 ) ,  A r e p r o d u z  o  a l g o r Í t m o  de ~ r o ~ r a m a ~ ã o  ~ i n â -  

m i c a  (da f r e n t e  p a r a  t r á s ) :  de f a t o ,  e x e c u t a - s e  a  expansão de nós 

de uma camada somente quando f o r e m  esgo tqdos  os  nós da camada an-  

t e r i o r .  

5 7  f i ( n i )  = ( f - i ) A  
i , + n i  E N t a l  que n i  é T,  i =O , l ,  ..., f 

f i ( n f )  = ( f + l ) ~  9 + n f  E T 

- 
, Com a h e u r i s t i c a  ( 5 7 ) ,  A compor ta- se  como um a l g o r f t  - 

mo de busca em p r o f u n d i d a d e  ( V e r  111 .1 .17) ,  a p l i c a d o  a  g r a f o s  em 

camadas. De f a t o ,  enquan to  h o u v e r  a lgum nó na camada N' , nenhum 
A 

nó de N ~ - ~  pode s e r  e s c o l h i d o  p e l o  passo  1 de A . Fazendo o  

a l g o r r t m o  t e r m i n a r  ao e n t r a r  no  passo  5,  tem-se nesse  i n s t a n t e  em 

A b e r t o  t o d o s  os  nós n  de T, acompanhados dos c u s t o s  G ( n ) = g ( n ) ,  

de a c o r d o  com o  teorema ( 2 2 ) .  



Algumas p o s s f v e i s  e s t r a t é g i a s  p a r a  a  m a n i p u l a ç ã o  de 

h e u r í s t i c a  s e r ã o  comentadas no  p r ó x i m o  c a p f t u l o ,  l i g a d a s  ao P r o b l e  - 
ma de P l a n e j a m e n t o  a  Longo P razo .  

p r o p õ e- s e  a b a i x o  uma e s t r a t é g i a  a p l ' i c á v e l  em g e r a l  ao 

PBC,  c u j o  desempenho m o s t r o u- s e  bom quando a p l i c a d o  a  p rob lemas  em 

que T é a c e s s f v e l  a  p a r t i r  de q u a l q u e r  nó de H ( n o t e - s e  que e s-  

t e  é o  caso  de p rob lemas  de busca  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o s ) :  

5 8  ~ s t r a t é g i a  de m a n i p u l a ç ã o  de fi : S e j a  A um número g rande  em r e  - 
l a ç ã o  aos c u s t o s  de caminhos em H .  Dese ja- se  a p l  i c a r  Â à r e s o -  

l u ç ã o  de P B C  ( 4 3 ) .  

I n i c i a l m e n t e ,  f a ç a - s e  

59  Suponha-se que em alguma i t e r a ç ã o  o  a f g o r í t m o  e n t r a  no passo  5 com 
- - - - 
n f  E T ( i s s o  c e r t a m e n t e  o c o r r e ,  d e v i d o  a  ( 1 7 ) ) ,  sendo (no,nl, ..., n f )  

o  caminho e n c o n t r a d o  e n t r e  no e  n f  . 

O passo  4  d e v e r á  d e f i n i r  uma nova h e u r í s t i c a  p a r a  ca-  

da n í v e l  ( se  não se d e c i d i  r p a r a r  o  p r o c e s s o ) ,  como a  s e g u i  r :  

Pa ra  i = 1 , 2 , . .  - 1  , sejam 

- 
- = . {  

se nenhum e lemenao de ~ ( n ; - ~ )  e s t á '  em A b e r t o  

g i m i n { ? j ( n i )  I n i  n i  a b e r t o }  no caso  c o n t r á r i o .  

- 
Se a lgum g l  # ? j ( n i )  f o i  e n c o n t r a d o ,  d e f i n e - s e  

- 
6 O f i (n i )  C g ( i f )  - g i  - 6 

onde 6 > 0  6 um número f i ~ o ,  pequeno em r e l a ç ã o  a  h ( S )  . 



i=1,2,.  . . , f - 1  , d e f i n e - s e  

E s t a  e s t r a t é g i a  p r o d u z  v a l o r e s  d e c r e s c e n t e s  de 6, de 

modo que em tempo f i n i  t o  s e r á  s a t i s f e i t o  o  c i = t t é r i o  ( 2 1 ) ,  o  que g a  

r a n t e  a  r e s o l u ç ã o  do p rob lema  de busca.  A vantagem do p r o c e s s o  r e  - 
s i d e  no  f a t o  de gera rem- se  i t e r a t i v a m e n t e  e s t r a t é g i a s  sub- Õt imas .  

O e f e i t o  de (60)  ê o  s e g u i n t e :  após e n c o n t r a r - s e  um 

caminho e n t r e  S e  T ,  d i m i n u i - s e  fi de modo a  f o r ç a r  o  a l g o r í t m o  

a  p e s q u i s a r  novos  caminhos em uma " v i z i n h a n ç a "  do caminho  e n c o n t r a  - 
a 

do. De f a t o ,  em cada n í v e l  em que (60) f o i  execu tado ,  um nó ni  - 
s a t i s f a r á  gi  = G ( i i )  e  

- 
e  p o r t a n t o ,  n f  

não  pode rã  s e r  novamente e s c o l h i d o  p e l o  passo  1  

sem que G i  s e j a  e x p a n d i d o .  

Como r e g r a  de p a r a d a ,  pode- se  l i m i t a r  o  tempo de compu - 
t a ç ã o ,  ou  comparar  fi com a lguma f u n ç ã o  c o n h e c i d a ,  s a t i s f a z e n d o  

(21 ) ,  o u  s imp lesmen te  p a r a r  o  a l g o r í t m o  quando ( 6 0 )  não p u d e r  s e r  

a p l i c a d o ,  o  que não g a r a n t e  a  o t i m a l i d a d e  da e s t r a t é g i a  e n c o n t r a -  

da, mas pode f o r n e c e r  boas so luçÕes  sub- ó t imas .  



C o n c l u i - s e ,  f i n a l m e n t e ,  q u e  a l g o r i t m o s  de b u s c a  em g r a -  

f o s  podem s e r  u s a d o s  na  r e s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  d e  d e c i s õ e s  s e q u e n c i -  

a i s  com v a n t a g e n s  s o b r e  o a l g o r i t m o  de Prog ramação  D i n â m i c a ,  em p r o -  

b l e m a s  com a lguma e s t r u t u r a .  

Se o s  c u s t o s  f o r e m  t o d o s  não  n e g a t i v o s ,  o  a l g o r i t m o  de 

D i j k s t r a  s e r á  sempre s u p e r i o r  5 p r o g r a m a ç ã o  ~ i n â m i c a  da f r e n t e  p a r a  

t r z s .  O a l g o r i t m o  A* com uma h e u r i s t i c a  s a t i s f a z e n d o  ( 2 1 )  , s e  f o r  

c o n h e c i d a  a lguma,  s u p e r i o r  ao  a l g o r f t m o  de D i j k s t r a ,  e x p a n d i n d o  um 

numero de n ó s  que t e n d e  a  d i m i n u i r  quando  6 aumenta .  

O a l g o r i t m o  A tem sua i m p o r t â n c i a  n o  f a t o  de g e r a r  r a  - 
p i d a m e n t e  s o l u ç Õ e s  s u b- Ó t i m a s ,  o  q u e  não  o c o r r e  com o s  a l g o r í t m o s  a n  - 
t e r i o r e s .  Se não  s e  d e s e j a r e m  s o l u ç Õ e s  s u b- Ó t i m a s ,  Ã p e r d e  sua  f i  - 
n a l i d a d e ,  podendo- se  i n i c i a r  a  b u s c a  com uma h e u r i s t i c a  s a t i s f a z e n d o  

( 2 1 ) .  No e n t a n t o ,  a  o b t e n ç ã o  de uma s o l u ç ã o  Õ t i m a  pode  s e r  c o m p u t a -  

c i o n a l m e n t e  i n v i ã v e l ,  p a r a  p r o b l e m a s  d e  g r a n d e  p o r t e ,  o  que  e x c l u i  a  

u t i l i z a ç ã o  de A *  o u  d e  P r o g r a m a ç ã o  ~ i n â m i c a .  A r e s o l u ç ã o  d e s s e s  

p r o b l e m a s  d e s t i n a - s e  o  a l g o r i t m o  A  . 



OTIMIZAÇÃO A LONGO PRAZO 

Neste capítulo comenta-se a aplicação do algoritmo A 

desenvolvido no capítulo anterior 5 resolução do Problema de Oti- 

mização a Longo Prato para sistemas descritos por redes. Este pro - 
blema de decisão sequencial pode ser imediatamente colocado sob o 

formato de problema de otimização em grafo em camadas, ao qual a - .  

plica-se A . Faz-se na primeira seção a adaptação de PLP, comen - 
tando-se em seguida a existência de uma ordenação parcial no gra- 

fo correspondente a esse-problema. 

Particulariza-se em seguida essa apl icação de Â pa- 

ra o caso de sistemas de transmissão de energia elétrica. 



Seção 1  - R E S O L U Ç Ã O  DE P L P  

P a r t e - s e  do  e n u n c i a d o  d o  p r o b l e m a  P L P  em 1 1 . 3 . 3 9 .  Es-  

s e  p r o b l e m a  ja se e n c o n t r a  em um f o r m a t o  m u i t o  s e m e l h a n t e  ao  d o  p r o  - 
b lema de b u s c a  de cam.inhos de c u s t o  m f n i m o  em g r a f o s  em camadas P B C  

e x p o s t o  em V . 3 . 4 3  . E s u f i c i e n t e  i d e n t i f i c a r  seus e l e m e n t o s ,  c a r a c  - 
t e r i z a n d o  o  g r a f o  e s t a d o - e s t á g i o  c o r r e s p o n d e n t e  a  PLP. 

Nessa i d e n t i f i c a ç ã o  , p e r m i t e - s e  a lguma a m b i g u i d a d e  na 

n o t a ç ã o ,  o  que não  t r a z  c o n f u s ã o  e  e v i t a  c a r r e g a r  e x c e s s i v a m e n t e  o  

f o r m a  1 i smo empregado.  

1  O g r a f o  e s t a d o - e s t á g i o  H= (NH ,r,,) ( V e r  V .  3 . 5 1 )  c o r r e s  - 
p o n d e n t e  a  P L P  é o  g r a f o  g e r a d o  p e l o  c e n t r o  (cO,O) ,  com o  o p e r a d o r  

s u c e s s o r  

2 i r H ( c  , i )  = { ( ~ ~ + ' ~ i + l ) l c ~ + '  E d , ( ~  i+l ,M i+l ) , p i + ' ,  i + W  , 

i onde  C E N H  , i = O , l ,  . . . ,  f - 1  

r é o o p e r a d o r  s u c e s s o r  de  ( N , M ) ,  d e f i n i d o  em 1 1 . 2 . 1 7  . 

3 Como a  t o p o l o g i a  é f i x a  p a r a  cada  e s t ã g i o ,  p o d e- s e  a l -  

t e r n a t i v a m e n t e  e x p r e s s a r  o s  nós  d e  
i N H  p e l o s  p a r e s  ( S  ,i) , onde  

i i i i  
C = ( N  ,M ,S  ) . 

0s  c u s t o s  em H são d e f i n i d o s  como em 1 1 . 3 . 2 4 ,  p o r  

4 c(ci-l i 
i - 1  i i i - 1  i i i 

, C  ,i) = c ( C  ,C ,P , i) = c t ( C  , C  , i ) + c O ( C  ,P ,i) , 

f - 1  i 
p a r a  ( C  , i - ,  C , E N  , i = 1  , 2 , . .  . ,f 

O e n u n c i a d o  de PBC f i c a  c o m p l e t o  com a  e s p e c i f i c a ç ã o  do  



c o n j u n t o  de nós i n i c i a i s  e  do c o n j u n t o  a l v o .  O c o n j u n t o  de nós i -  

n i c i a i s  6 composto p e l o  Ü n i c o  nÔ (NO,O) e  o a l v o  é dado p o r  

T = N; , camada de í n d i c e  f do g r a f o  H 

T c o r r e s p o n d e  ao c o n j u n t o  de t o d a s  as c o n f i g u r a ç õ e s  

que podem s e r  o b t i d a s  a  p a r t i r  de C' a t r a v é s  de f t r a n s i ç ó e s  

i de e s t a d o ,  cada uma d e l a s  ge rando  uma c o n f i g u r a ç ã o  C v i á v e l  no 

e s t ã g i o  i do p r o c e s s o .  O e n u n c i a d o  de P B C  com esses  e l emen tos  

f i c a r i a :  

5 
f 

E n c o n t r a r  um nó (C , f )  de H e  um caminho  e n t r e  

f 
(cO,O) e ( C  , f )  , c u j o  c u s t o  m in imo e n t r e  t o d o s  o s  caminhos de 

f 
( c O , O )  a  N,, em H . 

A e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  ( 5 )  e  P L P  (11 .3 .39)  é e v i d e n t e  , 

p o r  c o n s t r u ç ã o  . 

E m  p rob lemas  de p l a n e j a m e n t o  p r o c u r a - s e  r e t a r d a r  ao m á  - 
x imo  a  imp lementação  de novas i n s t a l a ç õ e s ,  d e v i d o  ao d e s c o n t o  em 

seu c u s t o .  E comum a  h i p ó t e s e  de que o ganho nos c u s t o s  de  o p e r a -  

ção  d e v i d o  ao a d i a n t a m e n t o  de uma i n s t a l a ç ã o  é i n f e r i o r  à p e r d a  p r o  - 
votada p o r  esse  a d i a n t a m e n t o  nos c u s t o s  de imp lementação .  Nesse ca - 
so (que  é sempre a c e i t o  em s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a ) , d e -  

vem-se c o n s i d e r a r  em H apenas as sucesso ras  e f i c i e n t e s  de uma con  - 
f i g u r a ç ã o ,  como se d e f i n i u  em 1 1 1 . 1 . 9  . P o r t a n t o ,  f a z - s e  

6 .  i * i 
r H ( C  , i )  = r ( c  , i )  3 v ( c i , i )  E N~ ,+ i< f  

\ 

Se não se  v e r i f i c a r  a  h i p ó t e s e  ac ima,  a lgum p roced imen-  

t o  de redução  de rH  ê n e c e s s ã r i o ,  uma vez  que a  i n s t a l a ç ã o  de e  - 



q u i p a m e n t o  a d i c i o n a l  g e r a l m e n t e  não i n v i a b i l i z a  um s i s t e m a :  i s s o  

f a r i a  com que  o s  c o n j u n t o s  rH c o n t i v e s s e m  m u i t a s  s u c e s s o r a s  de 

c u s t o  e x c e s s i v o .  

* i E m  p r o b l e m a s  de g r a n d e  p o r t e ,  o s  c o n j u n t o s  F(c , i ) 

podem t e r  m u i t o s  e l e m e n t o s ,  o  que  pode  t o r n a r  e x c e s s i v o  o  p o r t e  

do  g r a f o  H . Uma r e g r a  h e u r i s t i c a  p a r a  a  r e d u ç ã o  do tempo neceç  - 
s á r i o  5 r e s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o  c o n s i s t e  em r e d u z i r  - e  

xogenamente  o  número de s u c e s s o r a s  p e r m i t i d o  p a r a  cada  c o n f i g u r a -  

- 
ç a o .  Essa r e d u ç ã o  é f e i t a  n o  P r o b l e m a  de Empansão G e n e r a l i z a d o  

( 1  1 1 . 1 . 1 2 )  : e s p e c i f i c a - s e  p a r a  cada camada 0  1 , 2 ,  . f - 1  um 

l i m i t e  de s u c e s s o r a s  k i  e  f a z - s e  

Essa l i m i t a ç ã o ,  a l i a d a  2 m a n i p u l a ç ã o  da h e u r i s t i c a  p e  - 
10 a l g o r i t m o  A , p e r m i t e  a  o b t e n ç ã o  de s o l u ç õ e s  s u b - ó t i m a s  p a r a  

p r o b l e m a s  de g r a n d e  p o r t e .  A r e s o l u ç ã o  p r ã t i c a  de um p r o b l e m a  de 

g r a n d e  p o r t e  e n v o l v e  a lgumas  t e n t a t i v a s  em que s e  r e l a x a m  g r a d a t i  - 

vamente  as r e s t r i ç õ e s  i m p o s t a s  a  H . I s t o  ser; comen tado  a d i a n t e ,  

n e s t a  s e ç ã o  e  nas  s e g u i n t e s .  

8 O r d e n a ~ ã o  p a r c i a l  de  PLP 

O p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  a  l o n g o  p r a z o  a d m i t e  n o r m a l  - 
m e n t e  uma o r d e n a ç ã o  p a r c i a l ,  d e v i d a  ao  f a t o  i n t u i t i v o  de que  uma 

c o n f i g u r a ç ã o  com m a i s  e q u i p a m e n t o  i n s t a l a d o  do que  o u t r a  c o s t u m a  

s e r  s u p e r i o r  à segunda.  I s t o ,  no  e n t a n t o ,  nem sempre é v e r d a d e ,  c o  - 
mo s e  c o m e n t a r á  na s e ç ã o  s e g u i n t e .  



A o r d e n a ç ã o  u t i l i z a d a  p e l o  a l g o r i t m o  A pode  o r i g i n a r -  

se em c r i t é r i o s  h e u r í s t i c o s ,  b a s e a d o s  na p r á t i c a  de p l a n e j a d o r e s  e x  - 
p e r i e n t e s ,  f o r n e c e n d o  s o l u ç Õ e s  p o s s i v e l m e n t e  não Ó t i m a s .  O b s e r v e -  

se,  n o  e n t a n t o ,  que  a  u t i l i z a ç ã o  de t a i s  c r i t é r i o s  pode  a b r e v i a r  o  

p r o c e s s o  de b u s c a ,  c o n d u z i n d o  a  s o l u ç ~ e s  m e l h o r e s  do  que s e  p o d e r i  - 
a  o b t e r  sem c r i t é r i o s  h e u r i s t i c o s .  

A d e m o n s t r a ç ã o  de q u e  um dado  c r i t é r i o  s a t i s f a z  as  c o n  - 
d i ç õ e s  da d e f i n i ç ã o  de o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  pode s e r  c o m p l e x a ,  depen-  

d e n t e  do f o r m a t o  dos c o n j u n t o s  de e s t a d o s  s u c e s s o r e s  a d m i s s í v e i s  

6 . .  . De f a t o ,  e s s e s  c o n j u n t o s  podem s e r  e x t r e m a m e n t e  r e s t r i  - 
t i v o s ,  podendo ,  p o r  e x e m p l o ,  e x i s t i r  uma Ú n i c a  s e q u ê n c i a  de c o n f i -  

g u r a ç õ e s  que  s a t i s f a ç a  e s s a  r e s t r i ç ã o .  

P a r a  i l u s t r a r  o  r a c i o c i n i o  q u e  l e v a  a uma o r d e n a ç ã o  p a r  - 
c i a l ,  m o s t r a - s e  a  s e g u i r  como o r d e n a r  p a r c i a l m e n t e  o  p r o b l e m a  PLP, 

baseado  em uma h i p ó t e s e  b a s t a n t e  r e a l i s t a  s o b r e  s i s t e m a s  d e s c r i  - 
t o s  p o r  r e d e s ,  e  u t i l i z a n d o  c o n j u n t o s  de e s t a d o s  s u c e s s o r e s  a d m i s s f  - 

v e i s  b a s t a n t e  s i m p l e s .  

9 Dada uma c o n f i g u r a ç ã o  C=(N,M,S) e  um e s t á g i o  i , os 

c o n j u n t o s  

6 p ( S p y i )  , p=1,2 ,  . . . ,  n  t e r ã o  o  f o r m a t o  

onde depende de 

Supõe- se,  a l é m  d i s s o ,  que o s  c o n j u n t o s  o tem o  f o r -  
+. 

P  
A 

m a t o  o = I s 1 0  5 y p ( s )  5 y 1  , onde  y é m u i t o  g r a n d e  em r e l a ç ã o  
P  



à s  c a p a c i d a d e s  que possam s u r g i r  d u r a n t e  o  p l a n e j a m e n t o .  

1 O s u p õ e - s e  a i n d a  que,  a  cada t r a n s i ç ã o  de e s t a d o . . e l e m e n -  

t a r  c o r r e s p o n d e  a  i m p l e m e n t a ç ã o  de uma i n s t a l a ç ã o ,  e  que  a  p a r t i r  

de cada e s t a d o  pode- se f a z e r  q u a l q u e r  uma e n t r e  e s s a s  i m p l e m e n t a  - 
çÕes ( d e s d e  que  não  s e j a  v i o l a d a  a  r e s t r i ç ã o  ( 9 ) ) .  O a u m e n t o  de 

c a p a c i d a d e  e  o  c u s t o  d e v i d o  a  cada  i m p l e m e n t a ç ã o  independem d o  e s -  

t a d o  i n i c i a l .  

O f o r m a t o  a c i m a  p a r a  o s  c o n j u n t o s  6 ( S , i )  não  é sem - 
p r e  e x c e s s i v a m e n t e  p a r t i c u l a r ,  como se c o m e n t a r á  na p r ó x i m a  seção .  

A d e f i n i ç ã o  a  s e g u i r  p r o p o r c i o n a r á  c r i t e r i o s  p a r a  a  o r  - 

denação  de c o n f i g u r a ç õ e s :  

11  ~ e f i n i ç ã o  : Se jam C = (N,M,S) e  C '  = ( N ' , M 1 , S ' )  c o n f i g u r a ç õ e s  

de uma mesma r e d e  b â s i c a .  D i z - s e  que  C e s t á  c o n t i d a  em C '  , 

C C C '  , se 

( i )  (N,M) c ( N 1 , M ' )  segundo 1 I .  1 .1  

( i i )  5 y i  ( S i )  , i = 1  ,2,...,m 

Com S E  R ~ ,  S I  E R ~ '  , e  com a  c o n v e n ç ã o  u s u a l  de que  c o  - 
i n c i d e m  o s  p r i m e i r o s  m ramos das duas t o p o l o g i a s .  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  uma c o n f i g u r a ç ã o  C '  c o n t é m  C ,  

quando c a d a  ramo de C '  tem i n s t a l a ç õ e s  com c a p a c i d a d e  m a i o r ,  o u  

i g u a l  à c a p a c i d a d e  das i n s t a l a ç õ e s  d o  ramo c o r r e s p o n d e n t e  em C . 
E m  m u i t o s  s i s t e m a s ,  a  v i a b i l i d a d e  de C i m p l i c a  na v i a b i l i d a d e  de 

q u a l q u e r  c o n f i g u r a ç ã o  de mesma t o p o l o g i a  que a  c o n t e n h a :  e s t e  é 

n o r m a l m e n t e  o  c a s o  em p r o b l e m a s  d e  t r a n s p o r t e ,  onde não i n t e r v e m  a  

segunda l e i  de  K i r s c h h o f f ,  



Quando o s  t e s t e s  d e  v i a b k l  i d a d e  i .nc l  u i  rem s i  t u a ç õ e s  de 

e m e r g z n c i a ,  ê n e c e s s â r i o  que a  r e l a ç ã o  ( 1 0 i i )  man tenha- se  v á l i d a  em 

q u a l q u e r  d e s s a s  s i t u a ç õ e s :  o  p r o b l e m a  s u r g e  quando  C '  tem u m a i n s -  

t a l a ç ã o  de m a i o r  c a p a c i d a d e  s u b s t i t u i n d o  duas o u  m a i s  i n s t a l a ç õ e s  

de C  . E m  uma s i t u a ç ã o  de e m e r g ê n c i a  n e s t e  ramo s e r i a  i n v e r t i d a a  

r e l a ç ã o  (Ilii) . 

P a r a  cada s i s t e m a  em particular, d e v e- s e  d e f i n i r  uma r e  - 
l a ç ã o  de p r e f e r ê n c i a ,  s e  i s t o  f o r  p o s s í v e l .  P a r a  o  d e s e n v o l v i m e n t o  

a  s e g u i r ,  s u p õ e- s e  que e x i s t e  uma t a l  r e l a ç i o ,  d e f i n i d a  a  p a r t i r  da 

r e l a ç ã o  de c o n t i n ê n c i a  ( 1 1 )  . 
1 2  ~ i p õ t e s e :  s u p õ e - s e  c o n h e c i d a  uma r e l a ç ã o  de ordem p a r c i a l  - s n o  

c o n j u n t o  de t o d a s  as  c o n f i g u r a ç õ e s  de uma r e d e  b á s i c a  dada,  t a l  q u e ,  

dada uma c o n f i g u r a ç ã o  C  , v i â v e l  n o  e s t á g i o  i , 

C '  z - C  =) C '  é v i á v e l  no e s t á g i o  i . 

E s t a  r e l a ç ã o  deve  b a s e a r - s e  na r e l a ç ã o  de c o n t i n ê n c i a  ( 1 1 )  de  modo 

a  a d m i t i r  uma f u n ç ã o  u t i l i d a d e  v  que  a s s o c i a  a  cada  c o n f i g u r a ç ã o  

C um v e t o r  V ( C )  t a l  que  

Deve- se  t e r ,  a l é m  d i s s o ,  

A f u n ç ã o  v  deve  s e r  s e p a r â v e l ,  i s t o  é ,  cada  componen te  de v de-  

ve  d e p e n d e r  do e s t a d o  de um ramo de C . Além d i s s o ,  a  a d i ç ã o  de 

uma mesma i n s t a l a ç ã o  a  C i  e  C  d e v e  m a n t e r  a  r e l a ç ã o  de ordem.  

13 Obseve- se que  s e  - c o i n c i d i r  com a r e l a ç ã o  c., e se 

o s  c o n j u n t o s  de e s t a d o s  s u c e s s o r e s  a d m i s s í v e i s  f o r e m  como s e  e s t a b e  - 



V I . l  

l e c e u  a c i m a  (9), são s a t i s f e i t a s  a s  c o n d i ç õ e s  da h i p ó t e s e  (12 ) , com - 
v (C)  c dada p o r  

v i ( C )  = y i ( S i )  s e  i - < m  
- - - 

v i ( C )  = y i ( S i )  s e  m < i < m  - , ( V e r  1 1 . 3 . 3 2 )  

O c a s o  em que  se  c o n s i d e r a m  s i t u a ç õ e s  de e m e r g ê n c i a  se - 
r á  e s t u d a d o  na p r ó x i m a  s e ç ã o  l i g a d o  a  s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de 

p o t ê n c i a .  

O e s t u d o  da o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  do P r o b l e m a  de P l a n e j a  - 

m e n t o  a  Longo  P r a z o  f i c a  c o m p l e t o  com a l g u m a s  h i p ó t e s e s  s o b r e  o s  

c u s t o s .  

( i )  C o n s i d e r e - s e  uma t r a n s i ç ã o  e l e m e n t a r  de e s t a d o  ( s , s l )  do  ramo 

r k c o r r e s p o n d e n t e  a  uma c e r t a  i n s t a l a ç ã o  ( 1 0 ) ,  e  s e j a m  j > i  

e s t á g i o s  de PLP. Nesse c a s o ,  o  c u s t o  de uma t r a n s i ç ã o  de e s t a  - 
- - 

dos ( s , s ' )  c o r r e s p o n d e n t e  à mesma i n s t a l a ç ã o  n o  e s t á g i o  j sa - 
t i s f a z  

- - 
c k ( s , s l , i )  - c c k ( s , s ' , i )  

i s t o  é ,  o  c u s t o  de uma i n s t a l a ç ã o  é d e c r e s c e n t e  com o  e s t á g i o .  

( i i )  Dadas duas c o n f i g u r a ç õ e s  C , C i  v i á v e i s  no  e s t á g i o  t com r e -  

l a ç ã o  ao v e t o r  de p a r â m e t r o s  dos nÕs P ,  t em- se  

C '  - C 1 c o ( C 1 , P , t )  -_ CO(C,P , t )  

( i  i i ) ~ a s  c o n d i ç õ e s  ( i i ) ,  

c o ( C i , P , t )  - co (C ,P , t )  c t ( C , C 1 , t )  , 

o u  s e j a ,  a  economia  no c u s t o  das  p e r d a s  não j u s t i f i c a  i n s t a l a -  

ç õ e s  a d i c i o n a i s .  



A p r i m e i , r a  h i p ó t e s e  é sempre s a t i s f e i t a ,  uma vez  que se 

u t i l i z a m  c u s t o s  d e s c o n t a d o s ,  o  que  s e r á  e x e m p l i f i c a d o  na p r 6 x i m a  s e  - 
ç ã o .  A segunda  h i p ó t e s e  6 menos r e a l i s t a ,  mas b a s t a n t e  comum. Em 

s i s t e m a s  e l é t r i c o s  6 n o r m a l m e n t e  s a t i s f e i t a  e pdde em g e r a l  s e r  t o -  

mada como uma h i p 6 t e s e  h e u r i s t i c a :  um aumento  das i n s t a l a ç õ e s  e x i s -  

t e n t e s  d i m i n u i  o s  c u s t o s  de o p e r a ç ã o ,  d e v i d o  5 d i m i n u i ç ã o  da c a r g a  

nas  i n s t a l a ç õ e s .  N o t e - s e  que  d i f i c i l m e n t e  um bom p l a n e j a m e n t o  i n  - 
t r o d u z  i n s t a l a ç õ e s  s u b - u t i l i z a d a s ,  o  que  r e f o r ç a  a  h i p ó t e s e  f e i t a  - a  

c i m a .  A t e r c e i r a  h i p ó t e s e  6 s i m p l e s m e n t e  uma r e p e t i ç ã o  da h i p ó t e s e  

de c o n s i s t ê n c i a  I I I . 1 . 1 1  . 

Com e s s a s  h i p d t e s e s ,  p o d e- s e  o r d e n a r  p a r c i a l m e n t e  o  p r o  - 
blema PBC ( 5 )  c o r r e s p o n d e n t e  ao P r o b l e m a  de P l a n e j a m e n t o ,  o  que  s e-  

r á  f e i t o  em d o i s  c a s o s ,  segundo  e x i s t a m  o u  não c u s t o s  de o p e r a ç ã o :  

Se jam ( c i , i )  e  ( c J , j )  n ó s  d o  g r a f o  H=(N,,,I.~) ( 1 )  

1 5  1 9  c a s o  : c u s t o s  de o p e r a ç ã o  p o s i t i v o s :  

1 6  2 0  c a s o  : c u s t o s  de o p e r a ç ã o  n u l o s  

P a r a  d e m o n s t r a r  q u e  PBC é p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o  com e s -  

s a s  r e l a ç õ e s ,  segundo V . 2 . 2 3  , 6 s u f i c i e n t e  m o s t r a r  o  s e g u i n t e  l e -  

i 
17 Lema: Se jam (CJ , I ) ,  (C , i )  E N.,, . Nesse c a s o  , 

O r e s t a n t e  da d e f i n i ç ã o  da o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  V . 2 . 2 3  é 



c o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  da d e f i n i ç ã o  de > - e  da h i p ó t e s e  ( 1 2 ) .  

D e m o n s t r a ç ã o  

l ?  c a s o :  c u s t o s  de o p e r a ç ã o  p o s i t i v o s  

k  
s e j a  c = ( ( E  P k ) k = i 2 i + 1  ,..., j , , , . ,  f um caminho  de c u s t o  m i n i m o  e n  - 

t r e  C ,  e  T .  

P o r  d e f i n i ç ã o  de k  , 

h ( ~ i , i )  = c(:) ,c d e f i n i d o  em ( 4 ) .  

C o n s t r o i -  s e  a  s e g u i r  um c a m i n h o  a  p a r t i r  de ( c ~ , J )  , t a l  que  

S e j a  C'+' o b t i d o  a  p a r t i r  d e  t j  a d i c i o n a n d o  t o d a s  as 

i n s t a l a ç õ e s  c o r r e s p o n d e n t e s  5 p r i m e i  r a  p a r t e  do c a m i n h o  ( 1 8 )  ( i s t o  

Q p o s s i v e l  d e v i d o  à s  h i p õ t e s e s  s o b r e  6 ( s k , k )  em ( 9 ) )  . 

D e v i d o  a  ( 1 4 i )  : 

onde  c  6 o  c u s t o  de t r a n s i ç ã o  de e s t a d o s .  
t 

P a r a  k  > j+l , r e p r o d u z e m- s e  a s  i n s t a l a ç õ e s  c o r r e s p o n -  

d e n t e s  ã segunda  p a r t e  do c a m i n h o  ( I % ) ,  o b t e n d o - s e  um c a m i n h o  

t a l  que 

c k  t - ik , k=j, iJ+l ,. . . ,f , p o r  c o n s t r u ç ã o ,  uma v e z  que 

i i c J  Z - C e  t o d a s  a s  i n s t a l a ç õ e s  a d i c i o n a d a s  a  C f o r a m  também a -  

d i c i o n a d a s  a  C' . P o r  c o n s t r u ç ã o ,  o s  c u s t o s  de t r a n s i ç ã o  s a t i s f a  - 
zem 



D e v i d o  a  ( 1 4 i i ) ,  o s  c u s t o s  de o p e r a ç ã o  s a t i s f a z e m  

2  1  c O ( c k , p  (k),k) 5 c  o  ( t k , p  ( k ~ k )  r k = j + l  , . . . , f 
Somando ( 1 9 ) ,  ( 2 0 )  e  ( 2 1 ) ,  o b t e m- s e  

. . 

c (G)  - P c(G)  

> h (G)  - , p o r  d e f i n i ç ã o  de h  , 
o  que  c o m p l e t a  a d e m o n s t r a g ã o ,  p o i s  c (G)  = h ( t )  

25 c a s o  : c u s t o s  de o p e r a ç ã o  n u l o s  

> i , r e c a i - s e  n o  c a s o  a n t e r i o r  s e  j - 
Se j < i , tem- se : 

- - k  
s e j a  = ( (C > k ) ) k = O , l , , . . , i  um c a m i n h o  q u a l q u e r  e n t r e  (cO,O) 

i e  ( C  , i )  . 
C J  , t i  - p o r  h i p ó t e s e  

t i - 1  
- d e v i d o  a  ( 1 2 )  

P o r t a n t o ,  C' é v i á v e l  n o s  e s t á g i o s  j , j + 1  ,..., i e  

c(G) = O 

P o r t a n t o ,  a  c o n f  i g u r a ~ ã o  C~ permanece i n a l  t e r a d a  e n-  

t r e  o s  e s t á g i o s  i e  j , r e c a i n d o - s e  em s e g u i d a  n o  c a s o  a n t e r i o r ,  

t e r r n i  nando a  d e m o n s t r a ç ã o .  

A o r d e n a ç ã o  p a r c i a l  a p r e s e n t a d a  a c i m a  e x e m p l i f i c a  o  mé - 
t o d o  g e r a l .  P r o b l e m a s  p a r t i c u l a r e s ,  com c o n j u n t o s  de e s t a d o s  su  - 
c e s s o r e s  a d m i s s i v e i s  e  f u n ç õ e s  u t i l i d a d e  m a i s  c o m p l e x a s  do  que  as  

usadas  a c i m a ,  podem a d m i t i r  o r d e n a ç õ e s  de v e r i f i c a ç ã o  m a i s  d i f i c i l .  



Uma v e z  e s t a b e l e c i d a s  as  i d è i a s  g e r a i - s  s o b r e  a  o r d e n a ç ã o ,  bem como 
C 

s o b r e  as o u t r a s  s i m p l i f i c a ç Õ e s  s u g e r i d a s  p a r a  o  a l g o r i t m o  A , de-  

v e - s e  e s t u d a r  c u i d a d o s a m e n t e  c a d a  a p l i c a ç ã o ,  p r o c u r a n d o  métodos  pa  - 
r a  a b r e v i a r  a  busca  em cada  c a s o  p a r t i o u l a r .  P a r a  p r o b l e m a s  peque - 
n o s  (como o  p r i m e i r o  e x e m p l o  do  C a p i t u l o  V I ! ) ,  p o u c o  c u i d a d o  é n e -  

c e s s á r i o ,  p o d e n d o- s e  mesmo u s a r  o  a l g o r f t m o  de D i  j k s t r a .  A m e d i d a  

que o  p o r t e  do p r o b l e m a  c r e s c e  (como no Ú l t i m o  e x e m p l o  do  p r ó x i m o  

c a p i t u l o ) ' ,  t o r n a - s e  n e c e s s á r i o  a u m e n t a r  cada  v e z  m a i s  o  e s f o r ç o  de 

s i m p l i f i c a ç ã o .  



s e ç ã o  2 - OTLMIZAÇÃO A LONGO P R A Z O  DE REDES DE TRANSMISSÃO D E  P O  - 
TENC L A  

Como se comen tou  n o  i n í c i o  da t e s e ,  t o d o  o  t r a b a l h o  e x  - 
p o s t o  p r o c u r a  s e r  d i r e t a m e n t e  u t i l i z á v e l  2 o t i m i z a ç ã o  de r e d e s  de 

t r a n s m i s s ã o  de p o t ê n c i a .  A c o n s e l h a - s e  p o r t a n t o  o  u s o  do a l g o r i t m o  

Â com a  e s t r a t é g i a  de m a n i p u l a ç ã o  da h e u r i s t i c a  e x p o s t a  em V . 3 . 5 8 .  

A r e p r e s e n t a ç ã o  das c o n f i g u r a ç õ e s  e n c o n t r a - s e  no C a p i t u l o  I V ,  bem 

como a  d e s c r i ç ã o  do m o d e l o  de desempenho u t i l i z a d o .  

R e s t a  somente  f a z e r  a l g u n s  c o m e n t á r i o s  s o b r e  a  o r d e n a -  

ç ã o  p a r c i a l  do  g r a f o  de c o n f i g u r a ç õ e s  H e  s o b r e  o  m o d e l o  de c u s -  

t o s  empregado n a  o t i m i z a ç ã o .  

22  M o d e l o  de c u s t o s  

Cada t r a n s i ç ã o  e l e m e n t a r  d e  e s t a d o  c o r r e s p o n d e  
- 
a  

c o n s t r u ç ã o  d e  uma l i n h a  de t r a n s m i s s ã o  (ou  a  uma s u b s t i t u i ç ã o  , o  

que não  o c o r r e  nos  s i s t e m a s  b r a s i l e i r o s  e  não  s e r á  c o m e n t a d o ) .  

O c u s t o  de c o n s t r u ç ã o  de uma l i n h a  s e r á  c a l o u l a d o  a  

p a r t i r  de  um c u s t o  p o r  u n i d a d e  de d i s t â n c i a  e s p e c i f i c a d o  p a r a  cada  

t i p o  de l i n h a ,  o u  p o r  a lguma e x p r e s s ã o  m a i s  comp lexa  e n v o l v e n d o  t e r  - 
m i n a i s  e  o u t r o s  f a t o r e s .  

Esse  c u s t o  é d e s c o n t a d o  p a r a  o  ano  i n i c i a l ,  d e d u z i n d o -  

se a i n d a  um v a l o r  d e  r e v e n d a  da l i n h a  c a l c u l a d o  c o n s i d e r a n d o  uma 

d e p r e c i a ç ã o  l i n e a r  do e q u i p a m e n t o  d u r a n t e  um c e r t o  tempo.  

S e j a ,  p o r t a n t o ,  T uma t r a n s i ç ã o  de e s t a d o  c o r r e s p o n d e n  - 
t e  ao  e s t á g i o  i ; s e j a  ( to,t l  ,.. . , t f )  a  s e q u ê n c i a  de i n s t a n  - 
t e s  c o r r e s p o n d e n t e s  aos e s t s g i o s  de p l a n e j a m e n t o ,  com i n t e r v a l o s  em 



t o r n o  de um ano ,  em g e r a l ,  Tem-se : 

onde  

c t ( r )  é o  c u s t o  de t r a n s i ç ã o  r c a l c u l a d o  a p r e ç o s  de t o  ' sem r e  - 
venda . 
6 um v a l o r  r e s i d u a l ,  d a d o  p o r  

5 0 + t i - t f  
O 

R = C$) p a r a  t f - O  , i n s t a n t e s  em a n o s  . 
5 0  

B é uma t a x a  de d e s c o n t o  e  h > t f  - é um I n s t a n t e  em que  s e  i m a g i  - 
na r e v e n d e r  o  s i s t e m a  (h;t f+lO) . 

C o n s i d e r o u - s e  a c i m a  que uma l i n h a  de t r a n s m i s s ã o  é de-  

p r e c i a d a  l i n e a r m e n t e ,  c a i n d o  s e u  v a l o r d e  2% a o  ano.  C e r t a m e n t e  o u  - 
t r o s  v a l o r e s  podem s e r  u t i l i z a d o s .  

24 C u s t o s  o p e r a c i o n a i s  : C o n s i d e r a m- s e  somente  o s  c u s t o s  das  p e r d a s ,  

sendo c o ( C '  . P (  i ) ,  i ) o  c u s t o  das  p e r d a s  t é r m i c a s  nas  1 i n h a s  e n-  

t r e  o s  e s t ã g i o s  t i  e  t i + í  
, i 1 , 2  f e  e n t r e  t e  A . 

f; 

O c ã l c u l o  das p e r d a s  d u r a n t e  um i n t e r v a l o  de tempo ê 

f e i t o  p o r  m e i o  d e  um f a t o r  de c a r g a  m é d i o  do  s i s t e m a  Fc 1 2 4 1 ,  a  p a r  - 
t i r  das p e r d a s  de p o n t a  L c a l c u l a d a s  em lV.3.34 . 

O c u s t o  a n u a l  d e s c o n t a d o  s e r á :  

onde c,  e  C são ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o  c u s t o  a n u a l  c o r r e s p o n d e n t e  2 
p o n t a  , ( e n e r g i a  d e  s u b s t i t u i ç ã o )  e  2 e n e r g i a  f i r m e ,  F = 0,55 . 

C 

As h i p ó t e s e s  ( 1 4 )  s ã o  c o n s i d e r a d a s  v á l i d a s  p a r a  s i s t e -  

mas de t r a n s m i s s ã o ,  sendo ( l 4 i  i )  de n a t u r e z a  h e u r í s t i c a .  



25 Ordenação  P a r c i a l  de H 

Comenta- se a s e g u i r  o  s e g u i n t e  c r i t é r i o  de  o r d e n a ç ã o  

p a r c i a l ,  c o r r e s p o n d e n t e  à r e l a ç ã o  (121 ,  onde  C = (N,H,S) , 

C '  = ( N ' , M ' , S ' )  . 

26 C '  - C se  (N,M) c ( N 1 , M ' )  e  p a r a  i = 1 , 2  ,..., m = 1 ~ 1  
o u  s i  = s i  

o u  S i  pode  s e r  o b t i d o  a  p a r t i r  de S c o n s t r u i n d o  l i n h a s  no 

ramo r .  . 
I 

(como de cos tume,  c o i n c i d e m  o s  p r i m e i r o s  e l e m e n t o s  de M e  M ' )  

Com e s t e  c r i t é r i o ,  o s  c o n j u n t o s  6 p ( ~ p ,  i )  podem a s s u -  

m i r  o  f o r m a t o  b a s t a n t e  r e a l  i s t a  (com a  n o t a ç ã o  em ( 9 ) )  . 

onde  
- 

> y p ( S p )  depende de S e  de i 
Y~ - P  

q p ( i )  depende do e s t á g i o  i e  s a t i s f a z  

, i = 2 , 3  ,..., f . 

São e v i d e n t e s  o s  s e g u i n t e s  f a t o s :  

Se ( c i + l  , i + l )  E i H ( C  i , i )  , e n t ã o  Ci+.l - , c i 

Se C 1  > - C e  C '  , C c o r r e s p o n d e m  às  c o n f i g u r a ç õ e s  o b t i d a s  na  c o n  - 
t i n g ê n c i a  d e  um mesmo ramo em C '  e  C , r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n t ã o  

Não se pode ,  n o  e n t a n t o ,  m o s t r a r  que  a  v i a b i l i d a d e  de C 

em um e s t ã g i o  i i m p l i c a  na v i a b i l i d a d e  n o  mesmo e s t á g i o  de q u a l q u e r  

c o n f i g u r a ç ã o  C '  t a l  que C '  h - C . Na r e a l i d a d e ,  l i n h a s  em e x c e s s o  



podem i , n v i a b i l i z a r  um s i s t e m a ,  p o i s  o  r e f o r ç o  de um ramo p o d e  p r o v o  - 
c a r  um f l u x o  e x c e s s i v o  e m o u t r o  ramo em s é r i e  com o  p r i m e i r o .  

A i m p l i c a ç ã o  m e n c i o n a d a  a c i m a ,  no  e n t a n t o ,  é a c e i t a  heu  - 
r i s t i c a m e n t e ,  d e v i d o  ao s e g u i n t e :  uma l i n h a  em e x c e s s o  p o d e  sempre 

s e r  d e s l i g a d a  do s&s tema d u r a n t e  a  o p e r a ç ã o ,  embora i s s o  n ã o  s e j a  

p r e v i s t o  n o  m o d e l o .  

A p a r t i r  do  c i F t é r i o  (26), pode- se  p o r t a n t o  i m p l e m e n t a r  

a  r e g r a  de e l i m i n a ç ã o  de Â com o  c i i t é r i o  ( 1 5 ) .  A d e m o n s t r a ç ã o  

de que  o  p r o b l e m a  6 p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o  i m e d i a t a ,  e  segue  d i r e -  

t a m e n t e  a  d e m o n s t r a ç ã o  do lema (171 ,  a  p a r t i r  d o s  f a t o s  e x p o s t o s  a -  

c i m a .  

2 8  E f i c i ê n c i a  de uma c o n f i g u r a ç ã o  

Na o t i m i z a ç ã o  a  c u r t o  p r a z o ,  d e t e t o u - s e  a  i n e f i c i ê n c i a  

111.1.9 , de uma c o n f i g u r a ç ã o  C '  a o  o o n s t a t a r - s e  a  e x i s t ê n c i a  de 

o u t r a  c o n f i g u r a ç ã o  C t a l  que  C '  S C . De f a t o ,  a c o r r e s p o n d ê n c i a  

e n t r e  t r a n s i ç õ e s  de e s t a d o  e  c o n s t r u ç õ e s  d e  l i n h a s  f a z  com que  e x i s  - 
t a  apenas um c a m i n h o  e n t r e  C O  e  cada  c o n f i g u r a ç ã o  n o  g r a f o  d e  e x -  

p a n s ã o  ( v e r  111.1 .9)  . Consequen temen te ,  a  d e f i n i ç ã o  de i n e f i c i ê n -  

c i a  r e d u z - s e  ao  c r i t é r i o  de  o r d e n a ç ã o  ( 2 6 )  . 



O mê todo  p r o p o s t o  p a r a  a  r e s u ç ã o  do P r o b l e m a  d e  P l a n e -  

j a m e n t o  a  Longo P r a z o  de S i s t e m a s  de T r a n s m i s s ã o  de P o t ê n c i a  f o i  i m  - 

p l e m e n t a d o  ' , f a z e n d o  u s o  de t o d a s  as  s i m p l i f i c a ç Õ e s  comen tadas  na 

t e s e .  

E s c r e v e u - s e  um p r o g r a m a  em PL- 1 c a p a z  de t r a t a r  s l s t e -  

mas de c e r c a  de t r i n t a  ramos o c u p a n d o  1 0 0  K b y t e s  de memõr ia  r á p i d a  

em um c o m p u t a d o r  I B M  3 7 0 / 1 4 5 .  O p r o g r a m a  não  impõe nenhuma l i m i t a  - 
ç ã o ,  em p r i n c i p i o ,  ao p o r t e  do s i s t e m a  t r a t a d o ,  embora o  tempo de 

compu tação  e a  memór ia  ocupada  c r e s ç a m  b a s t a n t e  com o  p o r t e  d o  s i s -  

tema.  J ã  se o b t i v e r a m  r e s u l t a d o s  p a r a  r e d e s  com c i n c o e n t a  ramos 

( v e r  1 2 8 1 ) ,  t e n d o  s i d o  n e c e s s á r i a  uma g r a n d e  i n t e r a ç ã o  com o  p r o g r a  - 
ma p a r a  o b t e r  bons  r e s u l t a d o s .  

Comentam-se n e s t e  c a p i t u l o  a l g u n s  a s p e c t o s  s o b r e  o  p r o  - 
grama e x i s t e n t e ,  m o s t r a n d o- s e  d o i s  e x e m p l o s  de sua a p l i c a ç ã o .  Fazem - 
s e  f i n a l m e n t e  a lgumas  o b s e r v a ç õ e s  s o b r e  p r o c e d i m e n t o s  u s a d o s  n o  p l a  - 

n e j a m e n t o  de s i s t e m a s  c o m p l e x o s .  

t A i m p l e m e n t a ç ã o  f o i  f e i t a  p o r  uma e q u i p e  da COPPETEC, t r a b a l h a n d o  
em e s t r e i t o  c o n t a t o  com a  e q u i p e  de p l a n e j a m e n t o  e n e r g ê t i c o  da 
Companhia F u r n a s  - C e n t r a i s  E l é t r i c a s  S . A .  



s e ç ã o  1 - O PROGRAMA 

Uma g r a n d e  e c o n o m i a  d e  memór ia  f o i  o b t i d a  d i v i d i n d o - s e  

o  p r o g r a m a  em q u a t r o  seções  em o v e r l a y :  i n i c i a l i z a ç ã o ,  a l g o r i t m o  A 

e x p a n s ã o  e  f i n a l ,  comen tadas  a  s e g u i r .  

A t o p o l o g i a  f o i  m a n t i d a  c o n s t a n t e  d u r a n t e . t o d o  o p l a n e  - 
j a m e n t o ,  o  que  sempre 6 p o s s í v e l  quando  a  c o n f i g u r a ç ã o  i n i c i a l  sa  - 
t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  de c o n e x i d a d e  I V . 1 . 1 7 .  Ass im,  uma c o n f i g u r a ç ã o  6 

r e p r e s e n t a d a  p o r  s e u  e s t a d o ,  g u a r d a d o  na memór ia  sob a  f o r m a  de uma 

c a d e i a  b i n á r i a ,  c r i a d a  p o r  uma r o t i n a  de compac tação .  

O p r o g r a m a  só a d m i t e  um t i p o  de l i n h a  p o r  ramo em seu  

e s t á g i o  a t u a l ,  d e v i d o  âs  c a r a c t e r í s t i c a s  dos s i s t e m a s  b r a s i l e i r o s  

em e s t u d o .  Ramos com l i n h a s  de d i v e r s o s  t i p o s  devem s e r  desmembra - 
dos em t a n t o s  ramos q u a n t o s  s e j a m  e s s e s  t i p o s .  

I n i c i a l i z a q ã o :  

Leem-se o s  dados d e  e n t r a d a ,  que são  c o l o c a d o s  n o  f o r -  

m a t o  usado  p e l a s  o u t r a s  s e ç õ e s  do  p r o g r a m a ,  c a l c u l a n d o - s e  c a p a c i d a -  

des e  c u s t o s  p o r  l i n h a .  E n t r a m  como dados o s  p a r â m e t r o s  p o r  q u i l o m e  - 

t r o  p a r a  cada t i p o  de 1 i n h a ,  a  t o p o l o g i a ,  o s  c o m p r i m e n t o s  d o s  ramos 

as  i n j e ç õ e s  c o r r e s p o n d e n t e s  a  c a d a  e s t á g i o  e  m a i s  a l g u n s  p o u c o s  p a -  

r â m e t r o s .  M o n t a - s e  a  m a t r i z  de  c a p a c i d a d e s ,  f a z e n d o- s e  a  sua i n v e r -  

s ã o  ( e s t a  6 a  Ü n i c a  i n v e r s ã o  de m a t r i z e s  em t o d o  o  p r o g r a m a ,  como 

s e  comen tou  em I V . 1 . 3 2  ) .  



O a l g o r i t m o  de e x p a n s ã o  c o r r e s p o n d e  ao  a l g o r i t m o  1 1 1 . 2 .  

3 0 ,  com as s i m p l i f i c a ç õ e s  comen tadas  n o  c a p i t u l o  I I I .  A l i s t a  F e c h a-  

do  6 l i m i t a d o  a  um c o m p r i m e n t o  p r é - d e t e r m i n a d o  e  p a r t i c i o n a d a  s e g u n-  

do o s  n f v e i s .  As l i s t a s  de o p ç õ e s  c o n s t a m  s i m p l e s m e n t e  de i n d t c e s  de 

ramos ,  uma v e z  que  a  cada ramo a s s o c i a - s e  um Ü n i c o  t i p o  de l i n h a .  

U t i l i z a - s e  a  a n á l i s e  de c o n t i n g ê n c i a s  e x p o s t a  n o  c a p i -  

t u l o  I V  e  r e i n v e r s õ e s  de m a t r i z e s  são  f e i t a s  p o r  m e i o  de 1 V . 1 . 3 2 .  

A á r v o r e  g e r a d a  p e l o  a l g o r i  tmo de e x p a n s ã o  pode s e r  1 i s t a d a ,  e  um 

e x e m p l o  c o n s t a  da p r ó x i m a  seçao .  As d e s c r i ç õ e s  c o m p l e t a s  das  s u c e s s o  - 
r a s  o b t i d a s  são  g u a r d a d a s  em um a r q u i v o  em d i s c o .  

A 

A l g o r i t m o  A: 

E s t e  s e t o r  do  p r o g r a m a  m a n i p u l a  as l i s t a s  A b e r t o ,  Fe - 
- 

c h a d o  e  L i s t a  de s u c e s s o r e s ,  segundo  o  a l g o r i t m o  A .  A l i s t a  F e c h a-  

do permanece em d i s c o ,  não  se  f a z e n d o  comparações  com nós  f e c h a d o s .  

A l i s t a  A b e r t o  c o n s i s t e  d e  v e t o r e s  de e s t a d o  c o m p a c t a d o s ,  como se 

c o m e n t o u  a c i m a ,  acompanhados de c u s t o s .  A  cada e l e m e n t o  de A b e r t o  , 

c o r r e s p o n d e  uma d e s c r i ç ã o  c o m p l e t a  g u a r d a d a  em d i s c o ,  n e c e s s ã r i a  ã 

e x p a n s ã o .  

F i n a l :  

Esse  s e t o r  m a n i p u l a  a  h e u r i s t i c a  e  6 r e s p o n s á v e l  p e l a  

s a f d a  de dados ,  que  pode 1 i s t a r  m a i s  o u  menos d a d o s ,  segundo a  q u a n -  

t i d a d e  de i n f o r m a ç ã o  d e s e j a d a .  

O tempo de compu tação  p a r a  um p r o b l e m a  é c o n s u m i d o  qua  - 

s e  t o t a l m e n t e  p e l o  s e t o r  d e  e x p a n s ã o ,  d e v i d o  à c o m p l e x i d a d e  da a n ã l i  - 
s e  de c o n t i n g ê n c i a s .  Em s e u  e s t á g i o  a t u a l ,  o  p r o g r a m a  e x e c u t a  c e r c a  



d e  cem a n ã l i s e s  de c o n t i n g ê n c i a s  c o m p l e t a s  (com a  montagem da l i s t a  

de o p ç õ e s  ) p o r  m i n u t o ,  p a r a  um s i s t e m a  com c e r c a  de t r i n t a  n ó s .  Es - 
t ima, -se  que  e s s e  número p o s s a  s e r  d u p l i c a d o  f a c i l m e n t e  aumentando  a  

e f i c i ê n c i a  do p r o g r a m a .  . 



s e ç ã o  2 - ESTUDO D E  CASOS 

N e s t a  s e ç ã o ,  m o s t r a m- s e  r e s u l t a d o s  da a p l i c a ç ã o  do mé- 

t o d o  a  d o i s  s i s t e m a s  de t r a n s m i s s e o  r e a i s :  o  s i s t e m a  C E M I G  e  o  s i s t e  - 
ma FURNAS. 

S i s t e m a  C E M I G  -- 

T r a t a - s e  de um s i s t e m a  mode lado  p o r  uma r e d e  de p e q u e-  

n o  p o r t e ,  com 6 nós  e  9 ramos.  D e v i d o  ao p o r t e  r e d u z i d o ,  o  p r o b l e m a  - 
de p l a n e j a m e n t o  f o i  r e s o l v i d o  sem u s a r  h e u r i s t i c a ,  i s t o  é ,  com h=O 

n o  a l g o r i t m o  A ( o b t e n d o - s e  p o r t a n t o  o  a l g o r i t m o  de D i j k s t r a  m o d i f i  - 

Uma e s t r a t e g i a  ó t i m a  f o i  e n c o n t r a d a  em 15 m i n u t o s  de 

compu tação  após a  r e a l i z a ç ã o  de 119 e x p a n s õ e s ,  t o t a l i z a n d o  4 7 9  a n ã l i  - 
s e s  de con  t i n g ê n c i  a.  

Os dados p a r a  o  s i s t e m a  C E M I G  e n c o n t r a m- s e  n a s  t a b e l a s  

1,2,  e  3 ,  onde  s ã o  l i s t a d a s  as c a r a c t e r Í s t i c a s  dos t i p o s  de l i n h a s  

p e r m i t i d o s  ( t a b e l a  1)  e  o d  dados  r e f e r e n t e s  aos ramos e  n ó s  ( t a b e l a s  

2 e  3 ) .  C o r r e s p o n d e n d o  a  cada ramo, o  p r o g r a m a  c a l c u l a  os  i n c r e m e n t o s  

em c u s t o  e  em c a p a c i d a d e  d e v i d o s  5 a d i ç ã o  de uma l i n h a  p a d r o n i z a d a  em 

cada  ramo. A cada nó ,  a s s o c i a m- s e  a s  i n j e ç õ e s  de p o t e n c i a  c o r r e s p o n -  

d e n t e s  a  cada  e s t á g i o .  

Após a  t a b e l a  5 ,  e n c o n t r a - s e  uma c ó p i a  de l i s t a g e m  da 

á r v o r e  g e r a d a  p e l o  a l g o r i t m o  d e  e x p a n s ã o  a p l i c a d o  2 c o n f i g u r a ç ã o  i n i  - 
c i a l .  Cada n ó  da ã r v o r e  é  r e p r e s e n t a d o  p e l o  s e u  Í n d ' i c e  na l i s t a  de 

o p ç õ e s  de onde  f o i  r e t i  r a d o ,  e  p e l o  Í n d i c e  do ramo r e f o r ç a d o  n e s s a  

t r a n s i ç ã o  de e s t a d o .  Segue- se à á r v o r e  a  1 i s t a  de SUEessoras  o b t i  - 
da p e l a  e x p a n s ã o ,  o r d e n a d a  p o r  seus  c u s t o s  ( j á  d e s c o n t a d o s ) .  Os e s -  



t a d o s  c o r r e s p o n d e m  a o s  a c r ~ s c i m o s  de l i n h a s  f e i t o s  a p a r t i r  da c o n -  

f i g u r a ç ã o  i n i c i a l ,  com sO = 0. 

A s o l u ç ã o  Ó t i m a  o b t i d a  e s t á  r e p r e s e n t a d a  na  f i g u r a  V I  I .  

1 .  E s t i p u l o u - s e  uma t a x a  de d e s c o n t o  (3 = 0 , 1  , c o n v e n c i o n a n d o - s e  

que  o  s i s t e m a  s e r á  r e v e n d i d o  em 1996 .  O c u s t o  t o t a l  da e s t r a t é g i a  

f o i  63 .69  m i l h õ e s  de d ó l a r e s ,  dos q u a i s  5 4 . 0 2  c o r r e s p o n d e m  a  c u s  - 
t o s  de i m p l e m e n t a ç ã o .  

Embora o  s i s t e m a  e s t u d a d o  s e j a  r e a l ,  n ã o  se  p r o c u r o u  

u s a r  dados r e a l i s t a s  com r e s p e i t o  à s  c o n d i ç õ e s  de v i a b i l i d a d e .  A d e  - 
fasagem máxima p e r m i t i d a  em cada  ramo é de 0,5 r a d i a n o s ,  o  que  é 

p e s s i m i s t a .  O p r o g r a m a  c a l c u l a  l i m i t e s  de â n g u l o  d e v i d o  a o  l i m i t e  

t é r m i c o  de cada  l i n h a ,  o b t e n d o - s e  o s  â n g u l o s  de t a b e l a  2 .  N o t a - s e  

i m e d i a t a m e n t e  q u e  hã uma d i s c r e p â n c i a  e n t r e  o s  l i m i t e s  de de fasagem 

p a r a  o s  ramos 3 e  7  (somando 0,77 r a d i a n o s )  e  o  l i m i t e  p a r a  o  ramo 

4 ( 0 , s  r a d i a n o s ) ,  que  e s t á  em p a r a l e l o  com o s  o u t r o s .  E s t a  é p o s s i -  

v e l m e n t e  a  r a z ã o  de não  t e r  s i d o  u t i l i z a d o  o  ramo 4 ,  que p r o v a v e l  - 

m e n t e  l e v a r i a  a um p r o j e t o  de c u s t o  m a i s  r e d u z i d o ,  uma v e z  que a  l i  - 
nha p a d r ã o  p a r a  e s t e  ramo i n t r o d u z  e c o n o m i a s  de e s c a l a .  E s t a  é uma 

1 i m i t a ç ã o  i n e r e n t e  ao m o d e l o  de desempenho a d o t a d o  e  pode s e r  a t e  - 
nuada a t r a v ê s  de uma boa " s i n t o n i z a ç ã o "  dos l i m i t e s  de â n g u l o  impos - 
t o s  aos  v á r i o s  ramos,  o  que s e r á  comen tado  no c a p r t u l o  s e g u i n t e .  



S i s tema FURNAS 

O s i s t e m a  F u r n a s ,  com 16 nÔs e  31 ramos já a p r e s e n t a  

p r o b l e m a s  bem m a i o r e s  que o  s i s t e m a  C E M I G .  Sua o t i m i z a ç ã o  f o i  d e s c r i  - 
t a  na  r e f e r ê n c i a  I 1 1 I ,  a p r e s e n t a n d o - s e  n e s t e  t r a b a l h o  o s  esquemas 

c o r r e s p o n d e n t e s  2 sua o t i m i z a ç ã o .  Com e x c e ç ã o  dos  ramos 20 e  21,  q u e  

a d m i t e m  l i n h a s  de 800 KV, o s  p a r â m e t r o s  c o i n c i d e m  com o s  u s a d o s  n o  

s i s t e m a  C E M I G .  As t a b e l a s  1 ,  4 e  5  f o r n e c e m  o s  dados usados  p e l o  p r o  - 
grama. 

A r e d e  b ã s i c a  p a r a  o  s i s t e m a  e n c o n t r a - s e  na  f i g u r a  I V . l  

A e s t r a t ê g i a  i n c r e m e n t a l  é e s q u e m a t i z a d a  na f i g u r a  V11.2 e  a  e s t r a t é  - 
g i a  ó t i m a  (ou  s u b- Ô t i m a ,  uma v e z  que  se usou  h e u r í s t i c a )  c o n s t a  da 

f i g u r a  V11.3 .  

A  e s t r a t ê g i a  i n c r e m e n t a l  c o n s t r ó i  30 l i n h a s ,  em 16 r a  - 
mos, ao  c u s t o  t o t a l  d e s c o n t a d o  de 95.3 m i l h õ e s  de d õ l a r e s ,  c o n t r a  24 

l i n h a s  em 16 ramos p a r a  a  p o l í t i c a  Ó t i m a ,  c u j o  c u s t o  6 93 .2  m i l h õ e s  

de d õ l a r e s .  Comparando o s  esquemas,  o b s e r v a - s e  q u e  as p r i n c i p a i s  d i -  

f e r e n ç a s  e s t ã o  n o  g r u p o  de pequenos  ramos da r e g i ã o  n o r o e s t e  do s i s -  

tema, onde  a  segunda p o l í t i c a  6 m u i t o  s u p e r i o r  à p r i m e i r a .  

Uma o b s e r v a ç ã o  i n t e r e s s a n t e  s o b r e  e s t e  s i s t e m a  e s t á  n o  

t r a t a m e n t o  das d e s c o n e x õ e s ,  que  o c o r r e m  em d o i s  c a s o s :  em 1979,  a  

c o n t i n g ê n c i a  do ramo 10 d e s c o n e c t a  o  nÔ 4 ,  onde  e x i s t e  g e r a ç ã o ,  o  

que  p r o v o c a  o  r e f o r ç o  de 10 ou 9 .  N e s t e  mesmo ano ,  a  c o n t i n g ê n c i a  do 

ramo 2 1  d e s c o n e c t a  1 6  e  nenhuma l i n h a  é c o n t r u í d a ,  uma v e z  que n e s s e  

ano a  i n j e ç ã o  em 16 é n u l a .  

Um e x e m p l o  m a i s  c o m p l e x o  e n c o n t r a - s e  em 1281, c o r r e s p o n  - 
d e n t e  a o  s i s t e m a  i n t e r l i g a d o  CESP-CEMIG-FURNAS, com 50 ramos.  



T I P O  T E N S Ã O  R E s I s T ~ N C I A  R E A T A N C I A  CUSTO FLUXO MAXIMO 

KV Q/Km S I /  Km 1 0 3 $ / ~ m  Mw 

T a b e l a  1 :  D e s c r i ç ã o  dos t i p o s  d e  l i n h a s  

RAMO T I P O  i ( i )  D E  PARA COMPR. CUSTO Y LINHAS RAMO 

Ra d  Km l a 6 $  l o 3 ~ w  I M I C .  

T a b e l a  2:  Dados p a r a  o s  ramos - s i s t e m a  CEMIG - 
C u s t o s  e c a p a c i d a d e s  c o r r e s p o n d e m  a  uma l i n h a  



T a b e l a  3 :  Dados p a r a  o s  n 6 s l - i ~  S i s t e m a  CEMIG 

I n j e ç õ e s  l í q u i d a s  em Mw. 

T a b e l a  4 :  Dados p a r a  o s  nÕs - S i s t e m a  F U R N A S  
P 

I n j e ç õ e s  l f q u i d a s  em Mw 



RAMO T I P O  COMPRIMENTO CUSTO kINHAS RAMO 

I N I C .  

T a b e l a  5 :  Dados p a r a  o s  ramos - S i s t e m a  FURNAS 



V I A V E L  1  
V  I AVEL  2 
V I A V E L  3 
V I A V E L  4  
V I A V E L  5 
V I A V E L  E L I M .  
V I A V E L  6 
V I A V E L  E L I M .  
V I A V E L  E L I M .  
V I A V E L  7 
V I A V E L  8 
V I A V E L  E L I M .  
V I A V E L  E L I M .  
V I A V E L  E L I M .  
V I A V E L  E L I M .  
V I A V E L  9 
V I A V E L  + 
V I A V E L  1  O 
SEM SUCESSOR 
V I A V E L  + 
SEM SUCESSQR 
V  I AVEL  1 1  
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 
SEM SUCESSOR 

L I S T A  D E  SUCESSORAS 

ANO 1  5 5  C O N T I N G E N C I A S  

1 2 3 4 5 6 7 8 9  REG CUSTO 



EXISTENTE EM PLANEJADO 
1 9 7 9  

PERMITIDO -------- 5 0 0  k v  

E s c a l a  - o 5 o 100 kli 

F i g u r a  PIT.1: S i s t e m a  C - E M I G  - - E s t r a t é g i a  ó t i m a  



E  X I  Ç T E N T E  E M  P L A N E J A D O  
1 9 7 9  

F i g u r a  PII.2: S i s t e m a  F U R N A S  --  - E s t r a t é g i a  i -ncrernenta l  



E X I S T E N T E  E M  
1 9 7 9  

P L A N E J A D O  

P E R M I T I D O  ---.-.-. 5 0 0 K V  

F i g - u r a  EU. 3 :  S i s t e m a  F U R N A S  - E s t r a t é g i a  Ó t i m a  



T r a t a m e n t o  d e  s i s t e m a s  c o m p l e x o s  

h m e d i d a  que  aumenta  o  p o r t e  do  p r o b l e m a ,  t o r n a - s e  n e-  

c e s s á r i a  ao u s u á r i o  uma i n t e r e ç ã o  m a i o r  com o a l g o r i t m o .  Uma p r ã t i -  

c a  que  p r o d u z i u  bons r e s u l t a d o s  c o n s i s t e  em o b t e r  i n i c i a l m e n t e  uma 

p o l í t i c a  i n c r e m e n t a l  ( v e r  V . 3 . 5 7 1 ,  f a z e n d o  p o u c a s  r e s t r i ç õ e s  ao  p o r  - 
t e  da á r v o r e  g e r a d a  p e l o  a l g o r i  tmo de e x p a n s ã o .  Baseado n e s s e s  r e  - 
s u l  t a d o s ,  p o d e- s e  r e s o l v e r  c o m p l e t a m e n t e  o  p r o b l e m a ,  o u  r o d a r  a l g u -  

mas v e z e s  o  p r o g r a m a ,  j o g a n d o  com o  f o r m a t o  dos c o n j u n t o s  S i  ( .  , * ) .  

I s t o  6 f e i t o  r e s t r i n g i n d o  o s  c o n j u n t o s  de e s t a d o s  su  - 
c e s s o r e s  p e r m i  ss  i v e i  s  p a r a  a l g u n s  ramos,  f a z e n d o  um bom p l a n e j a m e n -  

t o  de uma r e g i ã o  do s i s t e m a ;  r e l a x a m- s e  em s e g u i d a  as  r e s t r i ç õ e s  pa - 
r a  a q u e l e s  ramos,  f i x a n d o  o  d e s e n v o l v i m e n t o  da r e g i ã o  p l a n e j a d a .  Es - 
t e  pode  s e r  tambGm o  p r o c e d i m e n t o  a d o t a d o  p a r a  o  t r a t a m e n t o  das eco  - 
nomias  de. e s c a l a ,  quando h o u v e r  v á r i o s  t i p o s  de l i n h a s  p e r m i s s i v e i s  

em cada ramo: a  p a r t i r  d e  um p r o j e t o  com l i n h a s  de pequena c a p a c i d a  - 

de, fazemsse  v á r i a s  a p l i c a ç õ e s  do  p r o g r a m a ,  p e r m i t i n d o  em c a d a  a p l i  - 
c a ç ã o  que  um ramo r e c e b a  l i n h a s  d e  v ã r i o s  t i p o s ,  f i x a n d o  o  d e s e n v o l  - 
v i m e n t o  dos dema is .  Esse p r o c e d i m e n t o  c o r r e s p o n d e  ao " D i s c r e t e  Nomi - 
n a v i l  d e s e n v o l v i d o  em 1 1 0 1 .  



As t ê c n i c a s  d e s e n v o l v i d a s  n e s s a  t e s e  d e s t i n a m- s e  à r e -  

s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  a  s i s t e m a s  de g r a n d e  p o r t e .  

T a i s  s i s t e m a s  costumam s e r  b a s t a n t e  e s t r u t u r a d o s ,  o  

que pode  f o r n e c e r  e l e m e n t o s  h e u r i s t i  c o s  c a p a z e s  de a b r e v i  a r  s e u  t r a  - 
tamen t o .  

A Programação  H e u r i s t i c a  p r o c u r a  i s o l a r  a  a p l i c a ç ã o  de 

c e r t o s  p r o c e d i m e n t o s  h e u r i s t i c o s ,  d a n d o - l h e s  um t r a t a m e n t o  f o r m a l  

que p e r m i t e  p r e v e r  o s  t i p o s  de e r r o s  que podem s u r g i r  d e v i d o  ã sua 

a p l i c a ç ã o .  

O a l g o r i t m o  de p r o g r a m a ç ã o  h e u r i s t i c a  p r o p o s t o  n e s t e  

t r a b a l h o  p r o c u r a  o b t e r  s o l u ç õ e s  s u b - & t i m a s  p a r a  p r o b l e m a s  de b u s c a  

em g r a f o s .  Sua u t i  1  i z a ç ã o  6 a c o n s e l h á v e l  quando f o r  p o s s i v e l  o b t e r  

r a p i d a m e n t e  s o l u ç õ e s  s u b- Ó t i m a s  e x t r a i n d o - s e  d e s s a s  s o l u ç õ e s  i n f o r -  

mações c a p a z e s  de l e v a r  a  s o l u ç õ e s  m e l h o r e s .  O b v i a m e n t e ,  s ó  tem sen - 
t i d o  r e c o r r e r - s e  a  e s s a s  t ê c n i c a s  quando o  p o r t e  do p r o b l e m a  impe - 
d i  r sua r e s o l u ç ã o  d i r e t a m e n t e .  

A t ê c n i c a  d e s e n v o l v i d a ,  bem como q u a l q u e r  m ê t o d o  de 

b u s c a  em g r a f o s ,  pode s e r  i m e d i a t a m e n t e  a p l i c a d a  ã r e s o l u ç ã o  de p r o  - 
b lemas  de d e c i s õ e s  s e q u e n c i a i s :  i s t o  6 f e i t o  com r e l a ç ã o  a  p r o b l e  - 
mas de p l a n e j a m e n t o  de e x p a n s ã o  de s i s t e m a s  d e s c r i t o s  p o r  r e d e s  e ,  

e s p e c i f i c a m e n t e ,  a  s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  de e n e r g i a  e l é t r i c a .  



Os r e s u l t a d o s  c o m p u t a c i o n a i s  o b t i d o s  p a r a  e s s e s  Ü l t i  - 
mos s i s t e m a s  são bons,  e  a  t ê c n i c a  é s u f i c i e n t e m e n t e  e f i c i e n t e  p a r a  

o  p l a n e j a m e n t o  de v á r i o s  s i s t e m a s  de t r a n s m i s s ã o  e x i s t e n t e s  n o  B r a -  

s i l .  

A v a l i d a d e  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  depende do m o d e l o  u -  

sado  na  a v a l i a ç ã o  do desempenho dos s i s t e m a s  de p o t ê n c i a :  embora  o  

f l u x o  de c a r g a  1 i n e a r i z a d o  f o r n e ç a  com p r e c i s ã o  r a z o ã v e l  a s  d e f a s a -  

gens nos  ramos da r e d e  de t r a n s m i s s ã o ,  f a l t a  a i n d a  um e s t u d o  de e s -  

t a b i l i d a d e  q u e  f o r n e ç a  c r i t ê r i o ç  de v e r i f i c a ç ã o  r á p i d a  b a s e a d o s  nes  - 
sas  d e f a s a g e n s .  

A a p l i c a ç ã o  do método  p r o p o s t o  ao p l a n e j a m e n t o  de o u -  

t r o s  t i p o s  de s i s t e m a s  d e s c r i t o s  p o r  r e d e s  e x i g i r á  c e r t a m e n t e  o  d e-  

s e n v o l v i m e n t o  de n o v a s  t é c n i c a s ,  p r i n c i p a l m e n t e  r e l a c i o n a d o s  ã e x  - 
p a n s ã o  de cada  c o n f i g u r a ç ã o .  c i m p o r t a n l e  t e r - s e  em men te  q u e  a  ay  

p l i c a ç ã o  d e  q u a l q u e r  t é c n i c a  ã r e s o l u ç ã o  de um p r o b l e m a  de g r a n d e  

p o r t e  é, em s i ,  um p r o b l e m a  d e  g r a n d e  p o r t e ,  p a r a  o  q u a l  a t é c n i c a  

e s c o l h i d a  s e r v e  de a p o i o ,  a l i a n d o - s e  à i n t u i ç ã o  e  ã e x p e r i ê n c i a  o b -  

t i d a  no c o n t a t o  com o s  s i s t e m a s .  



APÊNDICE A  - TEORIA DE GRAFOS 

N e s t e  A p ê n d i c e  l i s t a m - s e  a lgumas  d e f i n i ç õ e s  e  r e s u l t a -  

dos da t e o r i a  de g r a f o s ,  s e g u i n d o  a  r e f e r ê n c i a  '1181. Não s e  p r o c u -  

r a  a q u i  um r i g o r i s m o  m u i t o  g r a n d e  e  uma a p r e s e n t a ç ã o  f o r m a l  de g r a -  

f o s  e n c o n t r a - s e  em 1 1 6 1 .  

Um g r a f o  um p a r  o r d e n a d o  G=(N,M) , onde 

N 6 um c o n j u n t o ,  c u j o s  e l e m t n o s  s ã o  o s  nÕs de G 

M é uma f a m f l i a ,  M = ( r i ) i e l  , c u j o s  e l e m e n t o s ,  o s  ramos d e  G 

s a t i s f a z e m  

r E N X N  i , i ~ l  

Um ramo é ,  p o r t a n t o ,  um p a r  r = ( n  , ,n2)  , onde  n, ,n2 E N . 
n, é a  e x t r e m i d a d e  i n i c i a l  de  r e  n p  a  e x t r e m i d a d e  f i n a l  de r 

O b s e r v e- s e  que  H 6 d e f i n i d o  como uma f a m Í l i a  e  p o r t a n t o ,  pode o c o r  - 
r e r  

' j S r k  
, j # k  , o u  s e j a ,  pode h a v e r  ramos r e p e t i d o s .  

U m  g r a f o  (N,M) é uma r e d e  s e  não t i v e r  ramos do  t i p o  - 
( n , n ) ,  i s t o  é, se não t i v e r  l a ç o s .  Um g r a f o  & f i n i t o  s e  N,M s ã o  

f i n i t o s .  

D o i s  ramos de G são a d j a c e n t e s  se  t i v e r e m  a o  menos 

uma e x t r e m i d a d e  em comum. D o i s  n 6 s  d e  G s ã o  a d j a c e n t e s  s e  f o r e m  

e x t r e m i d a d e s  de um ramo. 

S e j a  E N. D e f i n e m- s e  o s  s e g u i n t e s  c o n j u n t o s :  

3 w'tR) = I r  E M r = (R,n) ,  n  E NI , c o n j u n t o  dos  ramos i n c i -  
- - 

d e n t e s  a  n  p a r a  o  e x t e r i o r ,  o u  ramos e m e r g e n t e s  de n  . 



- - - 
4  w ( n )  = I r  E M f r = b , n ) ,  n  E N) , c o n j u n t o  dos ramos i n c i  - - - 

d e n t e s  a  n  p a r a  o  i n t e r i o r ,  o u  ramos i m e r g e n t e s  a n  . 
+ - - - - 

w(;) = w ( n )  V w (n), c o n j u n t o  de ramos i n c i d e n t e s  a  n  . 

5 Um c a m i n h o  6 uma s e q u e n c i a  de ramos t a i s  que  a  e x t r e -  

m i d a d e  f i n a l  de cada  ramo (com e x c e ç ã o  do U l t i m o )  c o i n c i d e  com a  e x  - 
t r e m i d a d e  i n i c i a l  do s e g u i n t e ,  p o r  e x e m p l o ,  

( ( n ,  , n2 )  , ( n 2 , n 3 )  ( n 3 , n 4 ) )  

O c o m p r i m e n t o  de um caminho  é o  número de ramos que o 

compõem. Um c i r c u i t o  é um c a m i n h o  em que  c o i n c i d e m  a  e x t r e m i d a d e  

i n i c i a l  do p r i m e i r o  ramo e  a  e x t r e m i d a d e  f i n a l  do  Ú l t i m o .  

6 Uma c a d e i a  ( o u  c a m i n h o  não  o r i e n t a d o )  é uma s e q u ê n c i a  

de ramos ( r 1  ,r2,. . . , 
r P  ) 

t a i s  que c a d a  ramo i n t e r m e d i á r i o  6 1  i g a d o  

a o  a n t e r i o r  p o r  uma e x t r e m i d a d e  e  ao s e g u i n t e  p e l a  o u t r a  e x t r e m i d a -  

de.  Se a s  e x t r e m i d a d e s  d e  r, e  r n ã o  l i g a d a s  a  r * ,  r 
P  

c a i  n  
P - 1  - 

c i d i r e m ,  a  c a d e i a  r e c e b e  o  nome de c i c l o  . 

7 Um g r a f o  6 c o n e x o  s e  q u a i s q u e r  d o i s  n ó s  s ã o  l i g a d o s  

p o r  m e i o  de a lguma c a d e i a .  

8 S e j a  G=(N,M)  um g r a f o .  Um g r a f o  ( N , M ' )  com M ' c  M 

é um g r a f o  p a r c i a l  de  G . ( N ' , M ' )  um s u b g r a f o  de G s e  N ' c N ,  

M '  e M e  t o d o s  o s  ramos de M c u j a s  e x t r e m i d a d e s  e s t ã o  em N 1 , e s  - 
t ã o  também em M ' ,  i s t o  é, M '  = ( ( n , n l )  E M I n , n l  E N ' ) .  Um sub-  

g r a f o  p a r c i a l  de  G 6 um g r a f o  p a r c i a l  de  um s u b g r a f o  de G ,  i s t o  

é ,  (N' ,M') é um s u b g r a f o  p a r c i a l  de  (N,M) s e  ( N t , M ' )  é um g a a f o  

e  N c N '  , M c M '  . As d e f i n i ç õ e s  e q u i v a l e n t e s  p a r a  r e d e s  l e v a m  

a  s u b- r e d e s ,  r e d e s  p a r c i a i s  e  s u b- r e d e s  p a r c i a i s .  



- 
Um nó n  5 um c e n t r o  do g r a f o  (N,M) se q u a l q u e r  nó de 

- 
N pode s e r  a t i n g i d b  p o r  um caminho c u j a  e x t r e m i d a d e  i n i c i a l  & n . 

Uma a r v o r e  4 um g r a f o  conexo sem c i c l o s .  Em uma á r v o r e ,  

cada p a r  de nós pode s e r  l i g a d o  p o r  uma Ú n i c a  c a d e i a .  Uma b r v o r e  mu - 
n i d a  de um c e n t r o  uma a r b o r e c ê n c i a  . E m  uma a r b o r e c ê n c i a  , cada 

nó  pode s e r  l i g a d o  ao c e n t r o  p o r  um Ú n i c o  caminho.  No te- se  que uma 

a r v o r e  não pode a d m i t i r  ramos m G l t i p l o s .  

Se um g r a f o  G=(N,M) não tem ramos m ú l t i p l o s ,  i s t o  é ,  

se  ( v  r , r '  E M )  r # r t  , e n t ã o  o g r a f o  é p e r f e i t a m e n t e  c a r a c t e r i z a  - 
do p e l o  p a r  ( N , i ' ) ,  onde i' 6 o  o p e r a d o r  s u c e s s o r  de G , d e f i n i d o  

P o r  

O U  s e j a ,  r( ;)  & o  c o n j u n t o  das e x t r e m i d a d e s  t e r m i n a i s  dos ramos e -  
- 

mergen tes  de n  . Os nós em r(;) são chamados nós s u c e s s o r e s  de 
- 
n  . Um g r a f o  sem ramos m Ü l t i p l o s  pode s e r  i n d i f e r e n t e m e n t e  i n d i c a -  

do p o r  do p o r  G=(N,M) o u  p o r  G = ( N , ~ ) ,  de a c o r d o  com a  c o n v e n i ê n -  

c i a .  

Em u m  g r a f o  sem ramos m c l t i p l o s ,  um caminho C pode s e r  

r e p r e s e n t a d o  p e l a  f a m í l i a  de nós v i s i t a d a s  p o r  C : 

C = (n ,  ,n2,. . . ,nk) ( h ,  , n 2 ) ,  (n22>+,  . . , hkkl ,nk)  

Se G = (N,l') é um g r a f o  com c e n t r o  n 
O ' G f i c a  t o -  

k 
t a l m e n t e  e s p e c i f i c a d o  p o r  n  e  i' : De f a t o ,  N = U { i  (no )  ] k=0 ,1 ,  . . . I  

O 
I 



Fig. A . l  - Exemp lo  de G r a f o  

N = { n 1 , n 2 , n 3 , n 4 1  

M = ( r i )  i = 1  ,2, .  . . ,7 = ( (n1,n,) , (n1,n2) , (n, ,n3) .  . . , ( n 4 , n 3 ) )  

(N,M)  é uma r e d e  f i n i t a ,  com um ramo d u p l o ,  
'1='2 

Exemp 1 o s  : 

Ramos a d j a c e n t e s :  r1  , r2  O U  r6,r7 , e t c  

f 
Ramos e m e r g e n t e s  de n 2  : w ( n 2 )  = { r  

5"6' - 
Ramos i m e r g e n t e s  a  n2  : w ( n 2 )  = { r 1  , r2 , r4)  

Ramos a d j a c e n t e s  a  n 2  : w ( n 2 )  = { r 1 , r 2 , r 4 , r 5 , r 6 }  

Caminho : ( r 3 ,  r4 ,  r 6 )  

C i r c u i t o s  : ( r 6 , r 7 , r 4 )  OU ( r 5 , r 4 )  O U  ( r 5 , r 4 , r 6 , r 7 , r 4 )  

C i c l o s  : ( r l , r 2 )  o u  ( r  , - , r3>r2)  O U  q u a l q u e r  c i r c u i t o  a c i m a  

G r a f o  p a r c i a l  : G '  = ( N , M ' )  com M 1  = ( r 2 , r 3 , r 6 , r 7 )  

S u b g r a f o  : G '  = ( N ' , M I )  com N8(n l ,n2 ,n4 )  , M '  = ( r l , r 2 , r 6 )  

S u b g r a f o  p a r c i a l  : G '  = ( N ; , M ' )  com N '  = (i-i1,n2,n4) , M '  = ( r 2 , r 6 )  

O p e r a d o r  s u c e s s o r  : r ( n l )  = { n  2 9 )  , r ( n 4 )  = { n 3 1  



F i g .  A . 2  - A r v o r e  

( ~ r a t a - s e ,  na r e a l i d a d e ,  de uma a r b o r e s c ê n c i a  com c e n t r o  5 . De 

f a t o ,  q u a l q u e r  n6 p o d e  s e r  a t i n g i d o  p o r  um Ú n i c o  caminho  p a r t i n d o  

de n 5  . E s t e  não  s e r i a  o  c a s o  s e  i n v e r t ê s s e m o s  a  o r i e n t a ç ã o  d e  r ) .  
3 

F l u x o s  e  ~ e n s õ e s  

1 3  S e j a  (N,M) uma r e d e  f i n i t a ,  com M = { r , , r  2,..., r m l  , 

N={nl,n2 ,..., n n l .  S e j a  P E um v e t o r  de i n j e ç õ e s  de f l u x o  , 

que  a s s o c i a  a  c a d a  n ó  j uma i n j e ~ ã o  P . Um v e t o r  f E 
- 

j 
e  

um f l u x o  p a r a  a  r e d e  (N,M) com f o n t e s  e  s u m i d o u r o s  se  

P *  + C -  f i  = 1 f i  j=I ,2 , .  . . ,n 
L E W  ( n . )  i ew+(n . )  

J J 

A e x p r e s s ã o  ( 1 3 )  c o r r e s p o n d e  5 p r i m e i r a  l e i  de  K i r s c h h o f f .  



Um v e t o r  + E R" uma t e n s ã o  s e  e x l s t e  um v e t o r  

e E Rn  t a l  que  p a r a  t o d o  ramo r .  = (n  ,n ) 
I P 9  

O v e t o r  8 é chamado p o t e n c i a l  a s s o c i a d o  2 t e n s ã o  4 . 

M a t r i z  de i n c i d ê n c i a  

D e f i n e - s e  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  de um g r a f o  (N,M) de 

n  n õ s  e m ramos como uma m a t r i z  M(nxm) t a l  q u e  

1 s e  r .  E w'(n.1, OU r i  emerge de n i  
L - J 

1 5  Mj i - 1  s e  r E w ( n . ) ,  O U  r i  i m e r g e  em n  i J j 

O s e  r i  t w ( n . ) ,  o u  r i  não a d j a c e n t e  a n  
J j 

Exemp lo :  a  m a t r i z  de  i n c i d é n c i a  p a r a  a  r e d e  da f i g . A . l  

O b s e r v e- s e  que cada  l i n h a  de M d e s c r e v e  a c o m p o s i ç ã o  

do c o n j u n t o  de ramos a d j a c e n t e s  a  um nó.  Cada c o l u n a  tem sempre d o i s  

e l e m e n t o s  não n u l o s ,  que  i n d i c a m  as  e x t r e m i d a d e s  d e  um nó .  

A n ã l i s e  m a t r i c i a l  de f l u x o s  e  t e n s õ e s  

Se jam f E Rm um f l u x o ,  8 E R "  um p o t e n c i a l  e  

+ E uma t e n s ã o .  São v á l i d a s  as  s e g u i n t e s  e x p r e s s õ e s  p a r a  a  r e -  





A P E N D I C E  B - O A L G O R I T M O  A *  

F a z - s e  a  s e g u i  r um b r e v e  resumo s o b r e  o  a l g o r í t m o  A *  , 

d e s t i n a d o  2 b u s c a  de caminhos  d e  c u s t o  mfn imo  em g r a f o s .  O a l g o  - 
r i t m o  u t i l i z a  uma e s t i m a t i v a ,  a s s o c i a d a  a  cada nó do g r a f o ,  do c u s  - 
t o  de um c a m i n h o  Ó t i m o  i n i c i a d o  no n ó  c o n s i d e r a d o .  

Seu e n u n c i a d o  o r i g i n a l  e n c o n t r a - s e  em 161, e  a  v e r s ã o  

t r a n s c r i t a  a b a i x o  f o i  r e t i r a d a  da r e f e r ê n c i a  1 2 1 ,  onde também s e  

e n c o n t r a  um t r a t a m e n t o  e x t e n s o  de d i v e r s o s  a l g o r í t m o s  de b u s c a  em 

g r a f o s .  

1  Cons i  d e r e - s e  n e s t e  a p ê n d i c e  um g r a f o  s i m p l e s  H = ( N , ~ ) ,  

onde r : N x N -+ P ( N )  . H p o d e  s e r  um g r a f o  i n f i n i t o ,  mas 

o  c o n j u n t o  de s u c e s s o r e s  r ( n )  de q u a l q u e r  nÔ n  E N d e v e  s e r  

f i n i t o .  

2 Sendo M o  c o n j u n t o  de ramos de H ( v e r  ~ p ê n d i c e  A )  , 

c o n s i d e r a - s e  c o n h e c i d a  uma f u n ç ã o  c  : M + R , que a s s o c i a  a  c a -  

da ramo r = ( n  , n 2 )  O c u s t o  ~ ( r )  = ~ ( n ,  , n2 )  . A um c a m i n h o  

G = (no,nl, ..., n  ) em H a s s o c l a - s e  o  c u s t o  
P  

3 P r o c u r a - s e ,  dados um n õ  i n i c i a l  s  E M e  um c o n j u n t o  

a l v o  T C N , e n c o n t r a r  um c a m i n h o  de s  p a r a  T , c u j o  c u s t o  é - 
m i n i m o  e n t r e  t o d o s  o s  t a i s  c a m i n h o s .  

4 Dados s  ,n,,n2 E N , .A, B,T  C N , d e f  i nem-se :  

h ( n , , n 2 )  : c u s t o  de um caminho  Ó t i m o  e n t r e  n 1  e "2 



Com e s s a s  d e f i n i ç õ e s ,  o  p r o b l e m a  de b u s c a  c o n s i s t e  em 

e n c o n t r a r  um c a m i n h o  G e n t r e  s  e  T t a l  que 

C @ )  = h ( s )  . 

O a l g o r i t m o  A* emprega a lguma i n f o r m a ç ã o  h e u r i s t i c a  

a  r e s p e i t o  da e s t r u t u r a  do  g r a f o ,  a t r a v é s  d e  uma f k n ç k a v a l  i a ç ã o .  

Essa  f u n ç ã o  a s s o c i a  a  cada  n ó  n  d e  H uma e s t i m a t i v a  s o b r e  o  va - 
l o r  de  um c a m i n h o  de s  p a r a  T com c u s t o  m i n i m o  e n t r e  t o d o s  o s  

caminhos  que  passam p o r  n  . 
E s t a  e s t i m a t i v a  f c o n s i s t e  de duas  p a r c e l a s  , 

F ( n )  = G(n)  + f i (n )  , onde  i ( n )  é c a l c u l a d a  p e l o  a l g o r i t m o  e  c o n  - 
s i s t e m  n o  caminho  de menor c u s t o  a t é  n  e n c o n t r a d o  p e l o  a l g o r i t -  

mo a t é  a  i t e r a ç ã o  c o n s i d e r a d a .  f i ( n )  é uma e s t i m a t i v a  s o b r e  o  c a -  

m i n h o  e n t r e  n  e  T , e x e m p l i f i c a d a  p e l a  d i s t â n c i a  " v i a  a é r e a"  p a  

r a  o  p r o b l e m a  d e  a t r a v e s s a r  um t e r r e n o  com o b s t ã c u l o s .  

O a l g o r i t m o  m a n i p u l a  duas l i s t a s ,  A b e r t o  e  Fechado .  Os 

nÕs são c o l o c a d o s  em A b e r t o  ao se rem g e r a d o s  p e l o  a l g o r i t m o .  A *  

e s c o l h e  em cada i t e r a ç ã o  um nó c o r r e s p o n d e n t e  ao menor v a l o r  de  ? 

p r e s e n t e  em A b e r t o .  E s t e  nó é e x p a n d i d o  ( i s t o  é, o b t e m- s e  a  des - 
c r i ç ã o  de seus s u c e s s o r e s )  e  6 t r a n s f e r i d o  p a r a  Fechado.  Os n o v o s  

n ó s  g e r a d o s  e n t r a m  em A b e r t o  e  c o n t i n u a - s e  a b u s c a .  Quando u m  n ó  



a l v o  f o r  e s c o l  h i ~ d o  p e l o  a l g o r i  tmo, t e r m i n a - s e  o  a l g o r i  tmo.  

5 A l g o r i t m o :  A* 

Passo  1 : C o l o q u e  o  n 8  i n i c i a l  s  em uma l i s t a  chamada A b e r t o  e  

c a l c u l e  T ( s )  

P a s s o  2 : Se A b e r t o  e s t i v e r  v a z i a ,  p a r e  (com i n s u c e s s o )  

Senão,  c o n t i n u e  

4 

P a s s o  3 : R e t i r e  de A b e r t o  o  nÕ c u j o  v a l o r  de  f f o r  menor e  i n -  

t r o d u z a - o  em uma l i s t a  chamada Fechado .  S e j a  n  e s t e  

n õ  ( r e s o l v a  empates  a r b i t r a r i a m e n t e ,  mas sempre a f a v o r  

de  q u a l q u e r  n õ  do a l v o ) .  

Passo  4 : Se n E T , t e r m i n e ,  o b t e n d o  o  c a m i n h o  s o l u ç ã o  p o r  m e i o  

dos i n d i c a d o r e s .  Senão,  c o n t i n u e .  

Passo  5 : Expanda n  , g e r a n d o  r ( n )  ( s e  r ( n ) = @  , v ã  p a r a  o  p a s  - 
s o  2 ) .  P a r a  cada s u c e s s o r  n i  , c a l c u l e  í ( n i )  p o r  m e i o  

de ( 6 ) )  . 

Passo  6 : A s s o c i e  aos  s u c e s s o r e s  q u e  a i n d a  não  s e  e n c o n t r a m  em A -  

b e r t o  nem em Fechado o s  v a l o r e s  de ? c a l c u l a d o s .  

I n t r o d u z a  e s s e s  nós  em A b e r t o  e  d i r i j a  a p o n t a d o r e s  a  n  . 
Passo  7 : A s s o c i e  aos  s u c e s s o r e s  que j á  e s t a v a m  em A b e r t o  o u  Fe - 

chado  o s  menores  e n t r e  o s  v a l o r e s  de 7 c a l c u l a d o s  ago  - 
r a  e  seus  v a l o r e s  p r é v i o s .  

T r a n s f i r a  p a r a  A b e r t o  a q u e l e s  s u c e s s o r e s  que e s t ã o  em Fe 

c h a d o  e  t i v e r a m  o s  v a l o r e s  de ? r e b a i x a d o s  e  r e d i r i j a  

p a r a  n  o s  a p o n t a d o r e s  de t o d o s  o s  n ó s  c u j o s  v a l o r e s  de 

? f o r a m  r e b a i x a d o s .  



A P E N D .  B 

Passo  8 : vá p a r a  o  p a s s o  2 . 

6 U t i l i z a - s e  ? ( n )  = s ( n )  + f i (n)  , onde  

g s )  = O e ,  n o  p a s s o  5, c a l c u l a - s e  

Um a l g o r f t m o  de b u s c a  em g r a f o s  6 d i t o  a d m i s s í v e l  quan  - 

do sua  a p l i c a ç ã o  f o r n e c e  g a r a n t i d a m e n t e  um caminho  de c u s t o  m f n i m o ,  

d e s d e  q u e  e x i s t a  t a l  c a m i n h o .  

7 Teorema : Se f i ( n )  5 h ( n )  p a r a  q u a l q u e r  nÔ n  E N , e  s e  t o d o s  o s  

ramos d e  H tem c u s t o s  m a i o r e s  do que  uma c o n s t a n t e  p o s i t i v a  6  , 
, 

e n t ã o  A *  ê a d m i s s í v e l .  

A  d e m o n s t r a ç ã o  do t e o r e m a  ( 7 )  e n c o n t r a - s e  na r e f e r ê n c i a  

12 1 ,  j u n t a m e n t e  com um e s t u d o  d e t a l h a d o  das v a n t a g e n s  o b t i d a s  p e l o  

u s o  de h e u r í s t i c a .  

A d e m o n s t r a ç ã o  de a d m i s s i b i l i d a d e  é f e i t a  p a r a  6 - g r a -  

f o s ,  mas pode s e r  f a c i l m e n t e  r e f e i t a  p a r a  g r a f o s  f i n i  t o s  em que 

n ã o  e x i s t e m  c i r c u i t o s  de c u s t o  n e g a t i v o .  

8 De f a t o ,  e s s a s  c o n d i ç õ e s  g a r a n t e m  que  h ( n , n l )  > - m  

p a r a  q u a l q u e r  p a r  de nos  em N , uma v e z  que  a  cada c i r c u i t o  G 

e n t r e  n  e  n l  c o r r e s p o n d e  u m c a m i n h o  s e m c i r c u i t o s  t a l  

que c ( 6 )  5 c ( G )  . A lém d i s s o ,  um nÔ n  somen te  6 r e c o l o c a d o  em 

A b e r t o  quando s e u  c u s t o  Q ( n )  & r e b a i x a d o ,  c o r r e s p o n d e n d o  a  um 

n o v o  c a m i n h o  e n t r e  s  e  n  . O f a t o  a c i m a  e  o  f a t o  de e x i s t i r  um 

número f i n i t o  de caminhos  sem c i r c u i t o s  em um g r a f o  ' f i n i  t o  m o s t r a m  

que  A* sempre t e r m i n a .  O r e s t a n t e  da d e m o n s t r a ç ã o  de a d m i s s i b i -  
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