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Resumo 

Este trab.alho apresenta  um procedimento que gera  

m a  sequência f l w i t ã  de so&uções de um problema de programa - 

ção i n t e i r a  b i v a l e n t e  (-0 - 11, u t i l i z a n d o  dualidade e m  pro- 

gramação Inteira e O metodo de geração de coluna. O l a l g ~ -  

r i tmo gera  simultaneamente soluç6>es denominadas 6 - v i á v e i s  

que podem s e r  mais i n t e r e s s a n t e s  que a p rópr ia  solução 6 t i  - 

ma para  determinada c l a s s e  de  problemas. são  mostrados e 

anal i sados  os  r e su l t ados ,  de um conjunto de problemas teâ-  

te,  que f s r m  obt idos  mediante um programa elaborado em l i n  - 

çuagem For t ran ,  



A b s  t r a c t  

This work p resen t s  a prscedure f o r  genera t ing  a 

f i n i t e  sequence Q£ s o l u t i o n s  t o  a given zero-one i n t e g e r  

programming prsblem, us ing  d u a l i t y  i n  i n t e g e r  programming 

and t h e  generat ing column method. This a lgori thm generates  

simultaneusly 6 - f e a s i b l e  s o l u t i o n s  t h a t  c su ld  be more 

i n t e r e s t i n g  than optimal s o l u t i o n s  f o r  a  c l a s s  s f  s p e c i f i c  

problems. W e  p resen t  and analyse,  r e s u l t s  f o r  a s e t  o£ 

t e s t  problems, obtained by means o£ a For t ran  program. 
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1. Introdução 

É perfei tamente conhecido que os  modelos de progra- 

mação matemática são uma abs t ração  da rea l idade  de umproblema. 

A s s i m  também sua solução Btima pode s e r  v i s t a  como uma solução 

próxima da "Ótima r e a l " .   aí a importância das t écn icas  de  pós - 

otimização, a n á l i s e  de s e n s i b i l i d a d e  e parametrização que per- 

tensem uma informação mais completa do comportamento do modelo 

quando s u j e i t o  a determinadas mudanças em seus  p a r h e t r o s  e 

que encontram um conjunto de so luçses  das qua i s  algumas s e r ã o  

de m a i s  f á c i l  implementação. 

Ã medida que a s  tgcn icas  de programação matemátkea 

são mais divulgadas,  sua u t i l i z a ç ã o  s e  difunde cada vez mais 

e vão aumentando a s  á reas  de apl icação  d e s t a s  t écn icas .  

Deve-se sempre lembrar que a s  t écn icas  de  programa- 

ção matemática são uma ferramenta para  o planejamento e pa ra  

tomadas de decisões e por i s t o  fornecem uma s é r i e  de  a l t e r n a t i  - 

v a s ~ e n t r e  a s  qua i s  uma é selecionada in ic ia lmente  e na sua i m  - 
plementaç~o,algumas a l t e r a ç õ e s  deverão s e r  e fe tuadas , a  fim de 

conseguir os  melhores r e su l t ados  poss ive i s  na soluçao de um 

determinado problema. Também se deve lembrar que,a  c o n s t ~ u ç ã o  

de um modelo matemático complementada com os  dados, os  qua i s  

nem sempre são conf iáveis  cem por cento,  por tanto  soluções 6 t i  - 
mas ob t idas  para  um modelo continuaram a e s t a r  prQximas de Qti - 
ma r e a l .  A s s i m  sendo, para  tomar uma d e c i s o  e m  base a e s t a s  

Informações, é necessEirio encont rar  v á r i a s  soluções em torno  



da Ótima para  que sirvam como a l t e r n a t i v a s , c a s o  não s e j a  conve - 

n i e n t e  implementar a solução 6tima. Se alguma des tas  soluções 

é i n v i á v e l  e e s t a  i n v i a b i l i d a d e  s e  v e r i f i c a  em uma percentagem 

mínima de um ou v á r i o s  dos recursos  u t i l i z a d o s ,  e s t a  soluçãopo - 

der5 tornar- se mais a t r a t i v a  que alguma v i á v e l  porém mais a f a s  - 
tada  da Ótima. 

Dentro d e s t e  con tex to , se rá  apresentado um método pa 

r a  r e s o l v e r  problemas de programaqão i n t e i r a  zero-umrque pode 

ser u t i l i z a d o  para  o b t e r  soluções de v á r i o s  problemas r e a i s .  

O método aqui  apresentadorgera  uma sequência f i n i t a  

de soluçÕes,ut i l izando dualidade em programação i n t e i r a  e o m é  - 

todo de geração de colunas,  E devido a sua e f i c i ê n c i a  e simpai - 

cidade possue vantagens sobre  ou t ros  métodos t a i s  como~os a l -  

goritmos c l & s i c o s  de programação i n t e i r a .  O tempo de computa- 

ção gas to  para  a obtenção de soluções de  problemas de programa - 

ção zero-mrcom um número relat ivamente grande de v a r i á v e i s r  é 

pequeno em re lação  ao tempo u t i l i z a d o  por  out ros  algoritmos. 

A e f i c i ê n c i a  do método pode s e r  melhorada ainda me - 
d i a n t e  a transformação de problemas com v á r i a s  r e s t r i ç õ e s  I e m  

um problema equiva lente  com uma r e s t r i ç ã o .  

O método aqui  apresentado ,pode s e r  u t i l i z a d o  também 

para  uma ~ n g l i s e  de P 6 s - ~ t i m i z a ç ã s  dos problemas de programa- 

ção zero-um, dado que na procura da melhor solução v i á v e l  são  

encontradas o u t r a s  soluções v i a v e i s  de menor va lo r  (pa ra  maxi- 

mizar)- e soluções que chamaremos de 5 - v iáve i s ,de  maior valor, 

sem nenhum esforça  computaciona1 ad ic iona l .  



2.  O Problema 

Um 
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de ~ r o g r m a ç ã o  Linear I n t e i r a  

problema de programação l inear ,  em que a s  va r i ã -  

v e i s  devem assumir va lo res  não f r a c i o n á r i o s  ou i n t e i r o s !  são 

c l a s s i f i c a d o s  como problemas de programação l i n e a r  i n t e i r a .  

Es tes  problemastsão importantes porque um grande 

número de problemas r e a i s t n o  campo da pesquisa operacional, po - 
dem ser representados como problemas com v a r i á v e i s  i n t e i r a s .  

O problema g e r a l  de programação i n t e i r a  pode ser 

de f in ido  como: 

s u j e i t o  a 

AX b - 
x > 0 e i n t e i r o  j 

j - 

onde : 

C = (_c . )  ê m v e t o r  l i n h a  
J - 

= l b  "' )n 

de n componentes 

X = Lx.) é um vetoa: coluna de n componentes I - 
A = (-a. . )  é uma matr iz  m x n 

13 - 

b = (bi) é um v e t o r  coluna com m componentes 

Se todas a s  v a r i á v e i s  x j  são i n t e i r a s  teremos um 

problema chamado totalmente i n t e i r o .  Se somente algumas das 

v a r i ã v e i s  x são i n t e i r a s  sendo a s  r e s t a n t e s  continuas t e r e -  
j 

mos um problema chamado de programação mista .  

A p a r t i r  da t é c n i c a  apresentada por Gomsryrem 1 9 5 8 ,  

para  r e so lve r  o problema de programação l i n e a r  in te i r a ,v&- ias  

o u t r a s  t6cnicas  Eoram desenvolvidas. Ainda mais, tgcnicas  
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e s p e c i a i s r p a r a  problemas espec.?fisos de programação i n t e i r a , f o  - 
ram pesquisadas e continuam a ser pesquisadas,  const i tuindo- se 

assim e s t e  campo numa f o n t e  geradora de t écn i sas ,que  pretendem 

ser cada vez mais e f i c i e n t e s  e espec ia l i zadaã ,  

Dentre os  problemas e s p e c i a i s  de programação i n t e i  - 
r a  que vem despertando maior i n t e r e s s e  podemos c i t a r  o proble-  

ma d e  programação l i n e a r  i n t e i r a  b i v a l e n t e  ou zero-um, 

3 .  O Prob-lema de ~ rogramaçãs  Linear I n t e i r a  Bivalente  

O problema de programação l i n e a r  i n t e i r a  b i v a l e n t e  

ou zero-um, que daqui por d i a n t e  denominaremos simplesmente de 

problema de programação b i v a l e n t e  ou zero-um, é um problema em 

que a s  v a r i z v e i s  s ó  podem assumir va lo res  zero ou um, pode s e r  

expressado como: 

n 
Maximizar z = C c . x  

j=i  1 j 

Consideremos que: 

a). os  c. '> O- (.j = 1, 2 ,  . . . ,ia) , caso i s t o  não aconteça podemos 
3 - 

u t i l i z a r  a mudança de v a r i s v e i s  segu in te ,  x = 1 - xl quan 
j I - 

do c. < O .  a 
b )  os  b . . > Q  para  i = 1,. . . , m  a - 

c). os  a i j > Q  - para  i = l,. .., m e j = l, ..., n 
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0 problema de programação zero-um 6 considerado i m -  

po r t an te ,por  suas apl icações  p r á t i c a s  e também devido a que 

todo problema de programação i n t e i r a  com v a r i á v e i s  limitadas,po - 

de s e r  transform-ado em um problema de programação zero-um. 

4 .  Problema de Programação Zero-Um Equivalente ao Problema de 

Programação In te i r a .  com Varizveis  Limitadas 

Consideremos o problema ( 2 )  onde a s  v a r i á v e i s  x i n  
1 - 

t e i r a s  possuem l i m i t e s  super io res  conhecidos. Se ja  uma va r i á-  

vel. x < i1 k -  k P  xk poderá s e r  expressada como 

onde K s e r á  determinado corno 2 Ki-1. 
2 uk+l  Subs t i tu indo xk em 

função de y temos o r e su l t ado  desejado. 
kp 

Como uma desvantagem d e s t a  transformação temos que, 

o problema r e s u l t a n t e  possu i ra  um grande nfimero de v a r i á v e i s  

zero-um, o que poderá d i f i c u l t a r  a procura da solução do pro- 

blerna,devido 2 capacidade da memória do computador d isponlve l  

ou, o tempo de computaç~o que s e r i a  necessar io  para  encont rar  

a soluç% poderá s e r  i n a c e i t s v e l ,  

5, ~ p l l c a ç õ e s  de ~ r o g r m a ç ã o  Zero-Um 

Problemas de programação zero-um podem s e r  gerados 

a p a ~ t i r  de problemas de programação i n t e i r a ,  programaçao não- 

l i n e a r ,  po&m existem problemas cujo  modelo pode s e r  de f in ido  

diretamente como um problema de programaçZio zero-um. Nesta 
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classe de problemas se enquadram os problemas de orçamento de 

capital, seleção de projetos,alocação de recursos, fluxos em 

redes de comunicação, recuperação de infomaçÕes, assignaçãode 

experimentos, localização industrial, dimensionamento de fro- 

tas de ve~culos, alocação de tripulação em linhas agreas, se- 

quenciamento, multicomodidade, o problema "cutting-stock", prg 

blema do caixeiro viajante, problemas de recobrimento (set 60- 

vering) , aãocação de hor&ios, problema Knapsack, alocação de 

tarefas, balanceamento de linhas de montagem, planejamento de 

vooâ, seleção de jornais e revistas, etc. O problema knapsack 

(niochi1a) será abordado detalhadamente no ~apftulo 11 , assim 

como alguns outros problemas similares. 

Teoricamente existe uma infinidade de métodos para 

resolver os problemas de programaçao zero-um, porem estão sem- 

pre relacionados com métodos que podem ser considerados Pa- 

dr&srjz que nestes são introduzidas algumas mudanças a fim de 

torns-10s mais eficientes ou adaptá-los a estruturas especiais 

da matriz de coeficientes. Basicamente esses metodos podem ser 

considerados como: 

i)- Métodos dos planos de corte 

ii) Métodos que utilizam Teoria dos Grupos 

ili2 ~Gtodos de "branch and bound" 

2 ~ ) -  Metodos do subgradiente 

v1 Metodos heuristicos 

vi)- ~étodos dos multiplicadores de Lagrange 



v i i l  ~ é t o d o s  de programa dinâmica 

v l i i l  Métodos de enumeraqao i m p l l c i t a  

Alguns algoritmos resolvem os  problemas de programa - 
çãs zero-um u t i l i z a n d o  um ou mais dos mÊkõdos acima. 

M6todss de enumeraqão i m p l l c i t a  

Em 1965 Balas  [10] prop6s o algoritmo a d i t i v s  que 

s e r v i u  de base para  a apresentação de ou t ros  t r aba lhos ,  t a i s  

como o s  que foram desenvskvidos p a r  Glover [5l], Mao e Walling - 

f o r d  P4], Balas [ll], Geoffrion [49],  Pe tersen  [83], Garfinkel - 

-C Nemhauser [43], [46] , Cahot [20], Ei lon  e Chris todides p67 , 
De Maio e Roveda [23], Ellwein p 5 ]  , Salkin  e Koncal [89] , Bra - 

ã ley  e WahiLlS], Etd ieberry  0 4 1 ,  Arora 1 e n t r e  out ros .  

Dentre os  t r aba lhos  que u t i l i z a m  programação dinâ- 

mica podemos c i t a r  os  de Weingartner e Ness [98], Nemhauser e 

Ullman [78] , Shapiro e Wagner [93], Shapiro [gol , Nemhauser e 

Kra f t  e H i l l  [65], Gearing, Swart e Var [38] . 

~ é t o d o s  - dos Planos de Corte 

Alguns d e s t e s  m6todos foram desenvolvidos por: B e l l  - 

more e R a t l i f f  p 7 ] ,  Salkin e Koncal [89], Glover e Klingman 

,F isher  e ~ h a p i r o  [29 1 , Chames, D.Granot e F.Granot I211 
Balas e Zemel [. 4 1  t [ 51 , Kianf a r  [64] e Balas [2 3 . 

Mgtodos que utibizarn Teor ia  dos G r u p ~ s  

Cada vez mais e s t a  t s c n i c a  e s t a  sendo divulgada,sen - 
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do que pode s e r  apontado como um dos t r aba lhos  p ionei ros  o de 

Shapiro b l ]  ao q u a l  se seguiram os  t r aba lhos  de B e l l  [i3] 

Houck e Vemuganti [ 5 4 ,  Wosley Lg9] ,  Gorry, Northup e Shapiro 

c37 1 

~ é t o d o s  especificamente desenvolvidos para  programa - 

ç6bo zero-um e que u t i l i zam a tgcn ica  "Branch and Bound" e s t ã o  

d e s c r i t o s  em: Kolesar [67], Greenberg e Herich @ 7 ] ,  Lernke-Sal - 

k i n  e Spielberg p l l ,  Helde Karp Li. r5~9], F i she r  e Shapiro p9] , 
Etcheberry e 4 1 ,  P ie rce  p 2 ] ,  Shih [ 8 2 ] ,  Nauss (761 e Ingar io  - 

l a  e Korch p 2 ] .  

Métodos. i30 'Subqr'adien te 

Ent re  e s t e s  métodos temos o s  desenvolvidos por Held, 

Wolfe o Crowdes [58], Etcheberry [ 2 4 ] ,  - Golden e 5 ] ,  Legendre e 

Minoux [70;] . 

Devido a d i f i cu ldade  em encont rar  soluções . Õ-bimas 

para problemas com um grande n6mero de v a r i á v e i s  e r e s t r i ç õ e s ,  

cada vez mais e s t ã o  sendo u t i l i z a d o s  mêtodos h e u r i s t i c o s  que 

fornecem soluçGes próximas d a  ótima com um es fo rço  computacio- 

na1 muito reduzido se comparado com o tempo necessár io  ' para  

achar so luç6es  Ótimas por ou t ros  mêtodos. Ent re  e s t e s  m6todos 

podemos anotar  os  apresentados por H i l l e r  FO], Eilon  e Chris-  

to£  i d e s  [26] , Salkin  e ~ o n c a l  , Magazine, Nemhauser eTmtter 

[ 7 3 ] ,  Hu e Lenard [57], Zanakis ~00>, Pie rce  [82] e muito re-  



centemente o t raba lho  de Balas e Martin . 

Outros métodos que sem s e r  h e u r f s t i c o s  fornecem so- 

luções aproximadas do problema são  os  desenvolvidos por  Senju e 

Toyoda [92], Toyoda [96] , ~ o y s t c j r - ~ e y  e S l ivka  [86]. 

Pode-se af i rmar  que o t r aba lho  que deu i n l c i o  5 u t i -  

l i z a ç ã o  do método dos mul t ip l icadores  de Lagrange f o i  o de 

E v e r e t t  [27] em 1963 e a e s t e  s e  seguiram o s  t r aba lhos  de Fisher 

[28] , B e l l  [13], Kaplan [68], Brooks e Geoffrion [18], Green- 

berg [3 41 , Fox e Landi C311 , Legendre e M inoux [7 O] . Esses méto - 

dos s e  preocupam em c a l c u l a r  o s  mul t ip l icadores  para  o problema 

i r r e s t r i t o  em que é transformado o problema o r i g i n a l .  



I. O Problema Knapsack 

s e r á  d e s c r i t a  aqui  uma c l a s s e  de problemas de progra - 
mação zero-um chamados algumas vezes de problemas combinatórios. 

Es tes  problemas possuem um grande número de soluções v i á v e i s  e 

poderão ser resolv idos  mediante enumeração e cá lcu lo  das sobu- 

ções v i a v e i s .  

Ent re  e s t e s  problemas e s t ã o  o s  problemas Knapsackccm 

uma 6 n i s a  r e s t r i ç ã o  e o problema Knapsack multidimensional.Exis - 
tem na l i t e r a t u r a  d ive r sos  métodos pa ra  r e so lve r  e s t a  c l a s s e  de 

problemas porém aqui  pretendemos d i s c u t i r  a sua solução como um 

problema de programação zero-um. 

2 .  O Problema Knapsack Unidimensional 

O nome do prob.lema, Knapsack, se r e f e r e  a uma s i t u a-  

9% e m  que s e  quer car regar  bima mochila que possa supor ta r  um 

peão mSximo. Para encher a mochila s e  selecionam v a r i o s  i t e n s  

cada um dos q u a i s  possue um v a l o r  e um peso, O problema consis-  

t e  em encher a mochila de t a l  forma que sua capacidade não s e j a  

excedida e o va lo r  t o t a l  dos i t e n s ,  i s t o  é, a soma de todos os  

va lo res  r e l a t i v o s ,  s e j a  maximizada. 

O problema s e r 5  apresentado como: 

s u j e i t o  a 



x 5 O e i n t e i r o  ( j = l , .  . . ,n) 
j - 

onde 

c é O va lo r  de cada i t e m  j 
j 

a 6 o peso do i tem j 
j 

b G o peso que a mochila pode supor ta r  

Sem perder  general idade pode-se assumir que o s  

c j >  O (-j = l, ..., n ) t b  - > O e a > O .  Porém, s e  G .  = O impl i  
j - J - 

ca que x = O em toda solução Btima, s e  b = O implica que a 
j 

Única solução v i á v e l  6 x = Q j = 1 .  desde que a > 0. 
j j 

Se algum a = O com c > O ,  a solução ótima é i l i m i  
j j - 

tada  desde que x possa s e r  qualquer v a l o r  i n t e i r o  a r b i t r a r i a -  
j 

mente grande, 

O problema que se pretende abordar aqu i  é o proble-  

ma Knapsack em que s 6  pode ser carregado um elemento de cada 

item, i s t o  6 ,  x = l se o elemento é carregado e x = 0 ,  caso 
j j 

con t ra r io .  

O problema Knapsack t e m  s i d o  estudado com muito i n  

teresse por  poder r ep resen ta r  muitos problemas r e a i s ,  t a i s  co- 

mo: akocação de recursos ,  se l eção  de p r o j e t o s ,  invest imentosde 

c a p i t a l ,  problemas de carga,  se l eção  de jo rna i s  e r e v i s t a s ,  o 

problema "cu t t ing  âtock" , e tamb&m aparece com sub-problema 

de alguns aIgoritmos de programação i n t e i r a .  



3 ,  O Problema Knapsack Multidimensional 

O problema Knapsack multidimensional , 6 -  o problema 

~ n a p s a c k  d e s c r i t o  em ( 2 )  com o u t r a s  l imi tações  a d i c i o n a i s  

assim por exemplo, l imi tação  de peso, volume, l a rgura  ou com- 

primento. A s  v a r i á v e i s  poderão s e r  i n t e i r a s ,  porém assumimos 

aqui  que e s t a s  v a r i á v e i s  sõ  poderão s e r  O ou 1, considerando 

que não e x i s t e  a poss ib i l idade  de i n c l u i r  mais do que um a r t i  - 

Um t i p o  de apl icação  pa ra  e s t a  c l a s s e  de problemas 

é o problema de alocação de c a p i t a l  e m  que os  melhores proje-  

t o s  de invest imentos são selecionados s u j e i t o s  a l imitaçõesde 

gas tos  ou despesas em diversos  períodos de tempo ou a l imi ta-  

ções de v ã r i a s  en t radas  (de  c a p i t a l ) .  Em algumas apl icações  de 

alocação de recursos  onde a s  constantes  do segundo membro não 

são r í g i d a s  pode-se a n a l i s a r  o problema mediante o método que 

no ~ a p i t u l o  III ser5 apresentado. 

O modelo pode ser d e s c r i t o  como segue: 

n 
Maximizar 2 = 1 c . x  

j=i I j 

s u j e i t o  a 
n 

o < x .  $ 1  - 3 

x i n t e i r o  
j 

Sendo c a r e c e i t a  devido 2 inc lusão  do p r o j e t o  j, 
j 

a - .  6 a quantidade de recurso  requerido pe lo  p r o j e  
11 

b;. a quantidade de recurso  d isponíve l  pa ra  s e r  gas - 
1 



t o  no período i 

x j  = 1 s e  o p r o j e t o  é a c e i t o  

x j  = O s e  o p r o j e t o  é r e j e i t a d o  

Se assome também que os  a i j  são não negat ivos 

4 .  O Problema de  locação de Recursos 

O problema de alocação de recursos  s e  r e l ac iona  com 

a aval iação  de uma variedade de p r o j e t o s  de investimento eseuob 

j e t i v o  é se lec ionar  os  melhores de um conjunto de p r o j e t o s  sob 

a condição de t e r  d isponib i l idade  de recursos  l imi tados .  

O problema poder5 s e r  e s t abe lec ido  para  um período 

ou para  v á r i o s  períodos de planejamento. E x i s t e  uma grande v2  

r iedade  de formulações de problemas deaiocação de recursos .  T.al - 

vez a fon te  p r i n c i p a l  d e s t a s  d ive r sas  formulações é a de f in ição  

da func$oobjetivo, dado que e m  g e r a l  e s t e  problema não é muito 

de te rmin í s t i co .  Alguns pesquisadores acham que a u t i l i z a ç ã o  do 

re to rno  esperado não é s u f i c i e n t e  como um c r i t é r i o  o b j e t i v o  da - 

do que ignora a d ispersão  e m  torno  da média. 

O modelo 6 formulado da seguin te  forma: 

n 
Maximizar E ( z )  = C E ( c . )  x 

. j= i  I j 

s u j e i t o  a 
a 
L: ~ ( a ~ ~ )  x E ( b i )  i = O:, 1;2,... , m  

j= i  j - 

onde : 

x = 1 se o j-ésimo p r o j e t o  é a c e i t o  e x = O s e  o 
j j 

j-ésimo p r o j e t o  é r e j e i t a d o .  



c é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  que representa  o v a l o r  a  
j - 

t ua1  do j-ésimo p r o j e t o  de investimento e  E ( c . )  é 
7 

seu va lo r  esperado. 

a .  é a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  que rep resen ta  o cus to  do ' 
i j 

j-ésimo p r o j e t o -d e  investimento no i-ésimo peczo 

do e E ( a i j )  é seu v a l o r  esperado. 

bi é a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  representando o v a l o r  d i s  - 

ponlvel  no i-ésimo período para  alocação dos pro- 

j e t o s  de investimento e  E (bi) é seu va lo r  esperado. 

Se assume que a s  funções de densidade das v a r i á v e i s  

a l e a t ó r i a s  podem s e r  ava l iadas .  

O modelo também poderá ser formulado subs t i tu indo  ca - 

da v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  por seu  v a l o r  esperado. 

5. Métodos de Solução para  o Problema Knapsack 

O número de soluções pa ra  a  c l a s s e  de problemas apre  - 

sentados nos i t e n s  ( 2 ) ,  ( 3 )  e ( 4 )  e  da ordem de 2n,  onde 

n o número de v a r i á v e i s  do problema. 

Nesse caso a  u t i l i z a ç ã o  do esquema enumerativo das 

soluç6es puro e  s imples ,  para  s e l e c i o n a r  a  melhor solução s e  

to rna  inv iáve l .  Ex i s t e  na l i t e r a t u r a  uma grande quantidade de 

métodos que resolvem: e s t e s  problemas de forma e f i c i e n t e .  Es tes  

métodos foram desenvolvidos u t i l i z a n d o  programação dinâmica, t é c  - 

n i c a s  de "braneh and bound", enumeração i m p l í c i t a ,  planos de 

c o r t e ,  t écn icas  h e u r i s t i c a s  e  os  que u t i l i zam dualidade em 

programação i n t e i r a  e  e n t r e  os  quais  s e  enquadra o metodo que 

será apresentado no ~ a p i t u l o  111. 
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Podemos c l a s s i f i c a r  o s  métodos pa ra  r e s o l v e r  o p rob le  - 
ma Knapsack e m  2 grandes grupos,  aque les  que resolvem o problema 

Knapsack unidimensional,  e o s  que resolvem o problema . Knapsack 

mult idimensional .  Ainda dent ro  d e s t a s  duas c l a s s e s  exis tem OS 

métodos que consideram a s  v a r i á v e i s  i n t e i r a s  (x .  > O e i n t e i r a ) e  2 - 

aqueles  em que a s  v a r i á v e i s  s ó  podem assumir va lo res  zero  ou um. 

Par t icu la rmente  desenvolveremos um método que r e s o l v e r á  o p rob lg  

ma Knapsack multidimensional com v a r i á v e i s  zero-um, sendo que o 

método poderá r e s o l v e r  também o problema Knapsack unidimensimai, 

Dentre o s  métodos que u t i l i z a m  a s  t é c n i c a s  acima i n d i  - 
cadas podem c i t a r :  

programação dinâmica: Weingartner e N e s s  [98'] , Shapi - 
r o  e Wagner r 9  31, Shapiro 1901 e Nemhauser e Ullman [78] .  

 numeração I m p l í c i t a :  Pe te r sen  [ 8 3 ] ,  Mao e Wall inford 

[7  41, P i e r c e  [82 ]  e ~ a b o t  [ 2 0 ] .  

~ é c n i s a s  de "Elranch and Bound" : Kolesar [67 ] ,e Green- 

be r  e Hegerich [ 4  71. 

Planos de c o r t e :  Kianfar  [6 41. 

~ e u r ~ s t i c o s  : Magazine, Nernhauser e T r o t t e r  [73 1, Hu 

e Lenard [57 ] e Balas e Martin b] . 

Dualidade: Nauss [ 7  61, Legendre e Minoux [703; Maculan, 

Vaca Obando e V i l l a r e s  [7 21. 

Outros métodos : Senju e Toyoda [92 1 , Toyoda [96 ] e 

Soys te r ,  Lev e S l i v k a  [8  61. 



6 .  ~ e d u ç ã o  de um Problema Multidimensional num Problema Unidimen - 

s i o n a l  

Um problema Knapsack multidimensional pode s e r  reduzi  - 

do a um problema Knapsack equiva lente  com uma r e s t r i ç ã o .  como 

s e  poderá ve r  poster iormente,  a procura da solução de um proble  - 

ma com uma r e s t r i ç ã o  s e  t o r n a  mais f á c i l ,  razão p e l a  que em a 1  - 
guns problemas poderá ser u t i l i z a d o  e s t e  t i p o  de transformação. 

Consideremos o conjunto de r e s t r i ç õ e s  

x i n t e i r o  j = 1, ..., n 
j 

onde a i j f  b .  e u são p o s i t i v o s  e i n t e i r o s .  
1 j 

O problema c o n s i s t e  em encont rar  va lo res  wl,  ... , w m 

t a i s  que toda solução não-negativa e i n t e i r a  para  o conjunto de 

x i n t e i r o  
j 

m 
onde a .  = C W a ( j  1, . . . , n)  e b = ,  Z wibi é uma s o l u  

-J i=l i i j  - 
.-J =1 

ção pa ra  (3 )  . Dado que a s  r e s t r i ç õ e s  (3)  implicam em ( 4 )  , t o d a  

solução i n t e i r a  não-negativa para  (3 )  é uma solução para  ( 4 ) .  Po - 

rém para  va lores  a r b i t r á r i o s  dos w i r o conjunto-:de i n t e i r o s  não- 

negat ivos X= (xl ,  . . . , x ) que sa t i s fazem ( 4 1  é geralmente maior 
n 

que o conjunto que s a t i s f a z  ( 3 ) .  



Exemplo 1 - Balas 1111 
O problema 

Minimizar z = 5x 7x2 + 10x3 + 3x4 + x 1 5 

s u j e i t o  a  

- X1 + 3x2 - 5x3 - x + 4x5 i- x = - 2 (i) 4 6 

(iii) 

x > 0 e  i n t e i r o  ( j =  6 ,  7 ,  8 )  
j  - 

possue como soluções v i á v e i s  (0 ,1 ,1 ,0 ,0)  e  ( 1 , 1 , 1 , 0 , 0 , ) .  Se s e  - 
lecionamos a rb i t r a r i amente  o s  va lo res  w = w = w = 1 a s  três 1 2 3  

equações somadas fornecem a  equação 

que possue como soluções v i á v e i s  a s  duas a n t e r i o r e s  mais o u t r a s  

5 que são ( 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ) ,  0 , 1 , 1 0 ,  l l  ( 1 ,0 ,1 ,0 t0 )  e  

( ~ 1 1 t l t ~ r O )  

Existem na l i t e r a t u r a  um grande número de  t r aba lhos  

r e l a t i v o s  2 agregação de  r e s t r i ç õ e s .  Alguns d e s t e s  mêtodoscom - 

binam duas r e s t r i ç õ e s  em uma que logo combinam com a  t e r c e i r a  

e  assim sucessivamente a t é  que todas  a s  r e s t r i ç õ e s  sejam combi - 

nadas. 

Um t r aba lho  p ionei ro  n e s t e  sen t ido  é o de  Mathews (a> 
que com seu Teorema mostra como adic ionar  duas r e s t r i ç õ e s  de  

t a l  forma que o  conjunto de soluções i n t e i r a s  não-negativasnão 

aumente. I s t o  permite r eduz i r  qualquer conjunto de  m r e s t r i  - 
ções a  uma Única r e s t r i ç ã o .  

(1) Para maiores d e t a l h e s  ve r  Salkin r851 
.. . 



Teorema de Mathews (1) 

Considere o sistema de duas equações lineares (2 
n 

= '1 - j=l ( i 

(ii) 

Os coeficientes a (i = 1, 2, j = 1, ... , n) são es i j - 

tritamente positivos e inteiros. 

se existem valores não-negativos xl, ..., x n 
satisfazem (i) e (ii) logo 

a /a2 2 bl ao menos para um j (l<j<n) 
11 - - 

se w é qualquer inteiro positivo tal que 

w r b2 máximo {al j/a2 1 
3 

logo o conjunto de soluções de (i) e (ii) 6 o 

que a equação 

( 3 )  foi observado que o Teorema Posteriormente , 

que 

mesmo 

de 

Mathews pode ser utilizado para agregar um sistema de equações 

como as de (3) pela utilização das condições 

(ii) ' 
que Mathews indica também como aplicação do Teorema, onde as du - 

as equações são substituidas por i e i ' . Isto é, as duas 

primeiras equações do sistema ( 3 )  são substituidas por (i) e(ii) 

e logo são agregadas. A equação resultante será a primeira equa - 
ção do novo sistema, substituindo às duas primeiras, agora o sis - 
tema possue uma equação a menos. O processo se repete até obter 

uma equação só. 

(2) O símbolo 2 significa que Si toma o valor do somatório 

(3) Ver Salkin E851 



Uti l izando o problema do exemplo 1 é ob t ida  a restri - 

ção equiva lente  ao s is tema 

O conjunto de soluções v i á v e i s  des ta  equação é ( 0  t 1.1 1 I 0 I 0 )  

( 1 I l I L I O f O )  

A transformação de um sis tema de equações numa equa - 

ção s ó  possue o incoveniente  que os  c o e f i c i e n t e s  crescem na sua  

ordem de grandeza o que muitas vezes impede u t i l i z a r  o computa 

dor devido a sua capacidade l imi tada  para  armazenar va lo res  i n t e i  

r o s  especialmente.  Devido a e s t a  d i f i cu ldade  alguns trabalhostem 

s i d o  publicados visando a transformação com c o e f i c i e n t e s  menores. 

Porém i s t o  tem s i d o  conseguido a cus tas  de c ~ l c u l o s  a d i c i o n a i s n a  

transformação. 

Glover ( 3 )  apresenta  um método de reduç.ão agregando 

a s  r e s t r i ç õ e s  de duas em duas 

Teorema de Glover 

Considere o s is tema de duas equações 
n. - S1 = L a l jx j  = bl (i) 

j =i 

n 
S 2 z 1  a x = b 2  

2 j  j 
(ii) 

j=l  

onde todos os  c o e f i c i e n t e s  (ai j ,  hi) são i n t e i r o s  e ao menos um 

dos bi é d i f e r e n t e  de zero. Sejam w e w i n t e i r o s  d i f e r e n t e s  de 
1 2 

zero e primos e n t r e  s i .  Se e x i s t e  ao menos m a  solução i n t e i r a  

não-negativa para  (i) e (li),  logo toda solução i n t e i r a  não-nega - 



t i v a  pa ra  

wlS1 + w2S2 = wlbl + w2b2 (iii) 

é uma soluçãoi k n t e i r a  não negat iva  para (i) e (ii) e inversamen - 

te ,  dado que 

para  j = l , .  .. , n. ( i v )  é uma desigualdade e s t r i t a  para  j em J . 
onde J é qualquer conjunto não vaz io  de {I, .... n l t a l q u e  t o  - 
das a s  soluções não-negativas para  (iii) sa t i s fazem x > O para  

j 
ao menos um j em J, 

. . 

Util izando a redução de Glover o conjunto de r e s t r i -  

ções do Exemplo 1 tem como equiva lente  a r e s t r i ç ã o  que segue 

O c ~ n j u n t o  de soluções v i á v e i s  da r e s t r i ç ã o  6 também 

( O , ~ J , 0 J O l  e ~ ~ . l , l ~ O , O ) .  

6 .1.1.~étodo de Kendall e Zionts 

Num t raba lho  mais recente ,  Kendall e Zionts [63.]apre- 

sentam do i s  metodos de transformação que reduzem s tamanho dos 

c o e f i c i e n t e s  da r e s t r i ç ã o  equiva lente .  

Sejam duas r e s t r i ç õ e s  

(i) 

(ii) 



x inteiro. 
j 

Se define uma função 
n 

para qualquer conjunto de valores x inteiros e O < x.< u . O ve 
j - I  j - 

tor X é uma solução para a i-éslma restrição se e somente se 

gi (x) = O. 

Um conjunto de multiplicadores wl e w gera uma 2 

equação 

(iii) 

Somente são de interesse os multiplicadores para 

os quais a equação (iii) implica que 

Expressando (iii) em outra forma temos 

e utilizando os limites 
n 

é um conjunto de multiplicadores. 

O Teorema 3 fornece um conjunto de multiplicado- 

res. 



Teorema 3 .  (Xendall e  Zionts [ 6 3 ]  1 . 

Se O < x . < u . e i n t e i r o s ,  a s  r e s t r i ç 6 e s  - I -  I 

são equiva lentes  a 

se o s  mul t ip l icadores  wi s a t i s t azem a s  seguin tes  condições: 

a1 Para qualquer v a l o r  da soluqão i n t e i r a  O < x  < u  j = l r e O e n  - j m  j r  

g2(x). não é d i v i s í v e l  por  wl e gl(x).  não é d i v i s i v e l  por  w2 

h) wl e w2 S ~ O  primos e n t r e  s i  (o maior d i v i s o r  comum é um) 

por tan to  wlgl(.xl + w2g2 (xl = O 

Para provar que (-vai1 implica ( v i )  e ( v ) ,  escreve- se 

Por .  de f in ição  o membro da esquerda da equação é in-  

t e l r o ,  consequentemente B membro da d i r e i t a  é i n t e i r o .  Pe la  con - 

dição  (bl g2 (xl/wl e gl Cx)/w2 szo i n t e i r o s .  Porém i s t o  con- 

t r a d i z  a condição [a),  po r t an to  gl (x) = g2 (x)  = 0 .  a 



Em principio o Teorema 3 pode ser utilizado junto com 

a condição de que: 

g l M  # (-W2/wl) g2 (x) (viii) 

a menos que g (x) e g (x): sejam zero. Assim o Teorema junto com 1 2 

(viii) fornecem uma sis temãtica de enumeração para encontrar bons 

multiplicadores, Para um conjunto de multiplicadores primos en- 

tre si, poderemos primeiro ver se todas as soluções satisfazem a 

condição (.a) do Teorema 3. Se a condição (a) não é satisfeita,os 

multiplicadores serão validos se podemos mostrar que (viii) e 

Alguns métodos propostos para calcular os multipãica- 

dores wl e w2, utilizam valores primos entre si fora dos interva - 
10s especificados pelos limites superior e inferior de cada equa 

ção. Esses métodos também satisfazem as condições [a) e (b). 

Kendall e Zionts [63]  propõem que multiplicadores me - 
nores que aqueles gerados por outros metodos podem ser encontra- 

dos eficientemente mediante a obtenção de valores de g (x) 1 e 

g2(x) que não está0 entre os limites de gl(x) e g2(x) especifica - 

dos para cada equaçao. Estes multiplicadores wl e w2 serão váli- 

dos dado que satisfazem as condiç6es [a) e (b) . 

Q primeiro método proposto consiste em escolher OS 

tais que 



não sejam i n t e i r o s  e w e w sejam primos e n t r e  s i  1 2 

O segundo método c o n s i s t e  em 

a )  Enumerar uns poucos va lo res  de 

gi(.x)- = bi - C a .x para  O < x  < u  
j - j -  j j=l 

in ic i ando  com a solução, x = u s e  a i j <  O e x = O em caso con 
j j j  

t r á r i o ,  assim que gi (x) decresce es t r i t amente  e na sequência não 

são omitidos va lo res .  ~ambem a enumeração pode i n i c i a r  a p a r t i r  

do l i m i t e  i n f e r i o r  

O s  pr imeiros  va lo res  são  faci lmente enumeráveis por- 

que incrementamos ou diminuimos a v a r i á v e l  cu jo  / a i j ]  é mínimo 

e assim sucessivamente, u t i l i z a n d o  um esquema ordenado lexico-  

graf  icamente. 

bl  Se escolhe wl maior que o.menor v a l o r  de g2(x) enumerado e 

w2 maior que o menor v a l o r  de gl (x) enumerado, wl# qualquer 

g2(.x). w2# qualquer g l (x)  > wl e w2 são primos e n t r e  s i ,  e 



Utilizando o segundo método e as restrições do Exem- 

plo 1 calculamos wl e w2 para as duas primeiras restrições. 

De (a) calculamos alguns valores de g 1 (x) e g 2 (x) .Os 

primeiros valores de g (x) e g (x) serão P 2 

os valores seguintes são calculados diminuindo o 1 ai 1 mínimo 
ao primeiro valor de gi (x) . 

de onde w2 > 1, por& por (.b) deverá ser w2 > 5 / 2 ,  isto é w2 = 3 

e w1 > 2, porem por (b) deverá ser wl > 8/2 e wl # de qualquer 

g2 ( x ) ~  r então w = 9. Temos que 3 e 9 não são primos,então w2 = 6; 1 

novamente 9 e 6 não são primos. Finalmente w2 = 7 e w1 = 9 sa- 

tisfazem todas as condições, 

Multiplicando a eqiaaçao (.i) por 9, a equação (ii)por 

(-7). e somando temos a equaçgo (.i) seguinte 

Enumerando valores para g3(x) e g (x) temos 
1 ' 

os valores de wl, e w j  serão w = 2 e .,w = 13 e a equação re 3 1' - 
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s u l t a n t e  s e r á  

10x1-17x - 7 4 ~  +23x +57x5+18x6+14x7+13xg = - 4 9  
2 3 4 

É necessár io  observar que a ordem e m  que a s  r e s t r i -  

ções são combinadas f ornece resu l t ados  d i f e r e n t e s  podendo fo r-  

necer c o e f i c i e n t e s  maiores ou menores de acordo com a combina- 

çao escolh ida ,  aqui pode-se recomendar a necessidade de um e s  - 
tudo prévio  a fim de o b t e r  va lo res  menores para  os  coef ic ien-  

t e s .  

6.2. Dif i.culdades e vantagens 

Todos o s  metodos propostos a t é  a g o r a ~ p a r a  reduzix um 

problema Knapsaek multidimensional a um ~n id imens iona l~possuem 

a mesma desvantagem : a ordem de  grandeza dos c o e f i c i e n t e s  re-  

s u l t a n t e s  aumenta enormemente, e que por ser i n t e i r o s  poderão - a 

c a r r e t a r  d i f i cu ldades  em sua manipulação quando in t roduzidos  no 

computador, para  cá lcu lo  da  solução. 

Ent re  a s  vantagens que e s t a s  transformações propor- 

cionam,temos que é m i t o  mais f a c i l  r e s a l v e r  um problema comma 

r e s t r i ç % ,  acrescentando-se o f a t o  de que a memoria do computa- 

dor,  necessá r i a  para  armazenar e s s e s  c o e f i c i e n t e s  s e r á  reduzidai 

em comparação 5 que se n e c e s s i t a r i a  caso s e  que i ra  r e so lve r  o 

problema o r i g i n a l .  ~amb&m,não é necessár io  considerar  a função 

ob.jetivo se nas somente na e t apa  de solução do problema. 



1. Introdução 

s e r 2  apresentado nes te  capatulo um procedimento p a r a  

r e so lve r  o problema de programação zero-um, mediante a sto2ugão 

de um programa mestre que s e r 2  obt ido  a p a r t i r  do àesenva~vimen - 
t o  de dual idade em progrmaç" i n t e i r a .  

AS i d é i a s  u t i l i z a d a s  para  a construção de dualiddde 

e m  programação i n t e i r a  s:go derivadas da t e o r i a  de dualidade e m  

programação matemática e que é a p l i c á v e l  a qualquer problema de 

otimização de f in ido  num espaço vetor ial ,  dimensionalrnente f i n i t o ,  

A segu i r  apresentaremos alguns re su l t ados  b&icsã  da 

t e o r i a  de dualidade e m  programação não l i n e a r  baseados nos t r a -  

balhos de Varaiya [97], Geoffrion r421 e Zanwill [ L O ~ ] .  

Se ja  a problema prima1 de programação rnatemztica 

Max f (x)  

s u j e i t o  a 

onqe gi: R" -t R, i=l, . . . ,m, são  funções convexas 

f: Rn -t R, é função côncava 

n X um subconjunto convexo de R , e 

b , um ve to r  com m componentes 

Se ja  v(b). = sup(f (x) Ix E: X ,  g(x)< - b} 

s e  X* e uma S O P U Ç ~ O  Qtima de (1) v(_b*) = f (_x*) . Consideremos 

também o prohlema segu in te ,  Se  j  a U+E e u - > O 



Maximizar f ( x )  - u ' { g ( x )  - b} 

s u j e i t o  a 
X E X  

e de f in indo  

o problema 

s u j e i t o  a 

s e r á  o d u a l  de (1) . S e j a  z * =  i n f  ' {a(-uZ I u - > 0 1  

Geralmente o conjunto X e m  U) ê i g u a l  a R ~ .  porém a l  

gumas vezes. e posd 've l  i n c l u i r  algumas das  r e s t r i ç õ e s  e m  X,asãim 

4 

o c á l c u l o  de z(_u)_ po r  ( 2 )  e a s o l u ç ã ~  do problema d u a l  (-3) e 

mais s imples .  

A segui.r o Lema 1 mostra que a funçao cus to  do p r s b l e  - 
ma dua2 6 convexa e o Lema 2 mostra que s v a l o r  ótimo do proble-  

ma d u a l  6 sempre um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o v a l o r  ótimo do primal. 

m Lema 1. A função z : R+ ->.R C) {+ -J,$ 6 uma função convexa. Onde 

m m 
R+={u E R [ u > 0 }  

Lema 2 .  (Dualidade f r a c a ) ,  Se x v i á v e l  p a r a  (-L)., i s t o  e ,  s a t i s -  

f a z  g ( x )  c b  e x & X r  e se u > 0 ,  tem-se que - - 

f ( x )  - < sup {f ( x )  I x E X, gCx) - < b1 - < i n f  { a ( u )  Iu>oI<z(u)  - - 

( 4 )  

O problema bás ico  da Teor i a  da  Dualidade é determinar  

condições sob a s  q u a i s  

sup {f (x). I x E X ,  g ( ~ ) <  - b) = i n f  { z ( u )  1 u 2 01 
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~ e f i n i ç ã o :  Se d i z  que um par  (x*,, u*) , X*EX e u*>O - s a  - 

t i s f a z  as condições de otirnalidade se :  

x* é uma solução ótima de ( 2 )  com u = u* (5 )  

x* é v i á v e l  para (1) , i s t o  é, gi (x*) - < bi ( 6 )  

u* = 0,quando g i ( x * ) <  b j r  o que equiva le  a u R ( g ( x * ) - b )  = O ( 7 )  
1 

u* t5 chamado um v e t o r  de preços 6timo s e  e x i s t e  X * ~ X  t a l  que 

Cx*,u*L s a t i s f a z  a s  sondiqões de stianalidade. 

Teorema 1. ( s u f i c i ~ n c i a ) ,  S e  (_x*,u*) s a t i s f a z  a s  condiçges de o t i  - 
malidade, a soluç5o x* uma solução 8tima para  o primal ,  e u* 

6 uma soLução 8tima para o dual  e 

2 .  Dualidade em ~ ~ o g r a m a ç ~ o  I n t e i r a  

Da t e o r i a  de dual idade em programação matematica pode - 
mos d e r i v a r  algumas i d é i a s  pa ra  o problema de programação i n t e i -  

r a  e n e s t e  caso, par t icu larmente  pa ra  programação zero-um. 

Se ja  o problema prima1 

Maximi z a r  cx 

c . 6 um v e t o r  bi.nha com n componentes, 

x 6 um v e t s r  coluna com n componentes, 

A é uma matr iz  com rn l i n h a s  e n colunas, 

um v e t o r  c o l m a  com m componentes 



A p a r t i r  de (-8)  s e  de f ine  o u t r o  problema 

s u j e i t o  a  
x s C O , ~ ) ~  

onde u é um ve to r  l i n h a  com m componentes não-negativas (u  > 0) , - 
ou seu equivalente:  

z(-ul = max Isx - u (AX - b) l x a  {0,1)"} ( 9 7  ' 
então  o problema 

Minimizar z  (u)_ 

s u j e i t o  a  u 3 O  - 

sers o dbiai .- de (8)- 

Dos resu l t ados  o

b

tidos por Evese t t  [25] podemos ex- 

trair o seguin te  teorema. 

Teorema 2; Considerando o problema C 8 ) ,  se x* 6 a soluqão 6tima 

do problema (9)-, então  x* e tambgrn solução ótima do problema s e  

b , subst i tuSdo p ~ r  A x * .  Por tanto  s e  u 6 calculado de modo que 

p a m  a s o 1 i i ç ã ~  Qtima x*,  b = A x * ,  o problema ( 8 ) h  x* como s o l u  

ção ótima. 

x* fornece Q v a l o r  rnZximo de GX - u (_Ax - h)., então 

assim para  todo x E (0. l ln  

e s t a  desigualdade 6 verdadeira  para A x  < h*. ~ox6-n para  e s t a s  - 



t a n t o  x* .é solução 6tima do problema 

Maximizar cx 

s u j e i t o  a A x  Ax* 

Q problema (-8)- poders s e r  r e so lv ido  mediante a i n c l u  - 

são  das r e s t r i ç 6 e s  na função ob je t ivo .  Porém se lec ionar  u > O  - que 

sa t i s façam Ij = Ax* s e  to rna  d i f i c i . 1  e em mui.tos casos e s s e s  va- 

l o r e s  de u poderão riso e x i s t i r ,  assim va lo res  de u > O  - para  os  

qua i s  Bx* se aproxima de podem s e r  u t i l i z a d o s ,  e n t k  x* forne  

cera uma solução próxima da  6tima e que pode s e r  considerada co - 

mo uma "boa" so%uç%~. Um o u t r o  problema c o n s i s t e ~ e m  como a v a l i-  

ar  os- u > 0 .  - Um procedimento g e r a l  c o n ç i s t i r â  em c a l c u l a r  um ve - 
t o r  u > O  - e posteriormente c a l c u h r  x* e Ax*, s e  e s t e  va lo r  es-  

t a  prsxiano de b o processo para ,  em caso c o n t r a r i o  ou t ro  ve to r  

u > O  s e r á  selecionado e assim por d i a n t e  a t é  encont rar  va lo res  - 

de Ax* . ace i t ãve i s  ou conc lu i r  que e s t e s  nas  existem, 

3; Propriedades- doa Prob.Pemas Prima% e Dual 

m Propriedade 1. A funçzo z: R+ +R é uma função con- 

vexa, onde R 6 o conjunto dos nGmeros r e a i s  e = [uaRm I u>o} + - 
t a l  que z ( u )  = máximo [cx - u(Ax - b) I x d 0 , l ) " l  

~ e m s n s t r  ação 

1 o a Se ja  u" e u quaisquer ,  tal que u ,u E R:, 151 - > O  e 

X E [ ~ , l ) ~  



o 1 
= max ' {cx -Xu (AX-b) - ( 1 - h )  u ( ~ x - b )  +hcx-Xcx) 

Propriedade 2.  Se  x é uma s o l u ç k  v i á v e l  de ( 8 ) ,  i s t o  

5, x s a t i s f a z  &c< - b e x s { ~ , l j ~ ,  e s e  M > O ,  en tão  c x < z ( u ) .  - 

~emons t ração  
-e. 

Dado que Ax - b - -í O e u > 0 ,  temos que u (Ax-b) < O e - - 

cx - < ax - u(.Ax-bJpara todos o s  x v i á v e i s  de (-1) e todos os  u - > O, 

logo 

o que implica que c x < 2 (u) - 

Da propriedade 2 pode-se concbuir que: 

max { c x l ~ x  - < b ,  x~ { ~ , l ) " } <  - min { z ( u )  lu - > 01, (11) 

então  se x* f o r  ótimo de  C81 e u* f o r  Ótimo de (-10) tem-se 

CM* < z (u*)  - 

Por tanto  é i n t e r e s s a n t e  r e so lve r  o problema ( 1 0 )  pa ra  

que s e  possa c a l c u l a r  m a  co ta  super io r  de cx em ( 8 ) ,  dessa f o r  - 

ma s e  pode t e r  uma i d & i a  do v a l o r  de cx, pa ra  um x v iave1 de 

(-8)-em re laçao  a seu ótimo. Podem s e r  determinadas soluç6es pró- 

ximas da 8 t ima,  consideradas "boas" para  um c e r t o  t i p o  de pro- 

blemas . 



4 .  ~ o n s i d e r a q õ e s  Sobre a s  soluções Geradas 

A s e g u i r  s e r ã o  f e i t a s  algumas considerações,  em ter- 

mos de programação l i n e a r ,  sobre  a s  soluções geradas pe lo  meto - 
do D.ual de Decomposiçao em sua l a .  Fase. 

Se ja  o Problema P 

max C c .x 
j=a I j 

s u j e i t o  a 
n 

O metodo k a l  de ~ e c o m p o s i ç ~ o  na sua I a .  Fase pode 

produzi r  soluç6es Qtimaã pa ra  o problema (-8) somente se e s t a s  

soluções s s o  pontos extremos de um conjunto convexo de qyaçÓes 

l i n e a r e s .  

A s s i m  P pode s e r  resolv ido  u t i l i z a n d o  o método Sim- 

p lex  e (-8). poder5 ser reso lv ido  u t i l i z a n d o  o método Dual de D e  - 

composição (_Ia. Fase ) .  Porem para  um v e t o r  b dado, s e  no pro- 

blema P não é ob t ida  uma solução i n t e i r a ,  não poderá s e r  ob t i-  

da ma solução ótima para  C8) u t i l i z a n d o  o método Dual de De-  

composição. I s t o  e; as únicas  soluções i n t e i r a s  que podem s e r  

achadas u t i l i z a n d o  o método Bual de Decomposição sao  os  pontos 

extremos d~ conjunto convexo do problema P. ~ ã o  s e r i a  recomen- 

dada a u t i l i z a ç ã o  do método de ~ e c o m p o s i ~ ã o  caso s e  quel-  

r a  achar uma solução Qtima com um b especifico. Porém se é de - 
sejado o b t e r  uma solução ou soluções õtimas para  m b em torno  

de h, o metodo 6 recomendado. 



Considerem-se a s  condições de ot imal idade primal-dud 

pa ra  o problema P. Sejam ai (i = 1 ,  a s  v a r i á v e i s  duabS 
n 

que correspondem à s  r e s t r i ç ó e s  L a .  . x . c bi , e y . ( j =l , . . :;R) 
j=l  J-I 7 - I 

a s  v a r i a v e i s  dua is  que correspondem 2s r e s t r i ç õ e s  O - < x  j -  < 1, E n  - 

t ã o  Q problema dua l  de P, s e r á  

s u j e i t o  a m 

Teorema 3 .  A s  soluqões ótimas de (-8) que possam ser geradas m e  - 
d i a n t e  o mêtodo Bual de ~ecomposbçãcs (.Ia, Fase) coincidem r com 

a s  soluções  tota lmente  i n t e i r a s  de P 

se1 ge ra  uma so1uç% ótima 5 para  o problema (-8) com b = 5, E n  - 

t ã o  5 é uma soluq,Go v i g v e l  p a r a  P e s a t i s f a z  a s  condições (13) 
n: 

e (-14)-. S e j a  f3 = c - C uiaije 
j 

Por t an to  e x i s t e  u .  > O  t a l  que 
j i=l 1- 

n 
X a .Ç: = bi 

j 
pa ra  ui>O, e 

j=i  

T, a . . X .  c bi pa ra  ui = O 
j=l 11 3 - 



Se escolhe  um ai = u t a l  que a condição ( 1 7 )  e a 
i - -  

condição ( ~ e o r e m a  das f o l g a s  complementares) 

sejam s a t i s f e i t a s ,  en tão  de (-161 ternos 

Se ja  a condição (Teorema das fo lgas  complementares) 

Tendo Y j  = max cO B - 1  
-3 

são s a t i s f e i t a s  

P o r t a n t s  a s:slução totalmente i n t e i r a  2 uma solu- 

qão ótima de P .  

Agora, suponha que e x i s t e  m a  solução Qtima totalmen - 
t e  I n t e i r a  x* para  o problema I?, e s s a  solução e s t a r 5  associada 

com um determfnado ai e y j .  Se ja  



suponhamos que x: = Q, então  por ( 2 1 ) ,  temos que y = O ,  e de 
3 j 

( 1 6 )  temos que Yi =B e de (18) s e  tem B > O .  Da condição( l3)  
n j j - 

temos que a x* < b  e para  u i l  O s e  tem de ( 1 9 )  que 
n j = l  i J -  i 
- 

aijx; = bi. Por tanto  x* pode s e r  gerada pe lo  métddo B.ual de 
j=l 
I% composição .m 

~ t é  agora mostramos como transformar o problema (8) 

e m  um problema i r r e s t r i t o  (-9) onde a s  r e s t r i ç õ e s  sãs inc lu fdas  

na função ob je t ivo ,  porem nada f ~ i  d i t o  ainda sobre a forma 

de c a l c u l a r  u para  ob te r  o máximo da função z(-u).  

O Teorema 2 garante  que qualquer máximo da função 

i r r e s t r i t a  c9)_ necessariamente uma solução do problema de ma - 
ximo r e s t r i t o  para  A x  <Ax*. - 

5.1, Soluç6es 5 - v i á v e i s  

Em alguns casos o s  valores  de u > O que fizerem 
- 

Ax - h <  O poderão não e x i s t i r  e n e s t e  caso e x i s t i r ã o  v a l o r e s  - 

de u para  o s  q u a i ç  Ax* s e  aproximará de b; x* 6 considerada en - 
tão uma "boa" solução e e s t a s  seluções se rao  chamadas de c-vi5 - 
v e i s .  < 6 wi e s c a l a r  < > O e é def in ido  arb i t ra r iamente .  A s s i m  

uma soluçao s e r 5  c - viave& s e  s a t i s i a z .  

Ax* - b < c b. - 

Um ou t ro  problema pa ra  achar a s s $ u ç ~ a  Stima de ( 9 )  

e s t s  na avaliaqãs das  componentes de u . 



O fato de e x i s t i r e m  ve to res  r e s t r i ç ã o  que não são  ge 

rados por qualquer v e t o r  u s e  deve à e x i s t ê n c i a  de regiões  i n a  - 
cesszve i s  , chamadas "gaps" ve r  E v e r e t t  [27],  

Considere-se o espaço da funqão ob je t ivo  vs .  os  n i -  

n v e i s  de r e s t r i ç õ e s  u t i l i z a d o s .  Toda solução x  ECO,^) corres-  

ponde a um ponto n e s t e  espaço, cx e Ax, en tão  o problema é re- 

presentado por um conjunto de pontos no espaço considerado. A s  - 

s i m  o problema de  achar o máximo da função ob je t ivo  cx s u j e i t o  

5s r e s t r i ç õ e s  A x < b ,  - é simplesmente o problema de escolher  que 

ponto desse  conjunto com o m&cbmo de cx e s t a  cont ido no espaço. 

Exemplo 1. 

S e j a  o problema 

Se constroe um g r á f i c o , ~ i g u r a  l,cx.vs,Ax para  a s  soluções pos- 

s i v e i s  , 

o , a t b , c f d , e  são  soluçóes geradas por ~ , , u , , u ~ , u ~ , u ~ , u ~ .  

Algumas d e s t a s  soluções geradas se rão  i n v i á v e i s ,  e 

den t re  a s  v i a v e i s  podemos escolher  aquela que forneça o maior 

va lo r  para  a função ob je t ivo ,  (ponto c ) ,  porém e s t a  não s e r á  

ótima. O ponto d corresponde a uma solução inv iáve l .  A s s i m  sa-  

bemos que a solução ótima s e r á  maior ou i g u a l  que 22  (.ponto c )  
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e menor que 30 (.ponto d) . 
Com o método a s e r  apresentado podemos g e r a r  a s  s o l u  

ções associadas aos u e poster iormente t e n t a r  melhorar a solu-  

ção v i á v e l  com maior v a l o r  para  a função ob je t ivo .  

7. Avaliação 

D e  

mente um con: 

acordo com o Teorema 2 pode-se escolher  simples- 

unto a r b i t r a r i o  de u - > O ,  achando um máximo i r r e s  

t r i t o  da função z Cu). e s e  pode ob te r  a solução do problema res - 

t r i t o .  

Pode-se proceder à aval iação  de u por t e n t a t ã v a s , c a l  - 

culando um v e t o r  u e com e s t e  c a l c u l a r  x e A x ,  s e  e s t e  Ax es-  

t á  suf icientemente prQximo de b o processo para ,  em caso ..con 

t r â r i o  ou t ro  ve to r  u s e r á  selecionado e assim sucessivamente 

a t é  achar  u ou determinar que e s t e  não e x i s t e  pa ra  o v a l o r  de 

EJ estimado, 

7.1. Cálculo de g por inspeçgo. V e r  Sa lk in  [85] 

considere-se o problema Knapsack com uma r e s t r i ç ã o  
n 

Maximizar a = C 6 . x  
j =I J j 

s u j e i t o  a n 
C a . x . <  b 

j=l  J 1- 

O prob.1ema i r r e s t r i t o  se rá :  
n n 

Maximiaar C c . x  - u a . x  
j=a I j j=a 1 I j 



s u j e i t o  a x = O ou 1 ( j  = 1,. . . , n )  
j 

ou apresentado de o u t r a  forma 

n 
Maximizar L ( c j  - u a ) x 

j =i 1 1  j 

O problema poderá s e r  r e so lv ido  por inspeção: 

A solução ótima depende do s i n a l  de (.c - uaaj)  e não 
j 

de sua  magnitude. Para c. > O  e a .  ? Q  s e  ordenam as  va r i áve i sde  
I ' 3 

maneira que 

Dado que x* somente muda quando c - u a = O ou 
j 1 j 

u ? c . / a  o va lo r  de x* permanece cons tante  nos i n t e r v a l o s  
. I  j 

A s s i m  o s  va lo res  de u a serem tes t ados  são  O,cn/an. 1 

c n - p n - y  * " c 1 / 9  

7 .2 .  ~ e s o l u ç ã o  do problema por biseção.  Ver Greenberg r351 

Neste caso tambgm s e r á  anal i sado o problema ( 8 )  com 

uma r e s t r i ç ã o .  Para a procura do u no problema ( 9 )  ,se u t i l i z a -  
n 

r5 a biseção.  Aqui tambgm se procura um u que f a ç a  C a . x . - b  
j= l  J I 

aproximadamente i g u a l  a zero. Na p r a t i c a  pode-se escolher  um 



va lo r  5 > O  pequeno e  a  procura da solução ótima terminará quan - 
do s e j a  achado um u  que s a t i s f a ç a  

Suponhamos que foram achados va lo res  ul e  u2 t a i s  

que : 

para  u  temos C a . x  > b 1 j = l  3 j 

para  us temos Z. a  .x < b 
j=i  J j 

a  b iseção  d iv ide  o  i n t e r v a l o  uL,u2 achado , e m  duas p a r t e s  .Em 

cada i t e r a ç ã o ,  uma metade do i n t e r v a l o  a n t e r i o r  6 r e t i d a . 0  pro  

cesso termina na k-ésirna i t e r a ç ã o  s e  o  pontor&dio uk do i n t e r -  

va lo  r e t i d o  s a t i s f a z  a  condição da solução ser 5 - v i á v e l .  Em - 
k LI 

caso que para  u , C a . x .  > b ,  a metade da d i r e i t a  6 r e t i r a d a  
i =i a 1 

e  se Ca.x < b a  metade da esquerda é r e t i r a d a ,  
3 a 

Pode acontecer que para  C a . x  - b não e x i s t a  um 
i=i 3 j  - 

zero,  e também 5 posszvel que o  5 especi f icado possa nas  ser 

a t ing ido .  ~ o r é m ,  dado que se t r a t a  de l o c a l i z a r  um i n t e r v a l o  e  

não um ponto, a biseção em muitas ap l icações  6 e f i c i e n t e .  

Uti l izando as i d é i a s , d e  dualidade e m  programação in -  

t e i r a , d o  mgtodo de decomposiçao de Dantzig-Wolfe e  especialnen - 

t e  o  metodo de geração de colunas s e r 2  apresentado um método , 
que daqui por d i a n t e  chamaremos de ~ é t o d o  Dual de ~ e c o m p o s i ç ~ o ,  

para  r e s o l v e r  o  problema (82 .  



Es te  mêtodo compreende duas f a s e s :  a pr imeira  f a s e  

que corresponde a s  ~ g t o d o  DuaP de ~ecornposição propriamente d i  - 

t o  eem que se procura uma s o l u ç ~ o  v i a v e l ,  para  o problema (8), 

que e s t e j a  próxima da Otima, gerando-se simultaneamente a s  so- 

luções chamadas de 5 -  v i á v e i s ,  E a segunda f a s e  que p r o c u r a m  

solução que s e  aproxima ainda mais da 6tima quando nas r e s t r i -  

Ç&S da solução vfzvel  ca lculada  na pr imeira  f a s e  existem f o l-  

gas que permitem f a z e r  o u t r a s  v a r i â v e i s  assumirem o v a l o r  1,Pa - 

r a  i s t o r s e  constroe um problema a u x i l i a r ,  cada vez que s e j a  ne- 

c e s s & i s  i n ~ e s t i g a r ~ s e  mais uma v a r i á v e l  pode assumir o va lo r  

1. 

Se ja  dado u?o, - resolveremos então  o problema 

s u j e i t o  a 

xs' m , l P  
n T teremos agora o conjunto X = IXER I O x ~ n } ,  snde v =  (-1 1. . . . I ) ,  - - 

faci lmente verificamos que C O , ~ ) ~  e o conjunto de todos os  v&- 

t i c e s  de X.  Podenemos então  s u b s t i t u i r  o problema acima por: 

z = max ' Ccx-u (.Ax-b.1) 

pois- (:221 e aun pr05lema de programação l i n e a r ,  admitindo ao me- 

nos uma soluç% Otima em buia v é r t i c e  de X, ver  Dantzig c221 .Como 

e s s e  v g r t i c e  de X é um ponto do conjunto (O, l ln  e como (O,l lne& 

h C J 0  a .  solução de (-22)- 6 a mesma de (9)- ' , 



Escreveremos ( 2 2 )  de o u t r a  maneira: 

Z ( U )  = u ~ + ~ ~ x ( c - @ . ) x ~  

s u j e i t o  a 

x €X 

como o máximo s e  dará  pa ra  um ponto extremo de X, s e j a  en tão  o 

conjunto Y = {x ' ,ar , , . , 2 3,  o conjunto de todos os  v ê r t i c e s  de 

X (_bemb.raresnss que p = 2n). , então  

Para encontrarmos o mhimo de z C-u) t a l  que u?O, - pro- 

cederemos da seguin te  maneira: 

minimizar o 

Lembremos que o s  ve to res  xk são  considerados como dados p a r a  

( 2 4 ) ,  caso o pa r  (w*,u*)- s e j a  o Õtirno de ( 2 4 ) ,  en tão  z(u*)=w*, 
d 

resolvendo dessa maneira (10) , No en tan to  o problema ( 2 4 )  e 

um problema de muitas l i n h a s ,  para  resoív&1o poder$amos o p t a r  

por um método de geração de l i n h a s ,  v e r  Lasdon €691. Escolhere - 

mos uma o u t r a  maneira para  o ca lcu lo  de w ?  Colocaremos (24)sob 

o u t r a  forma: 

mininizar  t = w 

s u j e i t o  a 

k k 
w + u  (Wx -b)-? - cx , k = l r 2 , . .  . , p  

u> O - 

cujo dual  ser& 



Msd&£icarem~s a forma de C28) 

P 
como e m  (-2 7). temos que L A k = l ,  (-28) se to rna rá  finalmen- 

k = l  
te  

O dual de (25) -  ser2 apresentado então  da seguin te  for 

P k  maximizar v = Z cx hk 
k=b 

O problema (30'  terá inúmeras colunas (p=2"), para  

encontrarmos sua solução s e r á  u t i l i z a d o  o metodo de decomposi- 

ção do t i p o  de Dantzig-Wolfe [69] , [70] . i s t o  é partiremos u t i -  

lilzando o &todo revisado do Simplex [22], utilizando uma çolu  - 
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ção bás ica  i n i c i a l ,  podendo s e r  a r t i f i c i a l  e geraremos a s e g u i r  

colunas que e n t r a r ã o  na base em subs t i tu içZo  de ou t ras .  

Introduzindo o ve t o r  s €R* cujos  componentes represen + - 

t a r ã o  a s  v a r i á v e i s  de fo lga ,  transformaremos ( 3 0 )  na forma pa- 

drão de problemas de programação 

r k  maximizar v = C hk 
k = l  

l i n e a r ,  

I 

que sob forma m a t r i c i a l  poderia  f i c a r :  

maximizar v 

s u j e i t o  a 

s u j e i t o  a 

Ã p a r t i r  de m a  solução. bás ica  v i á v e l ,  quando não f o r  

poss ive l  sua  determinação imediata ,  começaremos com uma solução 

bás ica  a r t i f i c i a l ,  construiremos o quadro i n i c i a l  do Simplex Re-  

visado,  s e j a  B a matr iz  m+l por m+l associada à base i n i c i a l .  



k ve to r  l i n h a  dos c o e f i c i e n t e s  (.cx ) de h e ( O )  de si na função k 
ob je t ivo ,  associados 5 B. Seja a v e t o r  coluna t a l  que 

j 

ak = [ l r ~ x k ] o u  ai = [o,ei] e c=B-lb, s e  ja .=c B-I e +cg6. B 

Quadro I n i c i a l  

+ .coluna onde será 'cio - 

locado o v e t o r  que 

e n t r a r á  na base ,  6ipós 

a tua l i zação .  

para saber  s e  e s t e  quadro 6 ótimo, temos que t e r  u l s ,  u '0 ,... 
2= 

k u > O  e todos os  ua -CX 2 0  para  todos QS k associados aos X não m= j - k 

bas icos  ver  1701 , Procederesrios da seguin te  maneira: Verif  icare - 

mos se o s  u . > Q  para  i = L , , . . , m ,  caso e x i s t a  um u , < Q  a variável 
1= L 

s é candiãa ta  a e n t r a r  na base e o ve to r  ai = [o,ei] a t u a l i z a  a - 
-1 do, i s t o  é, B ai , no caso a p rópr ia  ( i '+ l )és ima coluna de B - ~ ~  

ja e x p l á c i t a  no quadro do simplex. Faremos o pivoteamewto com a 

coluna i + l  e si, e n t r a r á  na base.  Quando todos o s  ui forem >O - 
k para i = 1 , 2 ,  ..., m, então  procuraremos o mhimo dos uak - cx , 

para k = 1,2 , . . , ,p ,Para  i s s o  resolveremos o problema de progra- 

maç5o l i n e a r :  

s u j e i t o  a 

k x EX 

ou airada 

rninimizar u [I , A ~ J  -cx 

s u j e i t o  a 
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ou ainda fazendo u = [uo ,ul] 

1. minimizar uo+(u A - c ) ~  

s u j e i t o  a 

x&X 

T A solução de (-32). 6 imediata,  supondo x= (xl,x2. .xn) , 
x.=l se o c o e f i c i e n t e  de x na função ob je t ivo  de (32) f o r  nega 

7 j 

tive e x -O caso seu c o e f i c i e n t e  na funçao o b j e t i v o  s e j a  p o s i t i  
j'- - 

vo. Quando o c o e f i c i e n t e  f o r  nulo x pode s e r  i g u a l  a O ou igual 
j 

a L ,  Supondo que 2 s e j a  o 6timo de ( 3 2 ) ,  teremos também 

a. O a {uo+(-u A - C ) ~ } ,  caso {u + ( u  ~ - c ) - k }  < O en tão  o ve to r  

[uo+(u'A-c).~, B - ' [ ~ ~ A % ] ]  e n t r a r á  na base,  caso con- 

1 trá&.io, is.to 6 ,  u"+ u ~-c) . j i lO,  - o quadro 6 ótimo. 

A Melhor Solucão ~ i & e l  

Das soluçQes ca lculadas  ser: escolh ida  a solução x* 

que forneça o maior va lo r  de cx* (.caso de maximizar cx) e que 

s a t i s f a ç a  a ~ ~ n d i ç ã o  AX* - < b .  

Conforme anotado anter iormente a solução encontrada 

para  o prohlema poder5 não ser a Qtima porem poderá e s t a r  próxi  - 

ma d e l a ,  

Se n e s t a  I a .  Fase a solução x* ,e t a l  que 

O onde a i j  = min a para  os  j que, x = O ,  o processo pa ra  i j  j 

e a solução X* 6 considerada a melhor solução v i s v e l  desde que 



8 . 2 ,  Segunda Fase 

Es ta  Fase f o i  in t roduzida  a fim de melhorar a solu-  

ção, i s t o  é, a melhor solução v iáve l .  E u t i l i z a d a  caso existam 

nas r e s t r i ç õ e s  c o e f i c i e n t e s  a , para  a s  v a r i á v e i s  x.=O, meno- i j  3 

r e s  que as  f o l g a s  ob t idas  na l a .  Fase com a melhor so luças  v i s  - 

Se selecionam h d i c e s  t das x = O e se contróe um 
j 

novo problema, a u x i l i a r  

onde ct são o s  c o e f i c i e n t e s  da função ob.jetivo das v a r i á v e i s  

a s Z o . 0 ~  coef i c i en tes  das va r i5ve i s  nas. r e s t r i ç Q e ã  pa ra  it 

o s x  = O  
j  

- 
hi 6 a fo lga  da r e s t r i ç ã o  i i = l l , . . l m )  para  a solução x* 

Se eliminam do problema a u x i l i a r  as xt t a i s  que 

Se calculam funç6es Ht  t a i s  que 

m 

Se escolhe  um HI t a l  que 

para  s h d i . c e  r escolhido se f a z  x = 1. r 



9 .  Algoritmo 

Para encontrar uma solução i n i c i a l -s e  introduz no pro 

a blema ( 3 0 )  uma var iável  a r t i f i c i a l  A~ e s e  minimiza y = X u t i l i  - 

zando o método das Duas Fases, de programação l i n e a r ,  

l a .  Fase 

Seja 6 o vetor  dual que corresponde 5 so1ução i n i c i a l  

o 1 Faça u = ?i e u = (U ) 

Passo 1; Calcular 
- 

x = 1 para 
1 

e faça  
j 

u - A  -c < O 
j j 

1 x = 1 ou Q para u A -c = O 
j j~ 

x = O para a 
j 

u A - c  > O  
j j 

Passo - - 2 .  A solução x é vizvel? 

2 . 1 .  Se x 6 viável  .compara com a solução viável  an te r io r  e gùar - 

da a s.alução que fornece o maior valor  da função obje t iva  x*. V a  

para 3 

2 , 2 .  Caso contrár io  ca1cu1e @ . = Ca. .x .-b . V i  
J- j J - I 3  J- 

2 . 2 . 1 .  s e  Bi iEi ,x  = x  e quarda x v a p a r a  3 
4; 5' 

(.xg = s01ução 5 - viável). 



Passo 3. Com a solução x c a l c u l a r  p j  = (U 1 A - c . )  x .+u O 
~ I I  

3.1. Se p .  > O  V va para  2a. Fase 
J - j 

3.2, Se p . <  O para  ao menos um j c a l c u l e  
3 K 

= min p 
j 

o  v e t o r  (:,i e n t r a  na base.  Atua l i za r  o veto. que 

e n t r a  ,mediante 

Passo 4 .  Escolher o  v e t o r  que sae  e  c a l c u l a r  o  no+o B-' e o no- 

vo u .  Va para  1, 

Passo 5 ,  Se ja  T = conjunto de h d i c e s  j para  xJr = 0eb =b 
I i q a i j x ;  

s e  b i - C a  ,x3 < min a , B i, PARE 3 1 7  7 i j 
j ET 

Caso cont . r&-io continue 

Passo 6 .  Construir  um novo problema 

t a l  que 
C aitxt(bi 
~ E T  

x = O ou L ,  ~ E T  t 

Passd 7.. Sej-a T = conjunto de índ ices  dos ( .T~cT)  xt t a i s  que: a 

a > G i l  tcT it 

Exclu i r  do problema a u x i l i a r  a s ' { x t l t ~ l l )  



Passo 8. Calcular as funções Ht tais que 

e faça Hy = max H.t 

P'açsfo 9.- Fazer x = 1, $e tem. um. novo x ? .  Va para 5 r 2. 





H r = m a x  Ht 

t r Tu-T, 

I xir 1 I 
I - 

Y 
novo x . 



A procura de uma solução ótima, de soluções v iáve i s  ou 

de soluções 5- v iáve i s  u t i l i zando  o método Dual de ~ecomposição 

possue uma l imitação no que s e  r e f e r e  à l a .  Fase, já que o método 

não garante que uma resposta  s e j a  encontrada. Na Ia. Fase poderá 

não ser encontrada uma solução ótima, uma solução "boa", i s t o  é, 

uma solução v iáve l  próxima da ótima e também poderão não s e r  en- 

contradas soluções 5 - viáve i s .  Se i s t o  acontecer ,  a 2a. Fase en - 
contrará  soluções v iáve i s  introduzindo em cada i t e r ação  (da 2a.Fa = 

se )  uma var iáve l  x = 1, porém e s t e  procedimento s e r l a  mais demo- 
j 

rado porque t e r i a  que p a r t i r  de uma solução x = O', ( j = l , .  . . ,n)  e 
j 

bi = bi , (i. = 1,. . . ,m)  , i s t o  é, o problema o r ig ina l  s e r i a  r e so lv i  - 

do u t i l i z ando  somente a 2a. Fase, apesar d i s t o  o tempo de computa - 
ção s e r i a  menor que o u t i l i z a d o  por outros métodos. 

Pode-se af irmar que para problemas que possuem grande 

número de va r iáve i s  e poucas r e s t r i ç õ e s  e x i s t i r á  uma coleção razo - 
ável  de soluções v iáve i s  que poderão s e r  obt idas  com a la.Fase._do 

método e dent re  a s  quais  pode s e r  selecionada a melhor para pas- 

s a r  à 2a. Fase. 

~arnbém pode-se observar que a solução do problema dual 

s e  torna  mais f á c i l  que a do primal,  fornece os l im i t e s  superio-  

r e s  de z e a s  soluções 5 - viáve i s  que poderão e s t a r  proximas da 

ótima. 

O procedimento.é vá l ido  para s e r  u t i l i z a d o  como uma 

técnica  de pós-otimização desde que se conheçam ou sejam es tabe le  - 

tidos OS l im i t e s  de t o l e r ânc i a  para as  soluções inviáveis .  



Conf~rme será mostrado no próximo c a p i t u l o  o tempo de 

csmputac$h para  problemas de grande p o r t e  (0- 1)  6 reduzido se 

comparado com ou t ros  métodos. A s s i m  como tambgm o espaço de mem6 - 
r i a  u t i l i z a d o  no computador é reduzido, necessár io  t r a b a l h a r  

com uma matr iz  ( inversa)  d e  dimensão (m+2)  x (m+L) , onde m rePrg 

s e n t a  o n k e r o  de r e s t r i ç õ e s .  O nGmero de i t e r ã ç Q e s  para  encon- 

t r a r  a s  soluçóes tamhém 6 pequeno se comparado com ou t ros  méto- 

dos. 

A s  çoLuçQeç encontradas na I a ,  Fase ãzo todas d i f e r e n  - 
t e  S. 

Q algoritmo pode ser prsgramado e m  qualquer linguagem, 

de forma simples e e f i c i e n t e  como pode-se conclu i r  do fluxograma 

apresentado anteriormente.  

Seja o problema prima1 

s u j e i t o  a 

queremos c a l c u l a r  z ( u * ) .  Partiremos diretamente para  c a l c u l a r  

v*,. solução de  (_%O)-,  po i s  sabemos que z (w*)=v*. Para reçolver-  

mos (30 )  part i remos da solução b s s i c a  a r t i f i c i a l ,  u t i l izaremos  

a segu i r  o rn6tsdo das duas f a s e s .  



ha 5 uma variável artificial minimizaremos y= la na primeira Fa- 

sujeito a 

que fornece 

sujeito a 

O<x = < L ,  0 2 ~ ~ 2 1 ,  O<x = 2= <1, qualquer solução serve. 

pois a função objetivo independe de s ,  coloquemos entãio Il=Q, 

* A xZ=O e x3=0, logo o vetor que entrará na base será da forma 

[l1O,l,Ot0], temos então 

ap8s pivoteamento e abandonando a Linha de ,y, temos, lembrando 
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que xl= [ O ,  O ,  O ]  . 

que é um quadro i n i c i a l  v i á v e l .  

Calculemos 

s u j e i t o  a 

o-lc_l, 0 x 2 ~ l ,  o<x = 3= <1 

ou a inda  

min -- -3x1-2x2+3x3 

s u j e i t o  a O g l $ l ,  0zx2'l, O x 3 z l  

go o  v e t o r  que e n t r a r á  na  base  s e r á  

-1 
ou s e j a  [ -5 ,1 ,2 ,3] ,  p o i s  B = I 



com o mesmo procedimento a n t e r i o r  teremos 

min (0  - 0 5/31 r \  x1+x2+x3 

1/32, -1/3X2+4/3X3=-1/3<0 , X= [o,  1, o] , 

o v e t o r  que e n t r a r á  na base será [-1/3, 2/3, 1/3, 1/31 



após pivoteamento, lembrando que x3 = [ O ,  1 , 0  1 : 

4 A sobução x 6 a mesma que x 3 

Calculamos 

LI[:.)- cx = 1 1 2  - Qx, - 1.2 x2 + 312 x3 = O 

po r t an to  h* a so1uç" ótima para  o problema (30) -  

A *  .= ( O ,  1 / 2 ,  l / 2 ) ,  v = 7/2 

~ o l u ç ã o  do problema ( 8 )  

X1 = O, X2 = 1, X 3  = o , cx = 2 

O quadro seguin te  apresenta  os  r e su l t ados  obt idos  nes - 



te  exemplo 

. . . . . . . . . . . . . .  , :  . 

U I U "  I v so lução  . 1 . .  2  . . . . . . . . . . . .  I 

Exemplo 3  -- 

Maximizar x  +x +i?x3+3x4 
1 2  

s u j e i t o  a 4x + 7 x 2 + 7 x 3 + 3 x 4 ~ l 0  1 

Quadro i n i c i a l  

1,. max l , , s u j e i t o  a Q<xl<l, - O < x 2 s ,  - O<x <I, O<x4L1 ; x = ( 0 , 0 , 0 , 0 )  - 3- - 

vetar, que e n t r a  na  base  (1 ,0 ,1 ,0 )  



Calculamos 

min (-0 

min [ (  

min (. - x - x2 - 2x3 - 3x4) 
1 

Calculamos o vetpr ,que  entra 

ve to r  que entra 
I 2 i l  



~ p Q s  o pivotemento temos 

V e t o r  que e n t r a  



- 

apQâ pivoteaments temos 

V e t ~ r  que entra 

A X ~  = (4, 7, 7, 3) i\ = 14 



após o pivoteamento temos 

min ((.12/llI 21/11; 21/11# !3/ll) - 
x E X  



após o pivotearnento 

ternos 

min (.Oxl + 3/4x2 - 1/4x3 - 1/4x4) 

x E.X 

x6 = (.O, O ,  1, 1) é o mesmo que x 
5 

O vetor que entra portanto será ( 0) 



6 6  

A solução h* com h5 = 1, X 4  = O, v = 5 é ótima. 

O quadro a s e g u i r  mostra os  resu1tados obt idos  n e s t e  

problema e m  que é achada a s s l u ç ~ o  6tima cx* = v. 

v I Axk 1 solução 

Figura 2 
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A f i g u r a  2 mostra as ss luções  encontradas ( . )  e os 

respect ivos  u.  As s s l u q ~ e s  (+) representam a s  soluções possr- 

v e i s  não ca lculadas .  O v a l o r  de u* fornece a s o l u ç ~ s  6tima do 

problema para  o v a l o r  cx* da função o b j e t i v o  e para o v a l o r  

b* da r e s t r i ç ã o .  Neste caso a solução ótima encontrada é uma 

solução totalmente i n t e i r a  para  o problema P da seção 4 ,  

Resolver s problema d~ exernplo_l 

Na primeira  f a s e  sãs ob t idas  as soluções p o s s ~ v e i s  

seguin tes :  

Por tanto  a melhor solução v i á v e l  será a 6a, 

2a. Fase 

Se conãt ro i  o problema a u x i l i a r  



E x c l u i n d o  do p r o b l e m a  aux i l i a r  as x t para t & T l  t e m o s  

Calcula-se H.t paza t&T-Tl  

calcular C (a. /E.)_ para t = 1 , 2 , 3 4 { 2 / 6 ,  6 / 6 ,  5 / 6 1  = { 0 ~ 3 3 , l , 0 9 8 3 1  . at ã 

Novo T  = { 1 , 3 )  
- 
b i =  30 - 30  = O 

~ n t ã ~  a s o l u ç ã o  será as* = (0 ,a,Q ,o , O  , a r o  ,i;..l) , z = 2 6 ,  fo lga  = O 



Neste capf tu lo  s e r ã o  apresentados um conjunko de pro  

blemas e suas  soluçÕes, ob t idas  pe lo  Método Dual de Decomposi- 

ção. 

Alguns dos problemas aqui resolv idos  foram e x t r a í d o s  

das  r e f e r ê n c i a s  indicadas em cada exemplo. A se leção  d e s t e s  pro  m 

blemas , fo i  f e i t a  em face  às d i f i cu ldades  que apresentam para  se - 

rem reso lv idos  mediante ou t ros  metodos e também por possuírem 

a s  soluções ob t idas  por e s s e s  m é t o d o s , ~  que nos permite compa e 

r a c  os  r e su l t ados  e os  tempos u t i l i z a d o s  para  ob te r  a s  soluçÕeã. 

O s  dados dos problemas sem r e f e r ê n c i a  foram gerados a r b i t r a r i a  - 
mente e na sua maioria servem para  mostrar a e f i c i ê n c i a  do méto - 
do à medida que a s  v a r i á v e i s  aumentam. In ic ia lmente  são  mostra- 

dos re su l t ados  completos de problemas de programação zero - um 

com uma r e s t r i ç ã o  e poster iormente problemas com mais de uma 

r e s t r i ç ã o .  

A s  soluções apresentadas foram obt idas  mediante um 

programa e m  linguagem For t ran ,  desenvolvido para  o algoritmo , 

u t i l i z a n d o  um computador Burroughs 6700 .  

0s problemas resolv idos  podem s e r  representados da 

seguin te  forma: 
n 

Maximizar z = C C .  x 
j = l  7 .a 
n 

s u j e i t a  a 1 a i j - ~ ~ b i  
j = l  
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2 ,  Resultados e ~ n á l i s e  dos Resultados 

Problema 1. m = 1, n = 9 

das 

2a. 

A s  soluções apresentadas no Quadro 1 representam 

a s  soluçÕes geradas pe lo  ~ é t o d o  de ~ecomposição na l a .  

Fases. 

Quadro 1 

. . . . . . . . . 

k k k 
X' a x c , x  es t ado  da 

i j j  j j  u solução 

O 0.6923 i n v i ã v e l  i 
i n v i ã v e l  

v i á v e l  - 
v i á v e l  
- - -  

v i á v e l  



k k 
A f i g u r a  1 mostra os  va lo res  de ( a  .:r . )  V.S. ( c  .x,) 

i 3  '1 I -1 

assim como os  va lo res  d e u  1 

FIGURA 1 

Todas a s  soluções v i á v e i s  e s t a r ã o  sob a figuraOABCDE 

e a solução Ótima e s t a r á  e n t r e  a solução v iáve l  de maior v a l o r  

(ponto C )  e a solução i n v i á v e l  de menor va lo r  (ponto D ) .  ~ n t ã o  

é possfve l  melhorar a inda mais a solução v i á v e l  do ponto C u t i -  

l izando o que f o i  denominada a Fase 2 do método e se achou O 

ponto P como melhor solução. 

Problema 2 .  m = 1, n = 40 
-- 

O s  t e s t e s  f e i t o s  com o problema 2 s e  referem a uma 
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var iação  no segundo membro, os  dados u t i l i z a d o s  constam no Qua e 

dro 2 . 1  e o s  r e su l t ados  nos Quadros 2 , 2 . P ,  2 . 2 . 2  e 2.2.3 mos- 

tram a s  melhores soluções v i á v e l  e i n v i á v e l  na pr imeira  !?asela 

solução ap& a 2a,Fase,  assim como tambgm o tempo gas to  pe lo  

computador para o b t e r  e s t a s  soluçÕes. 

Quadro 2 . 1  

. . . .  . . . . . .  . . . . . .  . . . . . . . .  . . 



Q u a d r o  2 . 2 . 1  

P r o b  l e m  

2 . 1  

2 . 2  

2 . 3  

2 .4  

2 . 5  

2 . 6  

2 . 7  

2 . 8  

2 . 9  

2 . 1 0  

2 . 1 1  

l a .  F a s e  
- 

S o l u ç ã o  v iável  de m a i o r  va lor  

xi = 1, z e r o  as o u t r a s  

i d e m  2 . 1  

i d e m  2 . 1  

i d e m  2 . 7  

i d e m  2 . 9  
. . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . 

. ~.~~ . . - -  

1 1 3 1 4 , 5 1 6 , 7 , 8 , b 1 , 1 2 1 1 3 1 1 4 t 1 6 1 1 7 , 1 9 ~  

2 0 1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 , 2 5 1 2 6 , 2 9 , 3 0 , 3 2 , 3 3 , 3 4 ,  
. . .  .3.5. .36. .3.7. 9. .40. . . . .  . . . . .  

I 1. I . I .  . .  ~. 

- 
'olgí - 

11 - 
2 1  



Q u a d r o  2 . 2 . 2  

roblemí 

--- 

l a .  F a s e  

s o l u ç ã o  inv i sve l  de m e n o r  valor  

x = l I  z e r o  as ou t ras  
j 

3 1 4 1 6 1 8 , 1 1 1 1 2 1 1 6 1 1 7 1 1 9 1 2 0 1 2 1 1 2 2 1  

2 3 1 2 4 , 2 9 1 3 3 1 3 4 1 3 5 1 3 6 ~ 1 3 7 1 4 0  

i d e m  2 . 1  

i d e m  2 . 1  

i d e m  2 . 1  

idem 2 .7  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

valor & 
inviabi 
lidade- 



Q u a d r o  2 .2 .3  

- - 

2a .  F a s e  I Tempo t o t a l  

d e  processa 
S o l u ç ã o  viável  - q u a s e  ó t i m a  

I men to  ( s e g .  ) 

1 8 r 1 9 , 2 Q . , 2 1 , 2 2 , 2 3 r 2 4 r 2 6 1 2 9  , 3 0 1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
,3:2. .3:3. :3:4: 3.5; .3.6: .3:7. .40. . . . . . . . . . .  : . ' ~ .  J r ' r '  r 

idem l a .  F a s e  



Dos qua t ro  2 . 2 . 1  e 2.2.3 pode-se observar que em 

alguns casos não s e r i a  necessá r i a  a u t i l i z a ç ã o  da  2a. Fase do 

método. A s s i m  temos o problema 2.7 cujo  va lo r  da função o b j e t i  - 

vo obt ido  na pr imeira  Fase é o mesmo que aquele obt ido  no fim 

da 2a. Fase, dado que o va lo r  da f o l g a  6 menor que os  c o e f i c i-  

e n t e s  das  v a r i á v e i s  i g u a i s  a zero na solução da l a .  Fase. Tam - 
bém no problema 2.11 o v a l o r  da função o b j e t i v o  ob t ido  na l a .  

Fase é i g u a l  ao da 2a. Fase dado que o v a l o r  da f o l g a  é nulo . 
A s s i m  a 2a. Fase s e r á  um complemento da l a ,  Fase caso existam 

c o e f i c i e n t e s  a i j  das v a r i á v e i s  nu las  menores que a f o l g a  encon - 

t r a d a  na l a .  Fase. 

~ambém s e  pode ~ b s e r v a r  que soluções i n v i á v e i s  en- 

contradas poderão s e r  a c e i t a s  como "boas" soluções desde que 

a s  inv iab i l idades  não ultrapassem uma determinada t o l e r â n c i a  , 
por exemplo 5%:, nesse caso e s t ã o  os  problemas que constam no 

Quadro 3. 

A percentagem da i n v i a b i l i d a d e  6 def in ida  como 

. ( j  = 1.. n são  os  va lo res  que a s  v a r i á  - 

v e i s  assumem na solução inv iáve l .  

Quadro 3 



Analisando os. problemas 2-7 e 2.8 temos que após a 

h. Fase a solução ( X j )  , o va lo r  da função ob je t ivo  ( c .  x . ) da 
3 7 

solução-viável e da solução inv izve l  são os mesmos. Porém a s  

soluç6es após a 2a. Fase são d i f e r en t e s ,  o mesmo acontece com 

os problemas 2,9 e 2 .10 .  A s s i m  s e  f o r  u t i l i z a d a  somente a l a .  

Fase a s  soluções seriam igua i s  para os  dois  pares de problemas 

e nes te  caso s e  j u s t i f i c a  a u t i l i z a ç ã o  da 2a. Fase, 

Prob:lema 3. ver  KapSan [68] - - - . -  

Este  exemplo apresenta o problema Lorie-Savage para 

dest inação de recursos em diversos proje tos .  

O problema f o i  resolvido para m = 2 ,  u t i l i zando  i n i  - 
cialmente a s  9 primeiras  va r iáve i s  [seleção en t r e  9 p ro je tos  ) 

e posteriormente acrescentando uma l Q a ,  va r iave l  (mais um 

Para o problema com 9 P ro je tos  foram encontrados os  

seguintes  resul tados  

fo lga  = 2 

f o lga  = O 

Es ta  solução j z  f o i  encontrada na l a .  Fase. 



Dentre a s  soluções i n v i á v e i s  encontradas,  nenhuma me - 
receu s e r  escolh ida  como uma a l t e r n a t i v a ,  dado que as  i n v i a b i l i  - 
dades são  muito elevadas em re lação  aos segundos membros das 

r e s t r i ç õ e s  . 

Deve-se s a l i e n t a r  que e s t a  solução e a solução Ótima 

ob t ida  por Kaplan [68 ]  u t i l i z a n d o  ou t ro  método. 

Para o problema com 1 0  p r o j e t o s  a solução encontrada 

após a 2a. Fase é a mesma a n t e r i o r ,  porem den t re  a s  soluções i n  - 

v i s v e i s  f o i  ob t ida  uma com os  va lo res  seguin tes :  

10 1 0  
C c.x = 73, 

I j L a l j x j  = 4 8 ,  fo lga  = 2 
j=l j=l 

10 
C a .x = 2 1 ,  

21 j 
i nv iab i l idade  = 1 

j=l 

i s t o  E ,  com o acréscimo de uma unidade na 2a. r e s t r i ç ã o  conse- 

gue-se um incremento de 3 unidades na função ob je t ivo  e os  p r g  

j e t o s  selecionados correspondem à s  v a r i á v e i s  x =x =x =x =x 1 3 4 9 1 0 = ~ ,  

e os  não i n c l d d o s  s e r ã o  x2=x5=x6=x7=xg = O .  Em r e l ação  5 solu-  

ção a n t e r i o r ,  s a i u  o p r o j e t o  número 6 e f o i  inc lu ido  o p r o j e t o  

número 1 0 .  

até agora só  foram mostrados os  t e s t e s  com problemas 

com uma r e s t r i ç ã o  e com duas r e s t r i ç õ e s  e poucas v a r i á v e i s .  E s  

t e  problema aqui apresentado tem por  o b j e t i v o  t e s t a r  o ,método 

com maior numero de v a r i a v e i s  (202 e duas restr iç6ies .  



~ o l u ç ã o  obt ida :  

Valor da função o b j e t i v o  = 8 3  

Folga da l a .  r e s t r i ç ã o  = 6 

Folga da 2a. r e s t r i ç ã o  = O 

Tempo de computação = 6.26 segundos 

Para e s t e  problema todas a s  soluções i n v i á v e i s  u l t r a  V 

passam o l i m i t e  de 1 0 %  de i n v i a b i l i d a d e  e  por tanto  não foram 

consideradas para serem ana l i sadas .  

A s e g u i r  se rão  apresentados o s  r e su l t ados  de 5 pro- 

blemas e x t r a í d o s  do a r t i g o  de C.C. Pe tersen  [8 31 que se rão  com - 
parados com os  resultados,  por  e l e  obt idos.  Segundo Petersen ,  o  

tempo de computador gas to  paEa r e s o l v e r  problemas de alocação 

de c a p i t a l  com mais de 50 v a r i á v e i s  6 de 36 minutosou menos u t i  

l izando um computador SDS 930.  
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O Quadro 4 mostra o tempo gasto pelo computador e o 

número de iterações necessárias, obtidos por Petersen,para en - 
contrar as soluções ótimas dos problemas, 

Quadro 4 

O quadro 5 apresenta os resultados para os mesmos 

problemas utilizando o método Dual de Decomposição. 

Quadro 5 

1 M .  de. restr iç~es.  . . . . . I . , l.0 . I . . . 1.0. 

I n.? de  v.ari.5v.e.i.s. . , .  . .  : , . . .I . . .I.O 1 . . 1.5. 



P r o b l e m a  5. m = 1 0 ,  n = 1 0  - 

s o l u ç ã o  ó t i m a  o b t i d a  por P e t e r s e n  

2 = 8 7 0 6 . 1  

X = 1 p a r a  j = 2 , 4 , 5 , 8 , 1 0  
j 

x = O p a r a  j = 1 , 3 , 6 , 7 , 9  
j 

A m e l h o r  s o l u ç ã o  viave1 o b t i d a  com o m é t ~ d ~  D u a l  d e  Decomposi- 

ção 6 a s e g u i n t e :  

z = 8577.8  

x = 1 p a r a  j = 2 , 4 , 5 , 6 , 8  
j 

x = O p a r a  j = 1 , 3 , 7 , 9 , 1 0  
j 

Porém f o i  o b t i d a  a s o l u ç ã o  i n v i á v e l  (5 -  viável)  s e g u i n t e :  

Z = 9159.30 

x = 1 .  p a r a  j = 1 , 2 , 4 , 6 , 8  j 

x = O p a r a  j = 3 , 5 , 7 , 9 , 1 0  
j 



8 2 

A s  r e s t r i ç õ e s  que tornam i n v i á v e l  a  solução são: 

i- = 3 ,  va lo r  da i n v i a b i l i d a d e  = 3, % (b3) = 1.5% 

i = 10,  v a l o r  da i n v i a b i l i d a d e  = 9 ,  % (blO) = 2.0% 

Em re l ação  ao v a l o r  da solução Ótima o b t i d a  por Pg 

t e r s e n  a  função o b j e t i v o  t e m  um acréscimo de 453 unidades, o  

que s i g n i f i c a  um incremento de 5.2%. 

Problema 6 .  m = 10,  n  = 15 

O s  problemas 6 ,  7 e 8 u t i l i z a r a m  a matr iz  de dados 

seguin te  



sendo que o problema 6 u t i l i z a  a s  15 primeiras  va r i áve i s ,  1 0  

r e s t r i ç õ e s  e seu segundo membro é 

solução Ótima obt ida  por Petersen 

x.: = 1 para j = 1,2,4,6,7,9,10,14,15 
j 

A melhor solução v iáve l  ob t ida  com o método Dual de 

~ecomposição é a mesma que a Ótima obt ida  por Petersen,  porem 

não f o i  achada nenhuma solução 5 - v iáve l  que s a t i s f a ç a  a csn- 

dição de s e r  menor ou i gua l  a 5% dos bi. 

Prob-lema 7, rn = 1 0 ,  n = 20 
h 

U t i l i z a  a mesma matr iz  e o mesmo segundo membro an - 
t e r i o r e s ;  por& com as  20  pr imeiras  va r iáve i s .  

j 
= 1 para j = 1,10,14,15,16,17,18~P9d20. 

x = O para j = 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , h 1 , 1 2 j 1 3  
j 

Melhor s ~ l ~ ~ ã ~  visveb ob.tida p e h  método Bual de 'De 

compos-iç 50. 

a = 6010 

x = 1 para j = 1,2,3,9,14,15,16,17118d19t20 
j 

x = O para j = 4,5,6,7,8,10,11,12,13 
j 



~ a m b é m  f o i  obt ida  uma s o l u ç ã o  5 - v 5 â v e l  com 

z = 6500 

x = 1 para j = 1,2,9,10,14,15,16,17,18119,20 
j 

j 
= O para j = 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 1 1 , 1 2 , 1 3  

As i n v i a b i l i d a d e s  estão l o c a l i z a d a s  nas restrições 

i = 2 ,  com 7 1 ,  % (b2)  = 1 0 . 1  

i = 1 0 ,  com 18, % (blO) = 6 . 5  

P r o b l e m a  8 .  m  = 1 0 ,  n  = 2 8  
- ~ .  . -  

O -s e g u n d o  membro é, como s e g u e :  

~ o l u ç ã s  ó t i m a  d e  P e t e r s e n  

2 = 1 2 4 0 0  

x = 1 para j = 1,2,3,9,14,15,16,17~18,19120121P22, 
j 

2 3 , 2 5 , 2 6 , 2 7 , 2 8  

x = O para j = 4,5,6,7,8,10,11,12,13,24 ' 
j 

P e l o  método D u a l  de ~ e c o m p o ã i ç ~ o  m e l h o r  s o l u ç ã o  v i a  - 

x = 1 para j = ~,2,3,14,15,17,18,19,20,21,22,23,24, 
j 

2 5 , 2 6 , 2 7 , 2 8  
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~ambém foram ob t idas  a s  soluções 5 - v i á v e i s  que 

são  mostradas no Quadro 6 .  

Quadro 6 

x = 1. Zero a s  o u t r a s  
j  

das res  - 
; r ições  

. n v i á v e i ~  

2 

9 

1 0  

2 

9 

10 

1 

2 

9 

1 0  

l O  -. - 

2 

9 

1 0  

A s  cinc.01 soluções 5 - v i á v e i s  sao super iores  ao 

v a l o r  da função o b j e t i v o ,  porém pode s e r  considerada como me- 

lhor  (-das i n v i á v e i s )  a  4a, solução que para  um va lo r  da função 

o b j e t i v o  i g u a l  a  1 2 4 4 0 ,  sua i n v i a b i l i d a d e  a t i n g e  um v a l o r  des- 

p r e c í v e l  que é de 0 . 2 % .  Podemos cons iderar  a s  ssbuções 2a. e 

5a. como "boas" dado que suas  inv iab i l idades  atingem va lo res  

menores que 1 0 % ,  especialmente a  2a, soluçi%o cu ja  maior invia-  
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bilidade, na la. restrição, atinge 6.1%. 

Problema 9. m = 5, n = 39 - 



O problema 9 e s t á  de f in ido  p e l a s  39 pr imeiras  v a r i á  - 
v e i s ,  5 r e s t r i ç õ e s  e  o  seguin te  segundo membro 

Solução ótima de Petemen 

X = 1 para  j = 1,2,4,6,8,9,11f13,L5P16f17118P19Z20f 
j 

as o u t r a s  X = O 
j 

Melhor solução v i á v e l  pe lo  método BuaL de  Decomposi- 

G ~ O  

Z = 10278 

x. = 1 para  j = 1f4,6,8,4,11,13f%4,15,16117118P191 
j 

2 0 , 2 1 , 2 3 , 2 5 f 2 6 , 2 7 , 2 8 1 2 9 , 3 0 1 3 1 1 3 2 ,  

A s  soluçQes - v i z v e i s  ob t idas  constam no Quadro 7 .  



Quadro 7 

" j = 1, zero as outras 
i das res invlabi- 
trições lidade 
inviãveis i % b, 

Dentre estas soluç6es podemos dizer que 2a., 4a, e 

5a, sãs melhores. A 2a. fornece um valor um pouco superior à so - 
lução 8tima com uma inviabilidade de 3.1%. A 4a. solução forne- 

ce um valor,da função objetivorum POUCO inferior ao da solução 

ótima. E a 5a, solução pode ser considerada a melhor de todas, 

porque fornece um valor superior as da solução ótima e as invia - 
bilidades nas três restriçges podem ser consideradas insignifi- 



Este  problema possue 50 var iáve i s  e 5 r e s t r i ç õ e s  e 

seu segundo membro se rá :  

solução ótima de Petersen 

z = 16537 

x = 1 para j = 4 , 6 , 8 , 9 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 5 1 1 6 1 1 7 1 1 9 1 2 0 1 2 3 ,  
j 

2 5 , 2 6 , 2 ~ , 2 8 , 2 9 , 3 ~ , 3 2 & 3 5 , 3 6 , 3 S ,  

38,39,40,41,42,43,44,47148149150 

zero para a s  ou t ras  

Melhor solução v iáve l  pelo método Dual de Decomposi - 

z = 1 6 4 9 9  

x = 1 para j = 4,6,7,8,9,11,12,13,14115116117119, 
j 

20,23,25,26,27,28,29,30,31&34,35, 

3 6 , 3 7 , 3 8 , 3 9 , 4 0 , 4 1 , 4 2 , 4 3 , 4 5 ~ 4 8 , 4 9 ,  

O Quadro 8 mostra a s  soluções 5 - viãveis .  



Quadro 8 

X = 1, zero a s  ou t ras  
j 

i das r e s  
e 

t r i ções  
inviáve i s  

inviabi-  
l idade  

% bi 

 com^ se pode observar no Quadro 8 ,  todas a s  soluqões 

5 - viáve i s  fornecem para  e s t e  caso valores  da função o b j e t i -  



vo super io res  5 solução Ótima. Em e s p e c i a l  a  solução 7a. f o m e  - 
ce um v a l o r  b a s t a n t e  super io r  à solução Qtima com i n v i a b i l i d a -  

des i n f e r i o r e s  a  10%. Já  com inviabibidades i n f e r i o r e s  a  5% 

f o i  a t i n g i d o  um v a l o r  da função o b j e t i v o  próximo da s o l u ç ã o 6 t i  

ma (5a. so lução) .  

0s problemas L 1  e 1 2  e s t ã o  de f in idos  pe lo  ' p r~b lema  

apresentado por Ç.Çenju - Y .Toyoda [92] que u t i l i zam uma matr iz  

com 60 v a r i s v e i s  e  30 r e s t r i ç õ e s .  O s  ekmentos  da matr iz  são 

não-negativos e  d i f e r e n t e s  da unidade. A s s i m  queremos t e s t a r  a  

e f i c i ê n c i a  do algori tmo para  e s t a  c l a s s e  de problemas, 

O problema L 1  corresponde ao problema A da referên-  

c i a  [92] ,e a d i ferença  dos problemas 11 e 1 2  somente e s t á  no 

segundo membro das r e s t r i ç õ e s .  

Senju - Toyoda u t i l i z a n d o  um computador B5500 obtêm 

como melhor solução um va lo r  da função ob je t ivo  i g u a l  a  7700 

com 1 9  v a r i á v e i s  iguais  a  1. 

Uti l izando o  método Dua% de Decomposição a  melhor 

solução v i a v e l  corresponde a :  

Xj = 
1 para  j  = 2,3,5,8P13P14,b6,18,19d25,27130P31~ 

36,37,43,46,47,53,56,59 

A s  soluções 5 - v i á v e i s  ob t idas  constam no Quadro 



Quadro 9 

l a .  

2a. 

- 
3a. 

- 
4a. 

- 
5a, 

-- 

6a. 

x = 1, zero as  outras 
j 

. das r e s  - 
xições  
nviávei  s 



continuação- .Quadro 9 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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continuação Quadro 9 

x = 1, zero as  o u t r a s  
j 

- das r e s  
t r i ções -  

mviáveis  

i n v i a b i l i  - 
dade 
% bi 

Existem o u t r a s  soluções 5 - v i á v e i s  e i n v i á v e i s ,  ps- 

arem somente constam no Quadro 9 aquelas 5 - v i á v e i s  considera-  

das mais i n t e r e s s a n t e s ,  Es tas  soluç6es podem ser u t ib izadas  pa 
r a  uma a n á l i s e  de p6s-otimização do problema. O tempo de compu- 

tador  ( B  6700) gas to ,  para  encont rar  e s t a s  soluções f o i  de 

6.74 segundos. 



P r o b l e m a  1 2 .  m  = 3 0 ,  n = 60  - . 

C o r r e s p o n d e  ao p r o b l e m a  B da r e f e r ê n c i a  [92]. 

S o l u ç ã o  o b t i d a  por S e n j u  - Toyoda  

= 8 6 8 5  

com 34 variáveis i g u a i s  a um, 

M e l h o r  s o l u ç ã o  viãvel  o b t i d a  p e l o  ~ é t o d o  D u a l  de De-  

c o m p o s i ç ã o  

x = l para j = 2,3,4,5,8,9,13,14,15,L6,17118,19,21, 
j 

25,27,29,30,34,36,37,39,41,43,44,4ç, 

4 6 , 4 7 , 4 8 , 5 3 , 5 6 , 5 7 , 5 9  

K = O para o resto de varizveis 
j 

N o  Q u a d r o  1 0  c o n s t a m  as s o l u ç G e s 5  - visveis .  

Q u a d r o  1 0  
. .  . .  . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . 

X = 1, z e r o  as o u t r a s  
j 

l9,21,25,26,27,28,29,30, 

31,34,36,37139142f43,44,  

4 5 , 4 6 , 4 7 , 4 8 , 5 3 , 5 6 , 5 9  

l 8 , l g  , 2 0 , 2 5 , 2 7 , 2 8 , 2 9 , 3 0 ,  



conTinuação Quadro 10 

xi = 1, zero a s  o u t r a s  



continuação Quadro 10 

x = 1, zero  as  o u t r a s  
j 

i das res i n v i a b i l i  - 
t r i ções -  dade 

i n v i á v e i s  - 9 ;  bi 



9 8  

continuação Quadro 10 

x = 1, zero as  o u t r a s  
j 

i das r e s  
t r i ções -  

2 

4 

5 

8 

24  

25  

26 - -  
2 

5 

25 

26 

2 4  

25 

i n v i a b i l .  
dade 
% bi 

4 . 0  

1.6 

5.7 

2.2 

1. o 
1 3 . 6  

2.6 

3.2 

3.1 

3 - 2  

5.0 

8.2 

3 - 6  

3.2 

1.2 

7.8 

1.1 

3 . 1  

3.3 

5.9 - 
6,8 

6.9 

1.6 

A s  ss luç6es  5 - v i á v e i s  que constam nos quadros an- 

t e r i o r e s  correspondem a va lo res  da função ob je t ivo  super iores  

2s soluç&s encontradas por Senju-~oyoda [92] e pelo  - método 



Dual de Decomposição. Existem portanto, outras soluçÕes 5 - vi5 

veis e vizveis que em caso de uma análise de sensibilidade po- 

dem tornar-se interessantes. 

O tempo gasto para a obtenção destas soluções foi 

de 8.34 segundos utilizando um computador B 6700. 

Utilizando os problemas descritos por Weingartner - 
Ne~s[~~] , que se referem ao problema de alocação de capital pa 
ra diversos projetos cujo modelo não 6 outra coisa que o proble - 

ma Knapsack multidimensional, foram encontradas as soãu@es pa- 

ra os problemas 13 e 14. 

O problema 13 corresponde ao da Tabela 1 da referên- 

cia 1981. 

~olução Ótima de Weingartner - Nesâ 

= 141.278 

x = 1 para j = 3,5,6,7,8,10,12,13,14,19121,23124,26 
j 

x = O para o resto 
j 

Melhor solução viável encontrada pelo ~étsdo Dual de 

D ~ C Q ~ ~ Q S ~ Ç ~ O  

= 140.477 

x = 1 para j = 3,5,6,7,8910912913,14,15117,19,21, 
j 

23,24,27 

O -Quadro 11 mostra as sobilç6es 5 - viáveis. 



Quadro 11 

x = I, zero a s  o u t r a s  
j 

i das r e s  i n v i a b i l i  - - 
t r i ç õ e s  dade 

Nas duas soluções a s  inv iab i l idades  são  despresciveis. 

Como se t r a t a  de se leção  de p r o j e t o s ,  o conjunto de  p r o j e t o s  s e  - 
- lecionados em cada caso são b a s t a n t e  d i f e r e n t e s ,  dando lugar  a 

escolha  de a l t e r n a t i v a s  d i f e r e n t e s .  

Problema 1 4 .  m = 2 ,  n = 105 - - - .  . . -  

Este  problema corresponde a Tabela 3 da referencia1981 

Solução 6tima de Weingartner - Ness 

x = Q para  j = L3,79,80,84,87,93 a t é  105 a 
x = 1 para  as demais 
j 

Melhor solução v iave1 encontrada pe lo  ~ 6 t o d o  Dual de 

Decomposição 

x j  = O para  j = 1 2 , 7 9 , 8 4 , 8 7 , 9 2 , 9 4 , 9 5 , 9 6 r 9 8 f 9 9 ~ 1 0 0 1 1 0 2 ~  

lO3,P04,105 

x = 1 para as demais 
j 



No Quadro 1 2  constam a s  soluções 5 - v iáve i s .  

Quadro 12 

x = O ,  um para  a s  o u t r a s  I z l j  

l a .  1095131 r t -  
i das r e s  - l i n v i a b i l i  - 

A s  inv iab i l idades  apresentadas são desprec ive i s ,  es-  

pecialmente a s  das soPuções l a ,  e 3a. ,  sendo que a 3a. fornece 

um maior va lo r  da função ob je t ivo .  

Nos problemas L 3  e 1 4  a % das inv iab i l idades  bas  - 

t a n t e  ba ixa ,  e i s t o  s e  deve ao f a t o  de que o número de vari&eiS 

é muito maior que o n6mero de r e s t r i ç õ e s .  

O s  problemas 13 e 1 4  foram rodados e m  conjunto e o 

tempo de computação necessár io  para  achar a s  soluções £ o i  de 

7.0 segundos, 

Mediante a s  soluções des tes  1 4  problemas pode-se ve- 

r i f i c a r  que a s  melhores soluções v i á v e i s  encontradas e s t ã o  prQ - 

ximas das soluq&s ótimas,  sendo que para  i s t o  o tempo de compu - 

t q ã o  é muito i n f e r i o r  ao tempo gas to  por o u t r a s  métodos e o 



1 0 2  

número de i t e r a ç õ e s  necessá r i a s  também é menor, além d i s s o  a s  

soluções chamadas de 5 - v i á v e i s  fornecem a l t e r n a t i v a s  para  a 

escolha  de uma solução. A s s i m ,  e s t a s  soluções podem s e r  u t i l i -  

zadas pa ra  uma a n á l i s e  de pós-otimização dos modelos, i s t o  sem 

o u t r o  e s fo rço  de cá lcu lo  ad ic iona l .  

A medida que o número de v a r i á v e i s  é muito maior que 

o número de  r e s t r i ç õ e s ,  a % das inv iab i l idades  nas soluções - 

v i á v e i s  é menor ou o número d e s t a s  soluções aumenta, 

É conhecido por todos aqueles  que lidam com modelos 

matemáticos, que para  implementar uma solução do modelo, a so- 

lução escolh ida  nem sempre 6 a solução Btima fornecida  para  o 

modelo e se f a z  necessá r i a  a apresentação de o u t r a s  a l t e r n a t i -  

vas ,  que de prefergncia  deverão e s t a r  próximas da ótima. 

Dentro d e s t e  c r i t é r i o ,  o m&tsdo Dual de Becomposi- 

ção 6 recomendado para  seu u t i l i z a d o  quando nos modelos f i o  

s e j a  e s t r i t amente  necessár io  a obtenção da solução Ôtima. 

~amb6m este método poderá v i r  a s e r  u t i l i z a d o  como 

um ponto de p a r t i d a  para  a obtenção da solução ótima. Ficando 

i s t o  como uma i d g i a  para  um t raba lho  que pode s e r  desenvolvido 

posteriormente.  
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