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Resumo

Este trabalho apresenta un procedimento que gera
uma sequénecia finita de solu¢des de un problema de programa
gao inteira bivalente (0 - 1), utilizando dualidade em pro-
gramagao inteira e o método de geragdo de coluna. O algo-
ritmo gera simultaneamente solugdes denominadas & - viaveis
gue podem ser mais interessantes que a proépria solugao Oti
ma para determinada classe de problemas. Sao mostrados e
analisados os resultados, de un conjunto de problemas tes-

te, que foram obtidos mediante un programa elaborado an lin

guagem Fortran.
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Abstract

This work presents a prscedure for generating a
finite sequence of solutions tO a given zero-one integer
programming prsblem, using duality in integer programming
and the generating column method. This algorithm generates
simultaneusly & - feasible solutions that could be more
interesting than optimal solutions for a elass of specific
problems. We present and analyse, results for a set of

test problems, obtained by means of a Fortran program.
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CAPITULO I

1. Introducéo

E perfeitamente conhecido que os modelos de progra-
macado matematica sdo uma abstracdo da realidade de umproblema.
Assim também sua solucado 6tima pode ser vista como uma solucao
proxima da "Otima real”. pai a importancia das técnicas de pds
otimizagao, analise de sensibilidade e parametrizagao que per-
tencem uma informacdo mais completa do comportamento do modelo
quando sujeito a determinadas mudancas em seus parametros e
que encontram un conjunto de solugdes das quais algumas serao

de mais facil implementacgao.

A medida que as técnicas de programacdo matematica
sao mais divulgadas, sua utilizacdo se difunde cada vez mais

e vao aumentando as areas de aplicacao destas técnicas.

Deve-se sempre lembrar que as técnicas de programa-
cdo matematica sdo uma ferramenta para o planejamento e para
tomadas de decisGes e por isto fornecem uma série de alternati
vassentre as quais ura & selecionada inicialmente e na sua im
plementacao,algumas alteracOes deverado ser efetuadas,a fim de
conseguir os melhores resultados possiveis na solugao de um
determinado problema. Também Se deve lembrar que,a construgao
de un modelo matematico & complementada com os dados, 0s quais
nem sempre sdo confiaveis can por cento, portanto solucdes &ti
mas obtidas para um modelo continuaram a estar proximas de Qi
ma real. Assim sendo, para tomar ura decisao em base a estas

informagoes, € necessdrio encontrar varias solugdes en torno
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da Otima para que sirvam como alternativas,caso ndo Seja conve
niente implementar a solucdo o6tima. Se alguma destas solucdes

¢ invidvel e esta inviabilidade se verifica an uma percentagem
minima de un ou varios dos recursos utilizados, esta solugdaom
derd tornar-se mais atrativa que alguma viavel porém mais afas

tada da Otima.

Dentro deste contexto,sera apresentado um método pa
ra resolver problemas de programagao inteira zero-um:que pode

ser utilizado para obter solucdes de varios problemas reais.

O método aqui apresentado,gera UMA sequéncia finita
de solugdes,utilizando dualidade an programacdo inteira e o m&
todo de geracdo de colunas, E devido a sua eficiéncia e simpli
cidade possue vantagens sobre outros métodos tais comoros al-
goritmos classicos de programacgado inteira. O tempo de computa-
¢do gasto para a obtencao de solugdes de problemas de programa
¢ao zero—umrcom UN nUmero relativamente grande de variidveis: &

pequeno en relacdo ao tempo utilizado por outros algoritmos.

A eficiéncia do método pode ser melhorada ainda p
diante a transformacao de problemas com varias restricdes: em

un problema equivalente com uma restricao.

0 método aqui apresentado pode ser utilizado também
para um Analise de Pds-Otimizagao dos problemas de programa—
¢cdo zero-um, dado que na procura da melhor solucao viavel sao
encontradas outras solucdes viadveis de menor valor (para maxi-
mizar) e solucdes que chamaremos de £ - vidveis,de maior valor,

s=m nenhum esforga computacional adicional.



2. O Problema de Programagdo Linear Inteira

Um problema de programacdo linear, an que as varia-
veis devem assumir valores ndo fraciondrios ou inteiros, sao

classificados como problemas de programacéo linear inteira.

Estes problemas: sao importantes porque um grande
nimero de problemas reaistno campo da pesquisa operacional, po

dem ser representados como problemas com variaveis inteiras.

O problema geral de programacdo inteira pode  ser
definido como:

Maximizar z = CX

sujeito a (1)
AX < b
X5 >0 einteiroj =1,...,n
onde:
C = (;cj), & um vetor linha de n componentes
X = (xj) € un vetor coluna de n componentes
A = (a,ij) & uma matriz m x n
b = (bj) € um vetor coluna com m componentes

Se todas as variaveis X sao inteiras teremos um
problema chamado totalmente inteiro. Se somente algumas das
variaveis X, sd0 inteiras sendo as restantes continuas tesre-

J
mos um problema chamado de programacé&o mista.

A partir da técnica apresentada por Gomory,em 1958,
para resolver o problema de programacéo linear inteira,varias

outras técnicas foram desenvolvidas. Ainda mais, técnicas
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especiaisspara problemas especificos de programagdo inteira,fo

ran pesquisadas e continuam a ser pesquisadas, constituindo-se

assim este campo numa fonte geradora de técnicas,que pretendem

ser cada vez mais eficientes e especializadas.

Dentre os problemas especiais de programacao intei

ra que vam despertando maior interesse podemos citar o proble-

ma de programagao linear inteira bivalente ou zero-um.

3.

O Problema de Programacao Linear Inteira Bivalente

O problema de programacdo linear inteira bivalente

ou zero-um, que daqui por diante denominaremos simplesmente de

-

problema de programacéo bivalente ou zero-um, & un problema en

que as varidveis sd podem assumir valores zero ou um, pode ser

expr essado como:

a)

b)

c)

n
Maximizar z = C c.x
j=i 3 3]
sujeito a n (2)
I a,:x.<h, i=1,...,m
j-_-l 1] J— 1
Xj =0oul j=1,...,n

Consideremos que:

os Cé\io , (3 =41,2,...,n), caso isto ndo aconteca podemos

utilizar a mudanca de varidveis seguinte, Xy =1 - % quan

<0.

dO Ca

osba-io parai =1,...,m

0os a,.20 parai =1,....m ej=1,...,n

1]
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O problema de programacdo zero-um & considerado im-
portante, por suas aplicacbes praticas e também devido a due

todo problema de programacdo inteira com variaveis limitadas,pa

de ser transformado emn un problema de programacdo zero-um.

4. Problema de Programacdo Zeo-Um Equivalente ao Problema de

Programacéo Inteira. com Variaveis Limitadas

Consideremos o problema (2) onde as variaveis xj in

teiras possuem limites superiores conhecidos. Seja uma varia-

vel. X Sy, Xy poderd ser expressada como

0 ou l

K
— P
X = EZ

b0 ykp ’ Ykp =

1

onde K sera determinado como 2% >uy .- Substituindo x an

funcdo de y, . temos o0 resultado desejado.
kp

Coo uma desvantagem desta transformacgcao temos que,
o problema resultante possuird un grande ntimero de variaveis
zero—um, o que podera dificultar a procura da solugcdo do pro-
blema, devido & capacidade da memoéria do computador disponivel

ou, o tempo de computagdao que seria necessirio para encontrar

a solucao podera ser inaceitavel.

5. Aplicagoes de Programagao Zeo-Um

Problemas de programacéo zero-um podem ser gerados
a partir de problemas de programacdo inteira, programagao nao-
linear, porém existem problemas cujo modelo pode ser definido

diretamente como un problema de programagao zero-um. Nesta
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cl asse de probl emas se enquadram os probl enas de orcanento de
capital, sel ecdo de projetos,alocagdo de recursos, fluxos em
redes de conuni cacdo, recuperacdo de informacgdes, assignagao de
experinmentos, |ocalizacdo industrial, dinensionanmento de fro-
tas de veiculos, alocagao de tripulacdo emlinhas aéreas, se-
quenciamente, nulticonodi dade, o probl ema "cutting-stock", pro
blema do cai xeiro viajante, problenas de recobrinmento (set co-
vering) , alocagao de horarios, probl ema Knapsack, alocagao de
taref as, balanceamento de |inhas de nontagem pl anejanento de
voos, selecdo de jornais e revistas, etc. O probl ema knapsack

(mochila) sera abordado detal hadanente no Capitulo II , assim

como al guns outros probl emas siml ares.

6. Métodos de Solugao

Teori canente exi ste uma infini dade de nétodos para
resol ver os probl emas de programagao zero-um porém estao sent
pre rel aci onados com métodos que podem ser consi der ados pa-
drdesr j& que nestes sdo introduzi das algumas hudancas a fimde
tornd-los nai s eficientes ou adapta-los a estruturas especi ai s
da matriz de coeficientes. Basi canmente esses métodos podem ser
consi der ados cono

i) Met odos dos pl anos de corte

ii) Metodos que utilizamTeoria dos G upos

iii) MEtodos de "branch and bound"

iv) MEtodos do subgradi ente

v) MEtodos heuristicos

vi) Métodos dos multiplicadores de Lagrange



vii) Métodos de programa dinamica

viii) Métodos de enumeracao implicita

Alguns algoritmos resolvem os problemas de programa

¢ao zero—um utilizando un ou mais dos métedes acima.

Métodos de enumeragao implicita

Em 1965 Balas [10] propds O algoritmo aditivo que
serviu de base para a apresentacdo de outros trabalhos, tais
como os que foram desenvolvidos par Glover [51], Mao e Walling
ford [74], Balas [11], Geoffrion [49], Petersen [83], Garfinkel
= Nemhauser [43], [46], cabot [20], Eilon e Christofides [26],
De Maio e Roveda [237], Ellwein [25], Salkin e Koncal [897], Bra

dley e Wahi[l5], Etcheberry [247, Arora [l ] entre outros.

M&todos de Programagao Dinfmica

Dentre Os trabalhos que utilizam programacéo dina-
mica podemos citar os de Weingartner e Ness [987], Nemhauser e
Ullman [78], Shapiro e Wagner [93], Shapiro [90], Nemhauser e

vu [77], Kraft e 5ill [65], Gearing, Swart e Var [38].

Matodos dos Planos de Corte

Alguns destes métodos foram desenvolvidos por: Bell
more e Ratliff [17], Salkin e Koncal [89], Glover e Klingman
[407 ,Fisher e Shapiro[29], Chames, D.Granot e F.Granot [21] ,

Balas e zemel [ 4],[ 5] , Kianfar [64] e Balas [2 ].

Métodos que utilizam Teoria dos Grupos

Cada vez mais esta técnica estd sendo divulgada,sen
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do que pode ser apontado como umn dos trabalhos pioneiros o de
Shapiro p17], ao qual se seguiram os trabalhos de Bell [13]"

Houck e Vemuganti [56], Wosley [99], Gorry, Northup e Shapiro

[37 1.

Métodos de "Branch and Bound"

Métodos especificamente desenvolvidos para programa
cao zero-um e que utilizam a técnica "Branch and Bound" estéo
descritos em Kolesar [67], Greenberg e Herich [47], Lernke-Sal
kin e spielberg [71], HeldeKarp [597], Fisher e Shapiro 297 ,
Etcheberry [:24:], Pierce [82], Shih [87.], Nauss [76] e Ingaria
la e Korch [62].

Métodos. do Subgradiente

Entre estes métodos temos os desenvolvidos por Held,
Wolfe O Crowder [58], Etcheberry [24], Golden [35], Legendre e
Minoux [70] .

- M&todos Heuristicos

Devido a dificuldade an encontrar solucdes . Gtimas
para problemas com um grande nimero de variaveis e restricoes,
cada vez mais estao sendo utilizados métodos heuristicos que
fornecem solugoes préximas da 6tima com um esforco computacio-
nal muito reduzido se comparado com O tempo necessario ' para
achar solugoes Gtimas por outros métodos. Entre estes métodos
podemos anotar os apresentados por Hiller ]§0], Eilon e Chris-
tofides [26], Salkin e Koncal[89], Magazine, Nemhauser e Trotter

[ 73], Hu e Lenard [57], zanakis [100}, Pierce [82] e muito re-



centemente o trabalho de Balas e Martin [3] .

Outros métodos que sam ser heurfsticos fornecem so-
lucdes aproximadas do problema sdo os desenvolvidos por Senju e

Toyoda [92], Toyoda [96], Soystdr-Ley e Slivka [86].

Métodos dos Multiplicadores de Lagrange

Pode-se afirmar que o trabalho que deu inicio a uti-
lizacdo do método dos multiplicadores de Lagrange foi o de
Everett [27] en 1963 e a este se seguiram os trabalhos de Fisher
[28] , Bell [13], Kaplan [68], Brooks e Geoffrion [18], Green-
berg [34], Fox e Landi [31], Legendre eM inoux [70]. Esses méta
dos se preocupam en calcular os multiplicadores para o problema

irrestrito an que & transformado o problema original.
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CAPITULO II

1. O Problema Knapsack

Sera descrita aqui uma classe de problemas de progra
magao zero-um chamados algumas vezes de problemas combinatdrios.
Estes problemas possuem un grande numero de solucdes viaveis e
poderdo ser resolvidos mediante enumeragao e calculo das sobu-

cOes viaveis.

Entre estes problemas estao 0s problemas Knapsack com
uma {inica restricdo e o problema Knapsack multidimensional.Exis
tem na literatura diversos métodos para resolver esta classe de
problemas porém aqui pretendemos discutir a sua solucdo como um

problema de programacdo zero-um.

2. O Problema Knapsack Unidimensional

O nome do problema, Knapsack, se refere a uma situa-
¢ao em que se quer carregar uma mochila que possa suportar um
pedo maximo. Para encher a mochila se selecionam varios itens
cada un dos gquais possue un valor e um peso, O problema consis-
te an encher a mochila de tal forma que sua capacidade ndo seja
excedida e o valor total dos itens, isto &, a soma de todos os

valores relativos, seja maximizada.

O problema sera apresentado como:

n

Maximizar z = Xo.x.
j=lj J

. (1)

Suj el to a
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n
% a.x. < b
j=l J 3
xj > 0 e inteiro (j=1,...,n)
onde
c: € o valor de cada item j

& 0 peso do item j

Q
0

(1Y

0 peso que a mochila pode suportar

Sam perder generalidade pode-se assumir que 0os
¢ 2 0 J=1,...,n)rb 20 e ay 2 0. Porém, se ¢y = 0 impli

ca que Xy = 0 an toda solucéo 6tima, se b = 0 implica que a

Unica solucéo viavel & Xy = 0 (J =1,...,n) desde que ay > 0.

Se algum a; = 0 com <5 > 0, a solugdo o6tima & ilimi
tada desde que x4 possa ser qualquer valor inteiro arbitraria-

mente grande,

O problema que se pretende abordar aqui & o proble-
ma Knapsack em que sb6 pode ser carregado un elemento de cada
item, isto &, ¥y = I se o elemento & carregado e Xy = 0, caso
contrario.

O problema Knapsack tem sido estudado com muito in
teresse por poder representar muitos problemas reais, tais co-
Mo alocagao de recursos, selecdo de projetos, investimentosde
capital, problemas de carga, selecdo de jornais e revistas, o
problema "cutting stock", e também aparece com  sub-problema

de alguns algoritmos de programagdo inteira.
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3, 0 Problema Knapsack Multidimensional

O problema Knapsack multidimensional , & o problema
Knapsack descrito an (2) com outras limitagdes adicionais
assim por exemplo, limitacdo de peso, volume, largura ou com-
primento. As variaveis poderdo ser inteiras, porém assumimos
aqui que estas variaveis sé poderdo ser 0 ou 1, considerando

que néo existe a possibilidade de incluir mais do que un arti

go.

Um tipo de aplicacédo para esta classe de problemas
& o problema de alocagao de capital em que os melhores proje-
tos de investimentos sdo selecionados sujeitos a limitagdesde
gastos ou despesas an diversos periodos de tempo ou a limita-
¢cOes de varias entradas (de capital). Em algumas aplicacdes de
alocagao de recursos onde as constantes do segundo membro n&o
sado rigidas pode-se analisar o problema mediante o método que

no Capitulo ITII serd apresentado.

O modelo pode ser descrito como segue:

n
Maximizar % = 3 c.x,
j=i 1]
sujeito a (2)
n
T a,.x. <Db, (i = 1,...,m)

5=1 i3y =71
<x.<1
0 _x3 <
X. inteiro
]
Sendo c; a receita devido a inclusdo do projeto j,
ai’j & a quantidade de recurso requerido pelo proje
to j no periodo i

b a quantidade de recurso disponivel para ser gas
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to no periodo i
x4y =1 se o0 projeto e aceito
X =0 se o projeto é rejeitado
Se assome também que os a; 4 sdo ndo negativos

4. O Problema de Alocagao de Recursos

O problema de alocagao de recursos se relaciona om
a avaliacado de uma variedade de projetos de investimento eseuob

jetivo é selecionar os melhores de um conjunto de projetos sob

a condicdo de ter disponibilidade de recursos limitados.

O problema podera ser estabelecido para un periodo
ou para varios periodos de planejamento. EXxiste um grande va
riedade de formulacoes de problemas dealocacao de recursos. Tal
vez a fonte principal destas diversas formulacbes é a definicao
da fungédoobjetivo, dado que em geral este problema n&o é muito
deterministico. Alguns pesquisadores acham que a utilizagcdo do
retorno esperado ndo é suficiente como un critério objetivo da

do que ignora a dispersdo em torno da média

0 modelo é formulado da seguinte forma:

n
Maximizar E (z) = C E (c.) x,
j=1 | J
sujeito a
o
z E(aij) X, <E (bi) i =06, %,2,...,m
J=1 -
xj=00ul Jj=1, ... , n
onde:
x:.| = 1 se 0 j-ésimo projeto & aceito e xj =0se o

7z

j-ésimo projeto é rejeitado.



14

cj é uma variavel aleatoria que representa o valor a
tual do j-&€simo projeto de investimento e E(cj) é

seu valor esperado.

& & a variavel aleatdéria que representa o custo do
j-&simo projeto-de investimento no i-ésimo perio

do e E(aij) € seu valor esperado.

by € a variavel aleatoria representando o valor dis
ponivel NO i-ésimo periodo para alocacdo dos pro-

-

jetos de investimento e E(b,) & seu val or esperado.

Se assume que as funcOes de densidade das variaveis

aleatdrias podem ser avaliadas.

0 modelo também podera ser formulado substituindo ca

da variavel aleatdria por seu valor esperado.

5. Métodos de Solucdo para o Problema Knapsack

O numero de solucbes para a classe de problemas apre
sentados nos itens (2), (3) e (4) e da ordem de 2™, onde

Nn &0 nimero de variaveis do problema.

Nesse caso a utilizacdo do esquema enumerativo das
solugdes puro e simples, para selecionar a melhor solucéao se
torna inviavel. EXiste na literatura uma grande quantidade de
métodos que resolvem: estes problemas de forma eficiente. Estes
métodos foram desenvolvidos utilizando programacdo dindmica, téc
nicas de "branch and bound”, enumeracdo implicita, planos de
corte, técnicas heuristicas e 0s que utilizam dualidade an
programacdo inteira e entre os quais se enquadra o método  que

sera apresentado no Capitulo III.
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Podemos classificar os métodos para resolver o proble
ma Knapsack em 2 grandes grupos, aqueles que resolvem o problema
Knapsack unidimensional, e os que resolvem o problema . Knapsack
multidimensional. Ainda dentro destas duas classes existem os
métodos que consideram as variaveis inteiras (x} > 0 e inteira)e
aqueles an que as variaveis s6 podem assumir valores zero ou um
Particularmente desenvolveremos un método que resolvera o proble
ma Knapsack multidimensional com variaveis zero-um, sendo que O

método podera resolver também o problema Knapsack unidimensional.

Dentre os métodos que utilizam as técnicas acima indi

cadas podem citar:

Programagao dindmica: Weingartner e Ness [98] , Shapi

ro e Wagner [93], Shapiro [90] e Nemhauser e Ullman [7g].

Enumeragdo Implicita: Petersen [83], Mao e Wallinford

[7 4, Pierce [82] e cabot [20].

Técnicas de "Branch and Bound': Kolesar [67 ],e Green-

ber e Hegerich [47].
Planos de corte: Kianfar [64].

Heuristicos: Magazine, Nemhauser e Trotter [73], Hu

e Lenard [57] e Balas e Martin [3].

Dualidade: Nauss [7 6], Legendre e Minoux [70]; Maculan,

Vaca Obando e Villares [72].

Outros métodos: Senju e Toyoda [92 |, Toyoda [96 ] e

Soyster, Lev e Slivka [86].
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6. Redugcao de un Problema Multidimensional rnum Problema Unidimen
sional

Um problema Knapsack multidimensional pode ser reduzi
do a um problema Knapsack equivalente com uma restricéao. Ccomo
se poderd ver posteriormente, a procura da solugcdo de um proble
mMa com uma restricao se torna mais facil, razdo pela que en 47
guns problemas podera ser utilizado este tipo de transformacgao.

Consideremos o conjunto de restricdes

n

jil,aij xj = bi i=1, ..., nm

0 < %5 < uj j=1, ..., n (3)
% inteiro i =1, ..., N

onde ay 40 bi e Uy sdo positivos e inteiros.

O problema consiste ean encontrar valores Wir ses wm
7

tais que toda solucdo nao-negativa e inteira para o conjunto de

restrigoes

n

L a. X, =Db (4)

j=l J ]

0 < x., < u,

- J -]
xj inteiro

m m
onde aj =i£l w. a i3 (3= 1, «a., N) € b=j£1 Wibi ¢ uma solu
cao para (3). Dado que as restricdes (3) implicam en (4), toda

solucdo inteira nao-negativa para (3) € uma solucdo para (4). Po

rém para valores arbitrarios dos wi’ o conjunto-:de inteiros nio-

7z

negativos X= (X, =:u; xn) que satisfazem (41 é geralmentemaior

que o conjunto que satisfaz (3).
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Exemplo 1 - Balas [11]
O problema

Minimizar z = 5xq 7x + 1ox., + 3x, T Xg

2 3 4
sujeito a
- - + — _ .
- Xy o+ 3%y T Bxy T X, T AXg 4+ Xg= -2 (i)
2Xl - 6x2 + 3x3 + 2x4 - 2x5 + Xo= 0 (ii)
Xy = 2x3 + Xy + x_ + Xg = - 1 ii)
X, =0oul (j =1, ..., 5)

X. > 0 einteiro (j=6, 7, 8)

possue como solucdes viaveis (0,1,1,0,0) e (1,1,1,0,0,). Se se
lecionamos arbitrariamente os valores Wq =Wy, = Wg = 1 as trés
equacdes somadas fornecem a equacao

xl-2x2=4x3+2x4+3x5+x6+x7+x8 = =3

que possue como solucdes viaveis as duas anteriores maisoutras
5 que séo (0,0,1,0,0), (0,1,1,0,1), (0,1,1,1,0), (1,0,1,0,0) e

(1,1,1,1,0).
6.1 - Métodos de Transformacgdo

Existem na literatura un grande nimero de trabalhos
relativos & agregacdo de restricdes. Alguns destes métodos com
binam duas restricdes en um que logo combinam com a terceira
e assim sucessivamente até que todas as restri¢cdes sejam combi
nadas.

Um trabalho pioneiro neste sentido & o de Mathews (1)
que am seu Teorema Mostra como adicionar duas restricdes de
tal forma que o conjunto de solucdes inteiras nao-negativasnao
aumente. |Isto permite reduzir qualquer conjunto de m restri

¢Ses a uma Unica restrigéao.

(1) Para maiores detalhes ver Salkin [85]
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Teorema de Nhthems(l)

COnsidﬁre 0 sisterma de duas equacOes Iineares(2

sy = 421 alj xj = bl (i

s, = jzl ay4%y = b, (ii)

Cs coeficientes aij (i =1, 2, 3 =1, ... , N) sao es
tritamente positivos e inteiros.

a) se existemval ores ndo-negativos x;, ..., X = que

satisfazem(i) e (ii) logo

> i ;
b, alj/a2j > b, ao nmenos para umj (1<j<n)

b) se W é& qualquer inteiro positivo tal que

w! b, maxi nmo {alj/azj}

3
| ogo o conjunto de solugbes de (i) e (ii) @ o nesno

2

gque a equacéo

Sl + w82 = bl + wb

Pbsteriornenté3). foi observado que 0 Teorema de

, (iii)
Mat hews pode ser utilizado para agregar um sistema de  equagodes
cono as de (3) pela utilizagédo das condi ¢des

S; + S, =b, +b (1)

1 2 1 2

S, + 28,= by + 2b, (i)’
que Mat hews indi ca tanbéemcono aplicacdo do Teorema, onde as (y
as equacdes sdo substituidas por i ' e (ii)'. Isto é as duas
prineiras equacdes do sistema (3)sao substituidas por (i)' e(ii)'
e | ogo sdo agregadas. A equacdo resultante sera a prineira equa
¢do do novo sistenma, substituindo ds duas prineiras, agora o Si s

tema possue uma equacdo a nenos. O processo se repete até obter

uma equacdo sb.

(2) O simbolo = significa que s; toma o valor do somatdrio

(3) Ver Salkin [85]
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Utilizando o problema do exemplo 1 & obtida a restri
¢ao equivalente ao sistema

- +
32093 Xq 95322x2 + 7666X3 + 33050x4 + 1915X5

+ llOl7x6 + 21555x7 + 957x8 = — 22991

O conjunto de solucgdes viaveis desta equagédo &(0,1,1,0,0)

(1,1,1,0,0)

A transformacao de un sistema de equacgdes numa  equa
¢ao sO possue o0 incoveniente que os coeficientes crescem na sua
ordem de grandeza o que muitas vezes impede utilizar o  computa
dor devido a sua capacidade limitada para armazenar valoresintei
ros especialmente. Devido a esta dificuldade alguns trabalhostem
sido publicados visando a transformacdo com coeficientes menores.
Porém isto tem sido conseguido a custas de calculos adicionaisna

transformacéao.

Glover (3) apresenta un método de redugao agregando

as restricdes de duas an duas

Teorema de Glover

Considere o sistema de duas equacdes

n
S. = E aljxj = bl (1)

X. =Db (idi)

onde todos os coeficientes (a. .., bi') sao inteiros e a0 menos unm

1]
dos by € diferente de zero. Sejam w, e w, inteiros diferentesde
zero e primos entre si. Se existe ao menos uma solugcdo inteira

ndo-negativa para (i)e (li) Jogo toda solucéo inteira nado-nega
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tiva para

w8, + w,8, = w;b; T wyb, Giii)

€ uma solugdo: inteira ndo negativa para (i)e (ii), e inversamen

te, dado que

wyay Ay > [ bpagy - Bayy ] (1v)
para j=1,..., n. (iv) & uma desigualdade estrita para j en J
onde J é qualquer conjunto ndo vazio de{l, cees n} tal gque ta

das as solucbes nao-negativas para (iii) satisfazem xj > 0 para

ao menos um j en J.

Utilizando a reducdo de Glover o conjunto de restri-

cdes do Exemplo 1 tem como equivalente a restricao que segue

+103x, = = 139

l+73>;2—254x3+ll3x4+l47x5+18x6+l4x7

O conjunto de solucdes viaveis da restricdo & também
(0,1,1,0,0) e (1,1,1,0,0).
6.1.1.Método de Kendall e Zionts

Nm trabalho mais recente, Kendall e Zionts [63.] apre-
sentam dois métodos de transformacdo que reduzem o tamanho dos

coeficientes da restricdo equivalente.

Sejam duas restricdes

n

z al-x- =D (l)
jop +37%3 1

n

b a2-x- =D (ii)
=1 377 2
0 <x.<u
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X. inteiro.
]
Se define uma funcéo 0
g5 (x) = bi - I aijxj
j=1

para qual quer conjunto de val ores xj inteiros e O < Xj< u.. Ove

tor X & una solucdo para a i-ésima restri cao se e sonente se
Q

g, (%)
Um conjunto de nul tiplicadores w; € W, gera una
equacéao
wlgl(x) + w9, (x) =0 (iii)
Sonent e sdo de interesse os multiplicadores para
0sS quai s a equacéo (iii) inplica que

91 (x) = 9, (x) =0

Expressando (iii) emoutra forna tenos

g, (x) = (—wz/wl) g, (%) (iv)
e utilizando os limtes
n n
+
-7 < < - .2 LU
PiTy2p 839 By D 93 (®) Dby =gl ag4uy
. N ,
onde aij = max [aij’ OJ e aij = min {aij,o}, temos gque le
n —
e - - Z
w2>max {bl jél aijuj’ bl + ‘L a 5 3

€ umconjunto de nul tiplicadores.

O Teorema 3 fornece umconjunto de nul tipli cado-

res.
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Teorema 3. (Kendall e Zionts [63]).

Se 0 ixj <1=.1j e inteiros, as restricgoes

n
2,%13%5 TP (g (x) =0 (v)
e
n
E 8y4%4 = b, (g, (x) = 0) (vi)
Jj=1
sao equivalentes a

se os multiplicadores w, satistazem as seguintes condicdes:

a) Para qualquer valor da solugac inteira Oixj <uj, j=1,...n

g, (x) ndo é divisivel por W, e gl(_x)' ndo é divisivel por W,

-

b) w, e w, s&o primos entre si (O maior divisor comum & um)

" Prova

w91 (x) = 0

portanto w9, (x) * w,g,(x) =0

Para provar que (vii) implica (vi) e (v), escreve-se
(vii) como

97 (x) = (’_WZ/WJ_)- g, (x)

Por . definicdo o membro da esquerda da equacdo & in-

teiro, consequentemente o membro da direita & inteiro. Pela con
digao (b) g,(x)/wy; e g,(x)/w, sao inteiros. Porém isto con-

tradiz a condicdo (a), portanto gy (x) = 95 (x) = 0.m
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Em princi pio 0 Teorema 3 pode ser utilizado junto com
a condi cao de que:

gy (x) # (-W2/w1) g,(x) (viii)

a nmenos que g, (x) e g, (x) sejam zero. ASSimoO Teerema junto com
(viii) fornecemuna si Stemdtica de enuneragao para encontrar bons
multiplicadores. Para umconjunto de nultiplicadores prinos en-
tre si, poderenos prineiro ver se todas as sol ucdes sati sfazema
condi cdo (a) do Teorema 3. Se a condi ¢cdo (a) ndo é satisfeita,os
nmul ti plicadores serdo validos se podenbs nostrar que (viii) &

satisfeita.

Al guns neét odos propostos para cal cul ar 0S multiplica-

dores w; e w,, utilizamvalores prinos entre si fora dos interva

1
los especificados pelos limtes superior e inferior de cada equa

cdo. Esses netodos tanbém sati sfazemas condi ¢bes (a) e (b).

Kendal | e Zionts [63] propdemque multiplicadores me
nores que aquel es gerados por outros métodos podem ser encontra-
dos eficientenmente nedi ante a obtencdo de val ores de g (x) e
g, (x] que nao estdo entre os lintes de g, (x) e g,(x) especi fica
dos para cada equagao. Estes multiplicadores w, e w, serao val i -

dos dado que satisfazem as condigoes (a) e (b).

© primeiro método proposto consiste em escol her cs
multiplicadores
n -y
wy> b, —"Elazjuj —in {I 254 ]} e
] az.#O
J
n
Wy> by - I aljuj-mln{[alj%
J=1 a. . #0
1]

tai s que
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n
(b, - T a,.u.)/w e
2 5=1 2373 1
_ n
(b L ar.u.)/w
1 =1 1373 2

ndo sgam inteiros e w, e W, sejam primos entre si

O segundo método consiste en

a) Enumerar uns poucos valores de

n
. = b, - Lo Xo < <u.
g, (x) i jC=|a13x3 para 0 _.,Xj ;uj
iniciando com a solucéo, xj = uy se aij< 0 e xj = 0 em caso con

trario, assim que g, (x) decresce estritamente e na sequéncia ndo
sdo omitidos valores. Também a enumeracdo pode iniciar a partir

do limite inferior

o
1
nN~s
v
for

Os primeiros valores sao facilmente enumeraveis por-

gue incrementamos ou diminuimos a variavel cujo Iaij| & minimo
e assim sucessivamente, utilizando un esquema ordenado lexico-

graficamente.

b) Se escolhe Wy maior que o.menor valor de gz(x) enumerado e
W, maior que o menor valor de =2 (x) enumerado, wl# qual quer

9, (x)y w,7# qualquer 9, (x), w; e w, sd0 primos entre si, e

n
wy > (bz -.E aéjuj)/2 e
j=1
n —
W, > (bl —'Z aljuj)/Z
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Wilizando o segundo método e as restricbes do Exem

pl o 1 cal cul anos w, € w, para as duas prineiras restricdes.

De (a) cal culanps al guns valores de gl(x) € g2(x). >

primeiros val ores de g,(x) e gz(x) serao

gl(x) = -2« {(-1-5-1) =5
g2(_x),=0,—(_2-6+3+2—2+1)=8

os val ores segui ntes sdo cal cul ados di m nui ndo o |aij| minimo

ao prineiro valor de g, (x).

gl.(x.) . _ 5, 4 : 2 . l -

9.2.(.x)_ .8 ..7 . 6. ..5. 2

de onde w, > 1, porém por (b) devera ser w,>5/2, isto & w, = 3

2
e w, >2, porempor (b) dever a ser wy>82ew # de qual quer

gzﬁxi, ent ao w = 9. Tenos que 3 e 9 ndo sao primos,ent&an::G;
novamente 9 e 6 nao sao prinos. Final nente w, =7 ew, =9 sa-

ti sfazemtodas as condi ¢cbes,

Mil ti plicando a equagao (i) por 9, a equacdo (ii)por

(7). e sonmando tenos a equagao (i)* seguinte

o 5x,-=15x,-24x%

1 5 3+5x4+22x5+9x +7x., = - 18 {(1)°

6 7

Enuner ando val ores para g;(x) e gl,(X) t enos

4

Cga(x) |21 16,14 12 11

95 (x) 1 0 -1 =2

os val ores de Wy, € W, serdo w, = 2 e .wp =13 e aequagdore
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sultante sera

10x,=17x,-74x5+23% ;#57x +18x o +14x+13xg = = 49
E necessario observar que a ordem em que as restri-
¢cOes sao combinadas fornece resultados diferentes podendo for-
necer coeficientes maiores ou menores de acordo aom a combina-
¢ao escolhida, aqui pode-se recomendar a necessidade de um ggq
tudo prévio a fim de obter valores menores para os coeficien-

tes.

6.2. Dificuldades e vantagens

Todos os métodos propostos até agora,para reduzir um
problema Knapsaek multidimensional a un unidimensional, possuem
a mesma desvantagem : a ordem de grandeza dos coeficientes re-
sultantes aumenta enormemente, € que por ser inteiros poderao a
carretar dificuldades an sua manipulacdo quando introduzidos no

computador, para calculo da solucéo.

Entre as vantagens que estas transformacgdes propor-
cionam,temos que & muito mais facil resolver um problema comuma
restricao, acrescentando-se o fato de que a memdria do computa-
dor, necessaria para armazenar esses coeficientes sera reduzida
an comparacdo 4 que se necessitaria caso se queira resolver o
problema original. També&m,ndoc & necessario considerar a funcgao

objetivo se nao somente na etapa de solucdo do problema.
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CAPITULO III

1. Introducéo

Sera apresentado neste capitulo um procedimento para
resolver o problema de programagao zero-um, mediante a solugdo
de um programa mestre que sera obtido a partir do desenvolvimen

to de dualidade an programacao inteira.

As idéias utilizadas para a construcdo de dualiddde
em programacado inteira sao derivadas da teoria de dualidade em
programacdo matematica e que & aplicavel a qualquer problema de

otimizacao definido num espago vetorial dimensionalmente finito.

A seguir apresentaremos alguns resultados basicos da
teoria de dualidade em programacdo nao linear baseados nos tra-

balhos de varaiya [97], Geoffrion [42] e Zanwill [101].

Seja a problema primal de programacido matematica

Max £ (x)
sujeito a
g; (x) < by i=1,...,m (1)
xeX CR"

onde g,: R" + R, i=l,...,m, Sdo funcdes convexas

I_l

f£: R® +» R, é funcdo concava
¥ & un subconjunto convexo de R%, e

b g un vetor com m componentes
Seja v(b) = sup{f(x)|xeX, g(x)< b}

se x* & uma solugao Qtimade (1) v(b*) = f£(x*). Consideremos

também o problema seguinte, Seja ute R™ e u>0
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Maximizar £(x) - u {g(x) - b}
(2)
sujeito a

e definindo
z(u) = sup {£(x) - u {£(x) - b}} x ¢ x} (2)
0 problema
Minimizar z(u)
sujeito a (3)
u >0

sera o dual de (1) Seja z* = inf {z() | u > 0}

Geralmente o conjunto X em (1) & igual a R™. Porém al
gumas vezes. & possivel incluir algumas das restricdes em X,assim
o calculo de z(u) por (2) e a solugac do problema dual (3) e

mais simples.

A seguir o Lema 1 mostra que a fungao custo do prsble

[

ma dual convexa e o Lema 2 mostra que o valor otimo do proble-

(013

ma dual sempre un |imite superior para o valor 6timo do primal

Tema 1. A fungdo z: RF>RU {+«¥ & uma funcdo convexa. Onde

Ri={ueR" |u>0}

Lema 2. (Dualidade fraca), Se x & viavel para (1), isto &, satis-
faz g(x) <b e xeX, ese u>0, tem-se que
f(x) <sup {f(x)| xe¥X, 9(x)< b} < inf {z(u) |[u>0}<z(u)

(4)
O problema basico da Teoria da pualidade & determinar

condi¢cbes sob as quais

sup {f(x)| xeX, g(x)< b} = inf {z(uw)| u > 0}

isto & v(b) = z*
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Defini¢ao: Se diz que un par (x*, u*), x*eX € u*>0 sa

tisfaz as condi¢cOes de otimalidade se:

x* € uma solucado 6tima de (2) com u = u* (5)
X* €& viavel para (1), isto é, 9 (x*)< bi (6)
u¥ = 0,quando g; (x*)< b,, 0 que equivale a u*(g(x*)~b) =0 (7)
u* & chamado un vetor de precos dtimo se existe x*eX tal que

(x*,u*) satisfaz as condicoes de otimalidade,

Teorema 1. (suficiéncia).Se (x*,u*) satisfaz as condigoes de ot.i
malidade, a solugao X* & uma solucdo 6tima para o primal, e U*

& uma solugao otima para o dual e

sup{f(x)|xeX, g(x)< b} = inf {z(u) |u>0}

2. Dualidade @n Programag¢ao Inteira

Da teoria de dualidade em programacdo matematica pode
mos derivar algumas idéias para o problema de programagdo intei-

ra e neste caso, particularmente para programacao zero-um.

Seja o0 problema primal

Maximizar cx

sujeito a Ax <b (8)
XE{Opl}n
onde:
C . & un vetor linha com n componentes,

& um vetor coluna com n componentes,

& yma matriz com m linhas e n colunas,

g > X
0}

(02

un vetor coluna COM M componentes
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A partir de (8) se define outro problema
Maximizar {cx - u(Ax - b)} (9)

sujeito a ‘ 0
X e {031}

onde u & un vetor linha com m componentes n&o-negativas (u > 0),

ou seu equivalente:

z(u) = mx {cx - U (Ax - b) |xe {0,1}"} (9)"
entao o problema

Minimizar z (u) . (10)

sujeito a u>0

serd 0 dual de (8)

Dos resultados o tidos por Everett [25] podemos ex-

trair o seguinte teorema,

Teorema 2:; Considerando o problema (8), se x* & a solugao dtima
do problema (9), entdo x* & também solucdo O6tima do problema se
b gy substituido por Ax*. Portanto se u & calculado de modo que
para a solugdo Otima X*, b = ax*, o problema (8)tem xX* como solu

¢ao otima.

Demongtragcao

x* fornece o valor maximo de ex - u (Ax - b), ent3o

cx - u(Ax - b) < ex* - u(Ax* - b)
assim para todo x e {0,1}"
cx + u (Ax* - b - Ax + b) <cx*

esta desigualdade & verdadePra para Ax < Ax*. Porém para estas

solugoes Ax* - Ax > 0 e portanto cx < cx*, desde que u > 0. Por
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tanto x* .6 solucdo 6tima do problema
Maximizar ox

sujelto a AX_<_AX*

< n
x e {0,1}

O problema (8) poderd ser resolvido mediante a inclu
sao das restrigoes na funcdo objetivo. pPorém selecionar u >0 que
satisfacam b = Ax* se torna dificil e an muitos casos esses va-
lores de u poderao nao existir, assim valores de u>0 para os
quais Ax* se aproxima de b podem ser utilizados, entdo x* forne
cerda uma solucdo proxima da otima e que pode ser considerada ca
no uma "boa"' solugdo. Um outro problema consiste,em como avali-
ar os u>0. Un procedimento geral consistird em calcular un o
tor u>0 e posteriormente calcular x* e Ax*, se este valor es-
td proximo de b o processo para, an caso contrario outro vetor
u >0 serd selecionado e assim por diante até encontrar valores

de Ax* aceitadveis ou concluir que estes nao existem,

3, Propriedades- dos Problemas Primal e Dual

Propriedade 1. A fungao z: RF bR & um fungao con-

vexa, onde R & o conjunto dos nimeros reais e Rﬁ = {ueR™ | u>0}

tal que z(u) = m&imo {cx - u(dx - b) | xe0,1}"}

Demonstracio

Seja w? e ut quaisquer, tal que uo,uaE RI_E,l?_ x>0 e

x e {0,1}"
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Z (Au0 +(,l_—>\)ul) max {ex = ( Auo+(1j->\)ul) (Ax-Db) }

= max {cx —Auo (Ax—b)-(l—)\)ul(Ax-b)+>\cx->\cx}
= max . {hex -aul (Ax=b)+(1-1)cx - (1-})u* (Ax=b) }

A max {ecx - uO(Ax—b) } +(,l_—>\')fmaX{cx-ul (Ax-b) }

| A

I A

Oy, q_ 1
Az () +(1-2)z (u ).

e

Propriedade 2. Se x & uma solugao vidvel de (8), isto

&, x satisfaz ax< b e xé{Q,l}n, e se u>0, entdo cx <z (u).

Dado que Ax -~ b < 0 e u>0, temos que u(Ax-b)< 0 e
cX < cx — u(Ax-b)para todos os X viaveis de (1) e todos os u = 0
logo

cx <maximo {cx-u(Ax-b) | Ax-b< 0, xe {0,113}
- $maximo {cx-u(Ax-b) | xe{0,11"}= z(u)

o que implica que ¢ x <z (u) 4

Da propriedade 2 pode-se concluir que:
max {cx|Ax < b, x¢ {O,l}n}s min {z(u) |u > @&}, (11)
entdo se x* for 6timo de (8) e u* for Otimo de (10) tem-se
cx* < z(u¥)

-

Portanto & interessante resolver o problema (10) para
que se possa calcular uma cota superior de cx en (8), dessa foxr
ma se pode ter um idéia do valor de cx, para un x viavel de
(-8)-emrelagao a seu 6timo. Podem ser determinadas solugdes pro-
Ximas da 6tima, consideradas "boas" para un certo tipo de pro-

blemas.
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4. Consideracdes Sobre as Solugoes Geradas
A seguir serdo feitas algumas consideracfes, an ter-

mos de programacdo lihear, sobre as solucdes geradas pelo méta

do Dual de Decomposigao em sua la. Fase.

Seja o Problema P

n
max .C c.x, (12)
j=a 1 3
sujeito a
n
JElaljxj< bi (i =1,...,m) (13)
0<x.<1 (J = 1,...,n) (14)

O método Dual de Decomposigao na sua la. Fase pode
produzir solugoes Gtimas para o problema (8) somente se estas
solucdes sao pontos extremos de un conjunto convexo de eguagoes

lineares.

Assim P pode ser resolvido utilizando o método §im-
plex e (8) poderad ser resolvido utilizando o método pDual de De
composicédo (la. Fase). Porem para um vetor b dado, se no pro-
blema P nao & obtida uma solucdo inteira, ndo podera ser obti-
da uma solugao &tima para (8) utilizando o método pual de De-
composicdo. Isto e, as Unicas solucdes inteiras que podem ser
achadas utilizando o método pual de Decomposicdo sao 0S pontos
extremos do conjunto convexo do problema P. Nao seria recomen-
dada a utilizagdo do método pual de Decomposigao casO Se guei-
ra achar uma solucdo Qtimacom un b especifico. Porém se € (e

sejado obter uma solucdo ou solucdes Gtimas para um b an torno

de h, 0 método & recomendado.
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Considerem-se as condi¢cOes de otimalidade primal-dual
para o problema P. Sejam ay (i=1,...,m as variaveis duais
que correspondem &s restrigoes _rzll aljx7
as varidveis duais que correspondje?n as restrigdes 0<xj £ 1. En

< bj_, e Yj(j=l,...~;;n)

tdo o problema dual de P, sera

m n
min ¥ a.b, + I ¥ (15)
i=1 +* =1 ]
sujeitoa m

Loagaggt vy2cey 3= 1ls...m (16)

i=] y
a; >0 i=1,,..,m (17)
Yy 2 0 j=1,...,n (18)

Teorema 3. As solugdes Otimas de (8) que possam ser geradas me
diante o método bual de Pecomposigao (la. Fase) coincidem - com

as solucdes totalmente inteiras de P

Demonstragio

Assumamos que o método Dual de Decomposigao. (la. Fa-
se) gera uma solugac O6tima X para O problema (8) com b = B. En

tao ¥ @ uma solugado vidvel para P e satisfaz as condicdes (13)

m
14) . j , = C. - Y- TR i .
e (14). Seja BJ CJ iglulalj Portanto existe u1->-0 tal que
%X. = l,para B.> 0
3 para By
ij = 0,para §j< 0
xj = 0 ou 1,para Bj =0
n
n

< b, parau; =0
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Se escolhe un a, = u; tal que a condicdo (17) e a

condicdo (Teorema das folgas complementares)
n
ai(jzlaijxj -bi) =0 (19)

sejam satisfeitas, entdo de (16) ternos

m
L u.a, Yi > ¢
i=l 1 lj j - J
m
V> CL. - Iou,
Yj '"CJ i_:lulal]
Ys >B

Seja a condicdo (Teorema das folgas complementares)
n
X.(es = I a

5 ey I - Ys) =0 (20)
]

13% 3

de onde

ij (ﬁj -ij =0

Tendo Y| = max (D;ﬁj)
as condigoes (16), (18), (20) e

Yy (1 - x5 =0 (21)

sao satisfeitas

Portants a solugao totalmente inteira ¥ & uma solu-

gao Otima de P.

Agora, suponha que existe ma solucdo 6tima totalmen
te Inteira x* para o problema P, essa solucédo estar5 associada

om um determinado oy e Yj‘ Seja

u, = o,> 0
1 e
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suponhamos que x;s = 0, entao por (21), temos que Yj =0, e de
(16) temos que Y, =Bj e de (18) se tem Bj > 0. Da condigao(13)
temos que -E_]|ai x;fjbi e para u,”> 0 se tem de (19) que
jglaijx:’jc :J}::i. Portanto x* pode ser gerada pelo métddo Dual de
D& COMPOSI G3O 4y

5. Resolugao do Problema Irrestrito

Até agora mostramos como transformar O problema (8)
em un problema irrestrito (9) onde as restri¢cdes Sa&S incluidas
na funcdo objetivo, porém nada foi dito ainda sobre a forma

de calcular u para obter o maximo da funcéo z(u).

O Teorema 2 garante que qualquer maximo da funcgio

irrestrita (9) necessariamente & uma solucdo do problema de ma

ximo restrito para Ax < Ax*,

5.1, Solugdes g - viaveis

Em alguns casos o0s valores de u > 0 que fizerem
AX = b.<0 poderdo nao existir e neste caso existirdo valores
de u para 0s quaig Ax* se aproximara de b; x* & considerada en
tao uma "boa"' solucdo e estas solugdes serao chamadas de g-via
veig.Z & um escalar £ > 0 e & definido arbitrariamente. Assim

ura solugao serd § - vidvel se satisfaz.

Ax* - b < g b

Um outro problema para achar a solugio Otima de (9)

esté na avaliacago das componentes de u.
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6. Existéncia de "gaps"

O fato de existirem vetores restri¢cdo que nado sao ge
rados por qualquer vetor u se deve & existéncia de regifes ina

cessiveis, chamadas "gaps", ver Everett [27].

Considere-se o espaco da fungao objetivo vs. 0s ni-
veis de restri¢cdes utilizados. Toda solucédo x ¢{0,1}" corres-
ponde a un ponto neste espaco, cx e Ax, entao o problema é re-
presentado por um conjunto de pontos no espaco considerado. As
sim o problema de achar o maximo da funcao objetivo cx sujeito

ds restricdes Ax<b, & simplesmente o problema de escolher que

ponto desse conjunto com 0 maximo de cx estd contido no espaco.

Exemplo 1

Seja 0 problema

Max x%+4x2+2x3+3x4+5x5+6x6+8x7+9x8+7x9
sujeito a
2xl+6x2+5x3+8x4+9x5f7x6+llx7+12x8+5x§_530
Xx. = 0 ou l j=1,...,9

J

Se constroe um grafico,Figura 1l,cx.vs.Ax para as solucdes pos-
siveis,

o,a,b,c,d,e sao solugoes geradas por Ugrly sl /U U g, Uy

Algumas destas solucbes geradas serdo inviaveis, e
dentre as vidveis podemos escolher aquela que fornega O maior
valor para a funcéo objetivo, (ponto c¢), porém esta ndo sera
O0tima. O ponto 4 corresponde a uma solucdo inviavel. Assim sa-

bemos que a solugao Otima ser& maior ou igual que 22 (ponto C)
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e menor que 30 (.ponto 4).

G o método a ser apresentado podemos gerar as solu
¢oes associadas aos U e posteriormente tentar melhorar a solu-

¢cao viavel com maior valor para a funcédo objetivo.

7. Avaliacédo de u

De acordo com 0 Teorema 2 pode-se escolher simples-
mente un conjunto arbitrarie de u > 0, achando un maximo irres
trito da funcé&o z(u) e se pode obter a solucdo do problema res

trito,.

Pode-se proceder a avaliacdo de u por tentativas,cal
culando um vetor u e com este calcular x e Ax, se este Ax es-
ta suficientemente préximo de b o processo para, an caso -.con
trario outro vetor u sera selecionado e assim sucessivamente
até achar u ou determinar que este nao existe para o valor de

£ estimado,

7.1. Calculo de u por inspeg¢3o. Ver Salkin [85]

Considere-se o problema Knapsack com uma restricéao

n
Maximizar 2z = C c.Xx.
3=1 J3]
sujeito a n
C a.x.<
2 3%3= b

Xj=00ul (,j=lpcclyn)

O problema irrestrito sera:
n n
Maximizar C ¢:x ~— U, I a.x,
=113 H= 13
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sujeito a xj =0ouldl(j=12,...,n)

ou apresentado de outra forma

n
Maximi , - . .
aximizar .E (c] ulaj) X]
=1
X =Ooul (j =l]-s-'n)

3

O problema podera ser resolvido por inspecéao:

* = —_
xj_ 1, se Gj ulaj >0
. — _—
xj_— 1l ou 0,se cj ulaj =0
* = —_
xj, 0, se Cj ulaj <0

A solucao 6tima depende do sinal de (,cj - uEL-aj) e nao

de sua magnitude. Para cy > Qe ay > Q se ordenam as variidveisde

maneira que

Cj/aj i Cj+l/aj+l (,J = lys-a'n-l)

Dado que x* somente muda quando cj - ulaj = 0 ou
u > .Cj/aj o valor de x* permanece constante nos intervalos

0. ill1< Gj/aj' Gj/aj< 'Lll< cj_I/aj—l' L) ’cz/a2< ul< cl/al

Assim os valores de u; a serem testados sao 0,cn/?an,

cn—l/an—l""fcl/al

7.2. Resolugao do problema por biseg¢ao., Ver Greenberg [35]

Neste caso também sera analisado o problema (8) am

uma restri¢cdo. Para a procura do u no problema (9) ,se utiliza-
n

ra a bisegao. Aqui também Se procura um u que faca C a.x.-b
. . j=1 3 3
aproximadamente igual a zero. Na pratica pode-se escolher un
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valor g >0 pequeno e a procura da solucdo oOtima terminara quan

do seja achado un u que satisfaca

n
I a.x., — b <gb
j=1 1]

Suponhamos que foram achados valores u; e u, tais

gue:
n

temos C ayxs > Db

para u; ;8 20%y

n
para u, temos % a.x < b
j=i 3 3

a bisegao divide o intervalo achado,em duas partes.Em

M1ty
cada iteragao, uma metade do intervalo anterior & retida.O pro
cesso termina na k-ésima iteragdo se 0 ponto médio U do inter-
valo retido satisfaz a condicdo da solucdo ser § - viavel. Em
caso que para uk, _% as%y >b, a metade da direita e retirada
e se Zajxa <b a meté,aé da esquerda é retirada,
n

Pode acontecer que para -':glajxj - b ndo exista um
zero, e também & possivel que o & especificado possa nae  ser
atingido. Porém, dado que se trata de localizar um intervalo e

ndo un ponto, a bisecdo an muitas aplicacdes & eficiente.

8. Método Dual de Decomposigao

Utilizando as idéias,de dualidade em programacdo in-
teira,do método de decomposic¢ao de Dantzig-Wolfe e especialmen
te o método de geracdo de colunas serad apresentado um método ,
gue daqui por diante chamaremos de Método Dual de Decomposicgado,

para resolver o problema (8).
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Este método compreende duas fases: a primeira fase
que corresponde as Método Dual de Decomposicao propriamente di
to eem que se procura ura solugao viavel, para o problema (8),
que esteja prOxima da 6tima, gerando-se simultaneamente as so-
lucdes chamadas de ¢~ viaveis, E a segunda fase que procura uma
solugao que se aproxima ainda mais da dtima quando nas restri-
goes da solucdo viavel calculada na primeira fase existem fol-
gas que permitem fazer outras variaveis assumirem o valor 1.Pa
ra isto,se constroe um problema auxiliar, cada vez que seja ne-
cessario investigar,se mais uma variavel pode assumir o valor

1.

8.1. Primeira Fase

Seja dado wuzo, resolveremos entdo o problema

z(u) = max {cx-u(Ax-b)}
sujeito a
xe {0,1}"
teremos agora o conjunto X = {xeR" | 0<x<n}, snde n= (1 1 .. ,l)I,

facilmente verificamos que {0,1}" & o conjunto de todos os vér-

tices de X. Poderemos entdo substituir o problema acima por:
z(u) = max {cx-u(Ax-b)}

sujeita a (22)

xeX

pois- (22) & um problema de programacdo linear, admitindo ao me-
nos ura solugdo Stima em um vértice de X, ver Dantzig [22].Como
esse vértice de X & un ponto do conjunto {0,1}" e como {0,1}%ex,

logo a.solucdo de (22) & a mesma de (9)°',
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Escreveremos (22) de outra maneira:

z(u) = ub+max(c—uld)x,
sujeito a

xeX
como 0 maximo se dara para un ponto extremo de X, seja entdo o
conjunto Y = {xl,xz, ... I, o conjunto de todos os vértices de

X (lembraremos que p = 2™, entdo

z(1) = ubtmBximo (c—uA)x™ Lk = 1,2,...,P (23)

Para encontrarmos o minimo de z(u) tal que u>0, pro-
cederemos da seguinte maneira:

minimizar

sujeito a

wrub+ (c-uA)x® , k = 1,2,...,p (24)

u;O

Lembremos que os vetores xK sdo considerados como dados : para
(24), caso o par (w*,u*) seja o o6timo de (24), entdo z(u*)=w*,
resolvendo dessa maneira (10), No entanto o problema (24) é
un problema de muitas linhas, para resolvé-lo poderfamos optar
por um método de geracdo de linhas, ver Lasdon [69]. Escolhere
mos unma outra maneira para o calculo de w¥ Colocaremos (24) sob
outra forma:

minimizar t = w

sujeito a

wtu (ijk‘—-b');; cxk . k

1,2,...,P (25)

u> 0

cujo dual sera:



. b k
maximizar v= I ox A (26)
k=1
p
I A=l (27)
k=1 ™
p k
I (Ax*-b) A <0 (28)
k=1
MN20, ke =1,....,P (29)

Modificaremos a forma de (28)

P p
L Ax A <b LA
k=1 k=1
P pe
como em (27). temos que L Ak=l, (28) se tornara finalmen-
k=1
te
p
I Ax™ ) <b
k=1 '
O dual de (25) serd apresentado entao da seguinte for
ma:
P x
maximizar V = I cx )\'k
k=1
I; A =1 (30)
_ = 3
k=1 k
g A, <b
. AX A, <
k=1 K=

Akio, k = 112;a.eo'p

O problema (30) ter& indmeras colunas (p=2"), para
encontrarmos sua solucédo sera utilizado o método de decomposi-

cdo do tipo de Dantzig-Wolfe [69],[70]s isto & partiremos uti-

lizando o método rewisado do Simplex [22], utilizando uma solu
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¢cao basica inicial, podendo ser artificial e geraremos a seguir

colunas que entrar&o na base en substituigao de outras.

Introduzindo o vetor seRI_E, cujos componentes represen
tarao as variaveis de folga, transformaremos (30) na forma pa-

dréo de problemas de programagdoc linear.

- k .
magximizar v = € cx A | sujeito a

helie]

Axklk+s=b
k=1

Kkio, k = 1,24,.5.;P
que sob forma matricial poderia ficar:

maximizar v

sujeito a
o T
M
A
1 —cxl —cx2 ..—cxp 0 . *
0 1 i .. 1 0 0..0 >‘p = 1 (31)
0 aAx!t Ax? axP e, e, ells b
" 1 %2 Smjl "1
S2
s
—m_

A partir de uma solucdo. basica viavel, quando ndo for
possivel sua determinacdo imediata, comecaremos com ura solucéao
basica artificial, construiremos o quadro inicial do Simplex Re-

visado, seja B a matriz m+1 por m+l associada 3a base inicial. Ch
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vetor linha dos coeficientes (<cxk), de hk e (0) de s, na funcao

objetivo, associados a B. Seja aj vetor coluna tal que
1

Ll —l N -_— —_
a, k _ e B=R b s =c.B e v=c_b.
k = [1,ax Jou a; = [o,e;] , seja u=cg v=Cp
Quadro I nicial
v - |1 uu0-~ul Up eevecall + ‘coluna onde sera ca
locado o vetor que
b 0 gt ) -
............................. entrara na base, apos
atualizacao.

para saber se este quadro & 6timo, temos que ter 1,20, u,20,...

2
u,20 e todos os uaj—cxkéo para todos os k associados aos A, nao
basicos, ver [70], Procederemos da seguinte maneira: Verificare
mos se 0S ui;o parai = 1,...,m, caso exista um u; <0 a variavel
Sy & candidata a entrar na base e o vetor a; = [o,e;] atualiza
do, isto g, B'lai , NO caso a propria (i+l)é&sima coluna de B._l,
ja explicita no quadro do simplex. Faremos o0 pivoteamento com a
coluna i+l e S, entrara na base. Quando todos os uy forem >0
para i =1,2,...,m, entdo procuraremos 0O minimo dos uay cxk,
para k = 1,2,...,p.Para iSso resolveremos o problema de progra-
magac linear:

minimizar uak—cx

sujeito a

ou airada
minimizar u fl,Ax] -Cx
sujeito a

xeX
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ou ainda fazendo u = [u®,u’]
minimizar uo+(ulA—c)x
sujeito a (32)

xeX

A solucdo de (32) é imediata, supondo X=(-X1’X2“xn”
xj=l se 0 coeficiente de x5 Nna funcdo objetivo de (32) for nega
tive e xj=0 caso seu coeficiente na fungao objetivo seja posit_i
vo. Quando o coeficiente for nulo %y pode ser igual a 0 ou igual
a 1. Supondo que X seja o 6timo de (32), teremos também

{uo+('_ulA-c)15¢}», caso {uO+(;uaA—c),§<} < 0 entao o vetor

[uO+(ula-c)%, B™[1,a%]] entrara na base, caso con-

tridrio, isto &, u°+ ulA—c)Sc;O, 0 quadro & otimo.

A Melhor solucao Viavel

Das solugdes calculadas sera escolhida a solugdo x*
que forneca o maior valor de cx* (caso de maximizar cx) € que

satisfaca a condicao Ax* <b.

Conforme anotado anteriormente a solucdo encontrada

para o problema poderd nao ser a Qtimaporém poderd estar prdoxi

ma dela.
Se nesta la. Fase a solucédo x* ,etal que
n (o}
% - i = .
E ay 3 Xj' b1<aij i l,...,m
J=1
onde a(j?j = min a; j para os j tais que, Xy = 0, 0 processo para

e a solugao x* & considerada a melhor solucédo viadvel desde que

n
Y oa,.x¥<b, i=1,...,m
j=l 1] J— 1

e cx* = max {cf}
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8.2, Segunda Fase

Esta Fase foi introduzida a fim de melhorar a solu-
cao, isto &, a melhor solugédo viavel. £ utilizada caso existam
nas restricdes coeficientes a, i’ para as variaveis x4=0, meno-
res que as folgas obtidas na la. Fase com a melhor solugao via

vel.

Se selecionam iIndices t das xj = 0 e se contrde um
novo problema, auxiliar
max ctXt

iaitxtfbi

Xt =0 ou 1

onde N sdao os coeficientes da funcdo objetivo das variaveis

a; . sao-os coeficientes das variaveis nas. restricoes para

oS . = 0
%5

b, € a folga da restrigdo i i = 1,...,m) para a solugdo Xx*

Se eliminam do problema auxiliar as Xy tais que

3¢ > by

Se calculam fungoes H_ tais que

t
m

By = op/2 (age/by) B = 1y
Se escolhe un H_ tal que
H = max H
r

t

para o indice r escolhido se faz x =1
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9. Algoritmo

Inicializacao

Para encontrar um solucédo inicial-se introduz no pro

a a

blema (30) um variavel artificial 12 e se minimiza y = A7 utili

zando o método das Duas Fases, de programacéo linear,

Seja 4 o vetor dual que corresponde & solugao inicial

1)

Faga u =4 e u = (u9,,h)

Passo 1; Calcular

1

z(u) = min{uo+ul(Ax—b)—cx} = min{ug(ulA—c)x—u b}
xeX xeX
1
e faca X. = 1 para UWA.-c. <0
J J ]
X. =1 ou @ para ulA.—cs =0
J J 7]
X, = 0 para uaA.—c. >0
J J ]

Passo 2. A solucdo X & viavel?

2.1. Se X & viavel .compara am a solucdo viavel anterior e guar
da a selugao que fornece o maior valor da funcdo objetiva x*. Va

para 3

2.2, Caso contrario calcule B.= fa..x.-b, Vi
i3 ijJT3 Ti

2.2.1. se B, iEi'xg = X € dJuarda Xg vapara 3
(_xg = golugao & - viavel).

2.2.2. Se By > g; va para 3
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Passo 3. Gmn a solucdo x calcular Py = (ulAj—cj)xj+uo

3.1. Se pjzo \Y 3 va para 2a. Fase

3.2, Se Py< 0 para ao menos um j calcule o, = min P

P
0 vetor 1 entra na base. Atualizar o vetor que
Ax
-1 P
entra,mediante B 1
Ax

Passo 4. Escolher o vetor que sae e calcular o nowo 8"l e o no-

VO u. Va para 1.

2a. Fase

Passo 5. Seja T = conjunto de indices j para x?]‘ =0eb =b _ "
ioi 3%13%3
se b, - x* < min a._, ¥ i, PARE
bl %aijxj . iy’
jeT

Caso contrario continue

Passo 6. Construir um novo problema

max ctx
teT

tal que

t

I a.,x, <b.
teT ittt —"1

Xp = 0 ou 1, teT

Passo 7. Seja Ty = conjunto de indices dos (,TlCQ"I') x, tais que:

t

Excluir do problema auxiliar as {x_|teT,}
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Passo 8. Cal cul ar as funcdes Hy tais que
Hy = ct/(ECait/bi)) teT - Ty
e faga H_ = max H
teT—Tl

Passo 9. Fazer X, = 1. Se temum novo x;if . Va para 5
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PC(fﬁx'))f(xani

SIM

Fluxograma do Algoritmo Dual de composigdo

min {u°+(ul A-C)x-u' b}

4 v§e(U AI—CJ) = O,Xj:louo [«

<0,xj=1

20,xj=0

X

E¥m=me——r: z]

calcule A ;

Slint.

Ax

Calcula novo

€ novo u

B—l




.cerstrair
problema
duxiliat

. »
excluir as Xj =0

tars que
iy 2 bj

caicutar
fungges
Ht

Hr=max Ht
teT.-T,

Xy 01

¥
novo X
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10. Conclusoes

A procura de uma solucdo 6tima, de solucdes viaveis ou
de solugcBes ¢&- viaveis utilizando o método Dual de Decomposigao
possue uma limitagcdo no que se refere a la. Fase, ja que o método
n&o garante que ura resposta seja encontrada. Na la. Fase podera
nao ser encontrada uma solucdo o6tima, um solucdo "boa", isto é,
uma solucdo viavel proxima da Otima e também poderdo ndo ser en-
contradas solucdes & - viaveis. Se isto acontecer, a 2a. Fase en
contrard solucdes viaveis introduzindo en cada iteragao (da 2a.Fa
se) uma variavel Xy = 1, porém este procedimento seria mais demo-
rado porque teria que partir de uma solucao Xy = 0, (j=1,...,n) €
Ei = bi’

do utilizando somente a 2a. Fase, apesar disto o tempo de computa

(i=1,....m), isto é o problema original seria resolvi

¢ao seria menor que o utilizado por outros métodos.

Pode-se afirmar que para problemas que possuem grande
numero de variaveis e poucas restricdes existira um colecdo razo
avel de solucles viaveis que poderdo ser obtidas com a la.Fase-do
método e dentre as quais pode ser selecionada a melhor para pas-

sar a 2a. Fase.

Também pode-se observar que a solucéo do problema dual
se torna mais facil que a do primal, fornece os limites superio-
res de z e as solugbes £ - viaveis que poderao estar proximas da

otima.

O procedimento: & valido para ser utilizado como uTa
técnica de pos-otimizacdo desde que se conhecam ou sejam estabele

tidos os limites de tolerancia para as solucdes inviaveis.
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Conforme Sera mostrado no préximo capitulo o tempo de
computagcao para problemas de grande porte (0-1) & reduzido se
comparado com outros métodos. Assim como também O espaco de memd
ria utilizado no computador & reduzido, & necessario trabalhar
com uma matriz (inversa) de dimensédo (m+2) x (m+l), onde m repre
senta o numero de restri¢cdes. O numero de iteracdes para encon-

trar as solucoes também & pequeno se comparado ocom outros meto-

dos.

A's solugoes encontradas na la. Fase s3o todas diferen
tes.

0 algoritmo pode ser prsgramado em qualquer linguagem,
de forma simples e eficiente como pode-se concluir do fluxograma

apresentado anteriormente.

Seja 0 problema primal

maximizar 3xl+2x2 —3x3

xl+x2+x3 L 2

sujeito a _
2xq+x, X3 <2

x18{011}1 X2€{0il}i X3€{Oil}
queremos calcular z(u*). Partiremos diretamente para calcular
Vv*,. solucdo de (30), pois sabemos que z(u*)=v*. Para resolver-

mos (30) partiremos da solucéo bésica artificial, utilizaremos

a seguir o método das duas fases.
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—
Y L. 1 0 0
— ,
v 0 . 0 0 . 0.
L2 1 1 0.0 0
A , ° -
Sq. 2 ] .. 7 o . 1. . 1 . 0
5211, .42  ..... 0. .1 . o .. 1 . 1. ..

A% 8 uma variavel artificial minimizaremos y= A, Na prineira Fa-

se,

1
max (1 0 0). X1+X2+X34 -0
xl+x2+x3
sujeito a

O0<xy<l, Ogxy<l, Og<xa<l

que fornece

max 1

sujeito a
O<x,<1, 0s<x,<l, 0<x2<1, qualquer solugdo serve.

pois a funcédo objetivo i ndepende de s, col oquenps entao x.,=Q,

1
%,=0 e %3=0, logo o vetor que entrara na base sera da forma

[1,0,1,0,0], tenps entdo

apds pivoteamento e abandonando a Linha de -y, tenps, |enbrando
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que € un quadro inicial viavel.

Calculemos

/l \ X1
m'i___E (0 0 0 ){ X]_+X2+X3 i _ (3 2 -3) X2
\ 2Xl+x2-—-x3/ X3

sujeito a
0<xy<1, 0<x,<1, O0<x3<l

ou ainda

min -3x —2x2+3x

1 3

sujeito a_O;xl;l, O;xzil, 0;x3;l

A solugao otima sera X,=x, = le Xy = 0 e —3xl-2x2+3x3=—5<0, lo

go o vetor que entrara na base sera

1+1+0
2+1-0

ou seja [-5,1,2,3], pois g1 = |
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.......................... _ﬁz
A4 0.1 . 010 .10 -5
_Xl:A,:l. 1 .QA..:O,. 1
Sy 2 1.0 1.1 ] 0 2

ocom 0 mesmo procedimento anterior teremos

1
. Ry tx, g *
mn (0.0 5/31 xl+x2+x3 - (3 2 =-3) X,
\2X1+X2'x3/ X3
sujeito a
Oéxl;l, Oixzil e Oix3;l ’ ou

min l/3xl—l/3x2+4/3x3

sujeito a

Gixlil, Oégzil, 0§x3;1 ' solugao.xléx3=0, x2=1 e

1/32, ~1/3%,+4/3%="1/3<0 , &= [0, 1,0 ,

1 1 0 143 1 2/3
entfio a; =| 1 | e Bfla3 =0 1 -2/3 1 = | 1/3
1 o o0  1/3, 1 1/3

o0 vetor que entrard na base sera [-1/3, 2/3, 1/3, 1/3]

N

v (10/3 | O 0 5/3 -1/3

| A w3 | oL | o |-13 | 273

=8, 12/3 0 | 1 |-2/3 | 1/3

Ay i2/3 )00 a3 ) 13
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v foas2 0 20000 | 3/2. ). 0.
Ay | /2| 3/2 .0 | -l/200 0 1
S, (. 1/2. -1/2 | 1. | -l/2 | O
Ay |12 P72 0| 1/2 0 .
0ex <1
: 1 Xy 0<x,<1
min (1/2,0,3/2)| xytx,+txg |- (3,2,-3)| x, ,s.a,(~oix2§l
..’7’
2% +X 5%, X3>/ \ 05%3<1/

min . ( 1/2 + 3x, + 3/2 Xo 5/2 x3) - (3Xl + 2x2 - 3x3)

1
sujeito a 0 <xy <1, 0 <ix, < 1, 0< Xy < 1

min (1/2 + Qx, — 1/2 %y + 3/2 x3)

1

smhiﬁ;aorixli]q Qix2il, Oix <1

Solugdo x* = [o, 1, 0]
e A 3
A solugao X €& a mesma que x

Calculamos
1

u - cx =1/2 - 0x

- 1/2 x, t 3/2 x, =0
Ax 2 3

1

portanto h* & a solucao 6tima para o problema (30)

A* = (0, 1/2, 1/2), v = 7/2

Solucao do problema (8)

x, = 0, Ry = L, Xq = 0, cx =2

1

O quadro seguinte apresenta os resultados obtidos nes
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te exemplo

Ko lex®| Yo W1 292 | ¥ |  solugdo

11 (,0,0)| O 0 1.0 .. .. 0 | . . 0... . |... wviavel =

2 [ (1,1,0)! 5 0.|.0 | 5/3 | .10/3 .| .. . inviavel . ..

310,1,0) | 2 | 1/2) 0 .]. 3/2 L 1/20 | viavel ...

471 (0,3,0) | L
Exemplo 3

Maximizar X1+x2+2x3+3x4

sujeito a 4x,+7x,+7x,+3x, <10

xlé{O,l}, Xzé{O,l}, x3€{0,l}, x4€{0,l}

Quadro inicial

G 11 1 0
>‘§.L 100y 0o | 1

max 1,sujeito a.Oéxlil, Oéxzil, Oixsil, Oix4i} ; xl¥(0,0,0,0)

vetar, que entra na base (1,0,1,0)
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10 .0 | &
Calculamos min u 1} - cx
xeX Ax
1 el
min (0 0) - (1123 ¥}, x¢ex
Xy
4x1+7x2+7x3+3x4.
i X
X1
%3
m n -(O)(_4773)-(,1123)X r X €X
3
%4

mn ( - x X, = 2%, - 3x4)

1 2 3
xeX

Solugao x2 = (1,1,1,1)

Cal cul anbs o0 vetor, que entra
1
2

AT = (47 7 3)]_; = 21

1

1
1

1
vetor que entra (21)
‘A - c)x2+u9= -7

(u
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RO TR I S e P P
< sl,,_lOA_ 0 i}..i 21
Apds o pivoteamento temos
v .| 1073 | 0. . 1/3
_KlA..li/gl_f .1,,ge1/21;
;hz' - 10/21 _OA[‘.l/zl

min ((1/3) 4, 7, 7, 3) - (1, 1, 2,;3ﬂ
xeX

min ((4/3, 7/3, 7/3, 1) - (1, 1, 2, 39
xeX

min (1/3 Xy + 4/3 X, + 1/3 x

xeX

Solugdo x° = (0, 0, 0, 1)
Vetor que entra

AxS = (4 7 7 3)

HOOoOO



1 1 1 \ /]_ ~1/21)/ 1 /6/7
= > B = =
3 Ax3/ o 1/21/\ 3 1/7
(wla - o)x3 + «® =1/3 .3 -3 =-2
=
v|10/3 | 0| 1/3 | -2
kl,.ll/21,,l_ -1/21| 6/7 apbs pivoteamento tenps
A, | 10721 0 | 17210 1/7
..... o
v | als9. | 7/3 ] 2/90
Ay |11/18) 7767 =1/18
.L§2:'7/18‘; ¢1/6:‘.‘1/18
%1
)
min [ (2/9 (4, 7, 7, 3) - (1, 1, 2, 3)) %
xeX §4

X
2
min [ (8/9, 14/9, 14/9, 6/9) - (1, 1, 2, 3”
xeX

min (—l/9xl + 5/9x2 - 4/9x3 - 21/9x4)

xeX
~ 4
Solugao x = (1, 0, 1, 1)

Vetor que entra

ax? = (4, 7, 7, 3) 14

O
\__/
Il



1) -1/ 1 (/ 7/6 -1/18 ( 1\ (7/18
>~ B =
11/18 |

(la - o)xtu® = -1/9 - 4/9 - 21/9 + 7/3 = =5/9

v | 41/9 7/3.{.2/9 | =-5/9

Ay |11/18| 7/6 | -1/18 | 7/18 ap6s o0 pivoteamento temos

Ay - 7/18|-1/6 |. 1/18 | 11/18

v |162/33 | 24/11 | 3/11°

Mg | 47111 14711 | -1/11

Py | o 7/10| =37107] 1/10

bl

1
*2
min ((3/11)(4, 7, 7, 3y - (1, 1, 2, 3» <
3

xeX .
*4

X1

. )

min ((12/11, 21/11; 21/11, 9/11) - (1,1,2,3) <
xeX

X

min (l/llxl + lO/llx2 - l/llx.3 - 24/llx4)
xeX

Solugao %> = (0, 0, 1, 1)
Vetor que entra

5

A = (4, 7, 7, 3) 10

Il

el s = A
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1 1 -1 1 14/11 - 1/11 1 4/11
= - B N = =
Ax5 0 1 -3/11 1/11 10 7/11
1 )

Ly - o)x-u® = -1/11 - 24/11 + 24/11 =-1/11

. v | 162/33 | 24/11 |. 3/11

A - 4/11 apos 0 pivoteamento

A, | 711 | -3, | asan | o7s11|  PENOS

v| 5| 5/2] 1/4

Ag | 1] 7/2 | -1/4
Ag| 0 -B/2 | azs
X
X
min (/4 (4, 7, 7, 3 - A, 1, 2, 3) | 4
9:4
XE€ X4
xl\
=2
min  ((1, 7/4, 7/4, 3/4) - (1, 1, 2, 3)) %
eX -
X X4

min (0x, + 3/4x2 - l/4x3 - 1/4%,)

xeX

x® = (0, 0, 1, 1) é 0 mesmo que x>

- 1
O vetor que entra portanto sera (O>

(utn-c) x84u® = 1/4 - 9/4 + 5/2 = = 10/4 + 5/2 = 0
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A solucéo h* com Ag = 1, Ay =0, Vv =5¢€ otima.

O quadro a seguir mostra os resultados obtidos neste

problema em que é achada a solugao dtima CX* = v.

k K exX] uok ulk v axK solucéo
1 (0,0,0,0)]"0 | O |~ o 0 0 B viavel
2 (1,1,3&,L)1 7 -0 1/3 i0/3 |. 21 . . dinviavel
3 | (0,0,0,1)} 3 | 7/3 | 2/9 o 41/9 3. . wviavel
4 _ (1,0,1,1)| 6 .|24/11 { 3/11 ' 162/33 | 14 | ... inviavel
T (0,0,1,1)i{ 5\ 5/2 |.1/4 | 5. .| 10 . .. ~viavel
6 | o,0,1,1 L5 0
cX |
8 243
L i Ry ;
M KR !
X Bl m e m e = = o + [
|
Br 12-2/9 v -:- 1 1- :
) i L+ + ,
r ‘ + 11 ll II
1t i + el : | I
| i . i | . |
a 3 ¥ 10 . A4 21
Ax* | AX

Figura 2
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A figura 2 mostra as solugoes encontradas (.) € 0s
respectivos u. As solugdes (+) representam as solucdes possi-
veis ndo calculadas. O valor de u* fornece a solugao Stima do
problema para o valor cx* da funcdo objetivo e para o valor
b* da restricdo. Neste caso a solugao Stima encontrada & uma
solugcdo totalmente inteira para o problema P da secao 4.

" Exemplo 4

Resolver o problema do exemplo._l

Na primeira fase sdo obtidas as solucbes possiveis

seguintes:
.................. _
k xk» cxk ﬁok ulk Axk solugao
1| (,0,0,0,0,0,0,0,0)| .01 .0...1.. 0 .0 | viavel
, , : . . , -
2 . Kl,lwlrl,l(lLlpl,LXﬂ 45:...0..f..036923 65 | invidvel o
'3 '-(0,0;0}0;0,1;1;1,1y-‘3q;--'0~‘~~‘0;8571‘-35- inviavel

4 | (0,0,0,0,0,0,0,0,1) | 7 {3.1666| 0.7666 | 5 | viavel

| (0,0,0,0,0,1,0,0,1)' | 13 |4.1304 0:7351 | 12 | vidvel -

6 | (0,0,0,0,0,1,0,1,1) | 22 |4.5454 | 0,7272 | 24 | vidvel =

Portanto a melhor solucdo viavel sera a é6a.
2a. Fase

T= {1, 2, 3, 4, 5, 7}
n

b, = - XE . = - =
by jilaijxj + Db, =30 -24=6

Se conatroi o problema auxiliar
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max Xq + 4x2 + 2x3 + 3x4 + 5x5 + 8x7
teT
sujeito a

2x + 9%_ + llx., < 6

+ 6x 5 - =2

+ 5x, + 8x

1 2 3 4

xt =0 ou 1l teT

Excluindo do problema auxiliar as xt para teT, temos

max Xq + 4x2 + 2X3

sujeito a

+ 5x.

2x. + 6% 3

1 26

2

x,€10,17, xzé{o,l}, xgel 0,1)

Cal cul a- se Hy para teT-Tq

calcular C (a,./B,) para t = 1,2,3%{/6, 6/6, 5/61 ={0¥33,1,0.83]

L
H, = max H_ = max {1/0.33,4/1,2/0.83} = max {3,4,2.4}

£=1,2,3
Hf =4, r =2
Xo = 1

Nova solugdo. (0,1,0,0,0,1,0,1,1%)

Novo T = {1,3}
b, =30 - 30 =0

i
Entao a solugao sera x* = (0,1,0,0,0,1,0,1,1), 2z = 26, folga=0
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CAPITULO IV
1. Introdugio

Neste capftulo serdo apresentados um conjunto de pro
blemas e suas solugdes, obtidas pelo Méodo Dual de Decomposi-
cao.

Alguns dos problemas aqui resolvidos foram extraidos
das referéncias indicadas ean cada exemplo. A selecdo destes pra
blemas,foi feita en face as dificuldades que apresentam para se
rem resolvidos mediante outros métodos e também por possuirem
as solucbes obtidas por esses métodos,0 que NOS permite compa
rac os resultados e os tempos utilizados para obter as solugdes.
Os dados dos problemas sem referéncia foram gerados arbitraria
mente e na sua maioria servem para mostrar a eficiéncia do méeta
do a medida que as variaveis aumentam. Inicialmente sdo mostra-
dos resultados completos de problemas de programacdo zero = um
com uma restricdo e posteriormente problemas com mais de uma

restricao.

As solucbes apresentadas foram obtidas mediante un
programa em linguagem Fortran, desenvolvido para o algoritmo ,

utilizando un computador Burroughs 6700.

Os problemas resolvidos podem ser representados da
seguinte forma

n
Maximizar z = C C. X,
= J

n
%; =0 oul j=1,...,0
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2. Resultados e Andlise dos Resultados

Problema 1. m =1, n = 9

jil 2 3 4 5 6 7 8 9 bi
Cj 1 4 2 3 5 6 8 9 7
34 72 : 6‘ 75 B 787 | 79 7 lAl, 712 7 57 | 30

As solucOes apresentadas no Quadro 1 representam to
das as solugdes geradas pelo Método de Decomposicao na la. e

2a. Fases.

Quadro 1
7k =K la. xk c.;;k. | ke | V‘ estadoNd;
| ] JI 3731 U | solucéao

lé. Fase

1 }|(o0,0,0,0,0,0,0,0,0) 0 0 0 0 viavel

2 J(y,1,1,1,1,1,%,1,1) 65 45 0 |0.6923| inviavel

3 (¢(0,0,0,0,0,1,1,1,1) 35 30 4] 9.8571 inviavel

4 {(0,0,0,0,0,0,0,0,1) . . 5. -7 13.1666.10.7666] viavel

5 1(0,0,0,0,0,1,0,0,1) 12 | 13 |4.1304 |0.7391| viavel

6 |(0,0,0,0,0,1,0,1,1) 24 22 |4.5454 |0.7272 viavel
2a. Fase = . ... ... ... ..

7 (O,.l_,,O,VO, Q;'jl‘,'ﬁpi'fl"ilj) _____ 30 260 . 1. 7,v_.Ai>.éve‘.l. ]




k k
A figura 1 mostra os valores de (aijxj) V.s. (CjX;“j')
- lk
assim como os valores deu
GX;
Y 06923
TE
|
I
]
|
I
I
o0 - 0.8571 :
I 1
26 p | I
|
22 - — - __ OWEg : |
1
| | :
| { |
43 ______93_3914 : : I
1 | : |
66 : ; ] {
Q. I
F—=7A I 1 ] I
: I ! i |
I ; } | |
5% s | -
2 65
2 '-}_ a; X
FIGURA 1

71.

Todas as solucdes viaveis estardo sob a figura OABCDE

e a solucdo o6tima estara entre a solucédo viavel de maior

(ponto C) e a solugcao inviavel de menor valor (ponto D).

valor

Entao

€ possfvel melhorar ainda mais a solucéo viavel do ponto C uti-

lizando o que foi denominada a Fase 2 do método e se achou

ponto P como melhor solucgéo.

Problema 2. m =1, n = 40

Os testes feitos com o problema 2 se referem a

(@]

uma



72

variacado no segundo membro, os dados utilizados constam no Qua
dro 2.1 e os resultados nos Quadros 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 mMos-
tram as melhores solugdes viavel e inviavel na primeira Fase,a
solucédo apds a 2a.Fase, assim como também O tempo gasto pelo

computador para obter estas solugoes.

Quadro 2.1

J 1 2 ..3 .4 .5 6...7 .8..9 1011 12 13 14
cj 6 3.5 6. 3. 9 5.6 .2 1 .5 6 8 4
a;i_j 9 7 5 64986 5. 3 7472 ~9 6
jo.] 15 . 16 17 .18 .19 20 .21 . 22 23 24 25 26 .27 28
cj._..2_A.,8...,3....2‘.A.5....94._9.:__6.___2“.5__..4....7__5‘.‘3
25 f 7..5..3..4. 2,191 .2 5 7 8. 9.6

..... 3129 30 031 32 33 . 34 '35 .36 .37 3839 40

cy .9 . 2. 1. .3. 6..5 8. .9 3. .2 .5 .8

a; 4 4344217 . 3..2..9 . .8..5
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Quadro 2.2.1

la. Fase

Solucao viavel de maior valor

20,21,22,23,24,25,26,29,30,32,33,34,

| 35,36,37,3%9,40 -

Problemgd b z xy = 1, zero as outras Folga
2.1 50 87 11,12,16,19,20,22,29,33,34,35,
36,37,40 11
2.2 60 87 idem 2.1 21
2.3 70 87 idem 2.1 31
2.4 80 87 i1,12,16,19,20,22,29,33,34,35,
| 36,37,40 | 41
2.5 90 132 | 3,4,6,8,11,12,16,17,19,20,21,22,
- 23,24,29,33,34,35,36,37,40 L6
2.6 100 140 3,4,6,8,11,12,13,16,17,19,20,21,
22, 23‘24‘29'33'34'35 36’3//4@:';":"':7
2.7 110 153 3,4,5,6,8,11,12,13,16,17,19,20,21,
2.8 120 153 idem 2.7 1
2.9 130 165 1,3,4,5,6,8,11,12,13,14,16,17,19,20,
21,22,23,24,26,29,30,32,33,34,35,36,
............. R O
2.10 140 165 idem 2.9 13.
2.11 (150 179 1,3,4,5,6,7,8,11,12,13,14,16,17,19,
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Quadro 2.2.2

-
la. Fase
So.lurgéro‘ 7irnviévelr dé Vmencr)r Valor
T -Valordg
broblemn| Z. | X3 = 1, Zero as outras inviabi
lidade -
2.1 132 3,4,6,8,11,12,16,17,19,20,21,22,
1\ 23,24,29,33,34,35,36,37,40 34
2.2 132 idem 2.1 24
2.3 132 idem 2.1 14
2.4 132 idem 2.1 4,
2.5 140 | 3,4,6,8,11,12,13,16,17,19,20,21,22,
| 23,24,29,33,34,35,36,37,40 3.
2.6 147 | 3,4,6,8,11,12,13,16,17,19,20,21,22,
| 23,24,26,29,33,34,35,36,37,40 ~ 11,
2.7 i65 | 1,3,4,5,6,8,11,12,13,14,16,17,19,20,21,

o | 22,23,24,26,29,30,32,33,34,35,36,37,40 | 17.
2.8 165 idem 2.7 7.
2.9 175 1,3,4,5,6,7,8,11,12,13,14,16,17,19,20,21,

R 22,23,24,26,29,30,32,33,34,35,36,37,39,40} 13. |
2.10 175 j.dem 2.9 3.
2.11 200 | 1,2,.00000.,40 54.
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Quadro 2.2.3

2a. Fase

Solucgédo viavel - quase 6tima

Problema

. -1
%

Fol

ga

Tempo total
de processal

1 mento(seg.)

B.6700

2.1

98

3,4,11,12,16,19,20,22,29,33,

34,35,36,37,40

_6.48_

107

3,4,6,11,12,16,19,20,22,29,

33,34,35,36,37,40

118

3,4,6,8,11,12,16,17,19,20,22,

23,29,33,34,35,36,37,40

- 8.07

127

3,4,6,8,11,12,16,17,19,20,21,

22,23,29,33,34,35,36,37,40 -

135

3,4,5,6,8,11,12,16,17,19,20,21)

122,23,24,29,33,34,35,36,37,40

145

3,4,5,6,8,11,12,13,16,17,19,20,

21,22,23,24,29,30,33,34,35,36,

. 371440 .......... o 7 77 . .;‘ ...... A

[ ‘6.8:0.5. L

153

3,4,5,6,8,11,12,13,16,17,19 20,
21,22,23,24,26,29,32,33,34,35,

l:3::l.'3,:7.l,:4,'0.::;‘,-::‘i """

» . AV - .6AD.5A0. » .

159

'3,4,5,6,8,11,12,13,14,16,17,19,
20,21,22,23,24,26,29,30,32,33,

. 34,'35_,36,37'40 PR .7 .........

166

1,3,4,5,6,8,10,11,12,13,14,16,
17,19,20,21,22,23,24,26,29,30,

: 32, :3:,:37 '35,36’37,40 """ R A

6,30

172

1,3,4,5,6,7,8,11,12,13,14,16,17
18,19,20,21,22,23,24,26,29,30,

' " 6;16"

179

idem la. Fase

7.08
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Dos quatro 2.2.1 e 2.2.3 pode-se observar que an
alguns casos ndo seria necessaria a utilizacdo da 2a. Fase do
método. Assim temos o problema 2.7 cujo valor da funcdo objeti
vo obtido na primeira Fase € o mesmo que aquele obtido no fim
da 2a. Fase, dado que o valor da folga & menor que os coefici-
entes das variaveis iguais a zero na solucdo da la. Fase. Tam
bém no problema 2.11 o valor da funcdo objetivo obtido na 1la.
Fase & igual ao da 2a. Fase dado que o valor da folga @ nulo .
Assim a 2a. Fase sera un complemento da la. Fase caso existam
coeficientes a4 das variaveis nulas menores que a folga encon
trada na la. Fase.

Também se pode observar que solucdes inviaveis en-
contradas poderdo ser aceitas como "boas" solucbes desde que
as inviabilidades nao ultrapassem uma determinada tolerancia ,
por exemplo 5%, nesse caso estdao os problemas que constam no
Quadro 3.

A percentagem da inviabilidade & definida como

n

% = lOO ( a. -i’f_b-)/b. (Ai = l'-.u'm)
jop 1373 T4

onde %§ (j=1,..-,n) s8o os valores que as varia

veis assumem na solucdo inviavel.

Quadro 3
broblem Valor da in ‘Va%or da funcao | Valor da fu?gao S de b na in-
viabilidade | OPICtiVO da so- | cbjetivo apos a | oii1idade

e L, S lug'é'o inVié.VEl Y za. .Fase .................... - ..

2.4 4 132 127 5.0

2.5 3 140 135 3.3

2.6 1 147 145 1.0

2,10 |. . . 3. 175 0 72 . 2.1 ..
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Analisando os. problemas 2.7 e 2.8 temos que apds a
la. Fase a solucéo (xj;) , 0 valor da funcéo objetivo (chj) da
solucdo-viavel e da solucdo invidvel sd3o os mesmos. Porém as
solugoOes apds a 2a. Fase sao diferentes, o mesmo acontece am
0s problemas 2.9 e 2.10. Assim se for utilizada somente a 1la.
Fase as solucdes seriam iguais para os dois pares de problemas

€ neste caso se justifica a utilizacao da 2a. Fase,

Problema 3. ver Kaplan [68]

Este exemplo apresenta o problema Lorie-Savage para

destinacao de recursos en diversos projetos.

O problema foi resolvido para m = 2, utilizando ini
cialmente as 9 primeiras variaveis [selecdo entre 9 projetos )
e posteriormente acrescentando uma 1l0a. variavel (mais un pro

jeto).

1 1..2..3 4. .5.76..7..8..9 . 10. b
cy | 147,17 .17 /157 40 12 14 10 12 15
ajs 12 54 6. .6 30 648 36 18 6. |.|50
Apg | 3 7. 6..2.35..6..4..3..3. 7. | |20

Para o problema acom 9 Projetos foram encontrados os

seguintes resultados

9 9
L c.x. = 70, a, «x., = 48, folga = 2
j=1 371 j=1 1373
9
L anux. = 20, folga= 0
jo1 2373

R TXITH =R T = 1, X)TRp=Xy =Kg = 0

Esta solucdo j& foi encontrada na la. Fase.
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Dentre as solugdes inviaveis encontradas, nenhuma nme
receu ser escolhida como uma alternativa, dado que as inviabili
dades sao muito elevadas an relacdo aos segundos membros das

restricdes.

Deve-se salientar que esta solucdo & a solucdo Otima

obtida por Kaplan [68] utilizando outro método.

Para o problema com 10 projetos a solucdo encontrada
apos a 2a. Fase & a mesma anterior, porem dentre as solucgdes in

viaveis foi obtida uma com os valores seguintes:

10 10
jSlcjxj = 73, jglaljxj = 48, folga = 2
10
C a,.x. = 21, inviabilidade = 1

j:| 2377

isto &, com o acréscimo de uma unidade na 2a, restricao conse-
gue-se un incremento de 3 unidades na funcdo objetivo e os pro
jetos selecionados correspondem &s variaveis X=X a=X 4 =X g=X (=1,
€ 0S nao incluidos serao X)=Kg=X=X-=xg = 0. EM relacao a solu-
¢cado anterior, saiu o projeto nimero 6 e foi incluido O projeto

nimero 10.

Problema 4. m = 2, n = 20

até agora s6 foram mostrados os testes com problemas
aom uma restricdo e com duas restricdes e poucas variaveis. Es
te problema aqui apresentado tem por objetivo testar o0 método

com maior nimero de variaveis (20) e duas restrigoes.
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Jjl1.2-3.4.5 6-7:8 9 10111213141516.17.18 19 20 b

c.|6 3 5 6.3.9 5 6 2 15 6842 83 259

9 75 6 4 9 8 6 5 3 4 2 6.7 5.3 4 2 1| 180

a,.19 1.2 57 8 9.6.4..3. 4 4 2 1732 9 835 60

Solugao obtida:
X TX)THTR TR =GR [T ) TR 37K 4 TR 67K 177 E 197 %20 T
X5TX7TRgTX1 07X 157 %18 ©
Valor da funcéo objetivo = 83
Folga da la. restricao = 6

Folga da 2a. restricado = 0

Tempo de computacdo = 6.26 segundos

Para este problema todas as solucdes inviaveis ultra
passam o limite de 10% de inviabilidade e portanto nao foram

consideradas para serem analisadas.

Problemas 5, 6, 7, 8, 9 e 10

A seguir serao apresentados os resultados de 5 pro-
blemas extraidos do artigo de C.C. Petersen [8 3] que serdo com
parados aom os resultados, por ele obtidos. Segundo Petersen, o
tempo de computador gasto para resolver problemas de alocagao
de capital com mais de 50 variaveis & de 36 minutosou menos uti

lizando un computador DS 930.
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O Quadro 4 nostra o tenpo gasto pel o conputador e o
numero de iteragoes necessarias, obtidos por Petersen,para en

contrar as solugbes Otims dos probl enas,

Quadro 4
Problema n? .| 8 ] 7 8 9 10
numero de restrigdes| 10. ~ 10 10 5 5
nimero de varidveis | 15 20 28 39 50
tempo (min) SDS. 930 1 4 3 5 36
n® de iteragBes 169 | 1805 | 1041 2628 16778

O quadro 5 apresenta os resultados para oS nmesnps

probl emas utilizando o nétodo Dual de Deconposi ¢éo.

Quadro 5

Problema ne ..... .. | ..5 .| . ... 6. | ..., VA 8 | ... . 9 | .. 10. .
n? de restrigoes ..l 10 | .10 ) .10 | 10 | .. 5. 5.
n? de varidveis ., . |. .. 10. | .. 15 ). .20 .|.. 28 . .. 39 | .. 50.
tempo. (seg.)B. 6700 . |6.03 | 7.72 | 7.36 | 8.07 | 7.99 |7.21 .
n? de '} la.. fase |. . 4 . 171 11t 19 | - 29 |- 30
itera - : — ,

goes ... .| 2a. fase | ... 2 0. ] ... 0 .. .. I 01 ... 2.




Problema 5. m = 10, n = 10

83 93 103

3 c; 813 @25 %33 %45

1| 600.0| 20 20 60 60 60 60 5 45 55 65
2 | 310.5 5 7 3 8 13 13 2 14 14 14
3 |1800.0| 100 130 50 70 70 70 20 80 80 80
4 |3850.0 | 200 280 100 200 250 280 100 180 200 220
5 18.6 2 2 4 4 4 4 2 6 6 6
6 | 198.7 4 8 2 6 10 10 5 10 10 10
7 | 882.0| 60 110 20 40 60 70 10 40 50 50
8 14200.0| 150 210 40 60 90 105 60 100 140 180
9 | 402.5| 80 100 6 16 20 22 0 20 30 30
10 |. 327.0| .40 40 12 20 24 . .28 .. . 0.

Solugao O0tima obtida por Petersen

Z = 8706.1
Xj =1 para j = 2,4,5,8,10
xj =0 para j =1,3,6,7,9

A melhor solucdo viavel obtida com o método Dual de Decomposi—

cao é a seguinte:

z = 8577.8
xj =1 para j = 2,4,5,6,8
xj =0 paraj =1,3,7,9,10

Porém foi obtida a solugdo inviavel (E- viavel) seguinte:

z = 9159.30

l-paraj=1,2,4,6,8
X, =0 para j = 3,5,7,9,10



As restricbes que tornam

3,

10, valor da inviabilidade

valor da inviabilidade

82

inviavel a solucao sao:

3, %

9, %

(by)

(blo)

1.5%

2.0%

Em relacdo ao valor da solucdo Otima obtida por

tersen a funcdo objetivo tem un acréscimo de 453 unidades,

que significa un incremento de 5.2%.

Problema 6. m = 10, n

15

Pe

(0]

Os problemas 6, 7 e 8 utilizaram a matriz de dados

seguinte
I % P13 %23 233 %y 34 %63 %75 ¥y %95 F103
11100 8 8 3 5 5 5 0 3 3 3
2|1 220 24 44 6 9 11 11 0 4 6 8
3 90 13 13 4 6 7 7 1 5 9 9
4 | 400 80 100 20 40 50 55 10 20 30 35
51 300 70 100 20 30 40 40 14 -~ 29 29
6 | 400 80 90 30 40 40 490 10 20 20 .20
71 205 45 75 8 16 19 21 LO 6 12 16
81120 15 25 3 5 7 9 6 12 12 15
9 1160 28 28 12 18 18 18 0 10 10 10
10 | 580 90 120 14 24 29 29 18 30 30
11 | 400 | 130 130 40 60 70 70 32 42 42 42
12 ) 140 32 32 16 21 21 3 9 18 20
13 | 100 20 40 11 17 17 0 12 18 18
14 {1300 120 160 20 30 30 35 70 100 1190 120
15| 650 40 40 5 25 25 25 10 20 20 20
16 | 320 30 60 0 10 15 20 0 5 15 20
17 | 480 20 55 5 13 25 25 8] 6 18 22
18 80 6 10 3 5 5 5 0 4 7 7
19 60 3 6 0 1 1 2 0 1 2 3
20 12550 ] 180 240 20 80 100 . 110 0 20 40 50
21 13100 220 290 30 60 70 70 30 50 60 60
22 {1100 50 80 40 50 55 55 10 30 50 55
23] 950 30 90 10 20 20 20 0 5 25 25
24 | 450 50 70 0 30 50 50 10 20 25 30
251 300 12 27 5 10 15 20 10 20 25 25
26 | 220 5 17 0 5 15 15 5 10 15 15
27 | 200 8 8 0 3 6 6 0 10 10 10
28 1520 18 28 10 .20 ..20 . .20 10 20 28 28
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sendo que o problema 6 utiliza as 15 primeiras variaveis, 10

restricées e seu segundo membro é

i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
550 700 130 240 280 310 110 205 260 275

Solugao Otima obtida por Petersen

z = 4015
x.:j =1 paraj=1,2,4,6,7,9,10,14,15
xj =0 para j = 3,5,8,11,12;13

A melhor solucédo viavel obtida com o método Dual de
Decomposicao & a mesma que a dtima obtida por Petersen, porem
nao foi achada nenhuma solucdo £ - viavel que satisfaca a csn-

dicao de ser menor ou igual a 5%dos b, .

Problema 7, m = 10, n = 20

Utiliza a mesma matriz e o meImo segundo membro g

teriores; porém aom as 20 primeiras variaveis.

Solugao Stima de Petersen
Zz = 6120

x. =1 para j=1,10,14,15,16,17,18,19,20

X, =0 paraj=2,3,4,5,6,7,8,9,11,12;13

Melhor solugdo viadvel obtida pelo método Dual de De

composicao
a = 6010
Xy = 1 paraj=1,2,3,9,14,15,16,17,18,19,20
X. =0 paraj-=4,5,6,7,8,10,11,12,13
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Também foi obtida uma solucdo & - viavel com
z = 6500

xj =1 paraj-=1,2,%9,10,14,15,16,17,18,19,20

3,4,5,6,7,8,11,12,13

xs = 0 para j

J

As inviabilidades estdo localizadas nas restricoes

i =2, com 71, % (b2) = 10.1
i=9, coml, % (b9) = 0.38
i =10, com 18, % (blo) 6.5

Problema 8. m= 10, n = 28

O -segundo membro é, como segue:

b.. | 930 1210. 272 . 462 532 . 572 240 . 400 = 470 490

Solugao 6tima de Petersen

z 12400

x; =1 paraj = 1,2,3,9,14,15,16,17,18,19,20,21,22,

23,25,26,27,28

#

x; =0 paraj = 4,5,6,7,8,10,11,12,13,24

Pelo método Dual de Decomposic@o melhor solucdo vid
vel
z = 12370
X. =1 paraj = 1,2,3,14,15,17,18,19,20,21,22,23,24,
25,26,27,28

0 para j = 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,16

e
It
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Também foram obtidas as solucdes & - viaveis que
sdo mostradas no Quadro 6.
Quadro 6
i das res|inviabili
zZ X; = 1. Zero as outras tricBes Odide
invidveis|{ ° “i
12890 J % 1,3,8,9;12,14,15;16;17;18;777 72 B 6.3
la. 19,20,21,22,23,24,25,26,27, 9 6.8
28 ' 10 11.6
12850 j=11,2,3,9,14,15,16,17,18,19, 2 5.2
2a. 20,21,22,23,24,25,26,27,28 9 1.7
........... 10 | &
13340 j=1,2,9,10,14,15,16,17,18,19, 1 1.3
3a. 20,21,22,23,24,25,26,27,28 2 14.1
9 6.1
............................. 10 SR
12440 |3 =1,2,9,14,15,17,18,19,20,21,
ST S 22,23,24,25,26,27,28 10 AO‘B._Z..
13020 j=11,2,9,10,14,15,17,18,19,20, 2 9.1
5a. 21,22,23,24,25,26,27,28 9 2.9
T 10 6.3
As cinco solugbes & - viaveis sao superiores ao

valor da fungcdo objetivo, porém pode ser considerada como me-

lhor (das inviaveis) a 4a. solucdo que para um valor da funcéao

objetivo igual a 12440,

precivel que & de 0.2%.

-

Podemos considerar as solugbes 2a.

sua inviabilidade atinge un valor des-

e

5a. como "boas" dado que suas inviabilidades atingem valores

menores que 10%, especialmente a 2a. solugao cuja maior invia-
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bilidade, na la. restricado, atinge 6.1%
Problema 9. m=5, n = 39
1] 560 40 16 38 8 38
2 | 1125 91 92 39 71 52
3 300 10 41 32 30 30
4 620 30 16 71 60 42
51 2100 100 150 80 200 170
6 431 20 23 26 18 9
7 68 3 4 5 6 7
8 328 12 18 40 30 20
9 47 3 6 8 4 0
10 122 18 0 12 8 3
11 322 9 i2 30 31 21
12 196 25 8 15 6 4
13 41 1 2 0 3 1
14 25 1 1 1 0 2
15 425 10 0 23 18 14
16 | 4260 280 200 100 60 310
17 416 10 20 0 21 8
18 115 8 6 20 4 4
19 82 1 2 3 0 6
20 22 1 1 0 2 1
21 631 49 70 40 32 18
22 132 8 9 6 15 15
23 420 21 22 8 31 38
24 86 6 4 0 2 10
25 42 1 1 6 2 4
26 103 5 5 4 7 8
27 215 10 10 22 8 6
28 81 8 6 4 2 0
29 921 2 4 6 8 0
30 26 1 Q 1 0 3
31 49 0 4 5 2 0
32 420 10 12 14 8 10
33 316 42 8 8 6 6
34 72 6 4 2 7 1
35 71 4 3 8 1 3
36 49 8 0 0 0 0
37 108 0 10 20 0 3
38 116 10 0. 0 20 5
39 90 1 6 0 8 . 4
40 738 40 28 6 14 0
41 | 1811 86 93 12 20 30
42 430 11 9 6 2 12
43 || 3060 120 30 80 40 16
44 215 8 22 13 6 18
45 58 3 0 6 1 3
46 296 32 36 22 14 16
47 620 28 45 14 20 22
48 418 13 13 0 . 12 30
49 47 2 2 1 0 4
BOf|ver | A 2 2
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O problema 9 esta definido pelas 39 primeiras varia

veis, 5 restricdes e 0 seguinte segundo membro

Solucdo otima de Petersen

z = 10618

xy =1 paraj =1,2,4,6,8,9,11,13,15,16,17,18,19,20,
23,25,27,28,29,31,32,34,35,36,37, 38,
39

as outras x. = 0

Melhor solucéo viavel pelo método Dual de Decomposi-
¢ao
z = 10278
X, =1 paraj=1,4,6,8,9,11,13,14,15,16,17,18,19,
20,21,23,25,26,27,28,29,30,31,32,

34,35,36,37,38,39

As solugoes E - viaveis obtidas constam no Quadro7.
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Quadro 7

R -
I das res]invlabi-
Zz |x%x. =1, zero as outras trigoes lidade

] I nvi avei ' % b,

la. (109793 = 2,3,4,6,8,9,11,13,14,15,16, 1 1.1
17,19,20,21,23,25,26,27,28, 2 18.2
29,30,31,32,34,35,37,38,39 3 2.6
S 5 3.1

2a. (10696}{j = 1,2,4,6,8,11,13,14,15,16,17, 5 3.1

19,20,23,24,25,26,27,28,29;

3a. [11002|j = 2,4,6,8,9,11,13,14,15,16,17, 1 7.6
19,20,21,23,26,27,28,29,30, 2 11.4

R IR 31'32,3_3,34,35,36,37,38,39 ........ j . »

4a. [10608|j = 1,2,4,6,8,9,11,13,14,15,16, 5 1.5
17,19,20,23,25,26,27,28,29,

5a. 10772|3 = 1,2,4,6,8,9,11,13,14,15,16, 1 0.6
17,18,19,20,23,25,26,26,28, 2 0.4
s 29:30,31,32,34,35,36,37,38;39] 5 | 2.1

Dentre estas solugoes podemos di zer que 2a., 4a. e
5a. sas nel hores. A 2a. fornece umval or um pouco superior a so
lugao 6tima comuna inviabilidade de 3.1% A 4a. sol ucédo forne-
ce um valor,da funcdo objetivo, um pouco inferior ao da sol ugéo
dtima. E a 5a. sol ucédo pode ser consi derada a nel hor de todas,
porque fornece um val or superior as da solucédo 6tinma e as invia
bilidades nas trés restrigoes podem ser consi deradas insignifi-

cantes,
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Problema 10. m = 5, n = 50

Este problema possue 50 variaveis e 5 restricdes e

seu segundo membro sera:

b, 800 650 550 550 650

P

Solugao Otima de Petersen

z = 16537

X, =1 paraij = 4,6,8,9,11,12,13,15,16,17,19,20,23,
25,26,27;28,29,31,32,34,35,36,37,
38,39,40,41,42,43,44,47,48,49,50

zero para as outras
Melhor solucado viavel pelo método Dua de Decomposi
cao

16499

N
Il

Xx. =1 paraj=4,6,7,8,9,11,12,13,14,15,16,17,19,
20,23,25,26,2%,28,29,30,31,32,34,35,
36,37,38,39,40,41,42,43,45,47,48,49,

50

O Quadro 8 mostra as solucdes & =~ viaveis.
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Quadro 8
;;i das re!§t inviabi-
z = 1, zero as outras trigdoes | lidade
inviavei S % by
la.| 16845 1,4,6,7,8,11,13,14,15,16,17, 1 2.2
19,20,22,23,24,25,26,27,29, 5 8.1
30,31,32,34,35,36,38,39,40,
41,42,43,45,47,48,49,50
2a.| 16861 1,4,6,8,9,11,13,14,15,16,17, 1 1.5
18,19,20,23,25,26,27,28,29, 3 6.7
30,31,32,34,35,37,38,39,40,
- 41,42,43,45,47,48,49,50 S 4.3
3a.} 17032 4,6,8,9,11,13,14,15,16,17,19, 1 2.6
20,21,23,25,26,27,28,29,30, 2 8.0
31,32,34,35,37,38,39,40,41, 3 5.8
42,43,44,45,47,48,49,50 3 3.3
4a.| 16561 4,6,8,9,11,13,14,15,16,17, 1 1.0
18,19,20,21,25,26,27,28,29, 5 5 1
30,31,32,34,35,36,37,38,39,
_40,41,42,43,45,47,48,49,50 ' f,~3; '5,"6
5a.| 16817 4,6,8,9,11,13,14,15,16,17, 1
19,20,21,23,25,26,27,28,29, 2 .
30,31,32,34,35,37,38,39,40, 3
41,42,43,45,47,48,49,50 5 .
6a.| 17069 - 1,4,6,8,9,11,13,14,15,16,17, 1 6.6
19,20,23,26,27,28,29,30,31, 3 3.4
32,33,34,35,36,37,38,39,40,
- 41,42,43,45,47,48,49 ,50 S 4.0
7a.| 17311 2,4,6,8,9,11,13,14,15,16,17,
19,20,23,25,26,27,28,29,30, 2 .
31,32,34,35,37,38,39,40,41, .
42,43,45,47,48,49,50 5 .
Como se pode observar no Quadro 8, todas as solugodes
& - viaveis fornecem para este caso valores da funcao objeti-
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~

vo superiores a solucdo Otima. Em especial a solugcdo 7a. forne
ce um valor bastante superior a solugcao Qtimaocom inviabilida-
des inferiores a 10%. Ja com inviabilidades inferiores a 5%
foi atingido um valor da funcéo objetivo proximo da solugao &ti

ma (5a. solucgéo).

Problema 1l. m = 30, n = 60

Os problemas 11 e 12 estédo definidos pelo -problema
apresentado por S.Senju - Y.Toyoda [92] que utilizam uma matriz
aom 60 variaveis e 30 restrigdes. Os etementos da matriz  séo
ndo-negativos e diferentes da unidade. Assim dqueremos testar a

eficiéncia do algoritmo para esta classe de problemas,

O problema 11 corresponde ao problema A da referén-

cia [92] ¢ a diferenca dos problemas 11 e 12 somente esta no

segundo membro das restrigdes.

Senju - Toyoda utilizando un computador B 5500 obtém
como melhor solucdo un valor da funcdo objetivo igual a 7700

com 19 variaveis iguaisa 1.

Utilizando o método pual de Decomposicdo a melhor

solucéo viavel corresponde a:

7739

N
]

x; _ 1 paraj = 2,3,5,8,13,14,16,18,19,25,27,30,31,

36,37,43,46,47,53,56,59

As solugcdes & - viaveis obtidas constam no Quadro
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Quadro 9
i das res|inviabili

Z X. =1, zero as outras trigoes dade
] inviaveis| % b,
la. 7756 { 3 = 2,5,8,13,14,15,16,17,18, 5 10.0
19,20,21,25,27,30,37,45, 10.3
46,47,53,56,59 15 0.8

St o - 26 - 18.2
2a. 7805{j = 2,5,8,9,13,14,16,18,19, 8.7
20,21,25,27,29,30,37,39, 8.5
46,47,53,56,59 7.9
11 12.2
18 2.0
21 4.1

N S : SR 26 7.8
3a 7850} 3 = 2,5,8,13,14,16,18,19,21, 1 13.2
25,27,30,31,36,37,46,47, - 2 11.3
48,53,56,57,59 9 3.5

11 0.7/
12 2.9
13 1.9
15 15.8
16 13.0
18 5.2

.......... R L R R
da, 7767 | j’= 2,3,5,8,13,14,16,18,19, 20, 1.8
25,27,30,31,36,37,45,46, 5.7
47,53,56,59 11 7.7
15 6.8
7 1 7 | d 7 26 13,5
5a. 772343 =2,5,8,9,13,14,16,18,19,25, 3 12.9
27,30,31,37,43,45,46,47, 15 2.0
B 53,056,590 | A PR

6a. 7795 | i = 2,5:8,12,14,16,18:19:21: 25
- 26 .

25,27,30,36,37,39,45,46,
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conti nuacdo-. Quadro 9

i das res

inviabili

Z kj = 1, zero as outras Frigées_ dade
................... inviaveis '%'bi
7a. 7847 | j = 5,8,9,13,14,16,18,19,21, 10.6
36,37,39,45,46,47,53,56, 4,5
57,59 2.3
13 1.8
15 4.8
21 4,2
24 0.3
25 5.6
, o ) S 26 7.2
8a. 7797 |3 = 2,5,8,13,14,16,18,19;,21, 2 5.0
25,27,30,31,36,37,46,47, 15 1.1
N 7"53356;57;59"; SRR e 4.7
9a. 7896 |j = 2,5,8,13,14,16,18,19,25, 2 11.8
27,30,31,36,37,39,43,45, 3 3.5
46 ,47,53,56,57,59 5 1.1
8 3.1
9 2.9
14 4,3
15 15.7
16 7.1
24 0.6
N 25 1.6
| | 7 | e 2.8
}Oa. 7842 (j== 2,5,8,13,14,16,18,19,21, 10.1
25,27,30,3%,37,39,43,46, 5.8
47,53,56,57,59 2.5
12.6
15 1.8
16 7.1
,,,,,,,, 24| 0.2
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continuacdo Quadro 9

i das res inviabili
z Xy = 1, zero as outras .tr:!.ci‘aes;; dade
inviaveis | % bi
1la.| 7791 |3 = 3,5,8,13,14,16,18,19,21, 2 7.1
25,27,30,31,36,37,39,46, 9 8.7
47,53,56,57,59 21 5.1
24 1.2
_ o T - T B
12a.| 7809 |j = 5,8,9,13,14,16,18,19,20, 2 17.3
25,27,30,31,36,37,43,46, 3 17.3
47,53,56,57,59 5 0.6
11 5.9

,_ SR SRR e 96| 12

13a.| 7776 |3 = 5,8,13,14,16,18,19,20,25, 2 13.4
27,30,31,36,37,43,46,47, 3 1.1
53,56,57,59 11 4.8

R S b2 s
14a.| 7831 |j = 5,8,13,14,16,18,19,21,22, 3 2.5
25,27,30,31,36,37,39,43, 5 13.7
46,47,53,56,59 9 15.1
11 6.8
14 15.1
18 13.7
24 12.4

7 7 NI BRI IR A 25 |55
15a.| 7785 |3 = 5,8,13,14,16,18,19,21,25, 2 6.6
27,30,31,36,37,39,46,47,53, 25 5.2

R R oy O R SRR o

Existem outras solucdes & - viaveis e inviaveis, po-
rém somente constam no Quadro 9 aquelas £ - viaveis considera-
das mais interessantes, Estas sclugbes podem ser utilizadas pa
ra uma analise de pds-otimizacgdo do problema. O tempo de compu-
tador (B 6700) gasto, para encontrar estas solugodes foi de

6.74 segundos.
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Problema 12. m= 30, n = 60

Corresponde ao problema B da referéncia [92] .
Solucédo obtida por Seniju = Toyoda
Zz = 8685

aom 34 variaveis iguais a um,

Melhor solucédo vidvel obtida pelo Mé&todo Dual de De-

composicao

z = 8675
% =1 paraj=2,3,4,5,8,9,13,14,15,16,17,18,19,21,
25,27,29,30,34,36,37,39,41,43,44,45,
46 ,47,48,53,56,57,59
Xy = 0 para O resto de variaveis
No Quadro 10 constam as solugoes & - vidveis.
Quadro 10
' i .das res |[inviabili
4 x'j =1, zero as outras trigoes dade
.............................. invidveis % b,
oo ) o Co o 7 o t
la, | 8732 |{j = 2,4,5,8,9,13,14,16,17,18, 3 8.8
19,21,25,26,27,28,29,30, 15 .
31,34,36,37,39,42,43,44, 24
45,46,47,48,53,56,59 25
7 R S SRR R S 26 |5
2a. | 8775 |j = 2,3,4,5,8,9,13,14,16,17, 15 .
18,19,20,25,27,28,29,30, 24 .
34,36,37,39,41,42,43,44,45) 25 3.1
..... ‘. P .7 . 46’47'48,53A’56,57'59 e .‘ BN 26 . 7 . 7 - 5.8 -
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continuagdo Quadro 10

inviabili

i dasNreg
7 = 1, zero as outras trigoes dade
_ invidveis % b,
3a. | 8836 2,3,4,5,8,9,11,13,14,15, 2 7.9
16,17,18,19,20,25,27,29, 3 7.8
30,34,36,37,39,4%,43,44, 4 1.0
45,46 ,47,48,49 5 0.9
8 0.03
15 4.6
24 10.0
= - o R R I
4a. | 8812 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, 3 1 2.7
18,19,21,25,27,29,30,31, 5 1.6
34,35,36,37,39,41,42,43, 8 9.5
44,45,46,47,48,53,56,57,59 15 4.8
: 24 0.7
S R SRR EEE 25 | 15.g -
5a. | 8726 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, 15 1.4
18,19,20,21,25,27,28,29,30,| 25 5,4
34,36,37,39,41,42,45,46,47,) 26 8.4
........ 48,53,56,57,59 o | o
6a. | 8698 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, 24 2.0
18,19,21,25,27,28,29,30,34,
36,37,39,41,43,44,45,46,47,
o : 53,56,57,59 e
7a. | 8690 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, .
18,19,20,21,25,27,30,34,36, .
137,39,41,42,43,44,45,46,47, 26 .
| ag,s3,56,57,59 N N
8a. | 8922 2,4,5,8,9,11,13,14,15,16,11, 1 0.06
18,19,21,25,27,28,29,30,34, 2 4.6
36,37,39,41,42,43,44,45,46, 3 4.7
47,48,53,56,57,59 5 7.1
15 6.1
16 1.1
24 4.3
25 14,2
R R A 26| 1.0
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continuacdo  Quadro 10

’ i das resfinviabill |
z xj = 1, zero as outras .tr;gaeg dade
| inviaveis -3 bi
9a. | 8738 |j = 2,5,8,9,11,13,14,15,16,17, 1 0.06
18,19,20,21,25,27,29, 30, 2 4.7
31,34,36,37,39,41,44,45, 3 2.0
46,47,48,53,56,57,59 5 3.8
8 5.9
15 3.3
o o , ) 25 1.9
10a. | 8860 |j = 2,4,5,8,9,11,13,14,15, 16, 5.2
17,18,19,20,21,25,27,28, 0.4
29,30,34,36,37,39,41, 44, 4.2
45,46 ,47,48,53,56 ,57,59 15 8.1
24 3.2
25 6.4
N R R I 26 | 1.7
1la. | 8679 |j = 2,3,4,5,8,9,13,14,16,17, 15 3.9
18,19,20,25,27,28,30,34, 24 4.0
36,37,39,41,42,44,45,46, 26 8.2
| a7,48,49,53,56,57,59 - | IR SRR
12a. | 8717 |j = 2,3,4,5,8,9,13,14,15,16, 3 1.3
17,18,19,20,25,27,28,30, 15 4.0
34,36,37,39,41,43,44,45, 24 4.7
| ae,47,48,49,53,56,57,50 | 26 | - 77
‘113a. | 8802 |3 = 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, 1.5
18,19,20,21,25,27,28,29, 6.0
30,34,36,37,39,41,43,44, - 4.0
45,46 ,47,48,53,56,57,59 15 7.9
24 2.6
b R e ) 2
l4a. | 8811 |j = 2,3,4,5,8,9,13,14,15,16, 15 2.7
17,18,19,20,21,25,27,28, 16 3.8
29,30,34,36,37,39,41,42, 24 12.8
- 44,45,46,47,49,53,56,57, 25 6.3
........ Cmg e g g
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i das res"-

..... 47'4’8"49'53'56’57'59 ce

_resjinviabili]
Z X. = 1, zero as outras trigoes dade
J % b,
ESa. 8838 |j = 2,4,5,8,9,11,13,14,15,16, 2 4.0
17,18,19,20,21,25,27,29, 4 1.6
30,34,36,37,39,41,42,43, 5 5.7
44 ,45,46,47,53,56,57,59 8 2.2
24 1.0
25 13.6
l6a. | 8782 |j = 2,4,5,8,9,11,13,14,15,16, +}. 2 3.2
17,18,19,20,25,27,28,30, 5 3.1
34,36,37,39,41,42,43,44, 25 3.2
D 45,46,47,53,56,57,59 " 26 5.0
17a. | 8677 |j = 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, 24 8.2
18,19,25,27,29,30,34,36, 25 3.6
37,39,41,42,43,44,45,46,
o 47,49,53,56,57,59 ) o ]
18a. | 8682 |j = 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, 25 3.2
18,19,20,25,2%,29,30,34,
36,37,39,41,42,44,45,46,
coobi | 47,48,53,56,57,59 |
19a. | 8816 |j = 2,4,5,8,9,13,14,15,16,17, 3 1.2
18,19,20,25,27,28,29,30, 15 7.8
34,36,37,39,41,42,43,44, 16 1.1
45,46,47,48,53,56,57,59 24 3.1
25 3.3
............ R R R R R 59
20a. | 8739 {j = 2,4,5,8,9,11,13,14,15,16, 6.8
17,18,19,20,25,27,30,34, 6.9
36,37,39,41,43,44,45,46, 24 1.6

As solugdes & - viaveis que constam nos quadros an-

teriores correspondem a valores da fungao objetivo superiores

ds solugdes encontradas por Senju—Toyoda[92] e pelo

- método
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Dual de Deconposi ¢cao. Exi stemportanto, outras solugdes & - vij
vei s e viadveis que em caso de una anal i se de sensibilidade po-

dem tornar-se interessantes.

O tenpo gasto para a obtencao destas sol ucdes fo

de 8.34 segundos utilizando um conput ador B 6700.

Problema 13. m = 2, n = 28

Wilizando os probl emas descritos por Wi ngartner -
NeSS[mﬂ , que se referemao probl ema de alocagao de capital pa
ra di versos projetos cujo nodel o naoc & outra coi sa que o proble
ma Knapsack nul tidi mensi onal, foramencontradas as solugdes pa-

ra os problenas 13 e 14.

O probl ema 13 corresponde ao da Tabel a 1 da referén-
cia |98].
Solugao 6tima de Wi ngartner - Ness

z = 141. 278

x. =1 para j = 3,5,6,7,8,10,12,13,14,19,21,23,24,26

O para o resto

P
Il

Mel hor sol ugdo vi avel encontrada pel o Método Dual de
Decomposicao

z

140. 477

X3

1 para j = 3,5,6,7,8,10,12,13,14,15,17,19,21,

23,24,27

0 -Quadro 11 nostra as solugdes b - vi aveis.
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Quadro 11
i das resjinviabili

Z Xy = 1, zero as outras trigoes dade

% b,
— - ,l. -

la. |143228} j = 3,5,6,7,8,10,12,13,14,19, 2 2.1

©21,23,24,26,27

2a.|142393| j = 3,5,7,8,10,12,14,21,22, 2 3.8
) 23,24,26,27 | RN SN

Nas duas solucbes as inviabilidades sao despresciveis.
Coo se trata de selecdo de projetos, o conjunto de projetos se
lecionados an cada casco sdo bastante diferentes, dando lugar a

escolha de alternativas diferentes.

Problema 14. m = 2, n = 105

Este problema corresponde d Tabela 3 da referé@ncia|98]|

Solucédo 6tima de Weingartner - Ness
z = 1,095,445

xa =Q paraj = 13,79,80,84,87,93 até 105

X5

1 para as demais

Melhor solugdao vidvel encontrada pelo Método Dual de

Decomposicao

z =1,094.757

Xy = 0 para j = 12,79,84,87,92,94,95,96,98,99,100,102,
103,104,105

x:. = 1 para as demais
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No Quadro 12 constam as solugcdes & - viaveis.
Quadro 12

i das res|inviabili

2 Xy = 0, un para as outras tricdes dade

I R S L : %jbi

la. 1095131 j = 11,12,79,80,84,87,94 até 2 0.3
'ﬁ‘ld5f‘ S DU N

2a. [1094762|3 = 79,87,92 até 105 1 2.4
3a. [1096796}j = 12,79,84,87,94,até 105 2 0.6

As inviabilidades apresentadas sao despreciveis, es-
pecialmente as das solugdes la. e 3a., sendo que a 3a. fornece

un maior valor da fungdo objetivo.

Nos problemas L3 e 14 a %» das inviabilidades & Dbas
tante baixa, e isto se deve ao fato de que o nimero de variaveis

€ muito maior que o numero de restrigodes.

Os problemas 13 e 14 foram rodados em conjunto e O
tempo de computacdo necessario para achar as solucdes £o0i de

7.0 segundos,

3. ConclusoOes

Mediante as solucdes destes 14 problemas pode-se ve-
rificar que as melhores solucGes viaveis encontradas estdo pra
ximas das solugdes Otimas, sendo que para isto 0 tempo de compu

tagao € muito inferior ao tempo gasto por outras métodos e o]
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nimero de iterag¢des necessarias também & menor, além disso as
solucbes chamadas de & - viaveis fornecem alternativas para a
escolha de uma solugdo. Assim, estas solucdes podem ser utili-
zadas para uma analise de pds-otimizagao dos modelos, isto sem

outro esforco de calculo adicional.

A medida que o nimero de variaveis € muito maior que
O numero de restricdes, a % das inviabilidades nas solucdes

viaveis é menor ou o nimero destas solugdoes aumenta,

E conhecido por todos aqueles que lidam com modelos
matematicos, que para implementar uma solugcdo do modelo, a so-
lucdo escolhida nem sempre & a solucdo &6tima fornecida para o
modelo e se faz necessaria a apresentacao de outras alternati-

vas, que de preferéncia deverdo estar proximas da Stima.

Dentro deste critério, o método Dual de Decomposi —
¢ao & recomendado para seu utilizado quando nos modelos nao

seja estritamente necessario a obtengao da solucdo Otima.

Também este método podera vir a ser utilizado como
um ponto de partida para a obtencdo da solucdo 6tima. Ficando
isto como uma idéia para un trabalho gque pode ser desenvolvido

posteriormente.
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