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RESUMO

Desenvolve-se nesta tese uma nova abordagem para
0 problema de rejeicao de perturbacoes, 0 PRP, tradicionalmente
apresentado e resolvido en termos geométricos. Este novo enfo-
gue permite uma explicagao estrutural dos mecanismos envolvidos

e duas de suas mais importantes consequencias sao analisadas.

Demonstra-se, em primeiro lugar, a possibilidade
de se passar a encarar o PRP de uma maneira totalmente frequen-
cial, atraves das matrizes de transferencia do sistema. |sto mos
tra que a descricdo interna via equacoes de estado n3ao & a uUnica
ferramenta capaz de formular e resolver o PRP, como se acredita-

va.

A mencionada visao estrutural inédita tambem suge
re um novo metodo para resolugao do PRP. Todas as possiveis Vva-
riacoes dos algoritmos que constituem este novo método caracter+
zam-se por trabalharem ocom dimensdes reduzidas. Outra Obvia van-
tagem dos procedimentos propostos & a possibilidade de se obter
informacoes precoces sobre o problema. Muitas vezes uma simples
inspecao das matrizes do sistema pode decidir sobre a existencia

ou nao de solucoes.

Alem do PRP este trabalho estuda outro  problema
gue envolve a teoria da invariancia: o de encontrar todas as co-
berturas de um dado subespago. E trata, finalmente, de um aspec-
to relacionado com a propria essencia da teoria da invariancia:

a caracterizagao de todos 0s subespagos (A, B) invariantes.



ABSTRACT

A new treatment of the disturbance decoupling pro
blem, DDP, which is traditionally formulated and solved by geome
tric means, is given in this thesis. This new presentation al-
lows an structural explanation of disturbance rejection and two

of its most important consequences are studied.

In the first place the possibility of viewing the
DDP entirely in the frequency domain context, through the sys-
tem's transfer matrices, is established. This fact shows that
the internal description of the system using the state equations
is not the unique tool capable of formulating and solving the

DDP as is generally believed.

The new structural approach to DDP also suggests
a new procedure for solving it. A common aspect of the algo-
rithms that constitute this new method is the fact that they
deal with dimensions smaller than n. Another obvious advantage
of the proposed procedures lies in the possibility of obtaining
a rapid verification of solvability. Often a simple inspectionof

the matrices can decide the existence of solutions.

Besides DDP this thesis studies another problem
related to invariance: that of finding all covers of a given
subspace. And, finally, it deals with an aspect closely related
to the essence of invariance: the complete characterization of

all (A, B) invariant subspaces.
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CAPTITULO I

INTRODUGEAO

I.1 - PEQUENO HISTORICO

0 convencionalmente chamado Controle Moderno, onde
estudamos 0s sistemas dinamicos atraves das varias possiveis téc
nicas do espago de estados, nao pode ter suas bases iniciais cre
ditadas com exclusivismo aos conceitos de controlabilidade e ob-
servabil idade introduzidos por Kalman. Ele tambem n3ao e t3do Novo
COMO Seu nome pretensioéamente sugere: ja era empregado, nao em
seu aspecto atual, € l6gico, pelos pesquisadores que tentaram,
a partir do século XVIII, entender de um maneira mais racional
e matematica o0 funcionamento doS primeiros mecanismos usados pa-
ra controle automatico. 0s problemas eram sempre de natureza me-
canica pois desejava-se basicamente manter dentro de limites a
velocidade de maquinas e motores. A essencia dos métodos era es-
tabelecer, empregando leis da mecanica, as equagoes diferenciais
gue regiam o comportamento dos sistemas en estudo. Ja se sabia
gue essas equacgoes podiam ser consideravelmente simplificadas ao
se supor que as variaveis nao se afastavam muito de determinados
valores de operagao. Descobriu-se tambem que a solucao dos pro-
blemas de regular velocidades estava intimamente relacionada com
as raizes de determinados polinomios associados as equacoes dife

renciais.

Tentando resumir a situacao podemos dizer que:plan

tas mecanicas tinham suas velocidades reguladas por dispositivos



automaticos que empregavam realimentacao; 0S sistemas eram mate-
maticamente estudados atraves de equagoes diferenciais que des-

creviam a evolucao no tempo das grandezas mecanicas envolvidas;

0s conceitos de linearizacao ja eram conhecidos e utilizados.
Este quadro retrata, en brevissimas palavras, o que pode ser
considerado como primeira fase histérica do Controle. Todo 0

acervo de conhecimentos adquiridos nessa época & a base do que
se costuma chamar estudo dos sistemas "no dominio do tempo" ou

"técnicas temporais".

Ura verdadeira revolucao nas técnicas de abordagem
de problemas de controle ocorreria en fins da segunda década do
século XX. Um dos problemas praticos intensamente pesquisados
nessa época referia-se a transmissdo telefonica a longa distan-
cia. Esta transmissao era feita por meio de cabos e isto atenua
va sobremaneira os sinais enviados. Os amplificadores que se co-
locavam ao longo da linha para compensar estas perdas apresenta-
van serijos inconvenientes: comportavam-se de uma maneira nao 1i-
near na alta faixa de ganhos en que deveriam trabalhar. Este pra
blema so foi resolvido com a invencao do amplificador com reali-
mentagao negativa. Este novo dispositivo apresentava caracteris-
ticas lineares para uma faixa de ganhos bam maior que as ante-
riores. Entretanto sua efetiva aplicacao aos problemas praticos
so aconteceu quando Nyquist equacionou e resolveu seus problemas
de estabilidade. A repercussao do criterio de estabilidade as-
sim nascido foi enorme e imediata. A engenharia de comunicagoes,
favoravelmente abalada, comegou a pesquisar mais e mais nesta
area e nao demoraram a aparecer novos resultados. Pouco custou

para que técnicos de outras areas, notadamente a mecanica, perce



bessem a aplicabilidade destas novas ideias aos seus proprios
problemas. A esséncia, tanto de controle como do amplificador re
cem inventado, era a realimentagao negativa, e a descoberta de

novas técnicas deveria trazer vantagens, como realmente trouxe.

Baseada en fundamentos mateméaticos devidos a
Fourier e Laplace comega esta segunda fase histdrica do Contro-
le: 0 estudo dos fenomenos no dominio das frequencias ou simples
mente técnicas frequenciais. Os sistemas sao descritos por meio
de funcoes de transferencia e a estabilidade & analisada atraves
de varios critérios, todos eles graficos e ssm qualquer necessi-
dade de se calcular raizes de pol inomios. Devemos notar que a
grande motivacao para 0 surgimento destas técnicas de resposta
en frequencia foi um problema essencialmente pratico e de nature
za nao mecanica. A apropriacao destes métodos por outros ramos
da engenharia permite antever a futura caracterizacao de Contro-
| e como uma materia essencialmente multidisciplinar. Permite
tambem entender porque se emprega uma terminologia frequencial a
problemas onde aparentemente ela nao se aplicaria, como por exem
plo os mecanicos. 0 predominio dos métodos frequenciais foi absa

luto até apds a 2% guerra mundial.

Na década de 50 os problemas de controle torna-
vam-se mais complexos. As plantas apresentavam varias entradas e
varias saidas e desejava-se nao apenas controla-las, mas faze-1lo
de uma maneira otima. AS primeiras generalizagoes das técnicas
frequenciais nao se revelaram satisfatorias para estes novos pra
blemas que podem ser agrupados sob 0s nomes de Controle Multiva-
riavel, Controle Otimo e Controle Estocastico. Tentou-se entao

0os velhos meétodos temporais e os resultados foram melhores. A



generalizacao de técnicas antigas revelou-se capaz de cuidar da
crescente complexidade das novas plantas. No comeco da década de
1960 Kalman, atraves dos conceitos de controlabilidade e observa
bilidade e principalmente através de seu filtro, deu o impulso
final de que necessitava o Controle "Moderno" para se estabele-
cer de uma maneira absoluta como a Unica ferramenta suficiente-

mente poderosa para atacar e resolver 0s novos problemas.

Datas, nomes e maiores detalhes sobre esta fasci-

nante historia podem ser encontrados em MacFarlane |14| ou |15

1.2 - PANORAMA ATUAL

Com o advento das técnicas do espaco de estados ca
racteristicas do Controle "Moderno" e o aumento no poderio das
armas disponiveis para atacar o caso multivariavel houve uma
tendencia de 0s pesquisadores nesta area se tornarem um tanto
quanto teoricos, cada vez mais preocupados com 0s aspectos mate-
maticos da formulacao e resolucao dos problemas. Ainda que te-
nue, houve uma "matematizacao" da area e nao e raro atualmente
encontrarmos nas revistas especializadas artigos escritos por
elementos ligados aos departamentos de matematica de suas univer

sidades.

Um dos pontos culminantes dessa tendencia teorizan
te foi sem duvida alguma alcancado por Wonham com Seu enfoque
geométrico dos fenomenos de Controle, 0s problemas sao  descri-
tos, formulados e solucionados atraves de um tratamento matemati
co belo e rigoroso, baseado profundamente em Algebra Linear. Até

0 lancamento de seu livro |25| an 1974 as mentes de Controle es-






trico como por exemplo os subespacos (A, B) invariantes, tem ti-
do suas existencias profundamente analisadas por pesquisadores que
tentam interpreta-las en termos frequenciais. A ideia basica &
traduzir os utilissimos conceitos de Algebra Linear introduzidos
pelo enfoque geométrico an uma linguagem a que} talvez, 0S  ho-
mens de controle estejam mais acostumados: as matrizes de trans

ferencia.

1.3 - ESTRUTURA DA TESE

No enfoque geométrico para o controle de sistemas
lineares multivariaveis a chamada teoria da invariancia tem de-
sempenhado um papel preponderante. Esta teoria estuda 0S chama-
dos subespacos (A, B) invariantes. Ate a presente data esse es-
tudo tem se restringido a V¥, o0 elemento maximal da classe dos
subespacos (A, B) invariantes e a alguns outros elementos parti-
culares dessa classe, como por exemplo 0S subespagos de controla
bilidade. Dentre o grande numero de problemas ja resolvidos por
invariancia podemos citar os de rejeicao de perturbacoes, desa-
coplamento, zerar a saida, do servomecanismo € outros, que podem

ser encontrados en |25

.

Esta tese tenta estudar a teoria da invariancia de
uma maneira mais completa, sem a restricao aos elementos maxi-
mais. Tenta tambem entender os mecanismos da invariancia de um
modo estrutural, se possivel an termos de matrizes de transferen
tia

No capitulo II, apds emitirmos alguns conceitos ba



sicos, apresentamos um explicacao estrututal inédita para um
problema tradicionalmente formulado e resolvido pela teoria da
invariancia: 0 de rejeicao de perturbacoes. De uma maneira tam-

bem inédita este problema e formulado en termos frequenciais.

No capitulo III apresentamos um novo método de re-
solucao do problema de rejeicao de perturbacoes sem a necessida-

de de se calcular o elemento maxima V*,

0 capitulo IV & inteiramente devotado a procura de
cobertura nao maximais para um dado subespago E. Mostramos tam-
bem como varios problemas, inclusive o tratado nos capitulos an-
teriores, podem ser considerados como casos particulares deste

problema de coberturas.

Finalmente o capitulo V procura estudar da maneira
mais geral possivel a familia de todos os subespacos (A, B) inva
riantes. Sucesso & alcancado apenas para uma determinada classe
deles. E descoberta uma interessante conexao com 0 conceito de
controlabil idade. 0 ferramental usado, matrizes pol inomiais, per
mite que se especule sobre a possibilidade de se explicar um

conceito puramente geométrico em termos frequenciais.



CAPTITULO II

0 PROBLEMA DE REJEICAO DE PERTURBAGOES

II.1T - PRELIMINARES

Seja 0 sistema linear invariante no tempo

x(t) = A x(t) + B u(t) (2.1.a)

(2.1.b)

<
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onde A: X -~ X; B: U= X; C. X = Y representam transformagoes |L
neares, bem como as matrizes a elas associadas. X, Y, U sao 0S
espacos vetoriais de estados, saidas e entradas, com dimensoes

n (estados), r (saidas) e m (entradas). Por hipotese rank C = r.

Ker CC X sera o espaco nulo de C; BC X sera a

imagem de B e <A|B>C X 0 subespago controlavel do sistema:
<A|B> =B + A B+ ... + an-1 g

onde empregamos a soma usual de subespagos. 0 simbolo M W repre

senta a imagem do subespago W pela transformagao linear M.

Dizemos que VC X e A invariante quandc A V C V

Para um sistema autonomo (u(t) = Oy t en 2.1) se x(0) e Ve V



e A invariante entao x(t) e VvV t como seria facil mostrar. E
muito importante ter em mente esta interpretacao fisica, em ter
mos de sistemas dinamicos, das propriedades dos subespacos in-

variantes.

Uma realimentagao de estados aplicada ao sistema
2.1 sera representada por u(t) = F x(t) onde a matriz F (mxn)
representa um transformacao linear F: X - U. 0 sistema de ma

| ha fechada torna-se

x
—~
ot
~—
1}

(A + B F) x(t) (2.2.a)

y(t) = C x(t) (2.2.b)

DEFINICAQ 2.1

"# & 0 conjunto de todos 0s subespacos de X conti
dos no espaco nulo de C e que podem ser tornados invariantespor
meio de realimentacao de estados:

H={VvcX|vc Ker Ce (A+BF)VcV para alguma F}"

LEMA 2.1

"Existe uma realimentacao de estados que torna in

variante um dado subespaco V € X se e somente se A VC B + V:
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IF(mxn) D (A +BF) VC UV «» AVCB+ "

Um subespaco com a propriedade descrita no lema
acima serd chamado (A, B) invariante. A caracterizagdo de H fi-

ca

H={VC X|{VvC Ker Ce AVvC B+ I}

Este conjunto dos subespagos (A, B) invariantes
contidos no espaco nulo de C contem 0 subespaco nulo e e fecha-
do sob a operacao de soma de subespacgos. Desta maneira # con-

tem um Unico elemento maximo vx*. .

As consideracoes e resultados acima podem ser en-
contrados em Wonham |24 | ou | 25| e sao ferramentas basicas do

encam nhamento geométrico para controle linear multivariavel.

Na interpretacao Seguinte dos fatos acima descri-
tos v+ pode ser substituido por um elemento genérico da classe
H V¥ & o maior subespaco que pode ser tornado nao observavel e
invariante por meio de realimentagao de estados. Em Tinguagem
corriqueira, qualquer movimento que se inicie ou ocorra dentro
de v+ pode, por rneio de uma realimentacao de estados adequada,
ser mantido la, porque (A + B F) v*C v+ e qual quer movi ment o
ocorrendo em v+ nao sera detectado pela saida vy, porque
V*C Ker C
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A importancia de V* justifica a existencia de al-
goritmo~para sua obtencao. Antes de apresentar um deles consi-
deremos que, dado um subespaco M CC X define-se

-1

A M {x ¢ X|A x e M}

1

e prova-se que A" 'M & tambem um subespaco vetorial de X.

ALGORTMO 2.1 | 25|

vV, = Ke C

-1

<
1

/ VoﬂA (B + V)

-1

V. =V onde u = dim(Ker C) = - r

Podemos encontrar em | 25| ou |1] outras maneiras
de calcular V*. Devemos notar que todos esses procedimentos sao
razoavelmente trabalhosos. Para o caso especial de sistemas com

ura Unica saida (r = 1) as dificuldades diminuem |18].

0 problema de Rejeicao de Perturbacoes, PRP e uma
interessante aplicacao de V¥ e ilustra bastante beam o0 uso da
teoria da invariancia na formulacdao e solugao de problemas de

controle.
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Seja um Sistema

x(t) = A x(t) + B u(t) + E z(t) (2.3.a)

<
—
-+
~—

1i
[qp]

>
—
ct
~

(2.3.b)

onde a perturbacao z(t) pertence ao espago vetorial de perturba

coes Z, com dim Z = q ; E: Z -~ X e rank E = q.
Desejamos controlar o sistema de tal maneira que
as perturbacoes, quaisquer que sejam elas, nao influenciem 0

comportamento da saida.

Nao e dificil |25] concluirmos que, com u(t)

N

F x(t) en (2.3.a) a saida y nao sera afetada por qualquer
possivel se e somente se <A + B F|E >C Kea C, onde Ec X & O
subespaco gerado pelas colunas de E e <A + B F|E > @ O subespa-
¢o controlavel associado as matrizes A + BF e E (parte do espa-
¢co de estados diretamente contaminada pelas perturbagdoes). Esta
terminologia geometrica significa que, no sistema de malha fe-
chada, a matriz de transferencia Gp(s) relacionando z ey deve
ser identicamente nula. 0 problema e: sob que condicoes existe
uma realimentacao de estados F tal que o efeito das perturba-

coes se localize no espaco nulo de C ?
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Wonham e Morse |24| deram a primeira solugao para

este problema.

TEOREMA 2.1

"Para um sistema dado por (2.3) existe F(mxn) tal

que <A + BF|E >cKer C Se e somente Se EC V*"

Este resultado nos diz que & possivel rejeitar as
perturbacoes Se e somente Se pudermos encontrar um realimenta-
cao de estados que mude a estrutura do sistema de tal maneira
que as perturbacoes nele penetre através de V*., Isto as aprisio
naria em V* e, como pode ser visto na interpretacao intuitiva
deste, dada acima, tornaria seu efeito nao observavel pela sai-

da como se deseja.

Deve ser notado que mesmo sendo as  perturbagoes
completamente desconhecidas devemos saber en que partes do sis-

tema elas atuam, isto é, a matriz E.

Lha solugao para o PRP seria uma matriz F tal que
(A + BF)V*C V* Todo esse raciocinio permanece valido ao usar-

mos um elemento V genérico de H. 0 Capitulo IV tratara disso.



EXEMPLO 2.1

ol
~
(ew]
=]

0 0
1 0
VO:KefC:<
0 1
0 0]
-1
v, =V, N ATI(B + V)

v, =V, N AT(B + V)

Ve =V, N A (B +V

14

v,N AT,
v. N Ay
] 1
v. N Ay
7 N .

0 o
0 1
u +
0 0
[ 1 | 0

o o O
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Obviamente o PRP nao serd soluvel. Vejamos O que

aconteceria se a matriz B passasse a ser B = D 0 0 ﬂT

Vo = Ker C
-1 ~1
vV, = Vo N A (Bt Vo) = Vof] A "X
= Vo N X =rV0
( 3
0 0 0
1 0 0
Como V, =V  temos V* = V, = V =4 b
1 0 1 0 0 1 0
0 0 1
\ /

Como EC V 0 PRP tem solucao. Para encontrarmos

um F fariamos F = [f], fos fqs f4] e imporiamos a condicao
(A + BF)V* C V encontrando, apos algum trabalho, f, = -1;
fs = f, =0 Logo F=[f;, -1 0 Qg ondef, & arbitrario e

um solucgao.

0s resultados acima podem ser considerados classi
tos en termos do enfoque geometrico € O PRP tem sua importancia
assegurada na medida en que aplicacoes da teoria da invariancia
a outros problemas, como por exemplo o0 de desacoplamento |25/,
sempre se farao seguindo as mesmas diretrizes expostas acima.
Assim quaisquer esclarecimentos e explicagoes sobre a natureza
do relativamente simples e primitivo PRP serdao na realidade ten
tativas de uma visao mais profunda da essencia mesmo da teoria

da invariancia.
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E esse objetivo que perseguiremos: explicar en
termos acessiveis aos homens de controle os meandros geometri-

cos da invariancia.

IT.2 - VISAO ESTRUTURAL DO PRP

Consideremos, apenas para fixar as idéias, um Sis

tema perturbado extremamente simples com o seguinte diagrama de

blocos: u

—_—p ] et (4 ) ———— V4 -

Uma maneira intuitiva de rejeitarmos a perturba-
¢do z, ou seja, isolarmos a variavel contaminada x; da saida vy
seria usar a particularissima realimentacao de estados U = -x;.
Com isso tornaremos zero a variavel p e teremos confinado a in-

fluencia da perturbacgao.

Passaremos agora a mostrar que a solucao classica
do PRP mostrada na secao anterior encerra, en Ultima analise, a

ingenua simplicidade do procedimento acima.

Gm efeito, o PRP sera soluvel para um dado siste
ma Se e somente se for possivel colocar seu diagrama de blocos

na seguinte forma:
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u u
Y
Yo=Yy
. , |
> 31 ] (- - Sy

Figura 2.1

onde a saida 2 do subsistema.s7 tem o mesmo tamanho da entrada

u.
A solucao sera u = -y

Sendo x, o estado do subsistema S, podemos escre-

ver as equacoes para o diagrama de blocos acima

X1 = Ayqgoxq Aip Xp + By u + Eq 2 (2.4.a)
Yy = E] i] (2.4.b)
Xo —=A22 Xo + Byp = Roo Xy Bz(u+y]) (2.4.c)

.d)

<
i
<
N
1
o)
~nN
X}
N
—
[p%]
=
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Agrupando as equacoes encontramos a formulacao de

estados para o sistema como um todo:

X A Rigf i By By
= + u + z : (2.5.a)
X5 BZC1 A22 _XZJ B2 0
F)‘Z]-
y = [0 C,] (2.5.b)
Uma solugcao para o PRP serd u = F x onde
- _ "
F = [_01 0] e X =
X2

E interessante notar que em (2.5) a porgao infe-
rior esquerda de A & multipla da porcdo inferior de B e que ha

porcoes estratégicas de E e C compostas por zeros.

A forma canonica representada por (2.5), bem como
o diagrama de blocos da figura 2.1., a ela associado, sao indi-
cadores caracteristicos da solubilidade do PRP. Com efeito, 0
resultado principal desta secao diz que o problema de rejeicao
de perturbagoes e soluvel para um sistema dado por (2.3) se e
somente se existir uma mudanca de bases X = @ x que coloque as

matrizes do sistema na forma (2.5).
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TEOREMA 2.2

"0 PRP & soluvel para um sistema descrito pelas
matrizes <A, B, C, E> se e somente se existir um ndmero real
V, g <Vv < N-rT euma base do espaco de estados na qual as ma-

trizes <A, B, C. F> do sistema satisfazem

v n-v
__,-A—\ o
SEEEEP!
A= .ot B = E = (2.6.a)
AT
c=10 62] (2.6.b)
e onde A,; = B, C, para algum c," (2.6.c)

PROVA:

a) A condigao & suficiente

Na nova base, fazendo u = F X com F = E61 ﬂtg

remos
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o

by
1l
>
-+
N

onde vemos claramente que a perturbacao z nao afeta a saida vy
pois a matriz de transferencia Gp,(s) que relaciona z ey e iden
ticamente nula.

Como estes fatos sao uma propriedade do sistema e
independem de particular base usada se, na base original fizes-
sernos u = F X com F = F Q'1 onde Q e a transformacao de equi-
valencia para mudanca de bases (x = Q X) teriamos achado um so

lucao para 0 PRP.

b) A condicdao & necessaria
Sendo dim v+ = v e como ECV: C Ker C teremos
Seja V uma matriz (nxv) cujas colunas formem uma

base para o subespago V* e seja R uma matriz (nxn-v) tal que

R = Q seja nao singular.
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Fazendo x = Q X teremos

Ar o Ao B, E

X = X + u + z
EINREY. 52| E2.

y = -C] CZ_J X

onde A,, & uma matriz (vxv) etc...

Coo [6, T,] =cQ=c[v R] evrCkKerC te-

mas C, = 0 ou seja, (2.6.b) e verdadeira.
Q' Eou E=[V
e EC W temos E, = 0 ou seja, (2.6.a) & verdadeira.

2

Como a solubilidade do PRP nao & afetada por mu-
dancas de bases, sendo u =-F X com F = E'] I?,;] uma solucgao te
remos

(A + B F) v*C U=

Como, por construcdo da nova base, V* pode ser

nela representado pela matriz Ev Q—_[T a expressao acima pode
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ser escrita

AH + B] Fy A]2 + B, F2 IV Iv
= N para algu
A B F i 5 F ma matriz
Ay + By Fy Ay, + By Fy LO 0
o — - T N
Obviamente A,; + B, F; = 0, logo, para Cy = -F,

teremos A,; = B, C, OU seja, (2.6.c) & verdadeira.

Q.E.D.

Uma das contribuicOes deste teorema @ um  visao
estrutural inédita do classico problema de rejeicao de perturba

coes, sempre formulado e resolvido de uma maneira puramente gea

métrica.

Outra importante e interessante consequencia e
que o teorema 2.2 sugere UM novo método para a resolugao do
PRP.

I1.3 - NOVO METODO PARA RESOLUCAO DO PRP

0 uso do teorema 2.1 para resolugao do PRP requer
o calculo de V*. Este subespaco tambem representa um papel cha
ve en outros campos de controle, principalmente nos importantes

problemas que envolvem a teoria da invariancia.



23

Como a obtencao de V¢ pelo algoritmo fornecido na
secao II.1 & muitas vezes trabalhosa muito se tem pesquisado no
sentido de encontrar métodos mais simples. Para determinadas
classes de sistemas, com efeito, V* pode ser obtido de uma ma-
neira bastante direta como se pode ver en |1]| ou |24| por exem
plo. Para o caso geral, entretanto, ainda esbarramos nas difi-

culdades operacionais inerentes ao algoritmo original.

Os resultados da secao anterior sugerem uma maneL
ra alternativa de atacarmos 0 PRP: usando os resultados do teo-
rema 2.2, se conseguirmos encontrar uma base do espago de esta-
dos na qual as matrizes que caracterizam o0 sistema exibam a
estrutura particular de (2.5) entao e so entao ECCV*. Note-se

gue chegariamos a esta conclusao sem calcular v+,

Desta maneira devemos verificar a existencia de
uma matriz nao singular Q tal que a mudan¢ca de bases ocasionada
pela transformagao de similaridade x = Q x coloque as matrizes

do sistema na forma dada por (2.5).
0 seguinte resul tado, consequencia imediata do
teorema 2.2 fornece algumas restricoes iniciais que devem ser

satisfeitas pela matriz Q.

COROLARIO 2.1

"0 PRP & soluvel para um sistema descrito pelas

matrizes <A, B, C, E> se e somente Sse existir um numero real
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V, g <V <n-r euma base do espaco de estados na qual as ma-

trizes <A, B, C, E> do sistema satisfazem (2.6) e ainda
. - 1
<y ==[§ Ié] e B; _ | @ "
0
PROVA:

Dadas <A, B, C, E> na forma (2.5) sejam  p.(vxv)

e Pz(n-v X n-v) matrizes nao singulares tais que 62P2 = [? I;T

A existencia de tais matrizes e assegurada pois

rank C,:=:rank C = r
rank E1 = rank E = q
P-I 0
Fazendo x = P X com P =
0 PZ

seria imediato verificarmos que teremos rnatrizes <A, B. C, F»>
com as caracteristicas pedidas.

Q.E.D.

Como previsto este resultado auxilia na busca de

Q pois a matriz procurada deve satisfazer, a priori, a seguinte
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condigao: Q e Q onde

Q = (Q(nxn)|C Q = EJ D1 e Q" 'E - [, (ﬂT}

Neste ponto podemos, sem perda de generalidade,

supor que o sistema <A, B, C, E> an estudo (equacgoes (2.3)) e

descrito, na base original, por

A A Mg A 1|
x = P21 Paz Pasl x4 (B2 us |0 2 (2.7.a)
As1 o Az Agg B3 9
y = :0 0 ng (2.7.b)
onde as dimensoes das submatrizes sao: Ay (axq),
A22(n-q-r X n-q-r), Ass (rxr); By (qxm) etc.
Se isso nao acontecer podemos providenciar ura

transformacao de equivalencia inicial, caracterizada por quatl-
quer matriz Q; e Q, cuja consequente mudanca de bases coloque o
sistema na forma descrita pelas equagoes (2.7). A inexistencia
de uma base inicial com tais propriedades, ou seja Q = ¢, indi-
caria imediatamente, pelo corolario 2.1, a nao solubilidade do

PRP.
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A partir deste momento, tendo ou nao havido uma
mudanca inicial de bases, o sistema a ser analisado serd sempre
expresso na forma (2.7). Devido as particularidades dessa for-
ma, € ainda ao corolario 2.1, € facil verificarmos que de agora

en diante a matriz Q procurada e da forma

I 0 0
q
Q = 0 M 0 (2.8)
0 0 L.

A busca de Q reduz-se, desta maneira, a busca de
uma matriz M(n-g-r x n-qg-r) nao singular. Pode-se dizer que ao
utilizar as equacgoes (2.7) adquirimos o direito de trabalhar
apenas no "miolo" do sistema sem perder as informacoes pertinen

tes ao PRP.

Apresentamos a seguir tres resultados, tambem con

sequencias imediatas do corolario 2.1 e das equagoes (2.7).

Corolario 2.2

'Se existir uma matriz Ciy(m x n-r) tal que
Eq31 A32:l = B,C, entdo o PRP & solivel para (2.7) usando

U = |:-C1 O_]x. Teremos ainda V* = Ker C".

PROVA: Obvia.
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COROLARIO 2.3

'Se nao existir uma matriz Cqy(m X q) tal que

A = B

31 C, entdo o PRP nao & soluvel para (2.7) isto &, Egtv*".

3

COROLARIO 2.4

'Se existir uma matriz C1(m X q) tal que
B,
= C, entao o PRP & soluvel para (2.7) usando

31 B

i 3
TR 0]x. Teremos ainda A EC B + E, ou seja, E sera (A,B)

invariante"

Estes resultados, duas condigoes suficientes e
uma necessaria, permitem, através de uma simples inspecgao das
matrizes en (2.7) a indicacao prematura e praticamente imediata

da solubilidade ou nao do PRP.

EXEMPLO 2.2

Representando o sistema usado no exemplo 2.1 na

forma das equagoes (2.7) teremos:
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- =4 — =
-3 1 0 0 0 1
il ; ;
X = X + u + z
0 0 -1 0 1 0
;i....é....é....b ; ;
y=]0: 0 0 :T]x
onde, usando o0 corolario 2.3, a verificacao de que o PRP nao

tem solucao e imediata, pois para toda C, teremos B3C1=O¢A3]=1.

0 outro sistema tratado no exemplo 2.1 admite co-

mo representacao

_ - . .
3.0 0 .0 0 1
P : :

X = X + u -+ y
0: 0 -1 0 1 0
BRI : :
_

0 0 0 :1]

Agora [§3] : A3é] = [j 0 QJ = B,C, desde que
Cl = [i 0 QT. Pelo corolario 2.2 0 PRP sera soluvel com

F = 0 0 fﬂ onde f, & arbitrario, e ainda teremos U*=KerC.

Obviamente estes resultados estao de acordo com 0S anteriores.

A facil idade de aplicacao dos corolarios acima pa

ra alguns casos e a importancia das informagoes deles provenien

tes sao animadoras.



0 novo método para resolucao do PRP prometido no
titulo desta secao, baseado na equagao (2.8) e para o qual 0s
tres ultimos resultados sao apenas casos particulares sera apre

sentado en detalhes no Capitulo III.

Enquanto ainda estamos no Capitulo II continuemos
estudando alguns aspectos tedricos do PRP, aplicando sempre que
possivel as possibilidades estruturais inéditas trazidas pelo

teorema 2.2.

A questao das bases serd irrelevante pois a par-

tir de agora lidaremos com matrizes de transferencia, ou seja:

11.4 - ASPECTOS FREQUENCIAIS DO PRP

Sejam as equacoes (2.3), representantes do siste-
ma para 0 qual o PRP e definido e estudado. Usando o principio
da superposicao podemos escrever

Y(s) = G.(s) U(s) + G (s) Z(s) (2.9)

p
onde Y(s), U(s), Z(s) sao as transformadas de Laplace dos veta
res que representam, respectivamente, a saida y(t), a entrada
u(t) e a entrada de perturbacao z(t). Seria imediato verificar-
mos que a matriz de transferencia de comando, G.(s) e a matriz
de transferencia de perturbacao Gp(s), de dimensbdes respectiva-

mente (rxm) e (rxq) sao dadas por:
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-1

G.(s) = C(sI-A)"'B (2.10.a)
6,(s) = C(sI-A)T'E (2.10.b)
Desde a sua introducao, acredita-se que por

Wonham e Morse |24|, o PRP foi tradicionalmente formulado e re-
solvido de uma maneira geometrica (E CV*), sendo para isto ne-
cessaria a representacao dos sistemas pelas equacdes do espago
de estados, (2.3). Acreditava-se que o PRP envolvesse mecanis-
mos que nao seriam traduzidos por representacoes do tipo exter-
nas, como por exemplo a representacao frequencial via matrizes
de transferencia sintetizada pela equacao (2.9). Haveria uma
perda essencial de informagoes, acontecendo algo assim como 0
gue acontece com 0s fenomenos de nao controlabilidade e/ou nao
observabilidade, incapazes de detecgcao pelas representagoes ti
po entrada-saida. O PRP seria entdo de aplicagao exclusiva das
representacoes internas, das representacoes Nno espaco de esta-
dos, tornando-se impossivel a sua formulacdao e resolucdo em tef

mos das matrizes G.(s) e GP(s).

Em alguns casos especificos, porem, verificou-se
que essas ideias nao eram verdadeiras. Em |1g|, por exemplo,
viu-se que para sistemas com entradas, saidas e perturbacoes
escalares (m = r = g = 1) o PRP era bem caracterizado pelas fun
¢oes de transferencia GC e Gﬁp.
Houve um grande avango en |2| onde a classe de

sistemas para 0s quais o PRP e tratavel em termos frequenciais
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foi dilatada: sistemas onde apenas a saida e escalar (r=1) e
ainda sistemas multivariaveis satisfazendo uma restricao suave.
Para o caso geral, entretanto, nada se havia provado e a cren-
ca de que o PRP nao era um problema frequencialmente caracteri-

zavel, embora abal ada, persistia.

Vamos considerar o diagrama chave para o PRP, fi

gura 2.1 e supor que 0S subsistemas admitem COMO equacgoes

Y](s) = C(s) U(s) t D(s) Z(s) + L(s) X2(s) (2.117)
onde
C(s) = Cq(sI-A;q) 7B, (2.12.a)
D(s) = Cq(sI-Ay)7E, (2.12.b)
L(s) = Cy(sI-A;p) " Ap, (2.12.¢)
e tambem
X2(s) = K(s) P(s) (2.13)
Y(s) = H(s) P(s) (2.14)
onde
K(s) = (sI-A,,) '8, (2.15.a)
H(s) = C,(sI-A,,) B, (2.15.b)
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Note-se que o sinal foi omitido, por simplicida-

de.

Vamos encontrar a relagao entre Y(s), U(s) e
Z(s), sempre que possivel desprezando o s para evitar formalis-

no desnecessariamente carregados.

Lembrando que P = Yy + U (figura 2.1) podemos eli

minar X, usando (2.11) e (2.13):

Y]=CU+DZ+LK(Y]+U) ou

(I - LKYy=(C+LKUG+DZ
Usando essa expressao em (2.14) teremos

Y = HP = H(Y, + U)

1
Y= HO(I - L K)TTIC + L KU + D 7]+ U}

-1

Y = H(I - L K)7'4{(C + L K)U + D Z +(I - L K)U}

-1

Y = H(I - L K)7'{(C+ I)U+ D 7}

0 que nos permite reescrever a equagao 2.9:
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onde, identificando G, e Gp én termos dos parametros de (2.5)

ou, equival entemente, da figura 2.1:

-1

jep]
1

H(I - L K)7'(C + 1) (2.16.a)

[<p]
n

H(I - L K)" ' (2.16.b)

Estamos en condicoes de estabelecer o0 - resultado

principal desta secao.

TEOREMA 2.3

"O PRP sera soluvel para um sistema descrito por
<A, B, C, E> se e somente se existirem matrimes racionais estri
tamente proprias H(s), L(s), K(s), C(s), D(s) com dimensoes res
pectivamente (rxm), (mxn-v), (nh-vxm), (mxm), (mxq) onde
g <V < n-r, tais que as matrizes Gc(s) e GP(s) definidas en (2.9) e
(2.10) satisfazem as relagoes (2.16), isto e:

-1

G = H(I - LK) '(C+ 1)

H(I - L K)-]D "

o
i

PROVA:

a) A condigao e necessaria

Ja apresentada no raciocinio imediatamente ante-
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rior, quanto partimos do diagrama indicativo da solubilidade do
PRP e chegamos as relacgoes (2.16). Deve-se apenas notar que as
equacoes (2.12) e (2.15) definem matrizes estritamente pro-

prias.
b) A condigdo e suficiente
Podemos escrever (2.9) como
Y = H(I -LK7[(C+I)U+DZ|

definindo a variavel p como

5= (I -LK7{(C+I)U+D7}

temos

(I -LK)yp=(C+1I)U+DZ

B =U+CU+DZ+LKTP

Usando a equagdo acima e o fato de que Y = H P po
demos construir o seguinte diagram de bloco que se encontrana forma

do diagrama da figura 2.1 mostrando assim a solubilidade do PRP.
QE.D.
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v e wme o v m— e e et v ame

ot v o e mm e o e e e

A primeira consequencia importante deste resulta-
do e a resposta negativa as conjecturas mencionadas no  inicio
desta secao. Para o caso geral e Leoricamente possivel caracte-
rizar e solucionar o PRP levando-se eén conta apenas a descrigao
externa fornecida pelas matrizes Gp(s) e G.(s) e pela relacao
(2.9). Desta maneira, rejeigcao de perturbacoes nao & um proble-
ma formulavel e soluvel exclusivamente pelas supostamente mais

poderosas técnicas de estado.

COROLARIO 2.5

"Se dois sistemas A , By, C;, E;> e
<A,s B,, C,, E,> possuem as mesmas matrizes de transferencia,is
to &, G q(s) = G.,(s) e GP](S) = Gﬁz(s) entao eles serao identi

tos N0 que diz respeito ao PRP".

i 1 y
I |
I 1 i
I C :
I .
i I Tttt T T
| i A i

M P - | y
‘ > D ——»@f ' +- ' — H - ' J,
] | ! |
I I ! I
i | = l
' i \ I
I i ! IL |
] - i
i S] L : : S2 i

i -
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PROVA: Obvia

Na situacao do corolario acima o0os dois sistemas
diferem por causa de modos nao controlaveis e/ou nao observa-
veis adicionados a uma mesma representacao minima comum a  am-

bos.

Desta maneira, estes ultimos resultados real cam o
fato de que as descrigoes entrada-saida via matrizes de trans-
ferencia, apesar de incapazes de detectar falhas de proprieda-
des como a controlabilidade e/ou observabilidade, ainda guardam
en si as informacoes necessarias e suficientes a respeito de
problemas como o PRP. Por serem as matrizes de transferencia
mais densas e compactas, essas informagoes nao Se apresentam em
uma forma clara, cristalina e facilmente visualizavel como por
exemplo EC V*. Ao inves disso temos relagoes do tipo (2.16) on
de e dificil interpretamos o cerrado formalismo en termos in-

tuitivo~e acessiveis.

Outra aplicacao do teorema 2.3 e a explicagao do
gue ocorre no ja citado caso de entradas, saidas e perturbacgoes
escalares. Ao fazermos isso teremos tambem uma interpretacao

mais suave das equacoes (2.16).

Entremos com a hipotese de que m = r = q = 1. Am
Tisando (2.15.b) chegamos a conclusao de que H(s) & uma fungao

de transferencia estritamente propria:
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onde- d,(s) = det(sI-A,,) e gr(n,(s)) < gr(d,(s)). O simbo10

gr(x(s)) indica grau do polinomio x(s).

De (2.72.c) e(2.15.a) vem

4 (s)
dy(s)d,(s)

-1 -1

L(s)K(s) = 01(sI-A A]Z(SI-A B, =

1) 22) By

que tambem & uma funcao de transferencia estritamente propria:

gr(n3(s)) < gr(d1(s)d2(s)) onde d1(s) = det(sI-A1]).

As mesmas consideracdes valem para C(s) e D(s)

com novidade adicional de que seus denom nadores sao identicos:

Usando as informacoes acima nas equacgoes (2.16)
obtemos

d
G (s) = np(s) (M (s)vdy (5) (2.17.a)

¢ dy(s)d,(s)-ny(s)

6,(s) = PASATASS (2.17.b)

d](s)dz(s)-n3(s)
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Como C(s) e D(s) sao estritamente proprias temos
gr(d;(s) + ny(s)) = gr(d,(s) > gr(ng(s)) e como consequencia fi
nal a funcao de transferencia de comando G.(s) apresentara um
numero maior de zeros do que a funcao de transferencia de per-
turbagoes Gp(s). Na contagem dos zeros deve-se levar an  conta
suas multiplicidades.

Gm isto provamos uma das partes do

COROLARIO 2.6

"0 PRP sera soluvel para um sistema com m=q=r=]
se e somente se a funcao de transferencia de comando Ge(s) ti-
ver mais zeros do que a funcao de transferencia de perturbacao,

Gp(s), levando en conta as multiplicidades".

PROVA:

a) A condigdao e necessaria:ja apresentada.

b) A condicao e suficiente:

n 2]
Colocando 6. = -£ e 6_ = —2 seja m, o maximo divi
¢ P g 2 -
sor comum dos polinomios n. e nP' Poderemos escrever
m, @ m, q
¢ - .2 'c : 6. = 2P (2.18)
¢ d P d

onde, como G_ tem mais zeros do que G,, teremos

P,
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dP ais que

proprias ternos

onde
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gr(q.) > gr(ay) (2.19)
E sempre possivel encontrarmos polinomios d, e
gr(d.) = gr(a.) (2.20.a)
gr(dC dp) = gr(d) (2.20.b)
Por estarmos considerando G, e GP estritamente

gr(dp) > gr(mz) (2.21)
A partir de (2.20.b) podemos escrever

(2.22)

gr(mg)< gr(d) (2.23)

Substituindo (2.22) em (2.18) vem

OU equivalentemente,
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e - m, dC dp q. - m, dC dp qp
c _ ’ p _
dp(dC dp ms)d, dp(dC dp m3)dC
G = Tg (d dp_m3)'] EE- G = Tﬁ (EE_EB:TE)‘1 S_
c > 7p
dp c dp dC dp d. dp dC
m5 _ _
Mas (2.21) garante que — = H e estritamente pro-
n’p
pria; (2.23) e (2.20.b) idem para - L K (2.19) e
d. d
q D
(2.20.a) idem para —2 = D; finalmente (2.20.a) acarreta que
d
9 _c _
-~ =1+ C onde C e estritamente propria.
d
c

Neste ponto podemos aplicar o lema 2.2 e concluir

que o PRP & soluvel.

Q.E.D.

Apresentamos uma prova inedita para un fato ja

conhecido desde | 16| onde foi tratado em um contexto diferente.

Esta interpretacao das equacoes (2.16), ou seja,
do criterio frequencial para a solubilidade do PRP, @ extrema-
mente Util e interessante pois o conceito de zeros de  fungdes
de transferencias e familiar ao pessoal de controle e a sua ob-

tencao e bastante simples e direta.
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EXEMPLO 2.3

Um sistema constituido por um motor DC acionando

uma carga pode ser representado pelo seguinte modelo:

1 m_ !l — 0
(s+1)(s+2) © s(s+3)

onde V & a tensao de alimentacao do motor; T e 0 torque produ-

zido por ele; T_ e um torque de perturbacao € 0 e a posicdo da

P
carga.
Facilmente obtemos
6 (s) = !
¢ S(s+1)(s+2)(s+3)
Gp(s) _ 1 _ (s+1)(s+2)

s(s+3) S(s+1)(s+2)(s+3)

€ vemos que O PRP nao tem solucdao. Conclusao esta, alias, a que
ja haviamos chegado nos exemplos 2.1 e 2.2 onde estudavamos O

mesmo Sistema no espago de estados.

Na outra referencia citada |2]| , onde o PRP & ca-
racterizado frequencialmente para certas clasces de sistemas,
tambem aparece a intrigante conexao entre EC V* e 0S zeros

das agora matrizes de transferencia. De uma maneira geral a con
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digao de solubilidade para o PRP continua a ser que o  "numero
de zeros de comando" deve ser maior do que 0 "numero de  zeros
de perturbagao". E lOgico que agora estes "zeros de comando" e
"zeros de perturbacao" sao definidos sob novas condicoes poden-
do n3ao ter a mesma interpretacao familiar do caso m=r=q=1 onde
eram as raizes dos polinomios numeradores das funcoes de trans-

ferencia.

Esta visao do PRP autoriza uma analise, en termos
bastante corriqueiros e intuitivos, sobre o papel dos zeros de
uma matriz de transferencia. Vamos associa-los com a "agilidade"
do sistema. Em um Sistema sem zeros a “"inercia" seria predomi-
nante. Esta iria diminuindo a medida que adicionamos Zeros,
pois a "agilidade" aumentaria. Nestes termos o PRP e sol Gvel

guando a malha de comando for mais "agil" que a de perturbacgoes.

Todas estas ideias sao uteis e importantes na me-
dida en que ajudam a clarear dois aspectos muito en evidencia
atualmente. Um deles refere-se ao conceito ainda bastante nebu-
loso de zeros, principalmente no caso multivariavel. Para siste
mas escalares 0s zeros sao as raizes do numerador da funcao de
transferencia, mas para o caso multivariavel as definigoes se
multiplicam: |23]| |4| etc. Embora alguns autores tenham trata-
do do assunto [11|, a literatura tambem se ressente, ainda, da
falta de explicacoes em termos palpaveis e intuitivos do signi-

ficado fisico dos zeros.
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0 outro topico muito pesquisado atualmente e 0
da interpretacao de V* ou, de uma maneira mais geral, da fami-

lia.H, em termos nao geométricos.

A esperanca de se poder caminhar nessas diregoes
usando resultados provenientes dos teoremas 2.2 e 2.3 & gran-

de.
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CAPITULO 111

NOVOS METODOS PARA RESOLUCAO DO PRP

I11.1 - GENERALIDADES

Este capitulo tratara detalhadamente da aplicacao

do teorema 2.2 na obtencao de um novo metodo de atagque ao PRP.

OGs procedimentos tradicionais para isso envolvem
0 calculo de V¥ por meio de algoritmos apropriados (um deles e
mostrado na segcao 11.1) e a posterior verificacao da inclusao
Ec V*. Esta maneira, totalmente baseada na interpretacao geome
trica dos fatos dada pelo teorema 2.1, muitas vezes esbarra en
dificuldades computacionais. Para supera-las muito se pesqui-
sou, e ainda se pesquisa |8/|13]|22] etc., no sentido de carac
terizar V* de um modo diferente do originalmente proposto por
Wonham. Ao lado dos Obvios interesses en simplificar as manipu-
lacoes associadas ao PRP e a todos os problemas que envolvan
V¥ estad o fato de que qualquer interpretacao desse importantis-
simo subespaco em termos menos abstratos e mais intuitivos se-
ria extremamente bem-vinda. Nota-se mesmo uma preocupacao CONS-
tante na literatura en explicar as propriedades geométricas de
V¥ an termos frequenciais, OU seja, matrizes de transferencia.
Mais uma vez lembramos que o subespago V¥ tem emprego importan-
te e generalizado nos assuntos tratados pela teoria da invariasn
tia, nao se restringindo, en absoluto, ao problema ora em estu-

do.
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Como ja notdvamos na secao II.3 a visao estrutu-
ral e inédita do PRP proporcionada pelo teorema 2.2 e pela fi-
gura 2.1 sugere a possibilidade de se pesquisar um método de

resolucao do PRP sam o calculo de V*.

Revisiternos, de uma maneira abreviada, as primei-
ras secoes do capitulo anterior, onde as ideias acima eram lan-
cadas. Para isso consideremos o sistema linear e invariante no

tempo que se deseja estudar descrito da maneira usual por

Ax+Bu+6€E?z (3.1.a)

"
™.
] 1

y C x (3.7.b)

0 teorema 2.2 assegura que as perturbagoes serao
rejeitadas para tal sistema se e somente se for possivel colo-
car 0 seu diagrama de blocos na forma da figura 2.1 ou, equiva-
lentemente, se e somente se existir uma base no espaco de esta-
dos, dada pela transformacao de similaridade X = Q ; na qual o

sistema e descrito pelas equagoes

{2
y

onde 7\21, a porcao inferior esquerda de A formada pelas n-v ul-

It
=)
x}
+
(se})
<
-+
m)
N

I
o}
>}

timas linhas e v primeiras colunas,e um multiplo de §?, a por-
cao inferior de B formada por suas n-v Ultimas linhas, e a por-
¢ao inferior de E bem como as primeiras colunas de T deve ser

nula, ou seja:
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AMr oAy B, E,

X = oo, X+ u o+ z (3.2.a)
B,¢C A B 0
Pofr iR o] ]

y = o Eé] % (3.2.b)

onde A;, & uma matriz (vxv), A,, (n-vx n-v), B, (vxm), E;(vxq),

62 (rxn-v) etc.

Resolver o PRP seria entao procurar uma matriz
nao singular Q tal que 0" A Q, 0V B, 0 Eec Q apresentem
as particularidades explicitadas por (3.2). 0 corolario 2.1
especifica ainda mais essas particularidades, mostrando que C

e E podem ser consideradas igual a

CZE)EIr];E EqEOJT

Desta maneira, a matriz procurada Q deve satisfa-
zer, alem das condicoes impostas por (3.2), estas outras restri
coes adicionais. Se, porem, na base originalmente usada para
descrever 0 sistema as matrizes C e E ja apresentarem a forma
[O Iv*] e E[q O_]T e de se esperar que Q tenha uma estrutura
bastante especial e camarada. Assim, consideremos que 0 sistema

<A, B, C, E> e descrito, na base original, por

— - - — =
A

11 M2 Ay By Iy
x = (P21 Raz Poz| x s |B2l u s (O] ;2 (3.3.a)
A31 Ase Ay 53 0



47

y =110 0 I]x (3.3.b)

onde Ay, e uma matriz (qxq), A22(n—q-rxn—q-r), A33(rxr),B](qu)

etc.

A val idade dessa hipotese & sustentada pelo coro-
Tario 2.1: se nao for possivel encontrar um base inicial onde
as matrizes do sistema se apresentem como en (3.3) nao havera
solugcao para o PRP. Seria féacil verificar que a matriz Q deseja

da exibe a forma

g Y2 U3

qQ = Q3

0 0 Ir

Como ficara claro mais adiante podemos considerar

nulas as submatrizes Q12, 013 e Q?g, resultando

K 0 0]
q
0 M 0 3.4
0 - (3.4)
0 0 I
- r

e a nossa tarefa reduz-se, desta maneira, a busca de uma matriz

M (n-g-r X Nn-g-r) nao singular.

0 problema pode ser formulado da seguinte manei-
ra: dado um sistema <A, B, C, E> como en (3.3) desejamos estu-
dar a solubilidade do PRP sem calcular V*. Para isso devemos ve
rificar se @ possivel coloca-lo na forma (3.2) usando matrizes

Q como en (3.4). A incapacidade de se achar tais matrizes indi-
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caria a nao solubilidade do PRP. O objetivo entao e elaborar um
algoritmo, isto e, uma busca ordenada, um conjunto de regras
que seguidas repetidas vezes levem a uma posicao definida sobre

a existencia ou nao de uma solucao.

EXEMPLO 3.1

No sistema dado abaixo omitimos as variaveis X,

u, y, z apresentando apenas as matrizes <A, B, C, E>

ol [o 11 [

—
(@]
o
(@]

1 0 1 0 O 1 0 0

[0 o 0o o T]

As transformagoes de equivalencia que preservam a

particular forma das matrizes C e E sao dadas por

1.0 . 0] EE 0]
-1

N L e ol - {0 0

0:0: 1 0 : 0 1

onde M e P sao matrizes (3x3) nao singulares tais que PM=MP=1,

Estaremos interessados em partes especificas das

matrizes A = Q'] A Qe B = Q'] B: a porcao inferior esquerda de

A, A,y (n-VXV)e a porgao inferior de B, B, (n-vxm). Desejaria-
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mos encontrar Um valor de v para 0 qual

- —_

Ao1 = 8, C, para algum C, (3.5)

Como, pelo teorema 2.2, q < v < n-r comecaremos

com

onde os operadores L. e RV s3o definidos da seguinte maneira:
L1.X + matriz composta pelas i ultimas linhas de X.

YRY > matriz composta pelas j primeiras colunas de Y

1.0
Ayp(4) = [0 10 1] A 0 : M ,52(4)=[o 0: 1] B
0:0

Desenvolvendo vem

=}

21(4) = E) Mo1 Myp "‘23] 3 By(4) = [0 d

onde os m. sao os elementos da segunda linha de M.

Para (3.5) ser verdadeira devemos ter M1 -

= Myy

m,, = 0 0 que viola a hipotese de nao singularidade de N. Por-

tanto, jamais chegaremos a forma (3.2) com v = 4.

29 Passo: v = n-r-1 = 3

-1

Ry (3) =1, a7 AQRY :B,(3) =L, Q
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1 :0 -
- 0 .LyP 0] i 51 0 :LP :0
A21(3) = ..ot A Q': MB. ; 82(3) = ... T
0 :0 I 0 0 0:0 :1
Antes de prosseguir notemos que
A, (3) = ; B,(3) =
21 2
0 Moy P 0 0

e uma condicao necessaria para que (3.5) se verifique e 0 pro-

cesso possa continuar e Moq = Moy = 0. Esta restricao, juntamer

te com 0 fato de que L]PMR2 [o 0] nos leva a conclusao de

que L.P = [0 @] permitindo finalmente escrever

P32
i 0 myqtmgy  Myptimg, |00
A21(3)=p32 5 82(3) =
0 0 0 0 0
Para (3.5) se verificar devemos ter myq+may -
myo+ia, = 0 ou Pio = 0. Como qualquer destas possibilidades afe
taria a nao singularidade de M, nao havera solugao (forma

(3.2)) com v = 3.
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Usando, ainda, a restricao Moy = My = 0 e facil

notar que

0 0 . 0 0
e uma condicao necessaria para (3.5) valor e my; + mgqy = 0. Es
ta restricdo e mais 0 fato de que LOPMR'l = |0 O[T lTevam a
[521 P22 pz;]
L2P =
0 P3o 0

Substituindo mais acima vira

P2y 0 Poy Py
Ryq(2) = 0 o 62(2) =10 0
0 0 0 0

Neste terceiro passo, para v = 2 a equagao (3.5)e

finalmente satisfeita desde que usemos

§+1 8

(@)
It

onde y e § sao nUmero reais quaisquer.

0 PRP tem solucao para o sistema do exemplo, e a
matriz Q responsavel pela mudanca de bases que 0 coloca na for-

ma (3.2) pode ser obtida a partir de




































































































































































































































































































































