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R E S U M O  

Desenvolve- se  n e s t a  t e s e  urna nova abordagem para  

o  problema de r e j e i c a o  de p e r t u r b a c o e s ,  o  P R P ,  t r a d i c i o n a l m e n t e  

a p r e s e n t a d o  e  r e s o l v i d o  em termos g e o m é t r i c o s .  E s t e  novo e n f o-  

que p e r m i t e  urna e x p l i c a c a o  e s t r u t u r a l  dos mecanismos e n v o l v i d o s  

e  duas  de s u a s  mais i m p o r t a n t e s  c o n s e q u e n c i a s  sao  a n a l i s a d a s .  

Demonstra- se,  em p r i m e i r o  l u g a r ,  a  p o s s i b i l i d a d e  

de s e  p a s s a r  a  e n c a r a r  o  P R P  de uma maneira  t o t a l m e n t e  f r e q u e n -  

c i a l ,  a t r a v g s  d a s  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a  do s i s t e m a .  I s t o  mos - 
t r a  que a  d e s c r i c a o  i n t e r n a  v i a  equacoes  de e s t a d o  nao e a  Unica 

f e r r a m e n t a  capaz de f o r m u l a r  e  r e s o l v e r  o  P R P ,  como s e  a c r e d i t a -  

va .  

A mencionada v i s a 0  e s t r u t u r a l  i n é d i t a  também suge  - 
r e  u m  novo método para  r e s o l u c a o  do P R P .  Todas a s  p o s s i v e i s  va-  

r i a c o e s  dos a l g o r i t m o s  que c o n s t i t u e m  e s t e  novo método c a r a c t e r i  - 

zam-se por t r a b a l h a r e m  com dimensoes r e d u z i d a s .  Outra  Óbvia van- 

tagem dos procedimentos  p r o p o s t o s  é a  p o s s i b i l i d a d e  de s e  o b t e r  

in fo rmasoes  p recoces  s o b r e  o  problema.  Muitas  vezes  uma s i m p l e s  

in specao  das  m a t r i z e s  do s i s t e m a  pode d e c i d i r  s o b r e  a  e x i s t e n c i a  

Além do P R P  e s t e  t r a b a 1  ho e s t u d a  o u t r o  problema 

que envo lve  a  t e o r i a  da i n v a r i a n c i a :  o de e n c o n t r a r  t o d a s  a s  co-  

b e r t u r a s  de u m  dado subespaco .  E t r a t a ,  f i n a l m e n t e ,  de u m  a s p e c-  

t o  r e l a c i o n a d o  com a  p r ó p r i a  e s s e n c i a  da t e o r i a  da i n v a r i a n c i a :  

a  c a r a c t e r i z a c a o  de t o d o s  os  s u b e s p a ~ o s  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s .  
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ABSTRACT 

A  new t r e a t m e n t  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  d e c o u p l i n g  p r o  - 
b l e m ,  DDP, w h i c h  i s  t r a d i t i o n a l l y  f o r m u l a t e d  a n d  s o l v e d  b y  geome - 
t r i c  means,  i s  g i v e n  i n  t h i s  t h e s i s ,  T h i s  new p r e s e n t a t i o n  a l -  

l o w s  a n  s t r u c t u r a l  e x p l a n a t i o n  o f  d i s t u r b a n c e  r e j e c t i o n  a n d  t w o  

o f  i t s  m o s t  i m p o r t a n t  c o n s e q u e n c e s  a r e  s t u d i e d .  

I n  t h e  f i r s t  p l a c e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  v i e w i n g  t h e  

DDP e n t i r e l y  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  c o n t e x t ,  t h r o u g h  t h e  s y s -  

t e m ' s  t r a n s f e r  m a t r i c e s ,  i s  e s t a b l i s h e d .  T h i s  f a c t  shows t h a t  

t h e  i n t e r n a 1  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s y s t e m  u s i n g  t h e  s t a t e  e q u a t i o n s  

i s  n o t  t h e  u n i q u e  t o o l  c a p a b l e  o f  f o r m u l a t i n g  a n d  s o l v i n g  t h e  

DDP a s  i s  g e n e r a l l y  be1  i e v e d .  

The  new s t r u c t u r a l  a p p r o a c h  t o  DDP a l s o  s u g g e s t s  

a  new p r o c e d u r e  f o r  s o l v i n g  i t .  A  common a s p e c t  o f  t h e  a l g o -  

r i t h m s  t h a t  c o n s t i t u t e  t h i s  new m e t h o d  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  

d e a l  w i  t h  d i m e n s i o n s  sma l  l e r  t h a n  n .  A n o t h e r  o b v i o u s  a d v a n t a g e  

o f  t h e  p r o p o s e d  p r o c e d u r e s  l i e s  i n  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  o b t a i n i n g  

a  r a p i d  v e r i f i c a t i o n  o f  s o l v a b i l i t y .  O f t e n  a  s i m p l e  i n s p e c t i o n  o f  

t h e  m a t r i c e s  c a n  d e c i d e  t h e  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s .  

B e s i d e s  DDP t h i s  t h e s i  S s t u d i e s  a n o t h e r  p r o b l  em 

r e l a t e d  t o  i n v a r i a n c e :  t h a t  o f  f i n d i n g  a l 1  c o v e r s  o f  a  g i v e n  

s u b s p a c e .  And,  f i n a l l y ,  i t  d e a l s  w i t h  a n  a s p e c t  c l o s e l y  r e l a t e d  

t o  t h e  e s s e n c e  o f  i n v a r i a n c e :  t h e  c o m p l e t e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  

a l 1  (A ,  B )  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s .  
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O convencionalmente  chamado C o n t r o l e  Moderno, onde 

estudamos o s  s i s t e m a s  d inamicos  a t r a v é s  das  v á r i a s  p o s s i v e i s  t é c  - 

n i c a s  do espaco  de e s t a d o s ,  nao pode t e r  s u a s  bases  i n i c i a i s  c r e  - 
d i t a d a s  com e x c l u s i v i s m o  aos  c o n c e i t o s  de c o n t r o l a b i l i d a d e  e  ob- 

s e r v a b i l  i d a d e  i n t r o d u z i d o s  por Kalman. Ele  também nao t a o  novo 

como seu nome p r e t e n s i o ~ a m e n t e  s u g e r e :  j á  e r a  empregado, náo em 
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seu a s p e c t o  a t u a l ,  e  l ó g i c o ,  p e l o s  p e s q u i s a d o r e s  que t e n t a r a m ,  

a  p a r t i r  do s é c u l o  XVIII,  e n t e n d e r  de uma maneira  mais r a c i o n a l  

e  matemát ica  o  funcionamento  dos p r i m e i r o s  mecanismos usados  pa- 

r a  c o n t r o l e  a u t o m á t i c o .  0s  problemas eram sempre de n a t u r e z a  me- 

c a n i c a  p o i s  d e s e j a v a - s e  bas icamente  manter  d e n t r o  de l i m i t e s  a  

v e l o c i d a d e  de máquinas e  motores .  A e s s e n c i a  dos métodos e r a  e s -  

t a b e l e c e r ,  empregando l e i s  da mecanica ,  a s  equacoes  d i f e r e n c i a i s  

que regiam o  comportamento dos s i s t e m a s  em e s t u d o .  Já s e  s a b i a  

que e s s a s  equacoes  podiam s e r  c o n s i d e r a v e l m e n t e  s i m p l i f i c a d a s  ao 

s e  supor  que a s  v a r i á v e i s  nao s e  a fa s t avam muito de de te rminados  

v a l o r e s  de  o p e r a ~ á o .  Descobr iu- se  também que a  s o l u ~ X o  dos p r o -  

blemas de r e g u l a r  v e l o c i d a d e s  e s t a v a  in t imamente  r e l a c i o n a d a  com 

a s  r a i z e s  de de te rminados  pol in6mios  a s s o c i a d o s  a s  equacoes  d i f e  - 

r e n c i a i s .  

Tentando r e s u m i r  a  s i t u a c a o  podemos d i z e r  que :p lan  - 

t a s  mecanicas  t inham s u a s  v e l o c i d a d e s  r e g u l a d a s  por  d i s p o s i t i v o s  



a u t o m á t i c o s  que empregavam r e a l i m e n t a c a o ;  os s i s t e m a s  eram mate- 

mat icamente  e s t u d a d o s  a t r a v é s  de e q u a ~ o e s  d i f e r e n c i a i s  que d e s -  

c reviam a evolucao  no tempo das  g randezas  mecanicas  e n v o l v i d a s ;  

os c o n c e i t o s  de l i n e a r i z a g a o  j á  eram conhec idos  e  u t i l i z a d o s .  

E s t e  quadro  r e t r a t a ,  em b r e v r s s i m a s  p a l a v r a s ,  o que pode s e r  

c o n s i d e r a d o  como p r i m e i r a  f a s e  h i s t ó r i c a  do C o n t r o l e .  Todo O 

a c e r v o  de conhecimentos  a d q u i r i d o s  n e s s a  época é a  base  do que 

s e  costuma chamar e s t u d o  dos s i s t e m a s  "no domTnio do tempo" ou 

" t é c n i c a s  t e m p o r a i s " .  

Uma v e r d a d e i r a  r evo lucao  nas t é c n i c a s  de  abordagem 

de problemas de c o n t r o l e  o c o r r e r i a  em f i n s  da segunda década do 

s é c u l o  X X .  U m  dos problemas p r á t i c o s  i n t e n s a m e n t e  p e s q u i s a d o s  

n e s s a  época r e f e r i a - s e  a t ransmissXo t e l e f o n i c a  a  longa  d i s t a n -  

c i a .  Es ta  t r a n s m i s s a o  e r a  f e i t a  por meio de cabos e  i s t o  a t e n u a  

va sobremanei ra  os  s i n a i s  e n v i a d o s .  Os a m p l i f i c a d o r e s  que s e  co-  

locavam ao longo da l i n h a  para compensar e s t a s  pe rdas  a p r e s e n t a -  

vam s é r i o s  i n c o n v e n i e n t e s :  comportavam-se de uma manei ra  n a o  1 i -  

n e a r  na a l t a  f a i x a  de ganhos em que deveriam t r a b a l h a r .  E s t e  pro - 

blema sÓ f o i  r e s o l v i d o  com a  invencao do a m p l i f i c a d o r  com r e a l i -  

mentacao n e g a t i v a .  E s t e  novo d i s p o s i t i v o  a p r e s e n t a v a  c a r a c t e r i s -  

t i c a s  l i n e a r e s  para urna f a i x a  de ganhos bem maior  que a s  a n t e -  

r i o r e s .  E n t r e t a n t o  sua e f e t i v a  a p l i c a ~ a o  a o s  problemas p r á t i c o s  

S Ó  acon teceu  quando Nyquis t  equacionou e  r e s o l v e u  s e u s  problemas 

de e s t a b i l i d a d e .  A r e p e r c u s s a o  d o  c r i t é r i o  de e s t a b i l i d a d e  a s -  

sim n a s c i d o  f o i  enorme e  i m e d i a t a .  A e n g e n h a r i a  de comunicacEes,  

f a v o r a v e l m e n t e  a b a l a d a ,  c o m e ~ o u  a  p e s q u i s a r  mais e  mais  n e s t a  
- 
a r e a  e  nao demoraram a  a p a r e c e r  novos r e s u l t a d o s .  Pouco c u s t o u  

pa ra  que t é c n i c o s  de o u t r a s  á r e a s ,  notadamente a  mecanica ,  p e r c e  - 



bessem a  a p l i c a b i l i d a d e  d e s t a s  novas i d e i a s  aos  s e u s  p r ó p r i o s  

problemas.  A e s c e n c i a ,  t a n t o  de c o n t r o l e  como do a m p l i f i c a d o r  r e  - 

cém i n v e n t a d o ,  e r a  a  r e a l i m e n t a c a o  n e g a t i v a ,  e  a  d e s c o b e r t a  de 

novas t é c n i c a s  d e v e r i a  t r a z e r  v a n t a g e n s ,  como r e a l m e n t e  t r o u x e .  

Baseada em fundamentos matemát icos  d e v i d o s  a  

F o u r i e r  e  Laplace  comeca e s t a  segunda f a s e  h i s t ó r i c a  do Contro-  

l e :  o e s t u d o  dos fenomenos n o  domTnio d a s  f r e q u e n c i a s  ou s i m p l e s  

mente t é c n i c a s  f r e q u e n c i a i s .  Os s i s t e m a s  sao  d e s c r i t o s  por  meio 

de f u n c o e s  de  t r a n s f e r e n c i a  e  a  e s t a b i l i d a d e  é a n a l i s a d a  a t r a v é s  

de v a r i o s  c r i t é r i o s ,  t o d o s  e l e s  g r á f i c o s  e  sem q u a l q u e r  n e c e s s i -  

dade de  s e  c a l c u l a r  ra?'zes de pol inomios .  Devemos n o t a r  que a  

grande  mot ivacao  para o  su rg imen to  d e s t a s  t é c n i c a s  de  r e s p o s t a  

em f r e q u e n c i a  f o i  u m  problema e s s e n c i a l m e n t e  p r á t i c o  e  de  n a t u r e  - 

za nao mecanica .  A a p r o p r i a q a o  d e s t e s  métodos por o u t r o s  ramos 

da e n g e n h a r i a  p e r m i t e  a n t e v e r  a  f u t u r a  c a r a c t e r i z a c a o  de Contro-  

l e  como uma m a t e r i a  e s s e n c i a l m e n t e  m u l t i d i s c i p l i n a r .  Pe rmi te  

tarnbém e n t e n d e r  porque s e  emprega urna t e r m i n o l o g i a  f r e q u e n c i a l  a  

problemas onde apa ren temen te  e l a  nao s e  a p l i c a r i a ,  como por  exem - 

p l o  os mecanices. O predom7nio dos métodos f r e q u e n c i a i s  f o i  abso - 

l u t o  a t é  após  a  2: g u e r r a  mundia l .  

Na década de 50 os  problemas de c o n t r o l e  t o r n a -  

vam-se mais complexos.  As p l a n t a s  apresentavam v á r i a s  e n t r a d a s  e  

v á r i a s  s a i d a s  e  d e s e j a v a - s e  nao apenas  c o n t r o l a - l a s ,  mas f a z e - l o  

de uma manei ra  Ótima. As p r i m e i r a s  g e n e r a l i z a c o e s  d a s  t é c n i c a s  

f r e q u e n c i a i s  n a o  s e  r eve la ram s a t i s f a t ó r i a s  para e s t e s  novos pro - 

blemas que podem s e r  agrupados  sob  os  nomes de C o n t r o l e  Mul t iva -  

r i á v e l ,  C o n t r o l e  ót imo e  C o n t r o l e  ~ s t o c á s t i c o .  Ten tou- se  e n t a o  

os v e l h o s  metodos t e m p o r a i s  e  os  r e s u l t a d o s  foram melhores .  A 



g e n e r a l i z a ~ a o  d e  t é c n i c a s  a n t i g a s  r e v e l o u - s e  c a p a z  d e  c u i d a r  d a  

c r e s c e n t e  c o m p l e x i d a d e  d a s  n o v a s  p l a n t a s .  No comeqo d a  d é c a d a  d e  

1 9 6 0  Kalman,  a t r a v é s  d o s  c o n c e i t o s  d e  c o n t r o l a b i l i d a d e  e  o b s e r v a  - 

b i l i d a d e  e  p r i n c i p a l m e n t e  a t r a v é s  d e  s e u  f i l t r o ,  d e u  o  i m p u l s o  

f i n a l  d e  q u e  n e c e s s i t a v a  o  C o n t r o l e  " Moderno"  p a r a  s e  e s t a b e l e -  

c e r  d e  uma m a n e i r a  a b s o l u t a  como a  ú n i c a  f e r r a m e n t a  s u f i c i e n t e -  

m e n t e  p o d e r o s a  p a r a  a t a c a r  e  r e s o l v e r  o s  n o v o s  p r o b l e m a s .  

D a t a s ,  nomes e  m a i o r e s  d e t a l h e s  s o b r e  e s t a  f a s c i -  

n a n t e  h i s t 6 r i a  podem s e r  e n c o n t r a d o s  em M a c F a r l a n e  1141 ou 1151.  

1 . 2  - P A N O R A M A  ATUAL 

Com o  a d v e n t o  d a s  t é c n i c a s  d o  e s p a c o  d e  e s t a d o s  c a  - 

r a c t e r i s t i c a s  do  C o n t r o l e  "Moderno"  e  o  a u m e n t o  no p o d e r i o  d a s  

a r m a s  d i s p o n i v e i s  p a r a  a t a c a r  o  c a s o  m u l t i v a r i á v e l  houve  uma 

t e n d e n c i a  d e  o s  p e s q u i s a d o r e s  n e s t a  á r e a  s e  t o r n a r e m  u m  t a n t o  

q u a n t o  teorices, c a d a  v e z  m a i s  p r e o c u p a d o s  com o s  a s p e c t o s  m a t e -  

m á t i c o s  d a  f o r m u l a q a o  e  r e s o l u c i í o  d o s  p r o b l e m a s .  A i n d a  q u e  t e -  

n u e ,  houve  uma " m a t e m a t i z a c a o "  d a  á r e a  e  n a o  é r a r o  a t u a l m e n t e  

e n c o n t r a r m o s  n a s  r e v i s t a s  e s p e c i a l i z a d a s  a r t i g o s  e s c r i t o s  P o r  

e l e m e n t o s  l i g a d o s  a o s  d e p a r t a m e n t o s  d e  m a t e m á t i c a  d e  s u a s  u n i v e r  - 

s i d a d e s .  

U m  d o s  p o n t o s  c u l m i n a n t e s  d e s s a  t e n d e n c i a  t e o r i z a n  - 

t e  f o i  sem d c v i d a  a l g u m a  a l c a n c a d o  p o r  Wonham com s e u  e n f o q u e  

g e o m é t r i c o  d o s  f e n o m e n o s  d e  C o n t r o l e ,  0 s  p r o b l e m a s  s a o  d e s c r i -  

t o s ,  f o r m u l a d o s  e  s o l u c i o n a d o s  a t r a v é s  d e  um t r a t a m e n t o  m a t e m á t i  - 

c o  b e l o  e  r i g o r o s o ,  b a s e a d o  p r o f u n d a m e n t e  em A l g e b r a  L i n e a r .  Até 

o  l a n ~ a m e n t o  d e  s e u  l i v r o  1251 em 1 9 7 4  a s  m e n t e s  d e  C o n t r o l e  e s -  





t r i c o  como por exemplo os  subespacos  (A, B )  i n v a r i a n t e s ,  tern t i -  

do s u a s  e x i s t e n c i a s  profundamente a n a l i s a d a s  por p e s q u i s a d o r e s  que 
d 

t en tam i n t e r p r e t á - l a s  em termos  f r e q u e n c i a i s .  A i d é i a  b á s i c a  e  

t r a d u z i r  o s  u t i l ~ s s i m o s  c o n c e i t o s  de Algebra L i n e a r  i n t r o d u z i d o s  

p e l o  enfoque  geomét r i co  em urna l inguagem a  quel  t a l v e z ,  o s  ho- 

mens de  c o n t r o l e  e s t e j a m  mais  acostumados:  a s  m a t r i z e s  de  t r a n s  - 
f e r e n c i a .  

1 .3  - ESTRUTURA D A  T E S E  

No enfoque  geomét r i co  para o c o n t r o l e  de s i s t e m a s  

l i n e a r e s  m u l t i v a r i á v e i s  a  chamada t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  tern de -  

sempenhado u m  papel p r e p o n d e r a n t e .  Es ta  t e o r i a  e s t u d a  o s  chama- 

dos subespacos  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s .  A t e  a  p r e s e n t e  d a t a  e s s e  e s -  

tudo  tem s e  r e s t r i n g i d o  a  V * ,  o  e lemento  maximal da c l a s s e  dos 

subespacos  ( A ,  B )  i n v a r i a n t e s  e  a  a l g u n s  o u t r o s  e l emen tos  p a r t i -  

c u l a r e s  d e s s a  c l a s s e ,  como por exemplo os  subespacos  de c o n t r o l a  - 

b i l i d a d e .  Dentre  o  grande  número de problemas j á  r e s o l v i d o s  por 

i n v a r i a n c i a  podemos c i t a r  o s  de r e j e i c a o  de p e r t u r b a c o e s ,  d e s a -  

coplamento ,  z e r a r  a  saTda,  do servomecanismo e  o u t r o s ,  que podem 

s e r  e n c o n t r a d o s  em 1 2 5 1 .  

Esta t e s e  t e n t a  e s t u d a r  a  t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  de 

uma maneira  mais comple ta ,  sem a  r e s t r i c a o  aos  e l emen tos  maxi- 

ma i s .  Tenta  também e n t e n d e r  os  mecanismos da i n v a r i a n c i a  de  u m  

modo e s t r u t u r a l ,  s e  p o s s i v e l  em termos de m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n  - 

tia. 

No c a p y t u l o  11,  após emi t i rmos  a l g u n s  c o n c e i t o s  bá - 



s i c o s ,  ap resen tamos  uma e x p l i c a s a o  e s t r u t u t a l  i n é d i t a  pa ra  u m  

problema t r a d i c i o n a l m e n t e  formulado e  r e s o l v i d o  pe la  t e o r i a  da 

i n v a r i a n c i a :  o  de r e j e i s a o  de p e r t u r b a s o e s .  De urna manei ra  tam- 

bém i n é d i t a  e s t e  problema formulado em termos f r e q u e n c i a i s .  

No capTtu lo  111 apresentamos  u m  novo método de r e -  

s o l u s a o  do problema de r e j e i s a o  de p e r t u r b a s o e s  sem a  n e c e s s i d a -  

de de s e  c a l c u l a r  o  e lemento  maximal V * .  

O c a p y t u l o  IV é i n t e i r a m e n t e  devotado 2 procura  de 

c o b e r t u r a  n a o  maximais para um dado subespaco E .  Mostramos tam- 

bém como v á r i o s  problemas ,  i n c l u s i v e  o  t r a t a d o  nos capitulas an-  

t e r i o r e s ,  podem s e r  c o n s i d e r a d o s  como c a s o s  p a r t i c u l a r e s  d e s t e  

problema de c o b e r t u r a s .  

F ina lmen te  o c a p T t u l o  V p rocura  e s t u d a r  da maneira  

mais g e r a l  poss ive1  a  f a m i l i a  de t o d o s  os  subespasos  ( A ,  B )  inva  - 

r i a n t e s .  Sucesso  é a l c a n s a d o  apenas  para  uma de te rminada  c l a s s e  

d e l e s .  E d e s c o b e r t a  uma i n t e r e s s a n t e  conexso com o c o n c e i t o  de 

c o n t r o l  a b i l  i d a d e .  O f e r r a m e n t a l  u sado ,  m a t r i z e s  pol inomia i  S ,  p e r  

mi t e  que s e  e s p e c u l e  s o b r e  a  p o s s i b i l  i d a d e  de s e  e x p l i c a r  u m  

c o n c e i t o  puramente geomét r i co  em termos f r e q u e n c i a i s .  



O P R O B L E M A  D E  REJEICAO D E  PERTURBACOES 

11.1 - PRELIMINARES 

S e j a  o s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no tempo 

onde A :  X +- X ;  B :  U +- X;  C :  X  +- Y r ep resen tam t r a n s f o r m a c 6 e s  l i  - 

n e a r e s ,  bem como a s  m a t r i z e s  a  e l a s  a s s o c i a d a s .  X, Y ,  U sZo os  

e spacos  v e t o r i a i s  de  e s t a d o s ,  s a i d a s  e  e n t r a d a s ,  com dimensoes 

n ( e s t a d o s ) ,  r  ( s a y d a s )  e  m ( e n t r a d a s ) .  Por h i p ó t e s e  rank C = r .  

Ker C c X s e r á  o  espaco  nulo  de C ;  R c X s e r á  a  

imagem de B e  < A I B > c  X o  subespaco  c o n t r o l á v e l  do s i s t e m a :  

onde empregamos a  soma usual  de subespacos .  O s imbolo M W r e p r e  - 

s e n t a  a  imagem d o  subespaco  W pe l a  t ransformacZo l i n e a r  M .  

Dizemos que V c X é A i n v a r i a n t e  quandc A V c V . 
Para u m  s i s t e m a  autonomo ( u ( t )  = O t em 2 . 1 )  s e  x ( 0 )  E V e  V 



é A i n v a r i a n t e  e n t a o  x ( t )  E V V t como s e r i a  f á c i l  m o s t r a r .  E 

muito i m p o r t a n t e  t e r  em mente e s t a  i n t e r p r e t a c a o  f í s i c a ,  em t e r  - 

mos de s i s t e m a s  d inamicos ,  d a s  p r o p r i e d a d e s  dos subespacos  i n -  

v a r i a n t e s .  

Uma r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  a p l i c a d a  ao s i s t e m a  

2 .1  s e r á  r e p r e s e n t a d a  por u ( t )  = F x ( t )  ende a  m a t r i z  F ( m x n )  

r e p r e s e n t a  uma t r ans fo rmaqao  l i n e a r  F :  X + U .  O s i s t e m a  de  ma- 

l  ha fechada  t o r n a - s e  

" f f  - é o  c o n j u n t o  de t o d o s  os  subespacos  de X c o n t i  - 

dos no espaco  n u l o  de C e  que podem s e r  t o r n a d o s  i n v a r i a n t e s p o r  

meio de r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s :  

f f  = ( V C  X I V  c Ker C e  ( A  + B F )  V C V para  alguma F l "  - 

L E M A  2 . 1  

" E x i s t e  urna r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  que t o r n a  in  

v a r i a n t e  um dado subespaco  V C X  s e  e  somente s e  A VC 13 + V :  



Um subespaco com a propriedade descrita no lema 

acima será chamado (A, B) invariante. A caracterizacao de - H fi- 

ca 

H = ( V C  X I V C  Ker C e A V C  53 + V I  - 

Este conjunto dos subespacos (A, B) invariantes 

contidos no espaco nulo de C contém o subespaso nulo e é fecha- 

do sob a operacao de soma de subespacos. Desta maneira - ff con- 

tém um Único elemento máximo V * .  . 

As consideracoes e resultados acima podem ser en- 

contrados em Wonham 12a 1 ou 1 251 e sao ferramentas básicas do 

encaminhamento geométrico para controle linear multivariável. 

Na interpretacao seguinte dos fatos acima descri- 

tos V* pode ser substitu7do por um elemento genérico da classe 

H. V* é o maior subespaco que pode ser tornado nao observável e - 

invariante por meio de realimentacao de estados. Em linguagem 

corriqueira, qualquer movimento que se inicie ou ocorra dentro 

de V* pode, por rneio de urna rea1imentasZo de estados adequada, 

ser mantido 12, porque (A + B F) V*C - V *  e qualquer movimento 

ocorrendo em V* nao será detectado pela saida y, 

V*C Ker C, 

porque 



A impor tanc ia  de V* j u s t i f i c a  a  e x i s t e n c i a  de  a l -  

g o r i t m o ~  para sua o b t e n s a o .  Antes de a p r e s e n t a r  um d e l e s  c o n s i -  

deremos q u e ,  dado u m  subespaco  M C X  d e f i n e - s e  

e  p rova- se  que A - ' M  é também u m  subespaco v e t o r i a l  de X .  

ALGORITMO 2.1 1 251 

V o  = Ker C 

V  = V* onde v = dim(Ker C )  = n - r  
1-i 

Podemos e n c o n t r a r  em 1251 o u  1 1 1  o u t r a s  mane i ra s  

de c a l c u l a r  V * .  Devemos n o t a r  que todos  e s s e s  procedimentos  sao  

r azoave lmen te  t r a b a l h o s o s .  Para o  caso  e s p e c i a l  de  s i s t e m a s  com 

uma Única s a i d a  ( r  = 1 )  a s  d i f i c u l d a d e s  diminuem 1181. 

O problema de R e j e i c a o  de P e r t u r b a s o e s ,  P R P  urna 

i n t e r e s s a n t e  a p l i c a c a o  de V* e  i l u s t r a  b a s t a n t e  bem o uso da 

t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  na formulaqao e  s o l u c a o  de problemas de 

c o n t r o l e .  



S e j a  u m  s i s t e m a  

onde a  p e r t u r b a c a o  z ( t )  p e r t e n c e  ao espaco  v e t o r i a l  de p e r t u r b a  - 

cóes  Z, com dim Z = q ; E :  Z + X e  rank E = q .  

Desejamos c o n t r o l a r  o s i s t e m a  de t a l  maneira  que 

a s  p e r t u r b a c o e s ,  q u a i s q u e r  que sejam e l a s ,  nao i n f l u e n c i e m  o  

comportamento da s a i d a .  

Nao é d i f y c i l  1251 conclu i rmos  que ,  com u ( t )  = 

F x ( t )  em ( 2 . 3 . a )  a s a i d a  y nao s e r á  a f e t a d a  por  q u a l q u e r  z 

poss?vel  s e  e  somente s e  < A  + B F I E  > C  Ker C ,  onde E c  X é  o  

subespaco  ge rado  p e l a s  c o l u n a s  de E e  < A  + B F I E  > é o  subespa -  

so  c o n t r o l á v e l  a s s o c i a d o  a s  m a t r i z e s  A + BF e  E ( p a r t e  do e s p a -  

c o  de e s t a d o s  d i r e t a m e n t e  contaminada p e l a s  p e r t u r b a c o e s ) .  Es t a  

t e r m i n o l o g i a  geomét r i ca  s i g n i f i c a  que ,  no s i s t e m a  de malha f e -  

chada ,  a  m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a  G ( S )  r e l a c i o n a n d o  z  e  y deve P 
s e r  i d e n t i c a m e n t e  n u l a .  O problema é :  sob que c o n d i ~ o e s  e x i s t e  

uma r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  F t a l  que o  e f e i t o  das  p e r t u r b a -  

caes s e  l o c a l i z e  no espaco  nu lo  de C ? 



Wonham e  Morse 1 2 4 1  deram a  p r i m e i r a  solucZo pa ra  

e s t e  problema. 

T E O R E M A  2 .1  

"Para  um s i s t e m a  dado por ( 2 . 3 )  e x i s t e  F(mxn) t a l  

que < A  + B F ~ E  >cKer C s e  e  somente s e  E c  V*". 

E s t e  r e s u l t a d o  nos d i z  que possyvel  r e j e i t a r  a s  

p e r t u r b a ~ ó e s  s e  e  somente s e  pudermos e n c o n t r a r  uma r e a l i m e n t a -  

ciio de e s t a d o s  que mude a e s t r u t u r a  do s i s t e m a  de t a l  manei ra  

que a s  p e r t u r b a ~ o e s  n e l e  p e n e t r e  a t r a v é s  de V*. I s t o  a s  a p r i s i o  - 

n a r i a  em V *  e ,  como pode s e r  v i s t o  na i n t e r p r e t a ~ a o  i n t u i t i v a  

d e s t e ,  dada ac ima,  t o r n a r i a  seu e f e i t o  nao obse rváve l  p e l a  s a i -  

da como s e  d e s e j a .  

Deve s e r  notado que mesmo sendo a s  p e r t u r b a ~ ó e s  

completamente d e s c o n h e c i d a s  devemos s a b e r  em que p a r t e s  do s i s -  

tema e l a s  atuam, i s t o  é, a  m a t r i z  E .  

Uma s o l u ~ i i o  para o  P R P  s e r i a  uma m a t r i z  F t a l  que 

( A  + BF)V*C V*. Todo e s s e  r a c i o c T n i o  permanece v á l i d o  ao u s a r -  

mos u m  e lemento  V g e n é r i c o  de - H. O C a p i t u l o  IV t r a t a r a  d i s c o .  



E X E M P L O  2 . 1  

V o  = Ker C = 

Usemos  o  a l g o r i t m o  2 . 1  p a r a  c a l c u l a r  V* 



Obviamente o  P R P  nao s e r á  s o l ú v e l .  Vejamos o  que 

a c o n t e c e r i a  s e  a  m a t r i z  B p a s s a s s e  a  s e r  B = k O O T J T  

V o  = Ker C 

v ,  = v, n A - ' ( B  + v , )  = v,n A - ' X  

Como E C V* o  P R P  tem s o l u c a o .  Para encon t ra rmos  

uma F f a r i a m o s  F = [ f l ,  f 2 ,  f 3 ,  f4 ]  e  imporiamos a  cond icao  

( A  + BF)V* C V* e n c o n t r a n d o ,  ap6s algum t r a b a l h o ,  f 2  - - - 1 ;  
d - 

f 3  = f 4  = O .  Logo F = [ f l  - 1 O O] onde f l  e  a r b i t r á r i o  e  

uma s o l u ~ a o .  

0s  r e s u l t a d o s  acima podem s e r  c o n s i d e r a d o s  c l á s s i  - 

tos em termos do enfoque  geomet.rico e  o  P R P  tem sua  i m p o r t a n c i a  

a s s e g u r a d a  na medida em que a p l i c a ~ o e s  da t e o r i a  da i n v a r i a n c i a  

a  o u t r o s  problemas ,  como por exemplo o  de desacoplamento  1251, 

sempre s e  f a r a o  seguindo a s  mesmas d i r e t r i z e s  e x p o s t a s  ac ima.  

Assim q u a i s q u e r  e s c l a r e c i m e n t o s  e  e x p l i c a c o e s  s o b r e  a  n a t u r e z a  

do r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  e  p r i m i t i v o  P R P  s e r a 0  na r e a l i d a d e  t e n  

t a t i v a s  de uma v i s a 0  mais profunda  da e s s e n c i a  mesmo da t e o r i a  

da i n v a r i a n c i a .  



€ e s s e  o b j e t i v o  que pe r segu i remos :  e x p l i c a r  em 

termos a c e s s i v e i s  aos  homens de c o n t r o l e  os  meandros g e o m é t r i -  

c o s  da i n v a r i a n c i a .  

1 1 . 2  - VISA0 ESTRUTURAL D O  P R P  

Consideremos,  apenas  para f i x a r  a s  i d é i a s ,  u m  s i s  - 

tema p e r t u r b a d o  extremamente s i m p l e s  com o  s e g u i n t e  diagrama de 

b l o c o s :  u 

Uma maneira  i n t u i t i v a  de r e j e i t a r m o s  a  p e r t u r b a -  

cae z ,  ou s e j a ,  i s o l a r m o s  a  v a r i á v e l  contaminada x i  da s a i d a  y 

s e r i a  u s a r  a  p a r t i c u l a r í s s i m a  r e a l i m e n t a c a o  de e s t a d o s  u = - x  i  ' 

C o m  i s s o  tornaremos z e r o  a  v a r i á v e l  p e  teremos c o n f i n a d o  a  i n -  

f l u e n c i a  da p e r t u r b a q a o .  

Passaremos agora a  m o s t r a r  que a  s o l u c a o  c l á s s i c a  

do P R P  mostrada na seca0  a n t e r i o r  e n c e r r a ,  em Últ ima a n á l i s e ,  a  

ingenua s i m p l i c i d a d e  do procedimento acima.  

Com e f e i t o ,  o  P R P  s e r á  s o l ú v e l  para  u m  dado s i s t e  - 

ma s e  e  somente s e  f o r  p o s s í v e l  c o l o c a r  seu diagrama de b locos  

na s e g u i n t e  forma:  



F i g u r a  2 . 1  

o n d e  a  s a i d a  y l  d o  s u b s i s t e m a  S ,  t em o mesmo t a m a n h o  da  e n t r a d a  

U .  

A s o l u c á o  s e r á  u = - y l  

S e n d o  X i  o  e s t a d o  do s u b s i s t e m a  S i  podemos e s c r e -  

v e r  a s  e q u a c o e s  p a r a  o  d i a g r a m a  d e  b l o c o s  a c i m a  



A g r u p a n d o  a s  e q u a c o e s  e n c o n t r a m o s  a  f o r m u l a c a o  d e  

e s t a d o s  p a r a  o  s i s t e m a  como um t o d o :  

Uma s o l u ~ a o  p a r a  o  P R P  s e r á  u = F o n d e  

i n t e r e s s a n t e  n o t a r  q u e  em ( 2 . 5 )  a  p o r c a o  i n f e -  

r i o r  e s q u e r d a  d e  A é m ú l t i p l a  da  p o r c a o  i n f e r i o r  d e  e  q u e  há 

p o r c o e s  e s t r a t é g i c a s  d e  E e  C c o m p o s t a s  p o r  z e r o s .  

A f o r m a  c a n o n i c a  r e p r e s e n t a d a  p o r  ( 2 . 5 ) ,  bem como 

o  d i a g r a m a  d e  b l o c o s  da  f i g u r a  2 . 1 . ,  a  e l a  a s s o c i a d o ,  s a o  i n d i -  

c a d o r e s  c a r a c t e r ~ s t i c o s  da  s o l u b i l i d a d e  do  P R P .  Com e f e i t o ,  o  

r e s u l t a d o  p r i n c i p a l  d e s t a  s e c a 0  d i z  q u e  o  p r o b l e m a  d e  r e j e i c a o  

d e  p e r t u r b a c o e s  é s o l ú v e l  p a r a  u m  s i s t e m a  d a d o  p o r  ( 2 . 3 )  s e  e  

s o m e n t e  s e  e x i s t i r  urna mudanca d e  b a s e s  x = Q 2 q u e  c o l o q u e  a s  

m a t r i z e s  do s i s t e m a  na  f o r m a  ( 2 . 5 ) .  



T E O R E M A  2 . 2  

" O  P R P  é s o l ú v e l  para  u m  s i s t e m a  d e s c r i t o  p e l a s  

m a t r i z e s  < A ,  B y  C ,  E >  s e  e  somente s e  e x i s t i r  u m  número r e a l  

v ,  q - < v - < n - r  e  uma base  do espaqo de e s t a d o s  na qual a s  ma- 
A 

t r i z e s  < A ,  B y  E ,  E >  do s i s t e m a  s a t i s f a z e m  

e  onde A 2 ,  = B 2  

P R O V A :  

C, para algum C,' 

a )  A c o n d i ~ a o  é s u f i c i e n t e  

A 

Na nova b a s e ,  fazendo u = 2 com F = 

remos 



onde vemos c l a r a m e n t e  que a  p e r t u r b a ~ a o  z  nao a f e t a  a  s a i d a  y 

p o i s  a  m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a  G ( S )  que r e l a c i o n a  z  e  y é iden 
P' - 

t i c a m e n t e  n u l a .  

Como e s t e s  f a t o s  sao  urna p r o p r i e d a d e  do s i s t e m a  e  

independem de p a r t i c u l a r  base usada s e ,  na base o r i g i n a l  f i z é s -  
- - 1 sernos u = F x com F = F Q onde Q é a  t r a n s f o r m a c a o  de e q u i -  

v a l e n c i a  para mudanea de bases  ( x  = Q 2 )  t e r i a m o s  achado urna so  - 

l u c a o  para  o P R P .  

b )  A cond icao  é n e c e s s á r i a  

Sendo dim V* = v e  como E C V* C Ker C t e remos  

S e j a  V uma m a t r i z  ( n x v )  c u j a s  c o l u n a s  formem urna 

base  para  o  s u b e s p a ~ o  V* e  c e j a  R  uma m a t r i z  ( n x n - v )  t a l  q i e  

R] = Q s e j a  nao s i n g u l a r .  



Fazendo x  = Q 2 teremos 

- 
onde A l ,  e  uma m a t r i z  ( V X V )  e t c . .  . 

Como E, ~d = C Q = C E  e  V * C K e r  C t e -  
- 

mas E l  = 0 o u  s e j a ,  ( 2 . 6 . b )  e  v e r d a d e i r a .  

Como = Q-' E ou,  E = 4 

e  E C V* ternos É 2  = O o u  s e j a ,  ( 2 . 6 . a )  6 v e r d a d e i r a .  

Como a  s o l u b i l i d a d e  do P R P  nao é a f e t a d a  p o r  m u -  

dancas  de b a s e s ,  sendo u = -  ̂F 2 com F = p1 F uma s o l u s ~ o  t e  - 

remos 

A 

Como, por cons t rusZo  da nova b a s e ,  V* pode s e r  

n e l a  r e p r e s e n t a d o  p e l a  m a t r i z  Lv q '  a e x p r e s s a o  acima pode 



s e r  e s c r i t a  

N para  a lgu  - 

ma m a t r i z  

N .  

A A A 

Obviamente A Z 1  + B 2  F, = 0 ,  l o g o ,  para  C, = - F 1  

t e remos  A Z 1  = B2 E l  o u  s e j a ,  ( 2 . 6 . c )  é v e r d a d e i r a .  

Q . E . D .  

Uma d a s  c o n t r i b u i ~ 6 e s  d e s t e  teorema é uma v i s a 0  

e s t r u t u r a l  i n é d i t a  do c l á s s i c o  problema de r e j e i c a o  de p e r t u r b a  - 

caes, sempre formulado e  r e s o l v i d o  de uma maneira  puramente geo - 

m é t r i c a .  

- 
Outra i m p o r t a n t e  e  i n t e r e s s a n t e  c o n s e q u ~ n c i a  e  

que o  teorema 2 . 2  s u g e r e  u m  novo método para a r e s o l u c a o  do 

P R P .  

O uso do teorema 2.1 para  r e s o l u c a o  do P R P  r e q u e r  

o  c á l c u l o  de V * .  E s t e  subespaco  também r e p r e s e n t a  u m  papel cha - 

ve em o u t r o s  campos de c o n t r o l e ,  p r i n c i p a l m e n t e  nos i m p o r t a n t e s  

problemas que envolvem a  t e o r i a  da i n v a r i a n c i a .  



Como a  ob tencao  de V* p e l o  a l g o r i t m o  f o r n e c i d o  na 

secao  11.1 é m u i t a s  vezes  t r a b a l h o s a  muito s e  tem pesqu i sado  n o  

s e n t i d o  de e n c o n t r a r  métodos mais s i m p l e s .  Para d e t e r m i n a d a s  

c l a s s e s  de s i s t e m a s ,  com e f e i t o ,  V* pode s e r  o b t i d o  de uma ma- 

n e i r a  b a s t a n t e  d i r e t a  como s e  pode v e r  em 1 1 1  ou 1241  por exem - 

p l o .  Para o  caso  g e r a l ,  e n t r e t a n t o ,  a i n d a  esbar ramos  nas d i f i -  

c u l d a d e s  o p e r a c i o n a i s  i n e r e n t e s  ao a l g o r i t m o  o r i g i n a l .  

0s r e s u l t a d o s  da seca0  a n t e r i o r  sugerem uma manei - 

r a  a l t e r n a t i v a  de a t a c a m o s  o  P R P :  usando os r e s u l t a d o s  do t e o -  

rema 2 . 2 ,  s e  consegui rmos  e n c o n t r a r  uma base d o  e spaco  de e s t a -  

dos na qual  a s  m a t r i z e s  que c a r a c t e r i z a m  o s i s t e m a  exibam a  

e s t r u t u r a  p a r t i c u l a r  de ( 2 . 5 )  e n t a o  e  S Ó  e n t a o  EC V * .  Note- se  

que chegar7amos a  e s t a  c o n c l u s a o  sem c a l c u l a r  V * .  

Desta maneira  devemos v e r i f i c a r  a  e x i s t e n c i a  de 

uma m a t r i z  n a o  s i n g u l a r  Q t a l  que a  mudanca de bases  ocas ionada  

p e l a  t r a n s f o r m a c a o  de s i m i l a r i d a d e  x  = Q 2 coloque  a s  m a t r i z e s  

d o  s i s t e m a  na forma dada por ( 2 . 5 ) .  

O s e g u i n t e  r e s u l  t a d o ,  consequencia  i m e d i a t a  do 

teorema 2 . 2  f o r n e c e  algumas r e s t r i c o e s  i n i c i a i s  que devem s e r  

s a t i s f e i t a s  pe la  mat.riz Q .  

" O  P R P  é s o l ú v e l  para  u m  s i s t e m a  d e s c r i t o  p e l a s  

m a t r i z e s  < A y  B ,  C ,  E >  s e  e  somente s e  e x i s t i r  u m  número r e a l  



v ,  q  2 v  - < n  - r e uma b a s e  d o  e s p a c o  d e  e s t a d o s  n a  q u a l  a s  ma- 
- 

t r i z e s  < A ,  B ,  E ,  E >  d o  s i s t e m a  s a t i s f a z e m  ( 2 . 6 )  e  

- c 2 = . F  1 , 1 e I ,  

a i n d a  

PROVA: 

D a d a s  <A, E,  E ,  É> n a  f o r m a  ( 2 . 5 )  s e j a m  Pl ( v x v )  

e p 2 ( n - v  x n - v )  m a t r i z e s  nZo s i n g u l a r e s  t a i s  q u e  C 2 p 2  = c" 14 
e p i l  E l  = [j 

A e x i s t e n c i a  d e  t a i s  m a t r i z e s  é a s s e g u r a d a  p o i s  

r a n k  c 2  : =  r a n k  C = r 

r a n k  i1 = r a n k  E = q  

s e r i a  i m e d i a t o  v e r i f i c a r m o s  q u e  t e r e m o s  r n a t r i z e s  < Á ,  E, E ,  E> 
com a s  c a r a c t e r l s t i c a s  p e d i d a s .  

Q . E . D .  

Como p r e v i s t o  e s t e  r e s u l t a d o  a u x i l i a  n a  b u s c a  d e  

Q p o i s  a  m a t r i z  p r o c u r a d a  d e v e  s a t i s f a z e r ,  a  p r i o r i ,  a  s e g u i n t e  



c o n d i c a o :  Q E Q onde 

Neste ponto podemos, sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  
- 

supor  que o  s i s t e m a  < A ,  B y  C ,  E >  em e s t u d o  (equacoes  ( 2 . 3 ) )  e  

d e s c r i t o ,  na base o r i g i n a l ,  por  

onde a s  dimensoes das  s u b m a t r i z e s  s á o :  A l l  ( q x q ) ,  

A (n-q-r x n - q - r ) ,  A j 3  2 2 ( r x r ) ;  B l  ( q x m )  e t c .  

Se i s s o  nao a c o n t e c e r  podemos p r o v i d e n c i a r  urna 

t r a n s f o r m a c a o  de e q u i v a l e n c i a  i n i c i a l ,  c a r a c t e r i z a d a  por  q u a l -  

q u e r  m a t r i z  Q1 E Q, c u j a  consequen te  mudanca de bases  co loque  o  

s i s t e m a  na forma d e s c r i t a  p e l a s  equacoes  ( 2 . 7 ) .  A i n e x i s t e n c i a  

de urna base  i n i c i a l  com t a i s  p r o p r i e d a d e s ,  ou s e j a  u Q = 4 ,  i n d i -  

c a r i a  imed ia t amen te ,  p e l o  c o r o l a r i o  2 . 1 ,  a  nao s o l u b i l  i d a d e  do 

P R P .  



A p a r t i r  d e s t e  m o m e n t o ,  t e n d o  o u  n a o  h a v i d o  uma 

m u d a n c a  i n i c i a l  d e  b a s e s ,  o  s i s t e m a  a  s e r  a n a l i s a d o  s e r á  s e m p r e  

e x p r e s s o  n a  f o r m a  ( 2 . 7 ) .  D e v i d o  as  p a r t i c u l a r i d a d e s  d e s s a  f o r -  
- 

ma,  e a i n d a  a o  c o r o l a r i o  2 . 1 ,  e f á c i l  v e r i f i c a r m o s  q u e  d e  a g o r a  

em d i a n t e  a  m a t r i z  Q p r o c u r a d a  é d a  f o r m a  

A b u s c a  d e  Q r e d u z - s e ,  d e s t a  m a n e i r a ,  a b u s c a  d e  

uma m a t r i z  M ( n - q - r  x  n - q - r )  n a o  s i n g u l a r .  P o d e - s e  d i z e r  q u e  a o  

u t i l i z a r  a s  e q u a c o e s  ( 2 . 7 )  a d q u i r i m o s  o  d i r e i t o  d e  t r a b a 1  h a r  

a p e n a s  n o  " m i o l o "  d o  s i s t e m a  sem p e r d e r  a s  i n f o r r n a c o e s  p e r t i n e n  - 

t e s  a o  P R P .  

A p r e s e n t a m o s  a  s e g u i r  t r e s  r e s u l t a d o s ,  t a m b é m  c o n  - 

s e q u e n c i a s  i m e d i a t a s  d o  c o r o l á r i o  2 . 1  e d a s  e q u a c o e s  ( 2 . 7 ) .  

C o r o l á r i o  2 . 2  

'Se e x i s t i r  uma m a t r i z  C,(m x  U - r )  t a l  q u e  

p3 1  A ~ ~ I ]  = B 3 C l  e n t a o  o  P R P  s o l ú v e l  p a r a  ( 2 . 7 )  u s a n d o  

u = L c 1  q x .  T e r e m o s  a i n d a  V* = Ker C " .  

- 
PROVA: O b v i a .  



'Se n a o  e x i s t i r  uma m a t r i z  C , ( m  x q )  t a l  que 

A g l  = B 3  C 1  e n t a o  o  P R P  nao é s o l ú v e l  para  ( 2 . 7 )  i s t o  é,  E$v*". 

'Se e x i s t i r  uma m a t r i z  C l  ( m  x q )  t a l  que 

u = E c l  gx. Teremos a i n d a  A EC B i- E ,  o u  s e j a ,  E s e r á  ( A y B )  

i n v a r i a n t e " .  

E s t e s  r e s u l t a d o s ,  duas cond icoes  s u f i c i e n t e s  e  

uma n e c e s s á r i a ,  permitem, a t r a v é s  de uma s i m p l e s  i n s p e c a o  das  

m a t r i z e s  em ( 2 . 7 )  a  i n d i c a c a o  prematura e  p r a t i c a m e n t e  i rnedia ta  

da s o l u b i l i d a d e  o u  nao do P R P .  

E X E M P L O  2 .2  

Representando o  s i s t e m a  usado no exemplo 2 . 1  na 

forma d a s  equacoes  ( 2 . 7 )  t e remos :  



onde ,  usando o  c o r o l á r i o  2 . 3 ,  a  v e r i f i c a c a o  de que o  P R P  nao 

tem so lugáo  6 i m e d i a t a ,  p o i s  para toda  C1  teremos B C = O # A j l = l .  3  1 

O o u t r o  s i s t e m a  t r a t a d o  no exemplo 2 . 1  admi te  co-  

Agora : A32] = O = B 3 C l  de sde  que 
- 

1 = O 07. Pelo  c o r o l á r i o  2 . 2  o  P R P  s e r á  solÚvel com 
- 

F = O O fd onde f 4  e  a r b i t r á r i o ,  e  a inda  teremos V*=KerC. 

Obviamente e s t e s  r e su l t a .dos  e s t a 0  de acordo  con1 os a n t e r i o r e s .  

A f a c i l  i d a d e  de apl  i c a c a o  dos  c o r o l á r i o s  acima pa - 

r a  a l g u n s  c a s o s  e  a  i m p o r t a n c i a  das  in fo rmasoes  d e l e s  p roven ien  - 

t e s  sao  an imadoras .  



O novo método para  r e s o l u c a o  do P R P  promet ido  no 

t i t u l o  d e s t a  s e c a o ,  baseado na equacao ( 2 . 8 )  e  para  o qual os  

t r e s  61 t imos  r e s u l t a d o s  sao  apenas  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  s e r á  a.pre - 

s e n t a d o  em d e t a l  hes no C a p í t u l o  111. 

Enquanto a i n d a  estamos no C a p i t u l o  11 cont inuemos  

e s tudando  a l g u n s  a s p e c t o s  t e ó r i c o s  d o  P R P ,  a p l i c a n d o  sempre que 

p o s s i v e l  a s  p o s s i b i l i d a d e s  e s t r u t u r a i s  i n é d i t a s  t r a z i d a s  pe lo  

teorema 2 . 2 .  

A q u e s t a o  d a s  bases  s e r á  i r r e l e v a n t e  p o i s  a  pa r-  

t i r  de agora  l i d a r e m o s  com m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a ,  ou s e j a :  

11.4 - A S P E C T O S  FREOUENCIAIS D O  P R P  

Sejam a s  equaeóes  ( 2 . 3 ) ,  r e p r e s e n t a n t e s  d o  s i s t e -  

ma para o qual  o  P R P  é d e f i n i d o  e  e s t u d a d o .  Usando o  p r i n c i p i o  

da s u p e r p o s i ~ Z o  podemos e s c r e v e r  

onde Y ( s ) ,  U ( s ) ,  Z ( s )  sZo a s  t r a n s f o r m a d a s  de Laplace  dos v e t o  - 

r e s  que r e p r e s e n t a m ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a  s a i d a  y ( t ) ,  a  e n t r a d a  

u ( t )  e  a  e n t r a d a  de p e r t u r b a c a o  z ( t ) .  S e r i a  i m e d i a t o  v e r i f i c a r -  

mos que a  m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a  de comando, G,(s) e  a  m a t r i z  

de t r a n s f e r e n c i a  de pe r tu rbacZo  G p ( s ) ,  de  dimensóes r e s p e c t i v a -  

mente ( r x m )  e  ( rxq)  sao  dadas  por :  



Desde a  sua i n t r o d u c a o ,  a c r e d i t a - s e  que Por 

Wonham e  Morse 1241, o  P R P  f o i  t r a d i c i o n a l m e n t e  formulado e  r e -  

s o l v i d o  de uma maneira  geomét r i ca  ( E C V * ) ,  sendo para  i s t o  ne- 

c e s s á r i a  a  r e p r e s e n t a c a o  dos s i s t e m a s  p e l a s  equacoes do e spaco  

de e s t a d o s ,  ( 2 . 3 ) .  A c r e d i t a v a - s e  que o  P R P  e n v o l v e s s e  mecanis-  

mos que nao se r i am t r a d u z i d o s  por r e p r e s e n t a c o e s  do t i p o  e x t e r -  

n a s ,  como por  exemplo a  r e p r e s e n t a c a o  f r e q u e n c i a l  v i a  m a t r i z e s  

de t r a n s f e r e n c i a  s i n t e t i z a d a  p e l a  equacao ( 2 . 9 ) .  Haveria  uma 

perda e s s e n c i a l  de i n f o r m a c o e s ,  acon tecendo  a l g o  a s s im como o  

que a c o n t e c e  com os  fenomenos de n a o  c o n t r o l a b i l i d a d e  e/ou nao 

o b s e r v a b i l i d a d e ,  i n c a p a z e s  de d e t e c c a o  p e l a s  r e p r e s e n t a ~ o e s  t i  

p o  e n t r a d a - s a í d a .  O P R P  s e r i a  e n t a o  de a p l i c a c a o  e x c l u s i v a  das  

r e p r e s e n t a c o e s  i n t e r n a s ,  d a s  r e p r e s e n t a c o e s  no e spaco  de e s t a -  

d o s ,  t o r n a n d o- s e  impossFvel a  sua f o r m u l a ~ a o  e  r e so luc i ío  em t e r  - 

mos das  m a t r i z e s  G t ( s )  e  G ( S ) .  
P 

E m  a l g u n s  c a s o s  e s p e c T f i c o s ,  porém, v e r i f i c o u - s e  

que e s s a s  i d é i a s  nao eram v e r d a d e i r a s .  E m  I l ~ l ,  por  exemplo, 

v i u - s e  que para  s i s t e m a s  com e n t r a d a s ,  s aydas  e  p e r t u r b a c o e s  

e s c a l a r e s  ( m  = r  = q = 1 )  o  P R P  e r a  bem c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  fun - 

c o e s  de t r a n s f e r e n c i a  G c  e  G 
P ' 

Houve u m  g rande  avanco em 1 2 1  onde a  c l a s s e  de 

s i s t e m a s  para o s  q u a i s  o  P R P  é t r a t a v e l  em termos  f r e q u e n c i a i s  



f o i  d i l a t a d a :  s i s t e m a s  o n d e  a p e n a s  a  s a T d a  5 e s c a l a r  ( r = l )  e  

a i n d a  s i s t e m a s  m u l t i v a r i á v e i s  s a t i s f a z e n d o  uma r e s t r i c a o  s u a v e .  

P a r a  o  c a s o  g e r a l ,  e n t r e t a n t o ,  n a d a  s e  h a v i a  p r o v a d o  e  a  c r e n -  

c a  d e  q'ue o  PRP nao  e r a  u m  p r o b l e m a  f r e q u e n c i a l m e n t e  c a r a c t e r i -  

z á v e l  , embora  a b a l  a d a ,  p e r s i s t i a .  

Vamos c o n s i d e r a r  o  d i a g r a m a  c h a v e  p a r a  o  P R P ,  f i  - 

g u r a  2 . 1  e  s u p o r  q u e  o s  s u b s i s t e m a s  a d m i t e m  como e q u a c o e s  

Y 1 ( s )  = C ( s )  U ( s )  + D ( s )  Z ( s )  + L ( s )  X 2 ( s )  

o n d e  

o n d e  



Note- se  que o  s i n a l  f o i  o m i t i d o ,  por s i m p l i c i d a -  

de .  

Vamos e n c o n t r a r  a  r e l a c a o  e n t r e  Y ( s ) ,  U ( s )  e  

Z ( s ) ,  sempre que possTvel desprezando o  s  para  e v i t a r  f o r m a l i s -  

mo d e s n e c e s s a r i a m e n t e  c a r r e g a d o s .  

Lembrando que P = Y 1  + U ( f i g u r a  2 . 1 )  podemos e l i  

minar  X 2  usando ( 2 . 1 1 )  e  ( 2 . 1 3 ) :  

Usando e s s a  e x p r e s s a o  em ( 2 . 1 4 )  teremos 

o  que nos p e r m i t e  r e e s c r e v e r  a equacao 2 . 9 :  



onde ,  i d e n t i f i c a n d o  G c  e  G em termos dos pa ramet ros  de ( 2 . 5 )  P 
ou ,  equ iva l  en temen te ,  da f i g u r a  2 . 1  : 

Estamos em c o n d i c o e s  de e s t a b e l e c e r  o ' r e s u l t a d o  

p r i n c i p a l  d e s t a  s e s a o .  

T E O R E M A  2 . 3  

"O P R P  s e r a  solÜvel  para u m  s i s t e m a  d e s c r i t o  por 

< A ,  B y  C ,  E >  s e  e  somente s e  e x i s t i r e m  matr imes r a c i o n a i s  e s t r i  - 

t amente  p r ó p r i a s  H ( s ) ,  L ( s ) ,  K ( s ) ,  C ( s ) ,  D ( s )  com dimensGes r e s  - 

pec t ivamen te  ( r x m ) ,  ( m x n - v ) ,  ( n - v x m ) ,  (mxm), ( m x q )  onde 

q 5 v - c n-r, t a i s  que as n a t r i z e s G c ( s )  e  G ( S )  d e f i n i d a s  em ( 2 . 9 )  e  
P 

( 2 . 1 0 )  s a t i s f a z e m  a s  r e l a c o e s  ( 2 . 1 6 ) ,  i s t o  é :  

P R O V A :  

a )  A cond icao  é n e c e s s á r i a  

J á  a p r e s e n t a d a  no r a c i o c i n i o  imedia tamente  a n t e -  



rior, quanto partimos do diagrama indicativo da solubilidade do 

PRP e chegamos as relasoes (2.16). Deve-se apenas notar que as 

equacoes (2.12) e (2.15) definem matrizes estritamente prÓ- 

prias. 

b) A condicáo 5 suficiente 

Podemos escrever (2.9) como 

definindo a variável como 

Usando a equacáo acima e o fato de que Y = H P po - 
demos construir o seguinte diagrama de bloco que se encontra na forma 

do diagrama da figura 2.1 mostrando assim a solubilidade do PRP. 

Q.E.D. 



A p r i m e i r a  consequenc ia  i m p o r t a n t e  d e s t e  r e s u l t a -  

do é a  r e s p o s t a  n e g a t i v a  2s  c o n j e c t u r a s  mencionadas n o  inicio 

d e s t a  s e c a o .  Para o  c a s o  g e r a l  é Leor icamente  possyvel  c a r a c t e -  

r i z a r  e  s o l u c i o n a r  o P R P  l e v a n d o- s e  em c o n t a  apenas  a  d e s c r i c a o  

e x t e r n a  f o r n e c i d a  p e l a s  m a t r i z e s  G ( S )  e  G t ( s )  e  p e l a  r e l a ~ á o  
P 

( 2 . 9 ) .  Desta m a n e i r a ,  r e j e i s á o  de p e r t u r b a s o e s  nao é u m  p r o b l e -  

ma formul áve l  e  so l  Üvel e x c l u s i v a m e n t e  p e l a s  supos tamen te  mais 

poderosas  t é c n i c a s  de e s t a d o .  

"Se d o i s  s i s t e m a s  A , B 1 ,  C , ,  E l  > e  

< A 2 >  B 2 ,  C 2 ,  E 2 >  possuem a s  mesmas m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a , i s  - 

t o  é, G c l ( s )  = G c 2 ( s )  e  G ( S )  G -  ( S )  e n t á o  e l e s  s e r á o  i d e n t i  
P 1 P 2 - 

tos no que d i z  r e s p e i t o  ao P R P " .  



P R O V A :  Obvia 

Na s i t u a s a o  do c o r o l á r i o  acima os  d o i s  s i s t e m a s  

d i f e r e m  por causa  de modos nao c o n t r o l á v e i s  e /ou n a o  o b s e r v á -  

v e i s  a d i c i o n a d o s  a  uma mesma r e p r e s e n t a c a o  minima comum a  am- 

bos .  

Desta  m a n e i r a ,  e s t e s  Ú I  t imos  r e s u l t a d o s  r e a l  ~ a m  o  

f a t o  de que a s  d e s c r i c 6 e s  e n t r a d a - s a i d a  v i a  m a t r i z e s  de t r a n s -  

f e r e n c i a ,  a p e s a r  de i n c a p a z e s  de d e t e c t a r  f a l h a s  de p r o p r i e d a -  

d e s  como a  c o n t r o l a b i l i d a d e  e/ou o b s e r v a b i l i d a d e ,  a inda  guardam 

em s i  a s  in fo rmasoes  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  a  r e s p e i t o  de 

problemas como o  P R P .  Por serem a s  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a  

mais densas  e  compactas ,  e s s a s  in fo rmasoes  nao s e  ap resen tam em 

uma forma c l a r a ,  c r i s t a l i n a  e  f a c i l m e n t e  v i s u a l i z á v e l  como por 

exemplo EC V * .  Ao i n v é s  d i s s o  temos r e l a ~ o e s  do t i p o  ( 2 . 1 6 )  on - 

de é d i f í c i l  i n t e r p r e t a m o s  o  c e r r a d o  formal i smo em termos i n -  

t u i t i v o ~  e  a c e s s i v e i s .  

Outra  a p l i c a ~ a o  do teorema 2 . 3  é a e x p l i c a s a o  do 

que o c o r r e  n o  j á  c i t a d o  caso  de e n t r a d a s ,  s a i d a s  e  p e r t u r b a s o e s  

e s c a l a r e s .  Ao fazermos  i s s o  te remos  também uma i n t e r p r e t a c a o  

mais suave das  equas6es  ( 2 . 1 6 ) .  

Entremos com a  h i p ó t e s e  de que m = r  = q = 1 .  Ana - 

l i s a n d o  ( 2 . 1 5 . b )  chegamos ii conc lusao  de que H ( s )  e uma funcao  

de t r a n s f e r e n c i a  e s t r i t a m e n t e  p r ó p r i a :  



onde- d2(s) = det(s1-AZ2) e gr(n2(s)) < gr(d2(s)). O s?mbol o 

gr(x(s)) indica grau do polin6mio x(s). 

De (2.12.c) e (2.15.a) vem 

que também é uma funcáo de transferencia estritamente própria: 

gr(n,(~)) < gr(d, (s)d2(s)) onde dl (S) = det(s1-Al ) .  

As mesmas c o n s i d e r a ~ 6 e s  valem para C(s) e D(s) 

com novidade adicional de que seus denominadores sao identicos: 

Usando as informaciies acima nas equac6es (2.16) 

obtemos 



Como C ( s )  e  D ( s )  sZo e s t r i t a m e n t e  p r ó p r i a s  temos 

g r ( d l ( s )  + n l ( s ) )  = g r ( d l ( s )  > g r ( n 4 ( s ) )  e  como consequenc ia  f i  - 

nal  a  funcáo  de t r a n s f e r e n c i a  de comando Gc:(s) a p r e s e n t a r á  u m  

número maior  de z e r o s  do que a  funeZo de t r a n s f e r e n c i a  de  p e r -  

t u r b a c o e s  G ( S ) .  Na contagem dos z e r o s  deve- se  l e v a r  em con ta  P 
s u a s  m u l t i p l i c i d a d e s .  

Com i s t o  provamos uma das  p a r t e s  do 

C O R O L A R I O  2 . 6  

" O  P R P  s e r a  s o l ü v e l  para um s i s t e m a  com rn=q=r=l 

s e  e  somente s e  a  fungao de t r a n s f e r e n c i a  de comando G - ( S )  t i -  c  
v e r  mais z e r o s  d o  que a  funcao  de t r a n s f e r e n c i a  de  p e r t u r b a ~ a o ,  

G p ( s ) ,  l evando em con ta  a s  m u l t i p l i c i d a d e s " .  

a )  A condicZo é n e c e s s á r i a : j á  a p r e s e n t a d a .  

b )  A condicZo é s u f i c i e n t e :  

n rr 
Colocando G c  = - e  G = 1 s e j a  m 2  O máximo d i v i  

d P d  
- 

s o r  comum dos pol in6mios  n c  e  n . Poderemos e s c r e v e r  
P 

onde ,  como G c  tem mais z e r o s  do que G teremos 
P ' 



E s e m p r e  possivel encontrarmos polin6mios d c  e  

d  tais que 
P  

Por e s t a r m o s  c o n s i d e r a n d o  G c  e  G  e s t r i t a m e n t e  
P  

proprias ternos 

o n d e  

A p artir d e  (2.20.b) podemos escrever 

S u b s t i t u i n d o  (2.22) em ( 2 - 1 8 )  vem 

ou equivalentemente, 



'"2 Mas ( 2 . 2 1 )  g a r a n t e  q u e  - = H 6 e s t r i t a m e n t e  p r ó -  

m d~ 
p r i a ;  ( 2 . 2 3 )  e  ( 2 . 2 0 . b )  i d e m  p a r a  = L K ;  ( 2 . 1 9 )  e  

9  
d c  d p  

( 2 . 2 0 . a )  i d e m  p a r a  A= D ;  f i n a l m e n t e  ( 2 . 2 0 . a )  a c a r r e t a  q u e  
d p  

L 

- q c  - - 1  + C o n d e  C é e s t r i t a m e n t e  p r ó p r i a .  

N e s t e  p o n t o  p o d e m o s  a p l i c a r  o  l e m a  2 . 2  e c o n c l u i r  

q u e  o  P R P  é s o l ú v e l .  

Q . E . D .  

A p r e s e n t a m o s  uma p r o v a  i n é d i t a  p a r a  um f a t o  j á 

c o n h e c i d o  d e s d e  1161  o n d e  f o i  t r a t a d o  em um c o n t e x t o  d i f e r e n t e .  

E s t a  i n t e r p r e t a s s o  d a s  e q u a ~ o e s  ( 2  . l 6 ) ,  o u  c e j a ,  
d 

d o  c r i t é r i o  f r e q u e n c i a l  p a r a  a  s o l u b i l i d a d e  d o  P R P ,  e  e x t r e m a -  

m e n t e  Ú t i l  e  i n t e r e s s a n t e  p o i s  o  c o n c e i t o  d e  z e r o s  d e  f u n c o e s  

d e  t r a n s f e r e n c i a s  é f a m i l i a r  a o  p e s s o a l  d e  c o n t r o l e  e a  s u a  o b -  

t e n s a 0  é b a s t a n t e  s i m p l e s  e  d i r e t a .  



E X E M P L O  2 . 3  

U m  s i s t e m a  c o n s t i t u i d o  por um motor D C  ac ionando 

uma c a r g a  pode s e r  r e p r e s e n t a d o  p e l o  s e g u i n t e  modelo: 

onde V é a  t e n s á o  de  a l i m e n t a c á o  do motor ;  Tm é o t o r q u e  produ- 

z i d o  por e l e ;  T é um t o r q u e  de p e r t u r b a c a o  e  o a  p o s i ~ Z o  da 
P 

c a r g a .  

Fac i lmen te  obtemos 

e  vemos que o  P R P  nao tem soluci io .  ConclusZo e s t a ,  a l i a s ,  a que 

j á  haviamos chegado nos  exemplos 2.1 e  2 . 2  onde estudávamos o  

mesmo s i s t e m a  n o  e spaco  de e s t a d o s .  

Na o u t r a  r e f e r e n c i a  c i t a d a  121 , onde o  P R P  ii c a-  

r a c t e r i z a d o  f r e q u e n c i a l m e n t e  para c e r t a s  c l a s c e s  de  s i s t e m a s ,  

também a p a r e c e  a  i n t r i g a n t e  conexáo e n t r e  E C V *  e  os  z e r o s  

das  agora  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a .  De uma maneira  g e r a l  a  con - 



d i c a o  de s o l u b i l i d a d e  para o  P R P  c o n t i n u a  a  s e r  que o  "número 

de z e r o s  de comando" deve s e r  maior  do que o "número de z e r o s  

de p e r t u r b a ~ a o " .  E l ó g i c o  que agora  e s t e s  "z e r o s  de comando1' e  

" z e r o s  de  p e r t u r b a ~ a o "  s a o  d e f i n i d o s  sob novas c o n d i ~ o e s  poden- 

do nao t e r  a  mesma i n t e r p r e t a ~ a o  f a m i l i a r  do c a s o  m=r=q=l  onde 

eram a s  r a 7 z e s  dos pol in6mios  numeradores  das  f u n c o e s  de t r a n s -  

f e r e n c i a .  

Es ta  v i s a 0  d o  P R P  a u t o r i z a  uma a n á l i s e ,  em termos 

b a s t a n t e  c o r r i q u e i r o s  e  i n t u i t i v o s ,  s o b r e  o  papel dos  z e r o s  de 

uma m a t r i z  de t r a n s f e r e n c i a .  Vamos a s s o c i á - l o s  com a  " a g i l i d a d e "  

do s i s t e m a .  E m  u m  s i s t e m a  sem z e r o s  a  " i n é r c i a "  s e r i a  predomi- 

n a n t e .  Es ta  i r i a  d iminuindo a medida que adic ionamos  z e r o s ,  

p o i s  a  " a g i l i d a d e "  a u m e n t a r i a .  Nes tes  termos o  P R P  é s o l  Úvel 

quando a  malha de comando f o r  mais " á g i l "  que a  de p e r t u r b a c o e s .  

Todas e s t a s  i d é i a s  sao  Ú t e i s  e  i m p o r t a n t e s  na me- 

d i d a  em que ajudam a  c l a r e a r  d o i s  a s p e c t o s  muito em e v i d e n c i a  

a t u a l m e n t e .  U m  d e l e s  r e f e r e - s e  ao c o n c e i t o  a inda  b a s t a n t e  nebu- 

l o s o  de z e r o s ,  p r i n c i p a l m e n t e  n o  c a s o  m u l t i v a r i á v e l .  Para s i s t e  - 

mas e s c a l a r e s  os  z e r o s  sao  a s  r a y z e s  do numerador da funcao  de 

t r a n s f e r e n c i a ,  mas para  o  caso  m u l t i v a r i á v e l  a s  d e f i n i ~ o e s  s e  

m u l t i p l i c a m :  1231 ( 4 1  e t c .  Embora a l g u n s  a u t o r e s  tenham t r a t a -  

do d o  a s s u n t o  1 1 1 1 ,  a  l i t e r a t u r a  também s e  r e s s e n t e ,  a i n d a ,  da 

f a l t a  de e x p l i c . a ~ E e s  em termos p a l p á v e i s  e  i n t u i t i v o s  do s i g n i -  

f i c a d o  f i s i c o  dos z e r o s .  



O o u t r o  t o p i c o  muito pesqu i sado  a t u a l m e n t e  O 

da i n t e r p r e t a c a o  de  V* o u ,  de uma maneira  rnais a e r a l ,  da fam7- 

l i a  . - f f ,  em te rmos  nao g e o m é t r i c o s .  

A e s p e r a n c a  de s e  poder  caminhar n e s s a s  d i r e c o e s  

usando r e s u l t a d o s  p r o v e n i e n t e s  dos teoremas  2 . 2  e  2 . 3  é g r a n-  

d e .  
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NOVOS M E T O D O S  P A R A  R E S O L U C A O  D O  P R P  

11 1.1 - GENERALIDADES 

E s t e  c a p i t u l o  t r a t a r a  de ta lhadamente  da a p l i c a c a o  

do teorema 2 . 2  na ob tencao  de u m  novo metodo de a t a q u e  ao P R P .  . 

Os procedimentos  t r a d i c i o n a i s  para i s s o  envolvem 

o c á l c u l o  de V* por meio de a l g o r i t m o s  a p r o p r i a d o s  ( u m  d e l e s  e  

mostrado na seca0  1 1 . 1 )  e  a  p o s t e r i o r  v e r i f i c a c a o  da i n c l u s a o  

E c V * .  Es ta  m a n e i r a ,  t o t a l m e n t e  baseada  na i n t e r p r e t a c a o  geomé - 

t r i c a  dos f a t o s  dada p e l o  teorema 2 . 1 ,  mu i t a s  vezes  e s b a r r a  em 

d i f i c u l d a d e s  c o m p u t a c i o n a i s .  Para s u p e r á - l a s  muito s e  p e s q u i -  

s o u ,  e  a i n d a  s e  p e s q u i s a  181 1131 1 2 2 )  e t c . ,  no s e n t i d o  de c a r a c  

t e r i z a r  V *  de um modo d i f e r e n t e  do o r i g i n a l m e n t e  p r o p o s t o  por 

Wonham. Ao l a d o  dos Óbvios i n t e r e s s e s  em s i m p l i f i c a r  a s  manipu- 

l a s o e s  a s s o c i a d a s  ao P R P  e  a  todos  os  problemas que envol vem 

V* e s t á  o  f a t o  de que q u a l q u e r  i n t e r p r e t a c a o  d e s s e  i m p o r t a n t i s -  

simo subespaco  em termos  menos a b s t r a t o s  e  mais i n t u i t i v o s  s e -  

r i a  extremamente bem-vinda. Nota- se  mesmo uma preocupacao  cons-  

t a n t e  na l i t e r a t u r a  em e x p l i c a r  a s  p r o p r i e d a d e s  g e o m é t r i c a s  de 

V* em termos f r e q u e n c i a i s ,  ou c e j a ,  m a t r i z e s  de t r a n s f e r e n c i a .  

Mais urna vez lembramos que o  subespaco  V* tem emprego impor tan-  

t e  e  g e n e r a l i z a d o  nos a s s u n t o s  t r a t a d o s  pe la  t e o r i a  da i n v a r i a n  - 

tia, nao s e  r e s t r i n g i n d o ,  em a b s o l u t o ,  ao problema o r a  em e s t u -  

do .  



Como j á  notávamos n a  s e c a 0  1 1 . 3  a  v i s a 0  e s t r u t u -  

r a l  e  i n é d i t a  do P R P  p roporc ionada  p e l o  teorema 2 . 2  e  p e l a  f i -  

gura  2 .1  s u g e r e  a  p o s s i b i l i d a d e  de s e  p e s q u i s a r  u m  método de 

r e s o l u s a o  d o  P R P  sem o  c á l c u l o  de V * .  

Revis i te rnos ,  de uma maneira  a b r e v i a d a ,  a s  p r i m e i -  

r a s  s e c o e s  do c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  onde a s  i d é i a s  acima eram l a n -  

c a d a s .  Para i s s o  cons ideremos  o  s i s t e m a  l i n e a r  e  i n v a r i a n t e  no 

tempo que s e  d e s e j a  e s t u d a r  d e s c r i t o  da manei ra  usua l  p o r  

O teorema 2 . 2  a s s e g u r a  que a s  p e r t u r b a s o e s  s e r a 0  

r e j e i t a d a s  para t a l  s i s t e m a  s e  e  somente s e  f o r  p o s s i v e l  c o l o -  

c a r  o seu diagrama de b locos  na forma da f i g u r a  2 . 1  ou ,  e q u i v a -  

l e n t e m e n t e ,  s e  e  somente s e  e x i s t i r  uma base  no e spaco  de e s t a -  
- 

d o s ,  dada pe la  t r ans fo rmaqao  de s i m i l a r i d a d e  x = Q x ,  na qual o 

s i s t e m a  é d e s c r i t o  p e l a s  equacGes 

onde A Z 1 ,  a  porcáo i n f e r i o r  e sque rda  de A formada p e l a s  n - v  ú1- 

t i m a s  l i n h a s  e  v p r i m e i r a s  c o l u n a s , é  u m  r n ü l t i p l o  de i2 ,  a  p o r -  

cZo i n f e r i o r  de formada por s u a s  n - v  ú l t i m a s  l i n h a s ,  e  a  po r -  

cZo i n f e r i o r  de E bem como a s  p r i m e i r a s  c o l u n a s  de deve s e r  

n u l a ,  ou c e j a :  



- A A 

onde A l ,  e  urna m a t r i z  ( v x v ) ,  A 2 2  ( n - v x  n - v ) ,  B 1  (vxm) ,  E l  ( v x q ) ,  
A 

c2  ( r x n - v )  e t c .  

Reso lve r  o  P R P  s e r i a  e n t a o  p r o c u r a r  uma m a t r i z  

nao s i n g u l a r  Q t a l  que Q" A Q ,  Q - 1  B ,  Q m l  E e  C Q apresentem 

a s  p a r t i c u l a r i d a d e s  e x p l i c i t a d a s  por ( 3 . 2 ) .  O c o r o l á r i o  2 . 1  
A 

e s p e c i f i c a  a i n d a  mais e s s a s  p a r t i c u l a r i d a d e s ,  most rando que C 

e  E podem s e r  c o n s i d e r a d a s  i g u a l  a 

Desta m a n e i r a ,  a  m a t r i z  procurada  Q deve s a t i s f a -  

z e r ,  além das  cond ic6es  impostas  por ( 3 . 2 ) ,  e s t a s  o u t r a s  r e s t r i  - 

c6es  a d i c i o n a i s .  S e ,  porém, na base  o r i g i n a l m e n t e  usada para 

d e s c r e v e r  o s i s t e m a  a s  m a t r i z e s  C e  E j á  ap resen ta rem a  forma 

I ~ ]  e  pq  qT é de s e  e s p e r a r  que Q t enha  urna e s t r u t u r a  

b a s t a n t e  e s p e c i a l  e  camarada.  Assim, cons ideremos  que o s i s t e m a  

< A ,  B y  C ,  E >  '6 d e s c r i t o ,  na base  o r i g i n a l ,  p o r  



y = L7l O I,]X ( 3 . 3 . b )  

d 

ande A l l  e  urna m a t r i z  ( q x q ) ,  A Z 2 ( n - q - r x n - q - r ) ,  A 3 3 ( r x r ) , B l ( q x m )  

e t c .  

A val i d a d e  d e s s a  h i p ó t e s e  é s u s t e n t a d a  pe lo  c o r o -  

l á r i o  2 . 1 :  s e  n a o  f o r  poss7vel  e n c o n t r a r  uma base  i n i c i a l  onde 

a s  m a t r i z e s  do s i s t e m a  s e  apresentem como em ( 3 . 3 )  nao haverá  

s o l u c a o  para  o  P R P .  S e r i a  f á c i l  v e r i f i c a r  que a  m a t r i z  Q d e s e j a  - 

da e x i b e  a  forma 

Como f i c a r á  c l a r o  mais a d i a n t e  podemos c o n s i d e r a r  

n u l a s  a s  s u b m a t r i z e s  Q 1 2 ,  Q 1 3  e  Q Z 3 ,  r e s u l t a n d o  

- 
e  a  nossa t a r e f a  r e d u z - s e ,  d e s t a  m a n e i r a ,  a  busca de uma m a t r i z  

M (n-q-r  x n-q- r )  n a o  s i n g u l a r .  

O problema pode s e r  formulado da s e g u i n t e  manei- 

r a :  dado u m  s i s t e m a  < A ,  B ,  C ,  E >  como em ( 3 . 3 )  desejamos e s t u -  

d a r  a  s o l u b i l i d a d e  do P R P  sem c a l c u l a r  V * .  Para i s s o  devemos ve - 

r i f i c a r  s e  é possYvel c o l o c á - l o  na forma ( 3 . 2 )  usando m a t r i z e s  

Q como em ( 3 . 4 ) .  A i n c a p a c i d a d e  de s e  a c h a r  t a i s  m a t r i z e s  i n d i -  



c a r i a  a  n a o  s o l u b i l i d a d e  d o  P R P .  O  o b j e t i v o  e n t a o  6 e l a b o r a r  u m  

a l g o r i t m o ,  i s t o  é,  uma b u s c a  o r d e n a d a ,  u m  c o n j u n t o  d e  r e g r a s  

q u e  s e g u i d a s  r e p e t i d a s  v e z e s  l e v e m  a  uma p o s i c a o  d e f i n i d a  s o b r e  

a  e x i s t e n c i a  ou n a o  d e  uma s o l u c a o .  

E X E M P L O  3 . 1  

No s i s t e m a  d a d o  a b a i x o  o m i t i m o s  a s  v a r i á v e i s  x ,  

u ,  y ,  z  a p r e s e n t a n d o  a p e n a s  a s  m a t r i z e s  <A,  B ,  C ,  E >  

As t r a n s f o r m a c ó e s  d e  e q u i v a l e n c i a  q u e  p r e s e r v a m  a  

p a r t i c u l a r  f o r m a  d a s  m a t r i z e s  C e  E s á o  d a d a s  p o r  

o n d e  M e  P  s á o  m a t r i z e s  ( 3 x 3 )  n a o  s i n g u l a r e s  t a i s  q u e  P M = M P = 1 3  

E s t a r e m o s  i n t e r e s s a d o s  em p a r t e s  e s p e c ? f i c a s  d a s  

m a t r i z e s  A = Q" A Q e  = Q - l  B :  a  p o r ~ a o  i n f e r i o r  e s q u e r d a  d e  
- 

A, Á Z 1  ( n - V X V )  e  a  p o r q a o  i n f e r i o r  d e  & ,  B 2  ( n - v x m ) .  ~ e s e j a r i a -  



mos e n c o n t r a r  u m  v a l o r  de v para  o qual . . 

A - 
A 2 1  = B~ E l  pa ra  aigurn E l  ( 3 . 5 )  

Como, p e l o  teorema 2 . 2 ,  q 2 v - < n- r  come~aremos  

l Q  Passo :  v = n - r = 4 

onde os  o p e r a d o r e s  L i  e  R' s áo  d e f i n i d o s  da s e g u i n t e  mane i ra :  

L i X  + m a t r i z  composta p e l a s  i  Ül t imas  l i n h a s  de X .  

Y R ~  + m a t r i z  composta p e l a s  j p r i m e i r a s  c o l u n a s  de Y 

Desenvolvendo vem 

onde o s  m i j  sZo os e l emen tos  da segunda l i n h a  de M .  

- Para ( 3 . 5 )  s e r  v e r d a d e i r a  devemos t e r  m Z l  
= m Z 2  - 

m Z 3  = O o que v i o l a  a  h i p ó t e s e  de nao s i n g u l a r i d a d e  de M .  P o r -  

t a n t o ,  j ama i s  chegaremos ii forma ( 3 . 2 )  com v = 4 .  

20 Passo :  v = n-r-1 = 3  

- A 

A Z 1  ( 3 )  = L e  4-l  A Q R~ ; B 2 ( 3 )  = L 2  Q-' B 



Antes de p r o s s e g u i r  notemos que 

e  uma cond icao  n e c e s s á r i a  pa ra  que ( 3 . 5 )  s e  v e r i f i q u e  e  o p r o -  

c e s s o  possa c o n t i n u a r  é m Z 1  = m Z 2  = O .  Es t a  r e s t r i c a o ,  juntamen - 

t e  com o f a t o  de que L ~ P M R '  = 01 - nos l eva  a c o n c l u s a o  de 

q u e  L ~ P  = r0 - P 3 2  09 - permi t i n d o  f i n a l m e n t e  e s c r e v e r  

Para ( 3 . 5 )  s e  v e r i f i c a r  devemos t e r  m 1 1 + m 3 1  - - 

m 1 2 + m 3 2  = O ou P~~ = O .  Como q u a l q u e r  d e s t a s  p o s s i b i l i d a d e s  a f e  - 

t a r i a  a  nao s i n g u l a r i d a d e  de M ,  n a o  haverá  s o l u ~ i i o  (forma 

( 3 . 2 ) )  com v ..=. 3 .  

30 Passo:  v = n- r-2 = 2 



Usando, a i n d a ,  a  r e s t r i c a o  m Z 1  = mZ2 = O é f á c i l  

n o t a r  que 

e  uma cond icao  n e c e s s a r i a  para  ( 3 . 5 )  v a l o r  é 

t a  r e s t r i c á o  e  mais o f a t o  de que L,PMR" = 10 01 ' levam a  

S u b s t i t u i n d o  mais acima v i r á  

Neste  t e r c e i r o  p a s s o ,  para  v = 

f i n a l m e n t e  s a t i s f e i t a  desde  que usemos 

onde y e  6 sáo  número r e a i s  q u a i s q u e r .  

O P R P  tem s o l u ~ a o  para  o s i s t e m a  d o  exemplo, e  a  

m a t r i z  Q r e s p o n s a v e l  p e l a  mudanca de bases  que o c o l o c a  na f o r -  

ma ( 3 . 2 )  pode s e r  o b t i d a  a  p a r t i r  de 
























































































































































































































