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i v  

R E S U M O  

O p resen te  t r aba lho  tem como o b j e t i v o  c e n t r a l  mon- 

t a r  um esquema adap ta t ivo  e s t o c ã s t i c o  e t e s t á- l o  ver i f icando suas 

potencia l idades  e l imi tações .  O enfoque h e u r i s t i c o  vale- se de r e  - 

3 su l t ados  apresentados por ARAUJO . 

A evolução do t r aba lho  processa- se levando avante 

concomitantemente aspectos  t e ó r i c o s  e experimentais .  

O Desenvolvimento da pesquisa abrange os segu in tes  

aspectos  : 

a )  construção de um Esquema Adaptativo e otimização 

de seus parâmetros. 

b) ~ l i m i n a ç ã o  da tendenciosidade do esquema, s e j a  

a t r avés  de f a t o r e s  de correção,  s e j a  pe lo  uso de 

fórmulas onde s e  e v i t a  ao máximo o recurso a va- 

l o r e s  estimados. 

c )  ~ t i m i z a ç ã o  da ~ p l i c a ç ã o  do Esquema e ou t ros  aspec - 

t o s  como esca la r i zação  de parâmetros, ace leração  

da busca, i n s t a b i l i d a d e s  ocas iona i s ,  s e n s i b i l i d a-  

de do esquema e sua apl icação  na determinação de 

caminhos mínimos ou quase-mínimos. 

d )  comparação dos r e su l t ados  obt idos  com os espera  - 

dos,  permitindo conclu i r  que o esquema apresenta  

um bom í n d i c e  de desempenho. 



A B S T R A C T  

The p r e s e n t  work has  a s  i t s  c e n t r a l  o b j e c t i v e  t o  

e s t a b l i s h  an a d a p t i v e  s t o c h a s t i c  scheme and t e s t  it checking i t s  

p o t e n t i a l s  and l i m i t a t i o n s .  The h e u r i s t i c  approach uses  r e s u l t s  

3 
presen ted  by ARAUJO . 

The e v o l u t i o n  o£ t h e  work procedes t a k i n g  i n t o  ac- 

count  s imul taneous ly  t h e o r e t i c a l  and exper imental  a s p e c t s .  

The development o£ t h e  r e sea rch  encompasses t h e  

fo l lowing  a s p e c t s :  

a )  Cons t ruc t ion  of  an Adaptive Scheme and op t imiza  - 

t i o n  of  i t s  parameters .  

b )  E l imina t ion  o£ t h e  b i a s  of t h e  scheme, e i t h e r  

by means o£ c o r r e c t i o n  f a c t o r s ,  o r  by use  o£ 

formulas where t h e  u se  o£ expected va lues  i s  

mostly avoided.  

c )  Opt imizat ion o£ t h e  Scheme App l i ca t ion  and other 

a s p e c t s  as parameter  s c a l i n g ,  s e a r c h  acce l e ra-  

t i o n ,  occas iona l  i n s t a b i l i t i e s ,  s e n s i t i v i t y  o£ 

t h e  scheme and i t s  a p p l i c a t i o n  i n  t h e  determina - 

t i o n  o£ minimal o r  quasi-minimal p a t h s .  

d )  Comparison o£ t h e  ob ta ined  r e s u l t s  w i t h  t h e  ex- 

pec t ed  ones ,  a l lowing  t o  conclude t h a t  t h e  sche  . . - 

m e  p r e s e n t s  a good performance index .  
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O presente trabalho propõe-se como objetivo, estu - 

dar um esquema adaptativo estocástico, observando suas deficiên - 

cias, indicando alternativas, descobrindo suas limitações e es - 

tudando uma forma conveniente de aplicação. 

Para conseguir o acima, foram seguidos os seguin -- 

tes passos, traduzidos em diversos capítulos, cujos resumos se- 

guem. 

capitulo I1 

É um apanhado das principais definições e concei - 

tos necessários para um bom entendimento do trabalho. Os princi - 

pais teoremas e corolários da programação heurística são ai enun - 

ciados, não havendo nenhuma preocupação em demonstrá-los, pois 

as provas se encontram nas referências bibliográficas. Acentua - 

mos de modo especial o Algoritmo A*, base deste trabalho e acres - 

centamos o Algoritmo B*, que é uma das Últimas novidades que sur - 

giram na bibliografia especializada. 

capitulo 111 

Pretende ser uma revisão bibliográfica sobre heu - 

rística e busca heuristica. Revela a escassez de autores que se 

aventuram em encarar aspectos probabilísticos dentro da heurís - 



tica. Na parte final do capitulo foi dado um enfoque mais deta - 

lhado sobre os antecedentes, ou seja, a origem deste trabalho. 

capítulo IV 

Neste capitulo formulamos um problema e definimos 

seus parâmetros básicos. Em seguida sugerimos uma primeira propo - 

sição de solução e apresentamos as ferramentas de que o esquema 

se serve para atingir seu objetivo. A cada nova hipótese segue 

um experimento prático e uma análise dos resultados. Cada argu - 

mento, cada hipótese é questionada e tentativas de otimização 

são analisadas. 

Em vista de uma tendenciosidade latente no esque - 

ma, mostrada no capítulo IV, a análise foi dirigida para possí - 

veis formas de eliminá-las. são efetuadas quatro tentativas, três 

delas apresentando visível sucesso. 

capítulo VI 

Neste capítulo fazemos testes com hipóteses que no 

decorrer do trabalho foram ventiladas. Encaramos aspectos como 

S matriz escalar, Ct conhecido ou estimado a priori, aspectos 
=t 

da instabilidade de si1 , influência de e na busca, variação na 

dimensão de g e A_ , aspectos sobre o caminho mínimo e sua obten - 

ção através da aplicação do esquema proposto, otimização da apli - 

cação do esquema e sua sensibilidade, bem como uma nova forma de 



expansão da árvore de busca. 

capitulo VI1 

Relata as conclusÕes e sugestões encarando em sepa - 

rado três aspectos do trabalho, quais sejam: Estimativa dos pg 

râmetros (referente ao capítulo IV), correção da tendenciosidade 

(cap. V) e Sobre a ~plicação do Esquema (cap. VI) . 



CONCEITOS BÃSICOS DA PROGRAMAÇÃO HEUR~STICA 

Os conceitos que seguem foram coletados em diver- 

sos livros e artigos especializados, destacando-se especialmente 

HART ZT ALI5, NILSSON~~, ARAUJO~ e G O M E Z ~ ~ ,  onde o leitor poderá 

aprofundar os tópicos enunciados neste capítulo. 

O objetivo deste capitulo é reunir conceitos que 

posteriormente serão de alguma forma úteis, evitando-se defini- 

ções extra-contexto. 

2.1 - Grafo de um Problema 

Suponhamos que um problema admita a seguinte formu - 

lação : 

Sejam S o conjunto de estados iniciais (conheci- 

dos) , T o conjunto de estados desejados (terminais) e r um con - 

junto de operações sobre os estados, isto é, se ei é um estado 

do problema e y E i'é uma operação aplicável a ei, então y (ei) = 

( e i C i )  onde ei é um estado do problema e Ci é o custo associa- 

do a aplicação de y a ei. 

Assim posto, o problema é isomorfo a um grafo pon 

derado e orientado a que chamaremos de grafo do problema e terá 

como notação Gs(S, r ) ,  ou simplesmente Gs: 

Gs(S, T ) é chamado Grafo de um problema, se e so- 



mente s e :  

(i) S C V ( G , )  , o conjunto de v é r t i c e s  (ou nós) de Gs . 
(ii) niE V ( G s )  , y E r onde y (ni) = (n , C .  . )  

j 11 

n . ~  V ( G s )  e C i j  = cus to  do arco  ( n i , n . )  e n  é de 
J I j - 

terminado sucessor  de ni. 

6 - Grafos 

E a  c l a s s e  de g ra fos  com cus tos  de t r a n s i ç ã o  'i j  

super iores  a  algum 6 >  0 .  

Custos Adit ivos 

Se ja  L(no,nr) um caminho de no a  n  O s  cus tos  são r 

a d i t i v o s  se pudermos c a l c u l a r  o  cus to  de L como 

Def i n i ç ã o  2.2 

s e j a  n&V(GS) , então  

Min KL(s,n)  s e  L ( s , n )  e x i s t e  

(11-2 )  

caso c o n t r á r i o  

h ( n )  = Min KL(n , t )  

t E T  



O custo mínimo de um caminho de S a T, devendo paz 

sar por um nó n E V(Gs), é definido 

Definição 2.4  

L(no,nr) é dito solução de um problema se e somen- 

te se, no€ S e nrc T. 

L(no,nr) é uma solução Ótima se e somente se 

(i) no€ S 

(ii) nr E T 

(iii) KL(no,nr) = f (S) . 

Um algoritmo de busca é admissivel, se para todo 

6 -grafo tendo uma solução finita, o algoritmo garante encontrar 

uma solução Ótima em um número finito de passos. Note-se que re - 

solver o problema equivale a explorar parcialmente Gs até achar 

uma solução. 

Definição 2.7 

Se a busca da solução é feita seletivamente, utili - 

zando informações específicas ao domínio do problema, dizemosque 

a busca é heuristica e o algoritmo usado de Algoritmo de busca 



heuristica. 

2.3 - Busca ~euristica 

Suponhamos a possibilidade de calcular uma funqão 

de mérito ?(n) para cada n cV(GS). Podemos usar o algoritmo de 

busca ordenada de HART ET AL'~, sendo necessário armazenarmos: 

(i) Descrição do estado que o nó n representa. 

(ii) Distinção entre nós abertos e fechados. 

Seja F(n) = O --n aberto 

F(n) = 1 4 n  fechado. 

(iii) Valor de S dos nós abertos. 

(iv) Apontador P para seu melhor antecessor. 

Sejam S: conjunto de vértices iniciais 

T: conjunto de vértices terminais 

Algoritmo de Busca Ordenada 

P1 - Para todo S E S ,  calcule f(s), faça ~ ( s )  = 0, 

P(s) = 1 e guarde. 

P2 - Escolha entre os nós abertos o nó n com me- 
A 

lhor f ;  Se houver mais de um, desempate arbi - 

tráriamente, mas sempre a favor de nós termi - 

nais. Se não há nó aberto, para com fracasso. 

P3 - Se n E T ,  faça F (n) = 1 e pare. Seguindo-se os 

apontadores P, obtém-se a solução. 

P4 - Se não, faça F(n) = 1 e gere todos os sucesso - 

res de n; Para cada sucessor m de n, calcule 

f (m) . Se m é um novo nó, ou se o novo valor de 



A 

f (m) é melhor do que o anterior, faça P (m) =n, 
A 

F(m) = O e guarde-o com o novo f (m) . 
P5 - Volte a P2. 

Observações 

Este algoritmo só para com fracasso se o problema 

não tem solução. O caso mais importante quanto à forma de 2 é: 

f (n) = g (n) + 8 (n) (Algoritmo A*) , onde C (n) (função heurística) , 
A 

é uma estimativa de h(n) e g(n) = k(s,n) . Se h(n) depende do es - 

tado da busca, seu valor deve ser atualizado para todos os nós 

abertos ao fim do passo P4. 

Teorema 2.1 (HART ET AL'~) 

A A 

Se f (n) = g (n) + 6 (n) e i; (n) e h (n) para todos os 

nós de Gs, então A* é admissivel e além disso, somente nós tendo 

g(n) C f (s) são fechados. Este resultado 6 extensível a grafos fi - 

nitos com custos de transformação não negativos. 

Uma função heuristica é dita consistente se e so- 

mente se, para todo m e n E V (Gs) 

1 5  Teorema 2.2 (HART ET AL ) 

A 

Se h é consistente, quando A* fecha um n6,já achou 

o caminho Ótimo até ele. 



A 

Se h é consistente, e a sequência de nós fechados 

por A* 
A 

f (ni) ; 

a 
* * * 

e (n1,n2,...,nr), então, para todo par i,j (i < j) temos 

A 
Seja B n  O conjunto de índices usado pelo algoritmo 

A *  A 
A no nó n. ~ntão, se B n  C B n  para todos os nós n em Gs, podemos 

* 
dizer que o algoritmo A é não mais informado que o algoritmo A . 

* 
Seja a o conjunto de todos os algoritmos que agem 

* 
como A quando não há empates, mas que resolvem os empatesdefor - 

ma difereiite . 
1 5  Teorema 2.4 (HART ET AL ) 

Seja A qualquer algoritmo admissível, não mais in- 

formado que os algoritmos em a, e suponha que a condição de con - 
-k 

sistência seja satisfeita por h ( . )  usado nos algoritmos em 6, en 
* * 

tão, para todo 6 -grafo Gsl existe um A E O. tal que todo nó não 
* 

terminal expandido por A , também o será por A. 

* 
Seja N(A ) e N(A) o número de nós visitados pelos 

* 
Algoritmos A e A respectivamente e as premissas do teorema 2.4 

* 
estejam satisfeitas, então, para qualquer 6-grafo Gs, N(A S ~ 

N(A), ocorrendo a igualdade se e somente se A expande exatamente 
* 

os mesmos nós não-terminais que A . 

* 
Se R(A ) é o número de empates que ocorreu na apli - 

* 
cação de A e se as premissas do teorema 2.4 estão satisfeitas, 



* * 
então, para qualquer 6-grafo Gs , N (A ) < N (A) + R(A ) . 

3 O ~efinição 2.11 (VANDERBRUG ) 

Um algoritmo A é dito Completo se, para todo 6-gra - 

fo Gs possuindo solução finita, ele encontra uma num número fini - 

to de passos. 

4 Teorema 2.5 (ARAUJO ) 

A A 

Se existe a > O e zsR tais que z ,< h(n) 6 ah(n) pa - 

ra todo n s V(Gs) , então A^ é completo. 

4 ~efinição 2.12 (ARAUJO ) 

A 

Se h é uma variável aleatória, então TI o número 
* 

de nós fechados por A , também o é, e se o algoritmo satisfaz 

2 E(T), E(T ) < então é chamado Completo em ~édia ~uadrática. 

2.4 - Medidas de Desempenho 

Um dos primeiros métodos, proposto por DORAN~, foi 

a penetrância p = k/~, onde k é o custo da solução achada e T o 

custo de fechamento dos nós. 

SLAGLE'~, introduziu a razão de profundidade DR = 

logT/logNo, sendo No o custo total da busca (medido nas mesmas 
A 

unidades que T) , empregando h = O, ou seja, o algoritmo de Dijkstra. 

NILSSON'~ propôs o 

de uma árvore de profundidade k, 

fator de ramificação efetiva R 

possuindo T nós, e R satisfaz 



Nilsson sugere que T seja o número total-de nós ge - 
* 

rados, o que é um lapso, levando-se em conta a estrutura de A , 

pois, mesmo numa busca perfeita, o número de nós gerados é maior 

que k, pois todos os sucessores do nó fechado são gerados. 

P e R dependem das dimensões dos problemas. Isto 

dificulta a avaliação de uma mesma função heuristica empregadaem 

problemas diferentes. 

Embora DR não tenha este inconveniente, requer o 

conhecimento de No. 

ARAUJO~, contorna estes problemas propondo medir o 
A 

conteúdo de informação de uma função heuristica h(n), por um nú - 

mero, tal que a busca usando ah(n) fecha o mesmo número de nós 
A 

(ou dá o mesmo custo de fechamento) que empregando h(n). a é  apro - 

ximadamente independente das dimensões, sendo essencialmente de- 
A 

terminado por h (n) . 
Assim, pressupondo que Gs seja uma árvore com fator 

de ramificação constante B (número de sucessores por nó), com ar - 

tos sendo percorridos em ambos os sentidos, tendo custo unitário 

e que exista uma solução Ótima de comprimento k, fornece como mg 

dida de desempenho a "informação heuristica equivalente": 

logB - 1ogR 
a = ; R = B  (1-a) / (l+a) 

logB + logR 

onde R satisfaz a equação 

e B = 
N? de nós gerados - - G 
N? de nós fechados T 



isto é 

* 
2.5 - O Algoritmo B 

7 BERLINER , apresenta um algoritmo, por ele denomi- 
* 

nado B , que prova que um arco na raiz de uma árvore de busca é 

melhor que qualquer outro dos concorrentes. Para cada nó provê 

duas avaliações: Uma otimista, outra pessimista. Estabelece com 

isto limites para avaliações na subárvore deste ramos. Estes li- 

mites são gradativamente reajustados (reduzindo o intervalo) du 

rante a busca, até coincidirem. 
* 

O domínio de B inclui tanto problemas de busca 1- 

pessoa quanto de 2-pessoas (adversários). Nestes Últimos, uma 

pessoa procura maximizar uma função enquanto outra procura mini- 

mizá-la. 
* 

O que distingue B da busca "O melhor-primeiro": 

(1) Uma busca o melhor-primeiro é entendida como 

"achar um objetivo a partir do nó que mais promete", sendo este 
* 

fechado. B está interessado somente em achar "o melhor primeiro 

passo" em direção ao objetivo, enquanto a prova ( * )  não estiver 

completa. A sutileza está no fato de que é sem sentido estender 

uma ramificação, melhorando o seu valor, se isto não muda o 

"status" da prova. 
* 

(2) B pode escolher uma estratégia, mesmo que es- 

teja ainda na raiz da arvore. 

O algoritmo usa as seguintes variáveis: 

CURNODE : guarda a pista do nó corrente 



DEPTH : recorda a d i s t â n c i a  do CURNODE 2 r a i z  

OPTIM : l i m i t e  a cada passo 

PESSIM : l i m i t e  a cada passo 

PARENT : apontador para  o p a i  do nó 

MAXOPTIM: guarda a p i s t a  do va lo r  mais o t i m i s t a  de 

todos o s  sucessores  de CURNODE; 

MAXPESS : guarda a p i s t a  do va lo r  "pess imis ta"  de 

todos o s  sucessores  de CURNODE. 

observação : 

No passo 4 há d o i s  testes que dependem do ponto de 

v i s t a  como é encarado o problema. O operador "'" i nd ica  que de- 

pendendo d e s t e  ponto de v i s t a ,  > torna- se < e < torna- se > .  

P1 - DEPTH +-O; CURNODE *O;  OPTIM ( O )  --=o; PESSIM 

( O ) c = o .  

P2 - Se CURNODE ainda não f o i  expandido, en tão  ge- 

r a r  e a v a l i a r  os  sucessores ,  dando a todos um 

apontador para  CURNODE; 

P3 - BESTNODE -nome do sucessor  de CURNODE com me - 

l ho r  va lo r  OPTIM; 

ALTERNeNome do Sucessor com segundo melhor 

va lo r  OPTIM; 

MAXOPTIM +OPTIM (BESTNODE) ; 

MAXPESStValor do melhor PESSIM de todos os  

sucessores;  

[MAXPESS < I  OPTIM (CURNODE)] , va i  a ~5 

(* )  Prova: refere- se 5 f o r m a  como trabalha B*, provando otimali- 

lidade p a r a  determinado sucessor em c a d a  r a i z  da árvore de busca. 



PESSIM (CURNODE) *MAXOPTIM; 

O P T I M  (CURNODE) +- MAXPESS ; 

Se D E P T H  > O 

então CURNODE + PARENT (CURNODE) ; 

D E P T H  DEPTH - 1; 

V a i  a P3;  

Se D E P T H  = O 

então se P E S S I M  (BESTNODE) b O P T I M  (ALTERN)  

então s a i  c o m  ANSWER = BESTNODE; 

P 5  - Se DEPTH = 0 ,  então decide estratégia;  

Se estratégia = DISPROVEREST, então C U R N O D E ~  

ALTERN ; 

Se  estratégia = PROVEREST,  então CURNODE .t- 

BESTNODE ; 

P6 - Se (DEPTH # 0 )  , então CURNODE e BESTNODE; 

P7  - DEPTH 6 D E P T H  + 1; V a i  a P 2 .  

O l e i t o r  poderá encontrar m a i s  detalhes e m  [7], 02 

de aparece t a m b é m  uma c o m p a r a ç ã o  c o m  out ros  a l g o r i t m o s  de busca. 



HEUR~STICA E BUSCA HEUR~STICA 

3.1 - Heuristica em Geral 

A busca heuristica foi uma das idéias importantes 

no desenvolvimento da pesquisa em ~nteligência artificial. É um 

conceito não totalmente definido e foi usado como um guarda-chu - 

va para muitas técnicas computacionais que são dificieis de clas - 

sificar ou analisar. Isto 6 bom porque leva a imaginação por ca - 

minhos isentos, a tentar técnicas que funcionam em problemas com - 
plexos . 

Contudo, a não conceituação leva à repetição. Se- 

guidamente análises analíticas levam a procedimentos mais efi - 

cientes. 

E difícil atingir as origens do uso da heuristica 

como processo facilitador de tarefas. Aparentemente sempre andou 

junto com a ciência como fonte inspiradora, mantendo-se transpa - 

rente. 

Contudo, em fins da década 50 e início da 60,  apa 

receramdiversostrabalhos que procuravam tornar concreta a inter - 

venção da heuristica na solução de diversos problemas. 

Para rever o que ocorreu, é preciso ir a bibliogra - 

fia da época, não tão especifica quanto a atual, e proceder cui - 

dadosaç pesquisas. 

Os programas de busca heuristica de NEWELL, SIMON 

e SHAW 21 ' 2 2  , geraram grande entusiasmo. Aplicando as mesmas téc - 



nicas a diversos problemas de domínios diferentes, demonstraram 

empíricamente o caráter geral da busca heuristica. 

~á um pouco mais recente é a tentativa de DORAN e 

MICHIE " , com seus Graph Traverser Programs (GTP) , em que os 

mecanismos de busca são programas de busca em grafos, dirigidos 

por funções heuristicas que são estimadores de distâncias em gra - 

£os. 

Os GTPs foram usados para comparar a eficiência de 

diferentes funções heuristicas na solução de quebra-cabeças. 

HART, NILSSON e RAPHAEL'~, baseados em experiên- 

cias anteriores de Nilsson sobre determinação do menor caminho 

em grafos, descobriram como usar melhor a informação para melho - 

rar a eficiência do cálculo do menor caminho. Eles generalizaram 

isto para o conceito de estimação heuristica e fizeram um algo - 

ritmo que usa esta informação no cálculo do menor caminho. Tam - 

bém produziram os primeiros teoremas sobre a eficiência como fun - 

ção de exatidão da função heurística. 

MARTELLI" , analisa a complexidade de algoritmos, 

N em particular o A*, para o qual atribui O ( 2  ) passos no pior ca- 

so. - 
Apresenta, além disso, um algoritmo B, que, confor - 

me ARAUJO~, é dominado por uma subclasse de A*, com dadas re - 

gras de desempate. 

GELPERIN~', aponta algumas falhas em demonstrações 

sobre otimalidade de A*, feitas anteriormente por Nilsson, e - a 

presenta provas novas. Além disso, mostra através de exemplos , 

que : 

1) O valor de h(n) pode ser uma função do estado da bus - 

ca assim como da informação heurística disponível. Esta é uma 



idéia já antiga, ventilada por Nilsson e repetida por Blaydon 

em [a]  . 
2) Que existem algoritmos de busca admissiveis que não 

podem ser simulados por qualquer algoritmo A*. 

P O H L ~ ~ ,  apresenta um modelo particular de busca 

heuristica para achar um caminho num grafo dirigido, o "Heuris - 

2 o tic Path Algorithm" (HPA). O HPA tem seu protótipo em MOORE . 
O que o diferencia de A* é f (n) = (1-W) g(n) +wh(n) ,sendo O ew ? 1. 

Se w = 0.5, HPA e A* serão idênticos. 

A função avaliação pode ser extendida a uma forma 

linear geral, 

K K 
com L w i > O  ; B w i b l  

i=l i=l 

podendo os wi serem funções dos nós. Isto permitiria um sistema 

com aprendizado, medir o desempenho de cada termo como contri - 

buição para a estimação da distância. 

HARRIS~~, introduz mais uma restrição sobre a heu - 

ristica, a "Bandwidth Condition" (BC), que permite 2 busca heu - 

ristica lidar melhor com problemas práticos de tempo e espaço. 

O tempo para a busca pode ser reduzido se aproximarmos melhor 

os valores de h(.). Pode ser impraticável determinar uma heuris - 

tica que nunca viole a condição de admissibilidade. Em muitos 

casos é fácil achar um novo valor para h(.), embora sendo este 

superestimado. BC requer que 



o que é um afrouxamento da.admissibilidade. Claro é que, se e=O 

e d > h(n) para todos os nós, BC se reduz a admissibilidade. 

A busca BC minimiza a dependência crítica em rela - 

ção à heurística e elimina a necessidade da fixação a priori de 

restrições ao processo de busca. 

3.2 - ~eurística, Probabilidade e Processos Esto- 

cásticos 

No início da década 70 apareceram os primeiros tra - 

balhos relacionando heurística à probabilidade e processos esto - 

cásticos. ~ s t á  atrás desta tentativa de relacionamento, a inten - 

ção de mostrar que grande parte dos sucessos da primeira podem 

ter uma explicação segura nesta última, embora, até o momento, 

não se tenha a palavra final sobre o assunto. Creio mesmo quetão 

cedo não se terá, pois, a heurística é uma tentativa de usar a 

forma como o intelecto humano encara os problemas. 

A maioria dos problemas admitem soluções "ad hoc", 

e então para haver maior síntese nos tipos de soluçÕes, deve-se 

encarar a possibilidade de reuni-los em famílias de problemas, 

o que deve ser tentado com mais intensidade, considerando a im - 

portância do assunto. 

Entre os autores que mais se destacaram no enfoque 

probabilístico em problemas heurísticos estão ARAUJO 1,2,3,4 e 5 e 

VANDERBRUG~' . 
Abordaremos, dentro da ordem cronológica de publi - 



cação, os principais aspectos enfocados, bem como, os resultados 

obtidos. 

VANDERBRUG~~, determina o número total esperado de 

nós expandidos para diversas suposições probabilísticas em rela - 

ção à profundidade do objetivo, do número de sucessores do nó, e 

do número de tais sucessores que são expandidos. 

Apresenta um modelo probabilístico para estraté - 

gias de busca heurística. O modelo considera como medida de de - 

sempenho o valor esperado do número de nós a serem fechados, até 

que se ache a solução. O modelo pode ser aplicado a uma classe 

de problemas caracterizada por restrições em suas estruturas e 

na localização dos nós objetivos. 

A fim de exemplificar, Vanderbrug desenvolve um mo 

de10 nas seguintes condições: O espaço de busca dever ser uma ár - 

vore sendo Poisson tanto o número de sucessores por nó como a 

profundidade da melhor solução. 

As principais limitações do modelo são: 

i) O espaço de busca é árvore. 

ii) O pior caso é considerado como se produzisse re - 

sultados semelhantes a busca breadth-first. 

iii) Considera como medida de eficiência o número de 

nós expandidos (não considera custos computacio 

nais, etc . . .) . 
ARAUJO~, aborda em primeiro lugar a eficiência da 

busca heuristica, já anteriormente enfocada. Em seguida aborda a 

busca heuristica sob o ponto de vista randômico. Como resultado 

preliminar estima o número de nós fechados E(T) e o número denós 

gerados E(G), respeitadas as condições do problema. 



Considera dois casos: 

i) A distribuição de 6 (vide 2.4) , tem átomos. 

ii) A distribuição de â é absolutamente contínua. 

Na parte final é apresentado um algorítmo para ava - 

liar E (T )  e E ( G )  . Embora um pouco trabalhosa, a implementa~ão 

deste algorítmo é sem dúvida viável em relação ao tempo e espa - 

ço. O importante é que ele proporciona condições para investigar 

que valor ou valores dos coeficientes de h(  . )  minimizarão os cus - 

tos da busca. 

Em [l], Araujo aprofunda alguns dos resultados ob - 
31 tidos em [41 e discute rápidamente os resultados deVANDERBRUG , 

fazendo as seguintes considerações: 

a) O modelo não tem relação com a estrutura do algorítmo 

de busca. 

b) Para que os resultados seja corretos, requer-se: 

bl) Todos os nós à profundidade K + 1  sejam terminais, 

(K é o comprimento de caminho ótimo) . 
b2) A expressão que calcula o número esperado de nós 

fechados, não inclua o Último. 

b3) Ao iniciar-se a busca, o algorítmo já saiba que a 

melhor solução tem comprimento K. 

2 ARAUJO , analisa o problema probabilístico do cami - 
nho mínimo, visto através da programação heurística. 

Sendo o problema do caminho minimo definido como: 

Achar uma tripla (s*, t*, y*) , com s* E S, t* E T , y* E I? (s* , t*) 

tal que Ky* (s*, t*) = min{Ky(s,t)/s E SI t E T I  y E I?(s,t)l, e 

sendo as letras com chapéu consideradas variáveis aleatórias, en - 



foca dois casos: 

i) Achar (s*, t*, y*) tal que 

(Problema do caminho mínimo esperado). 

ii) Dado a E (0,l) , achar ( s * ,  t*, y* , d*) , tal que 

~r[c y* (s*, t*) 6 d*] >, a e d*= rnin{d/~r[~ (s,t) d] )/ a1 
Y 

A esta formulação denomina "Problema ~robabilísti - 

co do Caminho ~ h i m o " .  Os custos dos arcos são aproximados por 

normais independentes (custos não aditivos) . 
Para resolver (ii), apresenta um algoritmo, uma ex - 

tensão de A* que denomina Ã. 

ARAUJO~, considera buscas heuristicas como preces - 
sos estocásticos, e procura formular o problema da otimização 

das heurísticas empregadas. 

Como este trabalho inspirou em parte a presente 

pesquisa e dele adotamos parte da terminologia, vamos estender- 

nos um pouco mais sobre o mesmo. 

3.2.1 - otimização de h(n) - ~ormulação do Problema 

Suponhamos que (n) é da forma $ (H (n) , w) , onde 

fi(n) é um vetor de medições sobre n e w E Q é um vetor de pa - 

râmetros a determinar de modo a otimizar o desempenho de A*. 



Seja: S(W) , o custo total da geração de nós durante a busca; 
Gs , um grafo probabilistico, portanto i(W) será uma va - 

riável aleatória; 

P(w,e), a probabilidade de pararmos numa solução de custo 

igual ou superior a f (S) -i- E; (f (S) também é variá - 

vel aleatória) . 

Para chegar 5 formulação final do Problema, Araujo 

descarta diversas alternativas, que, sob aspectos ~onderáveis , 

tornam-se inviáveis e chega a seguinte: 

Minimizar em ,Q 

onde 8 é um escalar determinado em separado. 

Seja W (0) a solução de (111-1) ou (111-I'.) que dá 

a menor dispersão das estimativas em torno de 8h(n). Se a parame - 

trização de W por 8 for tratável, então pode-se escolher 8 de mo - 

do a minimizar . 

reduzindo a otimização a um problema unidimensional. Para obter 

E [i (W (8) ) ] , recorremos aos modelos de ARAUJO''~ . Como, devido a 

dificuldades no cálculo e desconhecimento das distribuições en - 



volvidas, a formulação (111-1") pode tornar-se inconveniente, e 

por outro lado, se temos uma idéia da ordem de grandeza de f(S)e 

não conhecemos a distribuição de h(n) (o que é frequente), a se - 

guinte formulação é viável: 

i) V 0  E R', W(0) minimiza 

2 
E [((I? (A (h) , W) - Bh) / h=ho ] 

onde hg é especificado. 

ii) 0=0,, onde 80 satisfaz P(OO, E) G a . 

Para valores pequenos de E e a, Araujo sugere para OO,valorprÓ - 

ximo a 

e apresenta para P(0, E) longa e complexa dedução. 

3.2.2 - O caso Linear - Forma Geral de solução 

então (111-1) e (111-1') 'podem ser assim reescritos: 
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Minimizar e m  W e SI 

Suponhamos agora  que K (n )  e W E lRP , e 

Chamado 

H (h )  = E [E (n)  / h  (n )  = h] 

M(h) = H ( h ) / h  

L (h)  = ~ o v [ f í  ( n )  / h (n)  = h ]  

S ( h )  = C ( h ) / h 2  

teremos 

o2 (h.W) = wTs (h)  W 

que podem ser s u b s t i t u í d o s  e m  (111-2) e (111-2') . 

Sendo S = E [ S ( ~ ) ]  

M = E  ( ~ ( h ) ]  

R = E [ M ( ~ ) M ~  ( h ) ]  



Chamado 

(h)  = cov (6 (n) / h (n) = h ]  

S (h)  = C (h)  / h2 

teremos 

v (h ,  W) = wTM (h )  

o ( h , ~ )  = WTs (h) w 

que podem ser substituidos eni (111-2)  e (111-2 '  ) . 

Sendo 2 = E [ s ( h ) ]  

M = E [ M ( ~ ) ]  

R = E [ M ( ~ ) M ~ ( ~ ) ]  

minimizar ( 1 1 1 - 2 ' )  , equivale então a minimizar a 

forma quadrática 

o que ocorre para 

Se o critério for o de minimizar (111 -2 ) ,  a forma da solução se - 

rã a mesma de (111-3) , mas 



A solução é, assim, parametrizada por 8 .  A direção 

de W(8) é totalmente determinada pela lei de probabilidade de 

(h,g ( h )  ) , e 8  influencia apenas a norma. 

W ( 8 )  descreve pois uma raia ótima em R ~ .  



Continuaremos empregando o termo "busca A eu ris ti- 

ca" no sentido de A R A U J O ~  e HART ET A L ' ~ .  

Suponhamos um problema, passível de representação 

via um grafo de estados, e sua solução equivalha à determinação 

de um caminho mhimo entre dois conjuntos de seus vértices, S a 

origem e T o destino ( * )  . 
Seja Gs(S,i?) este grafo, orientado, onde i' é opera - 

dor sucessor. A cada arco (n,m) de Gs está associado um custo 

'n,m . Adotando o algoritmo A*, podemos determinar o menor cami- 

nho de S a T. Este problema é enfocado na forma convencional, ca - 

so os valores dos custos for a única informação disponível. 

Suponhamos contudo que temos informações adicio- 

nais de caráter estocástico, que permitem formular uma melhorheu - 

rística. podemos então recorrer a métodos de ~stimação e aproxi - 

( A )  - A partir do capítulo IV, vale a seguinte notação: 

' * '  sobre uma letra simboliza variável aleatória. 
Letras maiÚsculas, sublinhadas com - uma barra, simbolizam vetores. 

Letras maiÚsculas, sublinhadas com duas barras, simbolizam matrizes. 

Letras encimadas com til I - ' ,  indicam estimativa. 

Barra ' - '  encimando letras, indica média (valor esperado). 

' * '  junto a letras indica ótimo (valor Ótimo). 



mação ~stocástica para otimizar a heurística. Prosseguiremos den - 

tro do Último aspecto. 

4.2 - ~efinições - ~ormulação do Problema - Limi- 
tações 

A formulação do problema segue a de ARAUJO' e a1 - 

5 guns dos tõpicos tem sua base em ARAUJO . 
Seja - W um vetor de pesos, 

I? (n) um vetor de medições sobre o nó n, 
7 

h (n) da forma Q, (W - ,fi - (n) ) , de modo a otimizar A*. 

Especificamente, para D sucessores de n, 

Assumimos também que S(n) é proporcional a h (n) , ou seja, sendo 
A 

A(n) um vetor aleatório com 

e a matriz de autocorrelação 

Neste caso, o problema 



tem.uma solução dada por 

sendo o parâmetro 0 decidido por fora. O problema é que não co - 

nhecemos Ã - nem S ,  - nem tampouco partimos de W . -* 
Para contornar o impasse, vamos montar um esquema 

adaptativo que convirja, em sentido estocástico, para W -* . 
Em outras palavras, queremos determinar uma sequên 

cia W. (i = 0,1, . . . ,t) , tal que 
-1 

a) 'Jt > O, wt = f t (W -t-l~ - 'Eo) 

b) {lVt) converge (em algum sentido) para W,. 

Para satisfazer estes dois quesitos, precisamos ob - 

ter A e que convirjam (em algum sentido) para os verdadeiros 

valores. 

Para resolver este problema, recorremos a aproxima - 

ção estocãstica por ser esta um instrumento simples e de fácil 

implementação. 

4.3 - Esquema ~ásico de ~proximação Estoc~stica 

Suponhamosque at e Bt ( t = O ,  ... ,a) sejam 

duas sequências de números reais positivos, tais que: 



i) lirn C at = lirn C Bt = 

2 2 ii) lirn C at < a; lirn C B t  < 00 

iii) lim ctn = O ; lim Bn = O 

n n+a 

Suponhamos também que, a cada iteração t, dispomos 
- - 

de estimativas At e St, satisfazendo 

Então, se Ao e So são estimativas arbitrárias de A - e S ,  - as se 

quências At e St , definidas como: 

convergem com probabilidade um para A e 5 ,  - pois, basta observar 

que (IV-7) e (IV-7 ' ) satisfazem as condições do teorema de Dvo- 

retzky (vide anexo 1). 
- ,- 

Resta obter uma forma para At e St, o que impõe 

maiores hipóteses sobre o grafo de busca, ou seja, um modelo pa- 

ra o grafo. 

4.4 - Modelo para o Grafo de Busca 



No que se segue, restringir-nos-emos a arborescên- 

cias, ou seja, faremos tal aproximação para G . 
S 

A figura IV-1, mostra a expansão do nó n na ite - 

ração t, com Bt sucessores, sendo Ci(i=l, ... ,Bt) OS custos 
atribuídos a seus arcos. 

ml m2 m * mB 
t 

Fig : IV-1 

a 

Seja m, o sucessor ótimo de n t' isto e f(m,) = 

A 

f (nt) . Para todo m€(rnt - {m,)} , . de£ inimos 6, como uma variável 

aleatória não negativa, ou seja, por hipótese 

- 
Um caso à parte é Am = 6 > 0, com distribuição 

constante ou determinística. 

Observando que não conhecemos o valor de 6 a prio- 

ri, precisamos ainda estimá-lo. 

4.5 - Esquema de ~proximação ~stocástica para o ca 
A 

so om = 6 

~ l é m  das sequências i..) { iati e {B~), PrS 



cisaremos de e {yt) para estimas 6. A sequência de números 

reais yt obedece a (IV-61, (IV-6') e (IV-6"). 

Se conhecêssemos m,, o problema estaria resolvido. 

Como não o conhecemos, podemos recorrer à Probabilidade total e 

escrever 

onde: Pi = probabilidade de que mi = m,(m, é o nó Ótimo) 

- 
6t/i = estimador de 6 supondo que mi - m,. 

~nálogamente 

O problema recai, então, em calcular 

ii) Pi 

Para isso, temos de fazer hipóteses sobre a distri - 

buição de A, - (donde sobre (n) ) . 
Temos dois casos a considerar 

a) mi = m,, o que implica em f (mi) = f ( n  t ) 

b) mi f m,, o que implica em 6i = 6=f(mi) -f(nt)>O. 



Para o caso (a), lembramos que não temos os valores de f. Para 

(b) , podemos fazer 

- - A - 
Se ft estima f, podemos escrever, ft (n) = g (n) + ht (n) , 

Como trabalhamos com arborescências, g (n) = g (n) . A estimativa 
- 
ht (n) , levando em conta (IV-1) e (IV-2) , pode ser obtida da se- 

guinte observação: 

T -1 -1 Donde, se 8 = (A A) , temos E [c (n)] = h (n) , isto é, 

usamos 

- 
h (n) = 

1 
t T S-l A - t - ~  =t-1 s - G(n) 

A At-l=t-l -t-1 

ou ainda 

- -T - H S 

ht (n) = Wt g ( n )  com WT = -t-1 =t-1 

-t S -I A 
-t-1 =t-1 -t-1 

- 
Substituindo os ft em (IV-11) e simplificando, temos 

- 1 - - 
- --  

%/i ~ ~ - 1  t8(nt) + Cj + h, (m.) - g(nt) - h(nt))= 
J f i  J 

- 
- - -  E (C. + h(m.1 - h(nt)) 
~ ~ - 1  j f i  I J 



- 
Subst i tu indo rStIi em (IV-81, temos 

ou s e j a  

Donde, podemos c a l c u l a r  

onde, yt é um ganho com a s  mesmas propriedades de at  e B t .  

Mantendo para  2itIi a abordagem adotada para  6t/ i ,  

podemos escrever  



Como não temos h(nt) e 6, podemos substituí-10s por 6t e por 
- - T A 

h (nt) = W . I1 (n ) respectivamente. Donde, substituindo Atii t em 
-t - - 

AtI temos: 

4.7 - cálculo de gt - 

De modo análogo a (IV-15), podemos escrever 

4.8 - ~stimação dos Pi 



Seja Pi = probabilidade de que mi = m*. Vamos esti - 

má-la por máxima verossimilhança. 

O teorema da probabilidade total dá, para a ocor- 

rência dos B hi, 

Como por hipótese 

h (n) = h (n) - wT~(n) = h(n) 6, (n) , 

onde os 6, são independentes entre si, 

sendo f (G ./ ( . . . ) ) densidades condicionais de probabilidade de 
J j 

dado ( . . . ) . A razão 

é chamada "razão de verossimilhança". 

A A 

Teorema 4.1 : Pr(hl, ... ,hB) é máxima de Z PiLi 
i=l 

o for. 

Prova: Imediata, levando-se em conta que o primeiro fator de 



(IV-21) é não negativo. 

Teorema 4.2 : Se Li = max {L j, (j =l , . . . ,B)) é Gni - 
B 

cor o conjunto (pir ... ,PB), que torna Z P.L. máximo, é: 
L 1 i=l 

Pi = 1 para o 'i" cujo Li é máximo 

P = O para j # i 
j 

Prova: (Ver anexo 1) 

Teoxema 4.3: Se ,ik) maximizam L então, i 

- - - 
'il ... - p i  - -  I- e P = O para k 5 j {{ilr ... ,ik)- k 

Prova: Semelhante a do teorema 4.2. 

Observemos que, se o máximo é Único, as expressões 
- 

de 6t (IV-13), Ã (IV-16), (IV-19) ficam simplificadas. Assim, -t -t - 
seja i, o índice que maximiza Li. ~ntão, 6t passa a 

- 
A passa a -t 

- 
S passa a =t 



4.9 - ~álculo dos Li 

2 Se - fi (n) = N (h (n)A,h - (n) C )  , então - 

Fazendo 2 (h (n) ) = 
1 exp [ - - 1 (6(n>-h(n>ut>2] 

\/Z;; h(n)o 2 2 2 
h (n) a t  

e chamando ki = h (nt) - Ci, temos 

A 2 A 2 
6 (hi- (ki+6) IA,) Li = (li -) exp - 
ki 

2 
(ki-6) 

Logaritmando, obtemos 

Maximizar li corresponde a minimizar -li 



Como não conhecemos os verdadeiros valores de 6,~~,o,, e ki, pg 

demos substitui-los por estimativas como: 

0s testes com o "Experimento Base" da figura IV-2, 

compreendem duas partes: A Estabilidade e a ~onvergência, 

A Estabilidade é um teste efetuado, supondo-se que 

o experimento base tivesse atingido um estado de "regime". Pres- 

supõe que os valores B,, .A, e 2, sejam Ótimos no início do expe - 

rimento e os fatores de ganho at,B, e yt sejam razoavelmente pe - 

quenos, situação em que ocorre a estabilidade, caso o esquema se - 

ja realmente estável. Havendo estabilidade, o teste mostrará que 

os valores observados comportam-se aproximadamente como os espe- 

rados. 

O teste de convergência é efetuado, começando-se 

com valores aleatórios para 6,, A, - e g, ,  como também CL = B t  = 
t 

- 
- Yt = l/t (t=l,2,.. .) . 

Para efeitos de praticidade, vamos separar Conver- 

gência ~stocástica de potência ~euristica. Limitar-nos-emos por 

enquanto à primeira, deixando a última junto a análise global. 

Quanto ao teste de convergência, este é aplicado 

apenas quando a estabilidade produz resultados promissores. 



Inicial izaçao 
de variaveis 

dos nós Abertos 

I Escolhe nó n  I 
com menor f u 

S vê solução 

I 
I I Expande n e  põe 1 

I seus sucessores 1 

h Determina 
I 

Calcula -1 
Recalcula 

Calcula idt Cr=l 
Coleta 

~ s t a t i s t i c a s  

I 

I Vai a  1 I 

Fig. IV-2 



4.11 - Resultados práticos do Esquema com (IV-22), 
(IV-23) e (Iv-24) ( * )  

0s resultados práticos não tem sido promissores. 

0s valores de At e S - aparecem sistematicamente com tendenciosi- 
4- 
L. 

dade acentuada e sempre para valores menores que os esperados. O 

teste 1 e O gráfico 1 (apêndice l), dão uma idéia melhor do ocor - 

rido. 

Como os resultados tendenciosos se apresentavam co - 

mo norma, novas investigações a respeito do modelo foram neces - 

sárias e uma análise mais profunda, sugeriu uma série de tentati - 

vas de melhoranento , a seguir analisados. 

,-' 
4.12 - Novas fórmulas para Ãt e gt 

A primeira tentativa foi uma nova formulação 

(*)  O e s q u e m a  (IV-23), (IV-24) e (IV-22) ou (IV-32) é 

para 

r e f e r i d o  no 

a p ê n d i c e  1 como " t e n t a t i v a  O " .  



A vantagem destas fórmulas é recorrerem o mínimo a 

estimadores (apenas 6 ) .  Amparada nas vantagens, vem porém uma 
t 

grande desvantagem, a instabilidade que o denominador (Ci-6,) pg 

de gerar quando C e 6 forem da mesma ordem de Grandeza. 

Como no experimento descrito na seção 4.11, os va- 

lores de cSt também não foram satisfatórios, vamos tentar melho - 
- 

rã-10 experimentando novas formas para 
6 t -  

4.13 - Outras formas para X r  

Consideremos novamente a figura IV-1. Devido à for - 

mulação do problema, para todo sucessor m de nt, sendo mi* o 
j 

A 

sucessor considerado Ótimo, m # mj, e supondo H unidimen- i* - 

sional (um só componente) , sem dispersão, podemos escrever: 

( IV- 3 1) 

A 

e generalizando para - H com D componentes, temos 

A 

onde hk (n) é a k-ésima componente de (n) , e 

Esta formulação parece bastante aceitável, pois 

não envolve diretamente nenhum estimador. 



Submetendo o esquema (IV-321, (IV-23, (IV-24) ao 

computador, os resultados foram melhores que os das tentativas 

anteriores, já justificando seu uso. 

No entanto, há um viés na divisãode duas variáveis 

A 

aleatõrias pois B [ Z 1 E &  - i) . Pela observação dos re - 
E ( - S)  

sultados experimentais, este viés não pertubou muito. (comoa pre - 

sente observação foi feita com o trabalho, já concluído, fica a 

segunda forma como sugestão para experimentos futuros). 

Uma outra experiência que poderia ser feita é ten - 
- 

tar obter cSt em função de h;. Contudo, a expressão (IV-33) nos 
- 

daria um 
6t 

- - 
coerente com h, ou seja, 6t seria super ou subestimado, segundo 

h o fosse. Isto não tornaria propício seu uso em (IV-31). 

A diferença entre os resultados apresentados por 

(IV-22) e (IV-32) diminui bastante quando foi imposta a restri- 

ção 6t 4 Ci médio dos sucessores do nó em expansão, sem alterar 

significativamente o índice de acertos, revelando assim uma im- 

portância secundária para 8. 

Cabe então investigar melhor h. 

4.14 - Nova forma de cálculo para h(n) 

Seja nt o nó em expansão e y o conjunto de nós per - 

tencentes ao melhor caminho de n até a origem. Vamos ajustaruma 
t 

primeira reta aos pontos y, considerando como coordenadas os va- 



lores [H - (1 ,y) ,g ( y ) )  ; Uma segunda reta com coordenadas 

C J ( ~ ) )  ; e assim até a última posição (m) dos vetores - ;(y) . Se 

os valores do esquema forem bons, as retas ajustadas terão incli - 

nação em torno de 1359 e podem ser usadas para calcular h(n). 

Supondo as retas da forma r (g(n) = ao + alg(n). , 
.- 

I cada uma das m retas fornecerá um valor h(n) = r ( g  (n) ) / 1 al . C 2  

mo estimativa a ser efetivamente usada, podemos tomar a médiados 

m valores. Denominaremos esta forma de cálculo de h de "h ajusta 

do" . 
Emb~ra o processo pareça dispendioso em relação ao 

volume de cálculos, não o será todavia, se forem armazenados a1 - 

guns valores do cálculo em cada ajustamento efetuado, pois os da - 

dos do ajustamento são de caráter cumulativo. 

As retas ajustadas fornecem elementos adicionais 

(por exemplo: inclinação), que permitem ao esquema munir-se de 

defesas contra estimativas excessivamente distantes de h. 

A principal vantagem de usar h ajustado é que o 

seu processo de cálculo não envolve diretamente os valores do es - 

quema. 

A principal desvantagem é que pode viciar-se no 

inicio com valores disparatados de - fim 

Em vista disto, pode-se encarar a possibilidade de 

usar um h que mantenha certa coerência entre o h ajustado e um 
- T A  

outro, obtido por exemplo através da fórmula h = - W - H .  

4.15 - Resultados Experimentais com h ajustado 

Usando h ajustado, foi repetido o experimento pa 

drão com (IV-32), (IV-23) e (IV-24). A estabilidade (teste 2),foi 



bastante superior a do teste 1 (apêndice 1). A convergência (tes - 

tes 3 e 4), pode ser considerado boa, uma vez que, já na itera- 
- 

ção 30 (teste 3), At - tinha uma boa aproximação para A, - e Se foi 

melhorando gradativamente. 

Em vista da tendenciosidade que ainda aparece nos 

resultados (tentativa O), vamos investigar esquemas alternativos 

que a minimizem, ou mesmo eliminem. Estes esquemas são denomina- 

dos no capitulo V de "tentativas". 



G A P Í T U L O  V 

5.1 - Introdução 

Os resultados práticos do capítulo IV não negam um 

bom desempenho de (IV-23) e (IV-24). porém, algumas experiências 

mostraram que os valores de 6 ,  apesar dos possíveis bons métodos 

em obtê-lo, podem levar estas duas expressões a uma acentuada 

tendenciosidade. Os valores de 6 situam-se em segundo plano, 
t r  

levando-se em conta seu menor peso em relação a h. 

Apresentamos neste capítulo, algumas tentativas pa - 

ra diminuir, ou se poss~vel, eliminar a tendeciosidade de At e 

S .  
=t 

- 
5.2 - Tentativa 1: correção em qt e gt  

Como ponto de partida podemos retomar a expressão 

(IV-291, abandonando a parte que a inviabiliza e efetuando uma 

operação corretiva sobre a outra, obtendo: 

Com esta expressão, sem dúvida há perda de informa - 

ção, pois os elementos considerados não ótimos são simplesmente 



ignorados,  o que pode pesar  na velocidade de convergência . Em 

con t rapa r t ida  esperamos uma diminuição do v i é s  em A . 
-t 

5.2.1 - ~ á l c u l o  da correção para Ã 
-t 

Para c a l c u l a r  o f a t o r  de  correção,  podemos cons i  - 

dera r  

onde A o  ind ica  que i, e s t á  sendo considerado como n ã o ó t i m o , e  

p = probabi l idade de i, s e r  Ótimo, ou s e j a ,  que a esc0 - 

l ha  f o i  acer tada .  

Logo 

5.2.2 - cá lcu lo  de p 

p é a probabi l idade de i, s e r  Ótimo. ~ n t ã o  

T - 
p = p r  [C, + wT H (m,) < ci + W~ g ( m i )  , V i f *] - 

-t - 

Considerando os C. 's  i g u a i s ,  podemos el iminá- los.  
1 



Fazendo 

temos 

fi = h* &* -* 

A A 

H. = h.Â. = (h* + & ) A i  
-1 1-1 

T - < (h, + 6) WTÃ.] 
-t -1 

Dividindo por  h, , temos 

fazendo 

temos 

Supondo 



fazendo w = (y - p)/o , então ,  y = w o +  V ã a x ,  e 

fazendo 

(Nesta forma p é faci lmente determinado com o a u x i l i o  da subro - 

t i n a  NDTR do anexo 1).  

~ n t ã o ,  p é a probabi l idade de hi s e r  menor que * 
um h não Ótimo. Considerando independência e n t r e  sucessores ,  i 

( B t -  1) 
temos p = p 

Seguiremos para 8 a mesma l i n h a  de r a c i o c í n i o  que 
-t 

para Ã e m o nó em expansão e s e j a  n seu sucessor  ótimo. 
-t ' 
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Então para o nó n podemos escrever :  

2 

p = [h (m)gmg:+ (h(.m)- C,)-Ã' n-n -ii(m) (h(rn)-~,)- A' - m-n 
c* 

- h (m) (h ( m )  - ~ , ) g  A 
n m 

E ( O )  = --$(h21m) E [Â -n-m Â'] + (h ( m )  - C,) 

c* 

Lembrando a independência de Â e Â , temos 
-n -m 



Como 

Em (V-6), go - implica na suposição que n não é Õti - 

mo. Para obter $0,  trocamos em (V-5) , (h (m) -C,) por (h (m) -C,- 6 ) 

e teremos: 

(V- 7 ) 

Substituindo (V-5) e (V-7) em (.V-6), temos 



5.2.4 - Resultados Ex~erimentais 

(V- 8 

Repetindo o "experimento base" com (V-1) e (V-8) , 

teste de Estabilidade, nota-se oscilaçÕes muito bruscas no iní - 

cio do teste, levando a valores completamente sem sentido. Isto 

apesar de a , P  e y iniciais serem bem pequenos. 

5.3 - Tentativa 2: correção em i& e St 

Em vista do fracasso das fórmulas (V-1) e (V-8) em 

proporcionar uma estabilidade ao esquema adaptativo, vamos ten - 

tar uma nova composição. Consideremos as fórmulas (IV-23) e (IV- 

24) . 

5.3.1 - cá-lculo da correção para Ã 
-t 

Se à semelhança da tentativa 1, tomarmos apenas a 

primeira parte, compensando a segunda por um fator de correção , 

podemos então escrever: 



Para calcular a CORREÇÃO, temos a definir, à seme - 

lhança da tentativa 1, as seguintes variáveis: 

A,: Â, - considerando m, como Ótimo. 
A 

& o :  Â, - considerando m, como não Ótimo. 

p - propabilidade de in, ser ótimo, ou seja, de que 

a escolha foi acertada; p é calculado com (V- 

4)  . 

Mantendo a relação 

vamos fazer 

então 

Se m, é Ótimo, então E ( 0 )  = Â. - 

Se m, é considerado como não ótimo, então 



5 4  

Englobando os dois casos, podemos escrever: 

donde 

ou seja 

Para h(nt) e 6 continuam as estimativas h(n ) e 
t 6 t -  

5.3.2 - cálculo da correção para 5 
-t 

Repetindo para St - um raciocinio semelhante ao se - 

guido na seção (5.2.3) , temos: 

Seja 



fazendo 

Caso a: quando m, é ótimo, então 

h(m,)= h(nt)-C, 

logo E ( $ ) =  S: . 

Caso b: quando m, é considerado como não ótimo, en - 

tão 

Levando em conta os casos "a" e "b", à semelhança 

da expressão (V-11) , temos 



ou seja 

e o fator de correção em $, será 

5.3.3 - Comportamento Ex_perimentaL 

Observando os resultados dos testes de Estabilida - 

de (testes 5, 6, 7 ) ,  podemos classificá-10s como bastante bons. 

At e Se mantiveram uma proporcionalidade em suas variações e W -t 
manteve-se razoavelmente perto de E,. 

Por outra, os testes de convergência (testes 8, 9 ,  

10, 11) , feitos com variação na forma de 6, e nos valores de 5 , 
deram resultados satisfatórios. 

5.4 - Tentativa 3: Ã e sem C e 6 
-t -t i 

5.4.1 - Seria possível suprimir C e 6 ? i 

Observamos que, se substituirmos nas expressões de 
4 - 

A, e St em (IV-23) e (IV-24), os termos [h, (n,) -C i,] e [6(nt) - 
- - 

-C. + S ,] por h (mit) e h (m. respectivamente, as expressões se 
J J 



simplificam para 

(V- 17 ) 

e não há necessidade de calcular d . Seria possível suprimir C 
t i 

e 6 ?  

Verificando novamente o caso unidimensional, sem 

dispersão, temos 

o que mostra que não há ganho de informação, ou seja, o esquema 

seria inócuo. É portanto necessário utilizar a informação de 'i 

e 6t, ou diversificar as fontes de informação, o que se conse - 

gue com o uso de nt ajustado. 



5.4.2 - Mudança de nó Referencial 

Como (V-16) e (V-17) são um pouco inconsistentes 

com a formulação do problema, vamos substituir o nó em referên - 

tia m por n conforme a figura IV-1, e temos: 
j t r  

(V- 18) 

As principais vantagens desta nova formulação são: 

- 
a) Usa apenas um valor estimado (h (n ) ) . 

t 

b) Requer menos cálculos que os anteriores. 

C) N ~ O  usa Ci e 6 t .  

A principal desvantagem é de que coleta toda sua 

informação nos nós fechados, os quais, de modo geral, represen - 

tam uma fração razoavelmente pequena em relação aos abertos. 

5.4.3 - Resultados Ex~erimentais 

Olhando os resultados dos testes de Estabilidade 

no anexo L, (testes 12, 13, 14), com variações em 6 e Ã, não há 
t -  



razão para não .considerá-los m o  bons. 

Quanto aos testes de convergência (testes 15,16, 

17 e 181, feitos novamente com variações em 6 e Ã, agradam tan 
t -  - 

to na aceleração da convergência como nos valores obtidos. 

5.5 - Tentativa 4: Uso de probabilidade 

Voltando a aproveitar a probabilidade p, calculada 

na seção 5.2.2, podemos sugerir mais uma forma de calcular i, e 
- 
S semelhante a (IV-16) e (IV-19). =t 

- ii(.m*).~h~n*) - fi (m* 1 fiT(m, 1 , ç = -  
=t . P +  - 2 . (1-p) th (nt -cmi2 (h(nt) -Cm*+ 6t) 

(V- 2 1) 

A massa de informação arregimentada nesta tentati - 

va é superior à da tentativa 3, situando-se no mesmo nivelda ten - 

tativa 2, da qual parece ser um complemento ou variação. 

5.5.1 - Resultados Experimentais 

Efetuando os testes de Estabilidade (testes 19 e 201, 

vê-se que os resultados não negam um bom desempenho ao esquema. 

Os resultados dos testes de convergência (testes 

21 e 22), são satisfatórios. Nos resultados do teste 21, os va - 



l o r e s  de A e Çt aparecem b a s t a n t e  deturpados em re lação  à s  r e s  
-t - - 

pec t ivas  médias, devido ao f a t o  de a busca t e r - s e  p rec ip i t ado  em 

profundidade. Cabe para  e s t e  caso o u t r a  consideração, f e i t a  no 

c a p i t u l o  segu in te ,  

O t e s t e  22  é um paradigma de ou t ros  t e s t e s  e f e t u a  - 

dos,  r e t r a t ando  os n í v e i s  de p rec i são  a t ing idos .  

Exlcuindo a t e n t a t i v a  1, a s  o u t r a s ,  0 ,  2 ,  3 e 4 a 

presentaram r e s u l t a d o s  em g e r a l  bons e a t é  muito bons, podendo, 

por tanto ,  serem t e s t a d a s  em apl icações  p r á t i c a s .  



C A P Í T U L O  VI 

DISCUSSÃO DE ASPECTOS DOS ESQUEMAS PROPOSTOS 

E NOVAS PERSPECTIVAS 

Veremos no decorrer deste capítulo, tentativas de 

solução para alguns problemas que o esquema apresenta, comentá - 

rios sobre experimentos e tópicos: S matriz escalar, C fixado 
=t =t 

a priori, S através de A e gt, influência de 8 ,  maior dimensão 
=t -t 

para fit e S t ,  o menor caminho, otimização da aplicação do esqug 

ma, Sensibilidade do esquema e Aspectos da árvore de busca. 

Anteriormente, salvo menção explícita em contrá- 
* 

rio, fizemos os experimentos usando A com função de mérito 
A * 
f= g+h. Nesta forma, a árvore de busca é expandida livremente, 

podendo ser selecionado qualquer nó para ser fechado, independen - 

te da profundidade em que este se situa. 

Esta forma de expansão dificulta comparar quantita - 

tivamente entre si dois esquemas ou duas heuristicas, devido ao 

fato de em muitos casos não se chegar à solução. 

* 
Para contornar este problema, propomos A com esque - 

ma de poda, chamado "Busca Dirigida" e que se comporta a meioter - 

mo entre uma busca horizontal e uma busca "vertical em faixa". A 

idéia é, poder atingir soluções próximas ao Ótimo com maior fre - 

qüência e num tempo razoável. 



Nos experimentos práticos foi adotado o seguinte 

procedimento: 

Para (g=1, ..., k), o número de nós expandidos na 

profundidade g 6 menor ou igual a g, sendo expandidos o maior 

número de nós possíveis dentro deste Limite. Para g > k, o núme - 

ro de nós expandidos nas diversas profundidades é k. Os nós em 

Aberto são ordenados segundo f i .  

Nos experimentos efetuados usamos K = 10. 

6.2 - ~proximação de por Matrizes Escalares 
-t 

Suponhamos que 2 - é matriz escalar, i.e., C=EI - - , 

onde E é O valor dos autovalores de C. - 

Observamos que, se os autovalores de 5 - (matriz po - 

sitiva-definida) forem iguais a A ,  então os de g1 - serão h' e , 
então, 

T 2 2 
S A  = (A A + E ~ ) A  = A I ~ A I ~  + EA = (IIA~~ +-E)& -- -- - A - - - - - 

o que permite escrever 

Embora este caso não seja muito freqaente, podemos 

usar esta aproximação quando a dispersão é pequena. 

Quando C - f €1, então, definindo 



n - 1 
E =-  C - C ii, - 

i=$ 

( V I- L )  

O p r i n c i p a l  i n t e r e s s e  d e s t a  aproximação e s t á  emque, 

T T T 
para pequenas d ispersões  ( i . e . ,  - + A A  -- A A  - - ) , S = C  - - + &A é 

se s i n g u l a r  e conseqtlêntemente 5' é i n s t á v e l .  A aproximação - - 

e s c a l a r  permite contornar e s t e  problema. 

6 . 2 . 1  - Resultados Experimentais 

Foram efetuados d o i s  t i p o s  de t e s t e s :  no primeiro 
* 

a árvore  de busca f o i  expandida segundo o algori tmo A ( ~ x p a n s ã o  

não D i r i g i d a ) ,  e no segundo f o i  usada a Expansão Di r ig ida .  

6.2.1.1 - Expansão não Dixigida 

2 
Fazendo gt= E + l l & t l [  , 

( V I-  2) 



foram f e i t o s  d ive r sos  experimentos e os  seus r e su l t ados  foram se - 

melhantes. O s  í n d i c e s  de ace r tos  giraram em torno  de 3 7 % ,  mui - 

t o  baixos e m  r e l a ç ã o  aos out ros  t e s t e s  do esquema. At também não 

mostrou e s t a b i l i d a d e  na maioria  dos casos.  

6.2.1.2 - ~ x p a n s ã o  Di r ig ida  

A Fazendo Vit= 2 A t  
I I A , I I  + E 

e usando ~ x p a n s ã o  Di r ig ida ,  foram repe t idos  os  experimentos. A 

grande surpresa  do t e s t e  d e s t a  vez apareceu no í n d i c e  de a c e r t o s  

45,5%, semelhante ao caso da matr iz  S não e s c a l a r  (43 a 4 6 % ) ,  e 

no caminho subótimo obt ido  4 4 ,  con t ra  4 5  a 4 6  da matr iz  S - não e s  - 

c a l a r .  O s  va lo res  apresentados são médias ob t idas  de 1 0  exper i  - 

mentos, melhor d e s c r i t o s  no t e s t e  23 e g r á f i c o  23. A em g e r a l  
-t 

aparece superestimado. 

O g r á f i c o  23 f o i  f e i t o  a p a r t i r  do experimento 1 

( E = l )  da t a b e l a  do t e s t e  23. 

6.3 - - C em Separado 

- 
Calculando &= - - St- lltA: e fazendo 

podemos obter  



6.3.1 - Resultados Experimentais 

Muito ruins. Como o volume de ~álculos não ofere - 

tia vantagem sobre o dos experimentos anteriores, o Experimento 

foi abandonado. 

6.4 - C - fixado a priori 

Partindo-se de um conhecimento prévio dos possí- 

veis valores de L ,  poderíamos calcular a partir de At e C, - co - 

mo 

6.4.1 - Resultados Experimentais 

Os resultados experimentais foram melhores que os 

da seção anterior, porém, aquém dos resultados do capítulo V.Cm 

binar esta forma com outras sugeridas mais adiante, deve possi - 

velmente proporcionar bons resultados, especialmente no tangente 

ao volume de ~álculos. 

6.5 - Uso da diagonal de - St 

Foram feitos alguns testes de convergência com 

w (i) = A (i)& (i,i) (VI-5) 
-t -t -t 



- 
O í n d i c e  de a c e r t o s  nas decisões não f o i  bom e h 

apresentou va lo res  b a s t a n t e  i n s t á v e i s .  

6 . 6  - I n s t a b i l i d a d e  de ~3' - 

No decorrer  dos t e s t e s  r e a l i z a d o s  no c a p i t u l o  V,  a  - 

pareceram alguns casos em que h osc i l ava  muito e por conseqüê; 
- 

tia, embora com menos in tens idade ,  h ,  

Observando atentamente e s t e s  casos,  notou-se que 

a origem d e s t a  i n s t a b i l i d a d e  r e s i d i a  em g e r a l  na r e l ação  e n t r e  

A e E&, ou melhor precisando,  a i n s t a b i l i d a d e  o c o r r i a  quando 
-t 

i ii 
(A 1 > St para  algum ou todos o s  i. Ocorr ia  em p a r t i c u l a r  com -t 

C pequeno. - - 

6.6.1 - soluções v i á v e i s  

Como a i n s t a b i l i d a d e  de h gera  maus resu l t ados  na 

busca, é p r e c i s o  contorná- la,  e para  i s t o ,  

t a s  em p r á t i c a .  

A pr imei ra ,  que se rve  para  a 

i i T e f e t u a r  t e s t e s  sobre  sEi - e A A , mantendo 
-t-t 

duas i d é i a s  foram pos - 

maioria  dos casos,  é 
. . i sl1 maior que ( A  ) . 

=t -t 

O que s e r i a  mais c o r r e t o ,  e r a  t e s t a r  s e  S t  é pos l  -- 

t i v o  d e f i n i d a .  Caso não o s e j a ,  en tão ,  tomemos h < O ,  o  menor 
n 

au tovalor  de st. - Fazemos então a correção 

S = t + s t  + (b,I 4- E ) &  r 

onde E > . O  qualquer.  



A nova matr iz  St é posi t ivo- def in ida .  N ~ O  deve s e r  esquecido o E, 

caso c o n t r á r i o ,  S pode f i c a r  s i n g u l a r .  
=t 

Como f i c a  meio l e n t o  chamar uma subro t ina  de auto - 

va lo res  todas a s  vezes,  parece p r á t i c o ,  usar  como a l t e r n a t i v a k e  - 

gunda i d é i a ) ,  recursos  de programação "sense switch" ou a lgo  pg 

rec ido ,  afim de que, quando uma inversão  é i n v i á v e l ,  ao invés de 

a b o r t a r  o programa, soma-se um E à diagonal  p r i n c i p a l  de  S e 
-t 

r e faz- se  o cá lcu lo  de I s t o  parece razoável  e f o i  irnplanta- 

do na subro t ina  de ~ n v e r s ã o  de Matr izes  "INVERT". 

6 . 6 . 2  - Enfoque em Aberto 

Aceitando a h ipó tese  que a i n s t a b i l i d a d e  do esque - 

ma possa o r ig ina r- se  de  um ve to r  N - normal a A,  - então ,  em vez de 

t r a b a l h a r  apenas com A t I  poder-se- ia t e n t a r  uma forma de decom - 

posição 

onde p é um e s c a l a r  qualquer e - N um ve to r  Normal a A .  - 

Embora (771-7) s e j a  suges t iva ,  não conduziu a uma 

forma concreta  de  r e a l i z a ç ã o ,  sendo abandonada. 



6 . 7  - ~ a n u t e n ç ã o  da cons i s t ênc ia  e n t r e  At e  St 

O s  r e su l t ados  experimentais mostraram, o  que é e s  - 

perado, que a  busca produz melhores r e su l t ados  quando Ct= S - 
=t 

- A AT = L .  Para  que I: - 2, é prec i so  que A e  St mantenham uma -t-t: = =t - -t 

c e r t a  cons i s t ênc ia  e n t r e  s i .  O s  p i o r e s  r e su l t ados  apareceramquan - 

do 2 não é p o s i t i v o  d e f i n i d a ,  e  é para  e s t e  caso que sugerimos 
-t 

a  correção que segue: 

6 . 7 . 1  - Uso da Diferença ~ á x i m a  da Diagonal 

T Suponhamos que S -A A não s e j a  p o s i t i v a  de f in ida ;  
-t -t-t 

T supondo também que St-AtAt  - é diagonal ,  e  chamando 

i i i m=máx{6.= (A,) - St / 6 .  > 0 1 .  
1 - 1 

Se fizermos 

s ' =  A A' + A,, com 
=t -t-t 

A t  
será não-negativa de f in ida .  (Para g a r a n t i r  p o s i t i v a  d e f i n i  - 

da,  poderíamos usa r  m' = m + E > 0 )  . 

Para e v i t a r  v i e s e s  cumulativos podemos f a z e r  



6.7.2 - Resultados Experimentais 

O teste experimental revelou que este método só po - 

de ser aplicado após certo número de nós expandidos, caso contrá - 

rio pode levar a deformação em S as quais o esquema não conse =t 1 - 

gue recuperar posteriormente. Experimentos mostraram também que, 

nas condições dos testes efetuados, 20 nós expandidos antes de 

aplicar a correção, em geral produzem resultados satisfatórios. 

Repetindo, com a correção ora sugerida, experimen - 

tos em que ocorria C não positiva definida, houve sensivel me 
=t - 

lhora no índice de acertos na escolha do sucessor ótimo, e, em 

conseqfiência, da solução obtida. Os resultados nivelaram-se aos 

casos em que C era positiva definida sem precisar correção. 
=t 

6.7.3 - correção por linha e coluna 

Uma segunda forma é efetuar uma correção multipli - 
i cativa apenas sobre a linha e coluna i de S quando(At) - > S: =t 

i 2 " 

Neste caso, o fator de correção FCi= (A ) /sU pode ser usado. 
-t -t 

Os resultados experimentais aparecem no teste 24 , 

notando-se que o esquema é bem estável. O gráfico 24, referente 

ao mesmo teste, mostra o comportamento aproximado de h a medida 

que crescia. 

Mostra por outra, o viés de St - em relação ao seu 

valor esperado, calculado através da expressão: 













6.8 - Estudo da Lnfluência de 8 na busca 

Quando efetuamos a operação + 8G, introduzimos 

uma maior ou menor acelexação da busca no sentido de profundida- 

de. Se 8 > 1, aumenta a aceleração, mas se 8 1, diminui, prg 

cessando-se uma busca mais horizontal. 

Para melhor aquilatar a utilidade de 8, apresenta - 

mos uma breve análise, baseada em experimentos práticos. Os re - 

sultados devem aproximar-se razoavelmente dos valores esperados, 

uma vez que utilizamos nos testes h=h(xeal) . Os gráficos da figu - 
ra VL.1, dão uma idéia da relação entre 8 e o número de nós ex - 

pandidos (NE). Estes gráficos foram traçados ligando os pontos 

experimentais. Os pontos representam a média de três ou mais ex - 
- 2 

perimentos o é a média das variâncias de - A. 

A figura VI.2, nos dá uma idéia da forma que assu - 

me a árvore de expansão como um todo. Enquanto a ordenada indica 

profundidade, a abscissa indica o número de nós que tem esta pro 

fundidade. Note-se que a altura onde a largura da árvore é máxi - 

ma, depende de 8. 

Para o tracejado que envolve todas as outras, foi 
- 2 

usado o = L .  " 

A figura VI-3, dá uma idéia mais detalhada da ex - 

~ansão da árvore de busca. A ordem da expansão (números cerca- 

dos), mostra um cacheamento, que revela o peso dos Últimos nós 

expandidos. 
Os gráficos da figura VI.5 relacionam 8 com o me - 

nor caminho. Os pontos representam médias tiradas dos resultados 

experimentais do anexo 2. 



6.9 - var iação  da  ~ i m e n s ã o  de A - e - 

A medida que m ( n h e r o  de componentes de A ) c resce ,  
-r, 

o esquema, quando converge, aproxima mais rapidamente h de h ,  o 

que se e x p l i c a  pe lo  maior volume de dados que entram no a j u s t a  - 

mento. Um melhor h leva  a melhores va lo res  de At e St. O s  t e s t e s  

experimentais 'com dimensões 2 e 4 ,  apresentaram r e s u l t a d o s  seme - 

lhantes  quando a média das v a r i â n c i a s  e m  2 - eram aproximadamente' 

i g u a i s .  

Podemos t e r  uma i d é i a  do comportamento do esquema 

a t ravés  dos t e s t e s  25 e 26 e do g r á f i c o  25. Observemos que na 

i t e r a ç ã o  30, W t i n h a  praticamente a mesma p rec i são  que na 300 . 
-t 

Acelerando a busca a t r avés  de 8, a média de 9 experimentos deu 

um índ ice  de 45% de a c e r t o s ,  para  um h mínimo de 40. 

6.10 - Sobre o Menor Caminho 

A maioria  dos expeximentos f o i  e fe tuada  com h ( l ) =  

= 4 0 ,  ou s e j a ,  menor caminho i g u a l  a 4 0 .  A solução esperada,  caso 

não fosse  usado B e em seu lugar  f o s s e  f e i t o  um s o r t e i o  para  de 

terminar o nó a s e r  expandido, numa busca em profundidade, s e r i a  

= 52.66. 

É evidente  que o s  r e su l t ados  dependem de C, como - 

podemos ver  nos g rá f i cos  da f i g u r a  V I- 4 .  Cada um dos pontos que 

aparecem n e s t a  f i g u r a ,  r ep resen ta  a média a r i t m é t i c a  de pe lo  me - 
2 

nos três r e s u l t a d o s  do experimento, ( o  é a média a r i t m g t i c a  da 

diagonal de C) - . 
Para  e l iminar  e f e i t o s  devidos a h ,  f o i  usado h =  h 

r e a l .  



2 2 2 
A obtenção dos pontos para  o = 0.5, o = 1 . 0  e o =: 

2 
2 . 0 ,  não f o i  t ã o  t ranqf i i la  quanto para  o = 0.3,  sendo e m  alguns 

casos necessá r io  aumentar o número de experimentos. 

Outros r e su l t ados  sobre menor caminho aparecem nas 

t a b e l a s  V I . 1 ,  VI.2 e V I . 3 .  

A t a b e l a  V I . l  r e fe re- se  ao  í n d i c e  de a c e r t o s  do e 5  

quema por profundidade, parando o experimento com a pr imeira  so  - 

lução que f o r  de tec tada .  0s  r ecursos  das t e n t a t i v a s  2 ,  3 e 4 do 

c a p í t u l o  V foram usados, fazendo v a r i a r  os  va lo res  de 2 - e sendo 

h (1) =4O. 

Sobre a t a b e l a  V I . l  podemos f a z e r  algumas observa - 

ções : 

a )  Considerando o número de  nós fechados, o caminho Ó t i  - 

mo médio para 8 = 1 . 0  e 8 = 1 . 1  é aproximadamente i g u a l .  

b) A percentagem de a c e r t o s  por i n t e r v a l o  s ó  f i c a  s i g n i  - 

f i c a t i v a  a p a r t i r  da profundidade (T- 20) aproximadamente. 

c )  O percentua l  de a c e r t o s  para  8 = 1 . 5  é elevado devido 

ao pequeno número de nós expandidos. Neste caso os  nós expandi - 

dos p e r t o  de T ,  onde o í n d i c e  de ace r tos  é maior, tem maior peso. 

A t a b e l a  V1.2 é um resumo de experimentos usando 

a t e n t a t i v a  3 do c a p í t u l o  V ,  com h(1)=40.  ~ t é  a expansão de 25 

nós é usado W calculado pe lo  esquema a cada passo.  Depois d e 2 5 ,  
-t 

é usado WZ5. - 

Sobre a t a b e l a  V1.2 podemos f a z e r  a s  seguin tes  ob - 

servações:  

a )  A t a b e l a  r ep resen ta  1 0  experimentos, um para  cada 2. - 

* 
b) O menor caminho médio g é a média dos L0 experimen - 

t o s .  



-* 
C )  Comparando:*= 44.5 da t a b e l a V I . 2  c o m g -  44.9 da 

* 
t a b e l a  VI.3, vê- se, com surp resa ,  que o va lo r  obt ido  com W - equi  - 

v a l e  ao obt ido  com VJt  não Ótimo. (Embora não conclusivo, o dado 

é sugest ivo)  . 
A t a b e l a  V1.3, é uma r é p l i c a  dos experimentos da 

t a b e l a  V I . 2 ,  fazendo W = E,. 
-t 

Um ou t ro  dado indicador  de desempenho do esquema, 

é o número de  nós que são fechados an tes  de encont rar  o caminho 

ótimo. Como não é f á c i l  determinar t a l  número, po i s  e s t e  v a r i a  

segundo C - , contentamo-nos com alguns r e s u l t a d o s ,  ob t idos  com!,, 

que junto com a s  t a b e l a s  VL.2 e V I . 3  podem informar-nos sobre i s  - 
2 

t o .  A s s i m ,  com d = 0 . 3 ,  h ( l ) = 4 0 ,  o melhor caminho em d o i s  exper i  - 

mentos com W - de dimensão 4 ,  f o i  de tec tado depois  de 345 e 446 nós 

2 expandidos. Com o = 0.6,  depois  de 584 nós expandidos, surgiuuma 

2 
solução subótima g=42. Com a = 1.0 ,  para  encont rar  g=41, 533 nós 

foram fechados. 

É digno de nota  

quema em melhorar uma solução 

A expl icação é simples:  Neste 
A 

com menor h ,  p o i s  g t e r á  um 

também, o baixo desempenho do es - 

subótima quando i é superestimado. 

caso,  o esquema se lec iona  o s  nós 

peso pequeno e a escolha se concen - 

t r a r á  na á rea  em que o esquema j á  a t u a r a  com e f i c i ê n c i a  quando 

obteve a pr imeira  solução (observemos o maior í n d i c e  de  a c e r t o s  

p e r t o  de T na Tabela V I .  1) . 
Como exemplo apresentamos o caso e m  que, com h ( l ) =  

= 40, f o i  encontrada a pr imeira  solução (g=47) com o fechamento 

de  35 nós,  e a t é  660  nós fechados, a melhor solução que apareceu 

não passou de g=46. 
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ÍNDICE DE ACERTOS 

~ x p a n s ã o  não d i r i g i d a  

T : C o n j u n t o  de g ' s  obt idos como solução 

Ã - e - 2 : Os mesmos  do teste 2 3  

I n t  = I n t e r v a l o  (g  de 5 em 5 )  

Acum = A c u m u l a d o  

I 

% d e  a c e r t o s  % d e  a c e r t o s  

Profundidade 

(T-50) - (T- 45)  

(T-45)  - (T- 40)  

(T- 40) - (T- 35)  

(T- 35) - (T- 30) 

(T- 30) - (T- 25)  

(T- 25) - (T- 20) 

(T- 20) - (T- 15)  

(T- 15) - (T- 10)  

(T-10)  - ( T  - 5 )  

( T - 5 ) - (  T 

C a m i n h o  ~ é d i o  

N? de E x p e r i -  
m e n t o s  

% d e  a c e r t o s  

NÕS F e c h a d o s  
( m é d i a )  

T a b e l a  V I . l  

I n t  

3 8  

40 

4 O 

40 

4 1  

42  

5 2  

54 

6 6  

7 8  

1 0 1  

Acum 

4 5  

46  

46  

46  

47  

5 5  

60  

6 3  

7 2  

7 8  

4 5 .  O 

I n t  

3 5  

3 6  

3 8  

40 

4 2  

44  

5 2  

5 9  

7 7  

9 0  

6 8  

Acum 

4 4  

4 4  

4 5  

46  

5 1  

5 4  

6 2  

6 8  

7 9  

9 0  

I n t  

3 3  

44  

4 8  

4 8  

5 0  

5 6  

5 8  

6 7  

8 0  

8 4  

3 7  

4 6 . 2  

Acum 

5 5  

5 7  

5 8  

6 0  

6 3  

6 7 

7 0  

7 4  

8 2  

8 4  

4 7 . 4  



MENOR CAMINHO 

~ x p a n s ã o  D i r i g i d a  

Â - e C: - O s  mesmos  do teste 2 3  

Dim = N? de c o m p o n e n t e s  de E, 
- 2 
o = ~ é d i a  da diagonal  p r i nc ipa l  de C 

9-* = Melhor c a m i n h o  obt ido  

NNE = N? de nós expandidos (fechados) 

I E s p e r a d o  1 - 0 . 0 9  0 . 1 9  0 . 1 3  

D i m  

4  

I E s p e r a d o  1 0 . 0 8  0 . 1 7  

õ2 

0 . 3  

0 . 6  

1 . 0  

T a b e l a  V I .  2  

~ é d i a  
geral 

W 
-t 

0 . 1 4  0 . 1 0  0 . 0 5  - 0 . 0 1  

0 . 0 5  - 0 .07  0 . 0 6  0 . 2 6  

0 . 1 2  0 . 0 0  0 . 0 4  0 . 1 1  

E s p e r a d o  

g* 

4 3  

4 5  

49 

0.78 

0 . 0 2  0 . 1 0  0 . 0 6  0 . 0 7  

NNE 

1 9  2  

1 9 8  

219  

44.5 1 9 5  
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EXPERIMENTOS COM E, 

~ x p a n s ã o  Di r ig ida  

Ã e C : O s  mesmos  do teste 2 3  - - 

Dim: ~ i m e n s ã o  de E, 
- 2 
o : ~ é d i a  da d i a g o n a l  p r i nc ipa l  de - C 

g, : Melhor c a m i n h o  obt ido  

NNE: ~ Ú m e r o  de nós expandidos (fechados) 

T a b e l a  V I . 3  

D i m  

4  

3  

2  

~ é d i a  
geral  

- 2  
0 

0 . 3  

0 . 6  

1 . 0  

0 . 3  

0 . 6  

1 . 0  

0 . 3  

0 . 6  

1 . 0  

2 . 0  

0 . 7 8  

4, 

4  2 

4 5  

4 7  

46  

4 3  

44  

4 4  

4 5  

4 8  

4 5  

4 4 . 9  

NNE 

1 8 0  

1 9  8 

2 0 8  

1 8 1  

1 9 1  

1 9  1 

1 8 9  

1 9  9  

2 0 8  

1 9 9  

1 9 4 . 4  

W -* 
0 . 0 2  0 . 1 0  0 . 0 6  0 . 0 8  

- 0 .09  0 . 1 9  0 . 1 3  

0 . 0 8  0 . 1 7  



6.11 - ~timização da ~plicação do Esquema 

Embora o esquema, nas suas rotinas básicas, apre - 

senta complexidade polinomial 0(n2), sua aplicação a cada expan - 
são de nó pode tornar-se por demais onerosa quando n for gran - 

de (o problema como um todo é de natureza exponencial). 

No sentido de aliviar o volume de trabalho, a apli - 

cação do esquema foi feita de diversas maneiras. Evidentemente ha - 

verá prejuízo em seu desempenho, mas o que importa é: ~ t é  onde 

podemos diminuir o volume de cálculos, mantendo o esquema como 

instrumento suficientemente Útil? 

Para verificar este ponto, foram checadas diversas 

idéias que apareceram. 

a) Calcular W com um intervalo maior que um. 
-t 

Para não perdermos muita informação, os valores de 
- 
S calculados em cada intervalo, seriam armazenados e no fim do 
=t 

intervalo, calculado um St - como a média aritmética dos valores 

acumulados. 

Submetido à máquina, tal procedimento em princípio 

revelou-se em fracasso, conforme se pode ver no teste e gráfico 

Para não abandonar a idéia, foi aplicado um fator 

corretivo FC em S , multiplicando todos os elementos de St 
-t - Por 

i 
FC para que sii > (A 1 .  Esta correção produziu um bom efeito. 

-t -t 

elevando o índice médio de acertos para 41%. Contudo, esta cor - 

reção só pode ser feita depois que .?lt e St "tomaram forma" (qua~ 
do forem mais ou menos iguais a A - e SI, caso contrário. pode pro - - 

duzir distorções catastróficas. Nos experimentos realizados, a 



correção f o i  i n i c i a d a  após 20 expansÕes, o que permitiu ob te r  o 

índ ice  de 4 1 %  acima anunciado. 

Se  a correção f o r  f e i t a  apenas sobre a diagonal , 

os  resul tados  não são t ão  bons. Para dimensão 4 a s  es t imat ivas  

h foram muito boas. 

i 2 ii 
Se ja  D o maior quociente ( A t )  - /Çt , Vi . 

O f a t o r  ~ o r r e ç ã o  (FC) f o i  assim determinado: 

( F C  = D + 0 . 0 0 0 1 ,  caso contrár io .  

Modo de e f e tua r  a correção 

a .  1) correção sobre todo - St 

a.2) correção apenas sobre a diagonal de S 
-t 

b) Abandonando a i d é i a  de média, uma segunda forma a ser 

encarada é ca l cu l a r  a cada i t e r a ç ã o  A , 6 t  e gt ,  calculando pg -t 

r é m  W com in t e rva lo  maior que um. 
-t 



Os resultados experimentais com um intervalo de 

cinco, r,evelaram um índice de acertos semelhantes ao caso(a) aci - 

ma, ou seja 41%. 

C) Estendendo esta idéia, podemos calcular At, St, S =t e 

W em intervalos maiores. Assim, com um intervalo de cinco entre 
=t 

um cálculo e outro, os resultados práticos surpreendentemente mos - 

traram uma média de acertos semelhantes aos de ( b ) ,  43%. Para ob - 

ter esta média foram efetuados 7 experimentos, podendo-se credi - 

tar a pequena diferença ã casualidade. 

d) Prosseguindo com a idéia (c), truncamos completamente 

o cálculo de At, St, S e W após 25 nós expandidos. Ou seja, a 
=t -t 

partir desta expansão, sempre foi usado o mesmo W até o final 
-t 

do teste. O índice médio de acertos foi de 43%, igual ao de (d). 

Notou-se porém que, quando a dimensão de S era 4 (a maior testa - - 

da), o índice de acertos foi de 47%, o que mostra uma maior rapi - 

dez na 

ter h. 

convergência para dimensões maiores, devido à força de ob - 

e) Sem nenhuma interferência (experimentos realizados com 

as tentativas 2, 3 e 4 do capítulo V), o índice de acertos foi 

de 46%. 

Nas tentativas a, b, c, d acima, At e S foram cal - - - -  - =t - 

culados segundo a tentativa 3 do capítulo V. 

As percentagens aqui apresentadas são globais, ser - 

vindo apenas para fins de seleção para a forma em que o esquema' 

será aplicado. 



6.12 - Sensibilidade e precisão do Esquema 

Podemos determiná-lo tanto considerando a qualida - 

de das estimativas quanto a quantidade de nós expandidos ou in - 

dites de acerto. 

No aspecto qualitativo, o esquema produziu bons re - 
- 

sultados no referente às estimativas h e A , e razoáveis para 
-r, 

No aspecto quantitativo os resultados devem ser 

julgados comparativamente, tomando-se como paradigma resultados 

obtidos com E,. Neste sentido podemos consultar a tabela VI-1. 

As experiências com E, também mostraram, o que era 

esperado, que h sempre subestima levemente 8h (para compensar a 

dispersão), exigindo um 8 -1.1 para igualá-los. Este detalhe 

também foi notado em aproximadamente 80% dos experimentos reali - 

zados com W determinado pelo esquema. 
-t 

6.13 - conclusão 

Comparando os resultados do esquema com aqueles ob - 

tidos com - W,, podemos afirmar que o esquema aprova e que algumas 

das sugestões apresentadas nas seções 6.2 e 6.11 são perfeitamen - 

te viáveis. 

Cumpre salientar também que não são as rotinas do 

esquema as únicas a serem questionadas em relação ao tempo e vo - 

lume de trabalho, mas, também as rotinas de atualização e reorde - 

nação dos nós abertos devem ter programação e tratamento adequa - 

do. 
A seção 6.2 sugere que o teste com "~x~ansão não 

Dirigida" apresenta dificuldades na avaliação da força da heuris - 



t i c a  para  problemas de maior p o r t e ,  sendo que indicamos como com - 

plemento, a ~ x p a n s ã o  Di r ig ida .  



Para, numa apreciação sucinta, apresentar as prin- 

cipais conclusÕes relativas ao presente trabalho, baixamos nova - 

mente aos seus tres aspectos, a saber: Estimativa dos parâmetros, 

correção da tendenciosidade e Aspectos da aplicação do esquema. 

7.1 - Sobre a Estimativa dos ~arâmetros 

Sem recorrer aos recursos empregados na correção 

da tendenciosidade, os melhores valores obtidos para A,, 2, e 6 - t 

foram conseguidos usando as fórmulas (IV-23) , (IV-24) e (IV-32) 

respectivamente. Em quase todos os experimentos realizados, At e 

S mantiveram entre si uma quase-proporcionalidade, que permitiu 
=t 

que os valores de h calculados numa mesma iteração, fossem boas 

heurísticas. 

Como a precisão das estimativas dos parâmetros de - 

pende do estado da busca, houve necessidade de atualização de I; 

segundo o avanço da busca. A medida que os nós abertos cresciam 

em número, crescia também o tempo de reordenação após cada atua - 
A 

lização nos h. Para equacio-r o problema, as atualizações de h 

foram efetuadas em iterações (t) espaçadas por intervalos iguais 

a m, (m = integer(t/20)+1). 

os fatores de convergência (ganhos por iteração)a, 

B,y usados, foram a = B = y = l/t, os quais cumpriram seu papel 

satisfatoriamente. 



W que inicialmente tinha sido calculado através 
-t - 

da expressão Vlt = Vlt-l 4- Y, (Et4 - Wt) 1 teve seu cálculo mudado 

-1 para V& = S i&, devido a excessiva fixidez da primeira forma. 
=t 

Realmente os resultados com a primeira forma não eram bons e os 

valores iniciais pesavam demasiadamente. 

6 (nt) , obtido via ajustamento, também deve ser con - 
siderado satisfatório e foi, sem dúvida, a partida da estabiliza - 

- - 
ção do esquema. = W H não satisfazia de forma nenhuma. 

-t- 

Pi, a probabilidade atribuída aos sucessores dos 

nós expandidos, deve ser avaliada em função dos resultados que o 

esquema produziu. Para verificar estes resultados, consultemos a 

tabela VI-1, que mostra a pequena diferença entre testes com W 
-t 

e 1,. 
Os valores obtidos para 6 foram bastante bons, bas - 

ta para isto consultar m e v nos diversos gráficos apresenta- 

dos. Consultando estes mesmos gráficos, vemos também através do 
A 

símbolo h, que há em geral uma coerência nas variações de 6 e 6,  
m - 

conseq&cia direta do peso do Último na determinação de A e S . -t -t 

7.2 - Sobre a ~orreção da Tendenciosidade 

As tentativas 2 e 3 apresentaram resultados ligei- 

ramente superiores aos do experimento sem a correção de tenden - 

ciosidade. A estimativa de C é claramente melhor e isto é revela - - 
do através de c e h dos gráficos. A tentativa 3, apesar de abran - 

ger menor volume de informação do que a 2, não forneceu nos expe - 

rimentos elementos que demonstrassem inferioridade em relação a 

ela. ~ l é m  do mais, exige menor volume de cálculos. 

A tentativa 4, embora IAt e St de modo geral fossem 



- 
bons, mostrou uma grande instabilidade em h, revelada nos gráfi- 

cos através de h, v e m. Esta instabilidade contra-indica o es - 

quema sob esta forma nos casos em que ele é usado sem atualizar 

a cada passo os h em "Aberto". Este fato, além do volume de cál- 

culos, põe a tentativa 4 em desvantagem em relação às tentativas 

2 e 3. 

Em suma, como a aplicação de uma das tentativas (2 

ou 3) não aumenta significativamente o custo em cálculos, não há 

porque não optar por uma delas. 

7.3 - Sobre a ~plicação do Esquema 

Para manter a estabilidade de h é imperioso evitar 

a inatabilidade se s-'. - A singularidade de S - pode ser contornada 

através de uma programação tipo "sense switch" que adotamos na 

subrotina de ~nversão de Matrizes. A instabilidade de h pode ser 

detectada através de testes entre S e A como sugerido e experi 
=t -t - 

mentado no capítulo VI, e corrigida através de correções sobre 
A 

S . A estabilidade de h é importante para uma aplicação eficien- 
=t 

te do esquema (como abaixo sugerido), não convindo, portanto,omi - 

tir este teste que permite repor o equilíbrio devido entre At e 
gt ' 

A dimensão da matriz S - não preocupa no que tange ã 

precisão dos resultados, pois, as experiências mostraram que as 

estimativas dos parâmetros até melhoram, devido em partesmelhor 

estimativa de h. A convergência processa-se mais rápidamente com 

dimensões maiores, o que permite abandonar antes o c á l ~ u l o d e ~ ~ ,  

A,, 2, e 6 como sugerido no capítulo VI. O Único inconveniente t 

de uma matriz S - com dimensões razoávelmente grandes, é o volume 



de cálculos. 

Considerando a teoria e os experimentos acima enun - 

ciados, sugerimos uma forma de aplicar eficientemente o esquema: 

Expandir uns 30 nós, acelerando na  profundidade,^^ 

gando para W a média dos 5 Últimos obtidos. A partir de então, 
-t 

manter o mesmo W até obter a solução, aplicando uma expansão di 
-t - 

rigida. evidente que esta forma encerra riscos quando há possi - 

bilidade de as soluçÕes serem grandes, mas garante em geral uma 

boa solução (veja tabela VI .3) . 
Merecem aqui citação especial, os experimentos rea - 

lizados aproximando S - por matriz escalar, descritos na seção 6.2. 

A principal vantagem do esquema adaptativo aplicado desta forma, 

é sem dúvida, o pequeno volume de cálculos por iteração. Contu- 

do, a expansão dirigida tem seus inconvenientes tais como a rigi - 

dez no número de nós expandidos, dificuldades em prosseguirabus - 

ca caso a solução ótima seja a meta e esta ainda não tenha sido 
A 

determinada, restringir-se a h não levando em conta g. 

Assim, dependendo do objetivo da busca, a aplica- 

ção de - matriz escalar com ~xpansão dirigida pode ser uma boa 
A 

alternativa, especialmente se tiver muitos componentes em - H e a 

dispersão for pequena. 

Em suma, embora não tivéssemos feito comparações 

de eficiência com outros métodos, em parte por falta de tempotos 

resultados mostraram-se satisfatÓrios ao serem comparados com os 

Ótimos previstos, usando os parâmetros do problema. 

Enfim, pode o esquema de aproximação estocástico 

não ser o mais eficiente de todos, mas é seguramente simples, de 

fácil implementação e bom desempenho. 



A P Ê N D I C E  1 

E s t e  apêndice contém um resumo dos d ive r sos  expe r i  - 

mentos r e a l i z a d o s ,  numerados seqÜêncialmente. 

Para  cada t e s t e  r e a l i z a d o ,  são apresentados o s  prin - 

c i p a i s  parâmetros e f Õrmulas usadas,  va lo res  i n i c i a i s ,  uma tabe-  

l a  resumo e, quando provei toso ,  um g r á f i c o .  

A t a b e l a  e o g r á f i c o  representam apenas uma amostra 

dos r e s u l t a d o s  experimentais  ob t idos  com o esquema na forma apre  - 

sentado no t e s t e .  

~ ã o  apresentamos todos os  r e su l t ados ,  porque i s s o  

não é importante  e também, porque é prat icamente  i n v i á v e l  apre-  

s e n t a r  tamanho volume de dados. 



SIMBOLOGIA E ABREVIAÇÕES ADOTADAS NOS TESTES 

'i : Custo da a r e s t a  i da árvore  expandida ( f o i  mantida cons- 

t a n t e  e i g u a l  a 2 ) .  

h ( 1 )  : Custo da solução Ótima (única)  

Bt 
: N o  de sucessores  do nó expandido ( f o i  mantido cons tante  e 

i g u a l  a 3 ) .  

PVO : Albreviação de ~ a r â m e t r o s  e Valores btimos. 

A 

C - - : Matriz de ~ o v a r i â n c i a  de - H.  

Es tabi l idade:  Indica  que o t e s t e  proposto se rve  para  v e r i f i c a r  a 

e s t a b i l i d a d e  do esquema. 

convergência: Indica  que o t e s t e  se rve  p a r a  v e r i f i c a r  a conver- 

gência  do esquema. 

Tenta t iva  "n":Relaciona o t e s t e  com a a n á l i s e  t e ó r i c a  correspon - 

dente.  

- 
W : Obtido de observações l o c a i s ,  considerados apenas os su- 
-t 

cessores  do nó em expansão. 

~ x p a n s ã o  : Indica  s e  f o i  usada expansão d i r i g i d a  ou não d i r i  

gida.  

A 

8 : Fator  de h para  aceleração da busca. 

- 2  
o : ~ é d i a  da diagonal p r i n c i p a l  de C. - 



ELEMENTOS USADOS NOS GRÁFICOS 

simbolo ~Õrmula Escala Significado 

(h-h) 1.0 Desvio de 6 

T 
v (Et-!*) Z (zt-z*) 10 .O ~ariância (Desvio do h 

ótimo) 

T - m (W -W ) -A 10.0 ~ é d i a ( ~ e s v i o  de 6 Ótimo) -t -* - 

Desvio de A 
-t 

D 
S a (<strii - sii) 1 1.0 Desvio de S 
=t -t i = l  

- 
h (h-h) 

10.0 Delta 

1.0 Desvio de h 



T E S T E  1 

Tentat iva:  O 

Tipo de t e s t e  : Es tab i l idade  

Experimento com I V . 2 2 ,  IV.23 e  I V . 2 4  

Resultados ~ x t r a í d o s  do Experimento 

Resumo: a )  Tendenciosidade acentuada em A t ,  W t ,  B t  e  St 

b) Indice  de a c e r t o s :  4 0 %  

c) Caminho subõtimo: N ~ O  determinado no t e s t e  

d) W bas tan te  i n s t á v e l  (ve r  g r á f i c o  1) 
-t 

( * )  PVO: ~ a r â m e t r o  ou va lo r  Õtimo 
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T E S T E  2 

Tentat iva:  O 

Experimento com IV-32, IV-23 e I V- 2 4  

Tipo de t e s t e :  Es tabi l idade  

h ( n t )  = h  a jus tado 

N? de i t e r a ç õ e s :  200 

Resultados obt idos  em 200 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  Es tabi l idade  boa para  At I zt e 

b )  Indice  de ace r tos :  4 2 %  

c )  Caminho subõtimo: N ~ O  determinado no t e s t e  

d) St com tendenciosidade mais acentuada (gráfi- - 

c0 2 )  





T E S T E  3 

Tentat iva:  O 

Experimento com IV.32, IV.23 e I V . 2 4 .  

Tipo de t e s t e :  convergência 

Ci = 2 . 0  

Bt = 3 

< ( n t )  = E a jus tado  

Resultados obt idos  em 300 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  convergência razoável  para  A 6 t ,  lVt. -t ' 
b) Indice de a c e r t o s :  39% 

c )  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

d) Note-se que a c e r t a  proporcionalidade de Ate St, 

proporcionou um bom W . 
-t 

e )  ~ r á f i c o  associado: 3 
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T E S T E  4 

Tentat iva:  O 

Experimento com IV.32, IV.23 e I V . 2 4  

Tipo de teste : convergência 

h ( n  ) = h a jus tado  
t 

Resultados obt idos  e m  28 i t e rações  

(PVO) 

Resumo: a )  convergência boa para At Wt e 6 t  

b)  Caminho ~ubó t imo  :48 

c)  ~ r á f i c o  associado:  4 

d)  Indice  de a c e r t o s :  60% 





T E S T E  5 

Tenta t iva :  2 

Experimento com IV.32, V.9  e V . 1 4  

Tipo de Tes te  : Es tab i l idade  

h ( n  ) = h a jus tado 
t 

Resultados obt idos  e m  200 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  Es tabi l idade  boa para A t ,  W t ,  6 e S =t  

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  Indice  de ace r tos :  4 1 %  

d)  ~ r á f i c o  associado: 5 





1 0  4 

T E S T E  6 

Tentat iva:  2 

Experimento com IV.22, V.9 e  V . 1 4  

Tipo de t e s t e :  Es tab i l idade  

.., - 
h ( n t )  = h a jus tado 

Resultados obt idos  e m  300 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  Es tabi l idade  boa para 21t Wt  S e  2, 

b)  Caminho subótimo não determinado no t e s t e  

c )  Indice  de ace r tos :  4 2 %  

d )  ~ r á f i c o  associado: 6 





1 0 6  

T E S T E  7 

Tentativa: 2 

Experimento com IV.32, V.9  e  V . 1 4  

Tipo de Experimento: Estabi l idade 

h ( n t )  = h ajustado 

Resultados obtidos em 1 2 0  i t e rações  

1 (PVO) 

Resumo: a )  Estabi l idade boa pa ra  i&, VJt e  g t  

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  ~ r á f i c o  associado: 7 

d) Indice de acer tos :  43% 



m 
r , ,  , , , , Ir;, 0, + 
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T E S T E  8  

Tentat iva:  2 

Experimento com I V . 2 2 ,  V .9  e  V . 1 4  

Tipo de t e s t e  : Convergência 

Ci = 2 .0  

B t  = 3 

h = h a jus tado 

Resultados obt idos  e m  200 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  convergência boa para  A t ,  Wt e  gt 

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  ~ r á f i c o  associado: 8  

d) Indice  de a c e r t o s :  4 2 %  





1 1 0  

T E S T E  9  

Tentat iva:  2 

Experimento com IV.22, V.9  e V . 1 4  

Tipo de t e s t e  : convergência 

- - 
h = h a jus tado 

Resultados obt idos em 200 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  convergência boa para At , LVt e gt 

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  ~ r á f i c o  associado: 9  

d) f ndice de ace r tos  : 42 % 





1 1 2  

T E S T E  1 0  

Tentat iva:  2 

Experimento com IV.32, V . 9  e V . 1 4  

Tipo de t e s t e :  Convergência 

h = B a jus tado  

Resultados obt idos em 200 i t e r a ç õ e s  
' 

Resumo: a )  convergência boa para  W 
-t e 6 t  

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  ~ r á f i c o  associado: 1 0  

d )  fndice  de  caetos:  37% 





1 1 4  

T E S T E  11 

Tenta t iva :  2 

Experimento com IV.32, V.9 e V . 1 4  

Tipo de t e s t e :  convergência 

h ( n t )  = G ajus tado 

Resultados obt idos  em 1 2 0  i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  convergência apenas razoável  para A W e 2, 
- t f  -t 

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  ~ r á f i c o  associado: 11 

d) fndice  de ace r tos :  39% 





T E S T E  1 2  

Tentat iva:  3  

Experimento com I V . 2 2 ,  V.18 e  V . 1 9  

Tipo de t e s t e  : Es tab i l idade  

h ( n t )  = h a jus tado 

Resultados obt idos  em 300 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a) Es tab i l idade  muito boa pa ra  A t ,  Wt  e  St 

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  ~ r á f i c o  associado: 1 2  

d) fndice  de ace r tos  : 43% 
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T E S T E  13 

Tentat iva:  3  

Experimento com IV.32, V.18 e  V . 1 9  

Tipo de t e s t e  : Es tab i l idade  

6 ( n t )  = e ajus tado 

Resultados ob t idos  em 133 i t e r a ç õ e s  , tendo encontrado uma solução. 

Resumo: a )  Es tab i l idade  boa para i&, E,, S e St 

b)  Caminho subótimo: 45 

c )  ~ r á f i c o  associado: 13  

d) fndice  de ace r tos :  4 7 %  





1 2 0  

T E S T E  1 4  

Tentat iva:  3 

Experimento com I V .  32, V.18 e  V. 1 9  

Tipo de t e s t e :  Es tab i l idade  

- 
h ( n t )  = h a jus tado  

Resultados obt idos  em 120 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  Es tab i l idade  bas tan te  boa pa ra  A t ,  V&, 6t e  St 

b )  Caminho subõtimo: não determinado 

c )  ~ r á f i c o  associado: 1 4  

d )  fndice  de ace r tos  : 43% 
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T E S T E  15 

Tenta t iva :  3 

Experimento com IV.32, V.18 e V.19 

Tipo de t e s t e  : convergência 

- 
h ( n t )  = 6 a jus tado  

Resultados obt idos  em 200 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a 

b 

C 

d 

convergência boa para  At, E, e 2, 

Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

~ r á f i c o  associado: 15 

fndice  de a c e r t o s  : 4 2 %  





1 2 4  

T E S T E  1 6  

Tentat iva:  3  

experimento com I V .  32, V. 18 e  v . 1 9  

Tipo de t e s t e :  convergência 

B, = 3 

G(nt )  = a a jus tado  

Resultados obt idos  e m  1 2 0  i t e r a ç õ e ç  

Resumo: a )  

b)  

c  

d) 

Convergência apenas r egu la r  para  i&, W t ,  G t e g t  

Caminho sub6timo: não determinado no t e s t e  

~ r á f i c o  associado- 1 6  

fndice  de cae tos :  37% 





1 2 6  

T E S T E  1 7  

Tenta t iva :  3 

Experimento com I V .  2 2 ,  V.18 e V. 1 9  

Tipo de t e s t e :  convergência 

h ( n t )  = G ajus tado 

Resultados obt idos  em 200 i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  convergência r e g u l a r  em A,, Wt, e boa em St 

b )  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c )  ~ r á f i c o  associado:  1 7  

d)  fndice  de a c e r t o s :  45% 
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T E S T E  1 8  

Tenta t iva :  3 

Experimento com I V . 2 2 ,  V.18 e  V . 1 9  

Tipo de t e s t e :  convergência 

h ( n t )  = h a jus tado 

Resultados obt idos  em 200 i t e r a ç õ e s ,  tendo encontradouma solução. 

Resumo: a )  convergência boa para  A e  razoável  para  W , e  s 
-t - =t 

b)  Caminho subótimo: 4 4  

c )  ~ r á f i c o  associado: 18 

-d)  fndice  de ace r tos :  39% 





130 

T E S T E  19 

Tenta t iva :  4 

Experimento com IV.32, V . 2 0  e V . 2 1  

Tipo de t e s t e :  Es tab i l idade  

h ( n  ) = a jus tado  
t 

Resultados obt idos  em 1 4 1  i t e r a ç õ e s ,  tendo encontradouma solução. 

Resumo: a) Es tab i l idade  muito boa para lit , 6t e St , mas E, 

i n s t á v e l  e longe de E,. 

Caminho subõtimo: 4 7  

~ r á f i c o  associado: 1 9  

fndice  de ace r tos :  43% 
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T E S T E  20 

Tenta t iva :  4 

Experimento com IV.32, V . 2 0  e V . 2 1  

Tipo de teste : Es tab i l idade  

Ci = 2 . 0  

B, = 3 

B(n t )  = ajus tado 

Resultados obt idos  em 1 2 0  i t e r a ç õ e s  

Resumo: a )  convergência muito boa para A,, W t ,  6, e S 
=t 

b)  Caminho subótimo: não determinado no t e s t e  

c)  ~ r á f i c o  associado: 20 

d)  fndice  de acer tos :  4 1 %  





T E S T E  2 1  

Tenta t iva :  4 

Experimento com I V .  32, V. 20 e V. 2 1  

Tipo de t e s t e :  convergência 

- 
c ( n t )  = h a jus tado 

Resultados obt idos  em 34 i t e r a ç õ e s ,  tendo encontrado uma solução. 

Resumo: a )  Convergência boa apenas para  tit .  

b )  Caminho subõtimo : prejudicado 

c )  ~ r á f i c o  associado: 2 1  

d)  fnd ice  de ace r tos :  56% 





136 

T E S T E  2 2  

Tenta t iva :  4 

Experimento com I V . 2 2 ,  V.20,e V . 2 1  

Tipo de t e s t e :  convergência 

h ( n  ) = h a jus tado 
t 

Resultados obt idos  em 140 i terações tendo encontrado uma solução.  

Resumo: a )  convergência boa para A t ,  Wt  e St 

b )  Caminho subótimo : prejudicado 

c )  ~ r á f i c o  associado: 2 2  

d)  fndice  de ace r tos :  4 6 %  
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T E S T E  23 

S : Matriz Esca lar  
=t 
A : Calculado p e l a  t e n t a t i v a  3 
-t 
Tipo de t e s t e :  convergência 

Tipo de busca: ~ x p a n s ã o  d i r i g i d a  

z2 :  ~ é d i a  da Diagonal p r i n c i p a l  de C. - 
C usados: Sigma 1 a 1 0  dos Dados (Anexo 2 ) .  =s 

- 
ou kõ2 (k cons tante)  

O s  va lores  de só foram a tua l i zados  a t é  a expansão de 25 nós. 

Resultados obt idos  de 1 0  experimentos com C # gI - - 

Resumo: a )  Em g e r a l  boa aproximação de Wt com 

b)  A manteve-se em g e r a l  numa re lação  KÃ 
-t - 

c )  fndice  médio de a c e r t o s :  45.5% 

d) &dia  dos melhores caminhos: g ,  = 4 4  

e )   rãf fico associado: 23 





T E S T E  24 

T i p o  de teste: E s t a b i l i d a d e  

O teste  f o i  e f e t u a d o  s e g u n d o  a t en t a t iva  4 ,  cor r ig indo S de t a l  
-t 

2 ii F a t o r  de correção por l i n h a  e c o l u n a  FCi = ( (A:) + €) /S t  . 

- 
i ; ( n t )  = h a j u s t a d o  

T a b e l a  r e s u m o  de e x p e r i m e n t o  

Resumo : a )  P r e  j . : prejudicado e E x p  : E x p e r i m e n t o  

b)  E s t a b i l i d a d e  de A : r a z o á v e l  
-t 

c) ~ r á f i c o  associado: 24  

Exp  . 
t 

A 
-t 

W 
-t 

S 
=t 

G - - 

g 

h-i; 

d)  fndice de acertos : P r e  j . 

1 

200  

2 . 0 8  

5 . 2 0  

0 . 0 9  

0 . 1 6  

4.57 10.65 

10.65 27.00 

0.27 -0.04 

-0.04 0.23 

P r e  j . 
1 

2  

1 6 4  

1 . 8 2  

4 . 5 8  

0 . 0 5  

O .  20 

3.76 8.19 

8.19 21.02 

0.55 -0.09 

-0.09 0.45 

4  3 

- 3 . 5  

3 

200  

2 . 1 8  

5 . 4 6  

0 . 0 7  

0 . 1 6  

5.86 11.30 

11.30 29.78 

1.10 -0.17 

-0.17 0.91 

P r e  j . 
5  

4 

200  

2 . 6 8  

6 . 7 8  

0 . 0 5  

0 . 1 3  

10.63 16.55 

16.55 45.96 

2.20 -0.35 

-0.35 1 . 8 1  

P r e  j . 
7 . 5  





T E S T E  2 5  

Tipo de t e s t e :  convergência 

Teste  efetuado com dimensão 4  para  g, e W (dimensão=componen 
-t 

t e s  ) 

Tenta t iva :  O 

h ( 1 )  = 40 

Ci = 2 . 0  

Bt = 3 .0  

5 (n t )  = a jus tado  

C = Sigma ' 4  ' dos Dados (Anexo 2 )  . - - 

Tabela resumo do Experimento 

Resumo: a )  convergência boa para A t ,  e gt 
b)  ~ r á f i c o  associado: 25  

c )  h d i c e  de a c e r t o s  : prejudicado 

t 

30 

3 0 0  

PVO 

d)  Observe-se que na i t e r a ç ã o  3 0 ,  W t i n h a  a t i n -  
-t 

gido a mesma prec isão  da i t e r a ç ã o  3 0 0 .  

A 
-t 

2 . 2 3  

4 . 9 9  

3 .49  

5 . 8 7  

2 - 2 4  

4 . 4 7  

3 .30  

5 . 5 3  

2 . 0 0  

4 . 0 0  

W 
-t 

0 . 0 3  

0 . 1 4  

0 . 0 6  

O . O 3  

0 . 0 2  

0 . 1 1  

0 . 0 5  

0 . 0 6  

O .  0 2  

0 . 1 0  

0 . 0 6  

S 
=t 

6 . 2 5  8 . 6 7  7 . 3 2  1 1 . 8 3  

8 . 6 7  2 1 . 9 3  1 4 . 2 9  2 4 . 4 8  

7 . 3 2  1 4 . 2 9  1 1 . 3 8  1 8 . 0 2  

1 1 . 8 3  2 4 . 4 8  1 8 . 0 2  3 1 . 3 7  

6 . 2 5  9 . 6 7  7 . 7 2  1 2 . 4 0  

9 . 6 7  2 0 . 3 9  1 4 . 5 9  2 4 . 3 9  

7 . 7 2  1 4 . 5 9  1 1 . 4 5  1 8 . 1 7  

1 2 . 4 0  2 4 . 3 9  1 8 . 1 7  3 1 . 3 3  

5 . 0 0  7 . 9 0  6 . 3 0  1 0 . 1 0  

7 . 9 0  1 6 . 6 0  1 2 . 1 0  2 0 . 1 0  

6 . 3 0  1 2 . 1 0  9 . 5 0  1 5 . 1 0  

5 . 0 0  3 * 0 0  1 0 . 0 7  1 0 . 1 0  2 0 . 1 0  1 5 . 1 0  2 6 . 0 0  





T E S T E  26 

Tipo de t e s t e  : convergência 

Rodado com o s  recursos  da t e n t a t i v a  O 

~ i m e n s ã o  3 para  At , Wt e st 

Bt = 3 

g ( n t )  = a jus tado  

C : Sigma ' 5 ' dos Dados (anexo 2 )  . - - 

Tabela resumo do Experimento 

PVO 

Resumo: a )  ~ o n v e r g é n c i a  boa para .At e St 

b) ~ ã o  há g r á f i c o  associado ao experimento 

c )  fndice  de ace r tos  e caminho subótimo pre judica-  

dos . 



T E S T E  27 

E s t e  t e s t e  f o i  rodado com 8 grande ( 8  1 .5)  , com os  recursos  da 

t e n t a t i v a  O do c a p í t u l o  V. 

Tipo de t e s t e  : convergência 

M = 5 ( ~ é d i a  de 5 va lores  de 5 ) =t 

h ( 1 )  = 40 

Ci = 2.0 

Bt = 3 

6 ( n  ) = h  ajus tado 
t 

C : Sigma ' 3 ' dos Dados (Anexo 2 )  . - - 

Tabela resumo do Experimento 

Resumo: a )  At convergiu razoavelmente 

b) Çt - t eve  um v i é s  acentuado, exigindo correção 

C )  Wt não s e  aproxima de W, 
d)  fndice  de ace r tos  : prejudicado 

e )  ~ r á f i c o  associado: 27  





1 - ARAUJO, J. L. - B u s c a s  H e u r i s t i c a s  e Processos ~ s t o c á s t i c o s ,  

I ~ i m p ó s i o  N a c i o n a l  de Probabilidade e E s t a t í s t i c a ,  Ins  - 

t i t u t o  de M a t e m á t i c a  da U F R J ,  Ju lho  de 1 9 7 4 ,  p p . 1 6 - 2 8 .  

2  - ARAUJO, J. L. - O P r o b l e m a  ~ r o b a b i l í s t i c o  do C a m i n h o  M í n i m o :  

Uma A b o r d a g e m   través da T e o r i a  de p r o g r a m a ç ã o  H e u r í s  ti- 

ca, A n a i s  da SOBRAPO, 1 9 7 4 ,  ( U 0 1 - U 1 4 ) .  
7 

3 - ARAUJO, J .  L. - ~ t i m i z a ç ã o  de H e u r i s t i c a s ,  V I 1 1  ~ i m p ó s i o  de 

Pesquisa  O p e r a c i o n a l  - S e t e m b r o  de 1 9 7 5 .  

4  - ARAUJO, J .  L. - Evalua t ing  and A c c e l e r a t i n g  H e u r i s t i c  Search: 

A Proposal,  Jan.  1 9 7 4 ,  publicação ~ é c n i c a  COPPE/UFRS, N? 

1 . 7 4 .  

5 - ARAUJO, J. L. -  notações do C u r s o  " ~ e u r í s t i c a  11", Junho-Se - 

t e m b r o  de 1 9 7 8 .  

6  - ARAUJO, J. L. - E f i c i ê n c i a  de A l g o r i t m o s  A d a p t a t i v o s  ~ d m i s s í  

ve i s ,  X I  ~ i m p ó s i o  de Pesquisa  O p e r a c i o n a l  - O u t u b r o  de 

1 9  7 8 .  

* 
7 - B E R L I N E R ,  H.  - T h e  B T r e e  Search A l g o r i t h m :  A B e s t - F i r s t  

Proof Procedure , A r t i f i c i a l  I n t e l l i g e n c e ,  1 2  ( 1 9  7 9 )  , 2 3- 

4 0 .  

8 - DORAN, J . ,  M i c h i e ,  D. - E x p e r i m e n t s  w i t h  t h e  G r a p h  T r a v e r s e r  

P r o g r a m ,  Proc. R o y .  Soc. A ( 1 4 3 7 )  ( S e p t  1 9 6 6 ) ,  2 3 5 - 2 5 9 .  



9 - DEMIDOVICH, B.  P. and Maron, I .  A. - Computational Mathema- 

t i c s ,  M I R  P u b l i s h e r s ,  Moscou, 19 73. 

1 0  - FABIAN, V. - S t o c h a s t i c  Approximation of Minima wi th  Impro- 

ved Asymptotic Speed, Ann. Math. S t a t . ,  38,n l ,Feb.1967.  
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11 - GELPERIN, D. - On t h e  Opt imal i ty  o£  A , A r t i f i c i a l  I n t e l l i -  

gence,  8 ( 1 9 7 7 ) ,  69-76. 

12 - GOMEZ, J. G,  - Uma nova ~ o r m u l a ç ã o  do Problema c l á s s i c o  de  

Balanceamento de  Linhas de Montagem e s u a  solução btima 
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1 3  - GRAUPE, D. - I d e n t i f i c a t i o n  of  Systems, Van Nostrand Reinhold 

Company, 1972. 
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15 - HART, P., N i l s son ,  N .  and Raphael, B.  - A Formal Basis f o r  
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A N E X O  1 

A.l - SISTEMAS DE ESTIMAÇÃO E ADAPTATIVOS 

Devido ao grande uso dos termos 'Estimar', 'Adap- 

tar', 'Autoadaptar' ... etc, nos diversos campos da ciência co - 

mo, cibernética, psicologia, para só citar dois, é que vamos de - 

fini-10s precisamente. Claro que existem casos em que o emprego 

de um pelo outro não causa maiores confusões. 

Vamos formular matematicamente o problema: 

1 n Seja xn um vetor 1-dimensional e yn = (X , . . . ,X ) uma sequên- 

1 cia de n destes vetores. Suponha que xn E V , um espaço vetorial 

1-dimensional, e que há um espaço de decisão O = ki)r,l consis - 
tindo de M pontos que indexam M classes. Suponha que existem fun - 

çÕes densidade de probabilidade (fdp) p (x/wi) , i , 2 . . . I cha - 

mada a pdf da classe condicional. 

Denotamos P (w.) a probabilidade que xn corresponda 
1 

a classe w.. Então a fdp de xn pode ser escrita 
1 

(A. 1) 

onde Bi  é um conjunto de parâmetros suficiente para caracterizar 

P(xn/wi) e B contém todos os parâmetros B1, B 2 ,  . . . , By, inclu - 

indo P (wl) , . . . ,P (w,) . A equação (A.l) é chamada uma mistura fi 

nita. 



~stimação é obter os parâmetros em B, dados X1,X2, 

e . .  'X,. 

E um problema estatístico e uma solução implica na 

definição precisa de conhecimentos prévios, isto é, supor que 

P(x/w~) é Gaussiano, unimodal ..., ou mesmo, desconhecido. O im - 

portante é que o conhecimento prévio exista. 

Num sistema de estimação supervisionado (SES), o co - 

nhecimento a pxiori inclui classificação das amostras X1, X2, .. 
4,. 

Um sistema de estimação não supexvisionado (SENS) 

pode ter uma saída. Esta saída é um ponto Wa, o índice da classe 

acusada de ter 'ocasionado' xn. Um SES não pode ter saída porque 

a classificação das amostras 6 conhecida. Se tivesse saída, se- 

ria um sistema de reconhecimento. 

Um sistema de estimação adaptativo (SEA) 6 um sis - 

tema de estimação tendo uma referência externa que muda o 'conhe - 

cimento a priori' contra o qual a estimação se realiza. Esta re 

ferência externa não está sob a influência estatística do 'conhe - 

cimento a priori' como o estão X1, ... rXn= 

~bsezvação: Para ver exemplos e conceituações deri - 
24 vadas o leitor pode consultar PATRICK . 

A.2 - SUBROTINE NDTR-SSP 

Calcula y = P(x) = P(X ,< x) 



CALL NDTR(x,P, D) 

x = escalar do qual calcula-se P(x) 

P = probabilidade retorno 

D = Densidade retorno 

Erro ~áximo: 0.000 000 7 

Subrotina SUBROUTINE NDTR(X,P,D) 

T = 1.0/(1.0+0.2316419 * AX) 

2 RETURN 

END 

Prova: 



-T como E [Â]  - = Ã - e E [iTJ = A - 

- - T  - então 2 - = +ÂT] -- - zTE[&] - - f i~ [~ l [q~]  + A A  -- - 

ou s e j a ,  s - = X T  -- + Z  - 

c .q .d .  

A . 4  - AJUSTAMENTO DE RETAS 

Para a j u s t a r  uma r e t a  da forma 

y = a + alx o 

a e a podem ser obtidos como segue: o 1 

a = 
NCxy - (Cx) (Cy) 

1 2 NCx - (Cx) 2 

A . 5  - MATRIZ DE CBVARIÂNCIA 

a )  A matr iz  de Covariância pode s e r  obt ida  a t ravés  

da fórmula 

onde u - = Matriz de  transformação ro tac iona l  

T -1 (u.uT - - = - - I, ou s e j a ,  Q = ) - - 



o = Matriz diagonal de autovalores - 

b) Consideremos A v = Av, onde v representa auto- - - -- - 

tores e X > O autovalores. Precisamos fatorar 

Para obter LJ, podemos usar o conceito de ortogo - - 

nalidade (I) de vetores e construi-la progressA 

vamente, fazendo 

0 módulo de vl, vi, ... deve ser um. 

A aproximação estocástica é apropriada tanto para 

processos de aproximação lineares como não-lineares. Sua conver- 

gência é garantida com o preenchimento de requisitos fracos e 

2 7 gerais estabelecidos pelo teorema de Dvoretzky . 
Seja 6 uma estimativa de p, vetor a ser determina- 

- 
do. A estimativa p de p (no enegésimo estágio seqÜencial) é deri - 



vada do algoritmo de aproximação estocástica, como segue: 

sendo Q uma função avaliada através de medições instantâneas do 
n 

fenômeno (medidas do ruído), com valor esperado zero (dentro da 

~recisão estabelecida para os resultados do problema). 

'n 
é uma seq%ncia de correções escalares. 

Para a convergência de A.2, a seqÜência p deve sa 
n - 

tisfazer as seguintes condições que são baseadas no teorema de 

Dvoretzki: 

r n 
lim Pk 

- - 03 

n-+ k=l 

i lim 2 

Pk 
< 03 

n+ 03 k=l 

Obviamente, qualquer função da forma p = pl/k sg 
k 

tisfaz as exigências das equações (A.3), assim como muitas ou- 

tras funções de k satisfazem. 

A.7 - ~étodos de Acelerar a convergência 

Historicamente, o primeiro método de acelerar con - 

vergência numa aproximação estocástica foi proposto por Kestern 

(1958) ,  quando propos o número de mudanças de sinal de (Pk-pkcl) 



em (A.2) como indicador de proximidade de Po (valor desejado). 

Venter (1967) , propos estimar a inclinação da fun 

ção regressão e usar este dado para acelerar a convergência e a 

variância assintótica do Procedimento de Robbins-Munro ( R M ) .  

I?abian1 O, apresenta experiências com os algoritmos 

de RM e Kiefer Wolfowitz (KW), obtendo melhoras significativas 

nos dois métodos, usando as seguintes técnicas: 

1) Acelerar convergência pela escolha apropriada 

da seqüência peso 
Pk 

em (A.2) 

2) Tomar mais observações em cada estágio da itera - 

ção. Intuitivamente falando, maior número de in - 

formações conduz a uma solução mais rápida. 

A . 8  - ~mplementação de p (da seção 5.2.2) 

Vamos reduzir o intervalo de integração de z e w 

para -5,5 , pois o erro que decorre desta redução é minimo, en - 

quanto a economia de tempo de processamento é razoável. 

OS valores de v, a e o2 podem ser assim estimados : 

As funções densidade e distribuição são tabelas de 

513 pontos: 



FDIS(x) = 1 para x 2 5. 

O fator E difere muito pouco de 1 e é desprezado. 

~ntão, calcular p vem a ser 

@(a,o,l-i) = DENS(x) * FDIS integer(az-y/o(a-1)) 

@ I 
onde z = -5+i * 10/512 (i = 0, ..*, 512) 

A.9 - ~atoraqão de Matrizes (MILTON'') 

Seja A - uma matriz real, simétrica, positivo-defi- 

nida, de ordem n. Sabemos que & pode ser fatorada - 

onde R - é uma matriz triangular superior. A decomposição (A.4) é 

conhecida como decomposição de Choleski. O cálculo de R - pode ser 

obtido pelo Algoritmo de ~ecomposição Completa de Choleski(ADCC). 

ADCC 



Seja r 11 = (.a11)1'2 e r - 
1 j - alj'rl~ 

(j = 2, ..., n), 

então para i = 2, ..., n, 

Se rii > 0, então a decomposição de A - é Única. 

A.10 - ~emonstração do Teorema 4.2 

Vamos supor, sem perda de generalidade, L com valg 

res decrescentes, sendo portanto L o maior (único). Podemos fa- 1 

zer (L = L1 - C .  ) para qualquer j , sendo C > O e C1 = O. Isto 
j J j 

nos permite escrever 

Como para qualquer i Pi O e Ci 5 0, então, 

B B 
E P.L. será máximo quando minimizarmos E PiCi, O que acontece 

ã 1 i= l i=2 

quando P = 0, para i >, 2. 
i 



B 
Como C P.=l, logo P = 1. 

1 i=l 1 



A N E X O  2 

1 - LISTAGEM DA PROGRAZIIAÇÃO PARA COMPUTADOR 

L i n g u a g e m  usada: FORTRAN 

C o m p u t a d o r  usado para testes: 

BUROUGHS - 6 7 0 0 ,  m a n t i d o  pelo ~ Ú c l e o  de c o m p u t a ç ã o  

~ l e t r o n i c a  da U n i v e r s i d a d e  Federal do R i o  de Jane i ro .  

2 - DADOS 

3 - RESULTADOS E X P E R I M E N T A I S  

Com ~xpansão  não D i r i g i d a  
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I F 5 1 C u l ? 4 -  
mr..ra:fl1. 
X > X $ I - V ~  
a 9 v i x a .  -- l LA* 











r FUI S 















f F I t i I N P t t t T . O s 1 3 2 ; ' l i l T E i G r  J8 !13ONP~Hif4P3  ~ G I Í 4 i ' t > ) t I í ? C f $ ã  
MO$P f ISRI =IdFSP1 I G R )  + f 
I F ~ I M P I , G T .  a ~ t !  Ta 267 
W G E  ( I G R 3  =NkCEI X G R 1 + 1  

2 6 7  C O h T I N J f  
fF4T,GT,NN35lG3 Te 1141 
I f I H ~ H P ) ~ L f ~ O ~ ) G C  Vgb73 
POo8Q=1. 
PF f?B&l8= l o  
51Ffi=1. /4T+5@F141 
U t f  .;=E1 F A  
G3!4& =HEf & 
C t l P E = l *  
PJS UC =3 
I P = N * l  
I U = & + W U C  

r = + * *  v Sf i f iTEIk IN23ILE I3E S U f X S 5 f : R  21Xt13 
INDSd=M SUC*R&fi@3 M I 1 Y 1 
1 h D S O = I  P+IhiDSE 
tm l i f = X P , I t J  
?$=T.f+ 1 
I F l P 4 í L T , h F T 3 1 G 3  TD 2 1  

a s  ~ : k l T f i a , B O J  
80 Ff!klCds3Ti * F R L T A  f S P P C G a  1 

GO T 9  7 3  
L7 I Y t I  l W J = & P  

f i & )  =COSI'  
i ' í N j = D E k  

C**** CAifStfiE.  h h E MlNU5CULi3 
I F ;  I ,NF,INDS0)&3 Tu ú 
I > (  N3 =O, 

6 n l ~ ~ ~ = ~ 4 N P d - L i 1 3 + C I N l  
8 G:NI=GíNPl+f INI 

I F ( H ( M )  . L T P O e  121 N l = G I N i + H I F 4 f f )  
wmaw .Lr.o .M w=u.  
C2it H Ç W & I I ~ H F P ~ 4 ~ 0 +  I A ,  H r H Z I  M)yh , I f )  
PI N l  =O, 
FTt-I= TETA 
LC+CL P P I L H L i  I N I C y N  , r s l i c , r ; , ~ t , ~ ~ ~ , ~ ~ t i ~  

11  CGWTINUF 
C 
C$**$ ;'iJU5TA RETh S d C M  E F S T I d A  H-T IL  
,- 
Y 

PFíT,GT,25,#GB TE 59s 
TTH=O* 
L A O = O .  
Aijl=n, 
0- 541 K = l r N V  
KF-O 
KJ=NP 
sf2 582 Ki=l$25 
f F ( K J a 1 ' f a  lli;EI f 3  583 
SEHt I(1) = H C M I i < , A J  4 
StG:  K l I = G i K J  1 
K J = I P A I  ( K J )  
K F = K F + L  

582 C Q N T  I N d f  



f ,+W FgMf T\t,4 PI;;BB-P 
I: 
596 COM7 INUE 

EL: f I = f P 9 f J  
i t 2 F t  W ~ N L I I D ~ ~ ~ H F ~ ~ L , ~ ~ H G ~ C Í ~ ' ~ P ~ Y V T L J ~ , & , ~ - ~ )  

C:? 2 36 K = l t  l4SUG 
2915 V M F I K l = O +  

ndEN=L1 IP14-1, 
%C= O 
132 3 1  f=fP,lU 
i L = I - - I P + l  
I f I L [ I ) - X p j t E l 3 3 2 , 3 3 ~  31 

3 3 VMLI  á 1 J  = N G L  
f G= I Z + l  
GQ Ti? 3 1  

3 2 &GC= F4Gi +1 
VMCi X L J = N G L  
X%EW=Li I )  
I MEL. = I  
f G = l  





4.6 Y i L T 3 = Y ( i . T ~ + ~ ( i i 1 * & R S f S I K ~ I _ f $ - L i K 3 ~ & 1 L T ) $  
t)D 47 K=l,NV 

47  S ~ : L Z = S ~ G ~ * . Y ~ K ~ * E  ( K t  
S I  r i2  =AaSi SI ~ 2 3  
SIi;T=SdKf í S I  G 2 j  
S I M U = X $ 4 U I S i G T  
C P C l  F Q T C n F í  PAET F r b h F B T r S l i n i J , D E : I 1 5 i F P f S , P P j  
f P-9 P*g< l NSJC- 11 
f = l O X  
ts í:  T Q  f 4 0 8 1  4052 4;t8394íj8i++%O851 y 12-2 

* 
Y 

INiç TFi\jf $7 i V $  1 * v W + * & F f  >%8*8%*S%**f Wkttb*Sr-cicxeyc***** 

C 
40d1 f G h T  INUE 

+ C U = l , I  ( í . -UA/C I I f 1 s - F P  3 f 
DG i334 K = 1 9 h Y  

6 3 3 4  L X i K j = 4 b . l C k i i K , N i ) B - H C H $ k ,  I $ ) / C  I13*FCE 
I ' A T O K = % * H F 3 - I k f G {  I I>g*;Z*i Dfi4cFP-HPT I L t - S C X - 0 A l  

4330 J = l r  NV 
013 4333 l ( = L 7 N V  

S T 1 L  ( J , K ) = I ~ - ~ C - M I  A t N P  1 - t 1 C M i J 3  1 )  l * ( H C H ( K t V P ) - i 3 1 : E 4 f K Í i ~ 3 / C ~ I ) s - i ; :  
S T I L i J I K ) = S T f L I J  F K ) - C F A T B R * ( S ~ J , K ~ - A ~ J J + A { K ~  j 
GQ r 0  2 3 5  - 

-- F I d  d& ftNTEãIV& 1 
c 
: & $ a  1 ~ 4 1 ~  f r ~  ~6 T E ~ J P ~ T  IVS 2 *ss$era*~i.+s*ss*$*+%~***+~+~*;prf+***$* 
r 
i# 

4082  f Q b T f N i f E  
I F f i f I P T I l - L I  f 1 )  . L T ~ O , Z ) H P T I L = H P T I L + ~  
D I  VI  Si l=FP+I  hPTI L-C1 f j w b I  1: ttPT-i L-C i 1 f )$i' ~ , - F Y  j 
DQ 2 2 3 8  K = 1 ,  NV 

2238 AX4KJ=IHGNIKtI)/IHFJILt.~<f1 4 j / B l V I s 3  
€:TV1 S i i = F P + f  1-FP 1 *I1+D.^- / ihPTI t - I ;4  I )  )*e23 
UIVl=LilPT I L - C d i f  ) **2 

2 2 3 9  J=l,NV 
UC 2233 K=1,NV 

2239 5 f  1l- i  J p K ) = W Z M i J ,  I )+HCivii1( t ~ ~ / i O ~ Y I S R * D i l i i I  
Gi3 T O  2 3 5  

L# FIM 08 TEi\dS'PTfV.i 2 
C 
U 

I r J iC  f i j  Dll  TEMTAT f Vd 3 *$9*$**à$c+*Y~$#*$%k%*P&**$$$t .SFf;f  *+$>$*# 
r 
U 

4083 C O W I N U E  
D S j 3 4  K=1,Nv 

3 34 F X i K  f = H C M ( K t  NP) / HYT X L 
D'f 4033 J = L  y NV 
Uù 4433 K= l?NV  
S T i L  IJ , iO=k$CICf i? . j~  NPI ~ H L H ~ ~ K , N P ) / ~ J P T X L * ~ ~  

e030 KGNT f NUS 
ZE TfO 2 3 5  

C F I E  DA T E N T A T I V A  3 
* 
i 
C **"r iMI L f-hf & IV& $ ~ * ~ ~ ~ * ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ * & ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 3 3 * ~ ~ ~ ~ ~ $ ~ ~  

P 
'4 

+08% CUNT I NUE 
f i l . =HPTIL-C :  I 1  
IF(TLl.,LE*3,5)FIl=l,C 





FjaR'j = & 

v t  T A 3 G I  1 )  =0H 
E S C &  LAI  i 4 = I  3 

VETBRG( 23 =GV 
f S C A L A i  2 4 = f O  
VETBi?G131=CY 
E S C A L A 1  3J=10 
V E f  5 R G I  41 =CA 
ESC5  LAI 43 =f 
V f T b ! ? G i 5 ) = L S  
k 5 f C L A I  53=f a 
VETAPG4 61-04 
E S C f  L A i S S = f O  
V E P A R G i  7 1  = D E 7 5  
E S C A L A 1  7 9 = 1  
VtfbrCGI 83 =PHTf-  
t S C & L Ã i  81 =L. 
CALC PF€lTAiYAR:;, W1.tVEfARG,ISl:NLq I S i V Z , E - 5 C d L P s T 3  
CUF4T If.fdE 
IFSV=T/5  e 
lSY=-T / 5 *  
Gif £347 f = I P t  fU 
IFfDiíleif,C,lJf E C = i  
IFIII)V-XDV)1GT.3.1320 T Q  427 
~&TTE16~503T t & P 7  H P T f C , H ~ N P 3 t i i C i V t ' I  , t l C W i i r i \ f P 9  , 131? - ,&411  9 

1 ~ 1 1 . 1  , i ; i F l P . ) í f S 4 L T  4 3 9  J = 1 q N V l ~ D i M F ) t I P . ? I 1 N P l  q H C f  i f P ) , b t C { I U l  
F : f R b f A T { / r 1 X t F 4 + 3  q 1 X  , I 3 , 3 f L X s F s i r  1 ) ~ I X r F b a  1 , 2 i i X p f - 6 m L J  t 

l t Z d i X , F 5 r 2 l t  lO(iA9fb0234 
DC 501 K=21PJV 
a R I T C 1 6 > 5 0 3 j t i C i 4 (  K T N P J J A I K ) ~ H ( K I  rdS4KrJ )  j J = l y P 1 1 / )  
F P R H A I l Z & X t F i 5 - . 1 . t  BX, f 6 . 2 9  iX,ibeLptX,1otiX,Fb,241 
Ct2lY-f I N i i E  
EF%H(N?J*LE=O,IGC- Tg 773 
f t i (I;t lPkh a t T a J . 1  GO TO i3 



yr,=r 
iFIICaEQaLZu1GD TO 73 
i F I  f LuEQa240JG3 7 0  7 3  
: F I  I C e F Q - 3 6 3  3 G 3  10 7 3  
GG T f l  18 

* 
L3 

z*fL** C F T f  R H i h l ~ ?  C 3 H W  1 HFNTCI I)G 6 4 3 l i N f l G  E\4CGNThftUO 
" 
* 

7 3 C f  K'f i Ntf E 
I.iN*I;=í) 
f j&C& .-.N=it 
MPP= NP 

51 W P = I P A í i M P P 3  
I f  ( & 4 Y P s C T * 1 )  GD T l 2  5 2  
N P K B  ?4=?4NCAW+ 1 
I F 4 U  ( H P P  1 * t T  I. SNF4xtC=NMWC+i 
G D  T i3  51 

5 2  GUNT f MUE 
LL=H I 1 1  +T\iNCAH-VqAC 
I F i G i N P j . G f - , F G d 3 G C  T Q  li3 
FSH=GIl idP1 
~ F X T E ( t i ~ 2 8 3 0  1 G i  , t t h 4 P 1 , N P $ i i i i 4 P j t  IHIL  

2880  F Z f i H R T i  ' C!SYX:N-.(~-*" F F S . ~ Í ' ~ J = ' ~ F  7 * z 1  'NP='9dd9"H=' ,Sr  I : & $  
w R I T E  (i33 1002 3T1 IPCF3Nf.1C&fi1~itjiiaC 

1002 F C ; R ~ ~ $ A T I Í I J ~ . X ~ ' V ~ S  E X P A N D  = ' , f O , *  TUTAL AÇEFTDS =' 3 f 6 ,  
1 3  NDS/CATbfl%hE3 = = j  , I f t 7  ACERTOS/29MIYHO = f J l b )  

i z i i ? I T E I 0 + 2 í O i  I1113SPfI )  9 I = 1 ~ 4 0 t  
k R ! T E 4 á q 2 1 U )  1NAtE(I 1 q I = i t L , O j  

2 10 Fi3KH&TI L X  969 12)  
IfLIHPRA.Llf,l)GQ Ti? 18 
I F ( 4 - f  . E W ~ 1 2 5 , 3 3 3 f C . í T , C 3 ~ 1 5 i ~ . i  i 2 3  TtS 23-1.7 
G U  TU 1 9  

2817 t ONT I N J E  
k ' E I T E f B ,  I U 2 3 )  

1020 F i i K M A T I / / q 1 i ( r 3 -  $ H  C H A S  -H R E A t i e a E 5 i = ~ 3 , f r  i X , "  
i 3  I V A R ,  b d - W * ) .  E S I ; = 1 O 3 , I  1 x 9  +dE3f A &-W)*oESC=203t 
Z / g l X g q =  4SOMk / A-A* / 3 = - k S C = i 3  r /  9 1 X 3 ' U  ( S Q H A  / 3-5% I ' ) 3  
3 ' i P a E S C = l a  7 1 9 l X , ' A  i D E L J A 9 a i E S U = 1 0 ' ~ / , f X r  
4 ' X  ( E T S  ) . . E S Z = 1 3 r / q L X f ' Y  d I i C E h l 3 - H Y T f t . E S C = 3 . ~ , / f l  

h R I T E d a  ,4035 1 
02 232 í = 1 7 3 0  

232 @ f ; I T f  i b ~ I U 0 ' 3 ) I y  i M I I  f ( J j  t J = L r  1 2 3 3  
I O O Q  f O R M A T 1  1 X 9 1 2  9 123Cl.3 

h ! @ I T E t b p + D D >  I 
4 005 eí3KMAT 1 1' 3 

~ K i T E f t s r 1 . 4 2 1  
142 F O g W A T f / / j t . X  9ttDi I )  ) , / I  1 

D e  1 670 J=19 123 
83 1671 T=P,SO 

i R I L  N i : l  rJ)=15i;.Ht\fC 
1870 %ll2OrJ3=17'KACC: 

GG TrJ f t 3  
1 141 CONT INd E 
270  F í 'RYATf  i X , l % f 1 3 + 3 1  

& F I T E  461?'8t11 M?Y9 PIP4,NP 
l . i F ITS th>  l 0 ú Z  IT. iCoCk,NNCWH,,V~: tC 
i . .;FfrE[u,2lt3) Ig4SSP4i  ) , i = f  9633 







0.275 -0.043 

-0.043 0.226 

2. 5. 
-2 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Sigma: 9 ; o 0.5 

O. 55 -0.087 

-0.087 0.453 

2. 5. 
-2 - 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Sigma:lO ; o -1.0 

1.1 -0.174 

-0.174 0.906 

2. 5. 
-2 - 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Sigma:ll ; o - 2.0 

2.20 -0.348 

-0.348 1.812 

2. 5. 



1 8 4  

3 - Resultados Experimentais com ~ x p a n s ã o  não d i r i  

g ida  
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