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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários 
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Orizon Pereira Ferreira 
Marco, 1997 
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Os algoritmos subgradiente e de ponto proximal para minimizar uma função con- 
vexa são generalizados para o contexto de variedades Riemannianas. Suas análises de 
convergências são feitas e obtém-se os mesmos resultados do R". Também é generalizado 
o algoritmo de ponto proximal para encontrar zeros de operadores monótonos para o con- 
texto de variedades Riemannianas mas, neste caso, a análise de convergência é feita apenas 
para o caso C1. 
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The subgradient and proxiinal point algorithms to miniinize convex functions are 
generalized to the context of Rieinanniail inanifolds. Their convergence analysis are made 
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Introducão 3 

É de certo modo natural a extensão dos conceitos e técnicas da Programação Matemática 

em IRn para variedades Riemannianas. Isto tem sido feito com certa freqüência nos últimos 

anos com objetivos teóricos e também com o de obter algoritmos efetivos; veja [14], [25], 

[29], [35]-[37], [45], [48], [50], [52] e [53] ; daí vem a motivação de nosso trabalho, o qual está 

dividido em seis capítulos. 

No segundo capítulo fazemos um breve resumo dos conceitos básicos de Geometria Rie- 

manniana, necessários ao desenvolvimento dos capítulos seguintes, os quais se encontram 

basicamente em do Carmo [ l l ] .  

No terceiro capítulo fazemos um resumo dos conceitos relativos a conjuntos e funções 

convexas em variedades Riemannianas necessárias aos três últimos capítulos. Estes conceitos 

serão discutidos com um certo detalhe, apesar deles já serem todos conhecidos (talvez nem 

todos). Fizemos esta opção devido ao fato que eles são pouco utilizados em Programação 

Matemática. As referências para este capítulo são: [I], [2], [5], [8], [9], [12], [15]-[23], [26], 

[271, 1321, [351, [361, L381 , [411-[441 e [461-[541. 

A partir do quarto capítulo começa, de fato, nossa contribuição. Neste capítulo in- 



troduzimos o conceito de campos monótonos em Variedades Riemannianas. Mostramos 

que os campos monótonos estão de certa maneira intimamente ligados às funções convexas 

de classe C1, por exemplo, mostramos que uma função de classe C1 é convexa se, e so- 

mente se, seu gradiente é um campo monótono. Introduzimos também o conceito de campo 

monótono ponto-conjunto em Variedades Riemannianas e mostramos que o subdiferencial 

de uma funcãò convexa é um campo monótono ponto-conjunto. 

No quinto capítulo propomos dois algoritmos para rninimizar unia função convexa, não 

necessariamente diferenciável, numa variedade Riemanniana. Estes algoritmos são genera- 

lizações do algoritmo subgradiente clássico, introduzido por Shor [44], e do algoritmo de 

ponto proximal, introduzido por Martinet [31]. Fazemos suas análises de convergências e 

obtemos os mesmos resultados do R", mais precisamente, provamos que a seqüência gerada 

pelo algoritmo subgradiente converge para o ínfimo da função se a variedade for completa e 

tiver curvatura seccional não-negativa, que o algoritmo de ponto proximal está bem definido 

e que a seqüência gerada por ele converge para um minimizador da função, caso exista algum, 

se a variedade for de Hadamard. 

Finalmente, no último capítulo, propomos um algoritmo para encontrar singularidades de 

campos monótonos de classe C1. Este algoritmo é uma generalização do algoritmo de ponto 

proximal, introduzido por Rockafellar [40], para encontrar zeros de operadores monótonos. 

Mostramos que este algoritmo está bem definido e gera uma seqüência que converge para 

uma singularidade do campo, caso exista alguma, se a variedade for de Hadamard. 



Variedades Riemannianas: um resumo 

dos conceitos básicos 

11.1 Introdução 

Neste capítulo serão fixadas algumas notações, e enumerados alguns resultados gerais das 

variedades Riemannianas, dando ênfase às variedades de Hadamard. Incluiremos as demon- 

strações dos resultados que desejarmos dar ênfase, em particular alguns resultados clássicos 

sobre a função distância. O conteúdo deste capítulo pode ser encontrado em do Carmo [ll], 

as vezes com mudanças na notação. 

11.2 Variedades diferenciáveis 

Seja M uma variedade diferenciável e conexa (daqui para frente omitiremos a palavra conexa, 

pois só trabalharemos com variedades conexas). O espaço tangente a M em p é denotado 

por TpM e T M  = U TpM denota o fibrado tangente de M .  Um campo de vetores X em M 
PEM 



de classe C', r > 0, é uma aplicacão X :  M 4 TM, dada por p H Xp E TpM, de classe C'. 

Denotamos o espaço dos campos de vetores em M de classe C' por XT(M). 

11.3 Métrica Riernanniana 

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Para todo ponto p E M,  denotaremos 

por g ou ( a ,  a )  uma métrica Riemanniana de M. Assim, para cada ponto p E M, gp ou 

(., a), denotará um produto interno (as vezes omitiremos o ponto p, e isto não causará 

confusão) em TpM que varia diferenciavelmente com p. Chamamos o par (M, (-, -)) de 

variedade Riemanniana. 

Definição 11.3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M t R uma função de classe 

C1. O gradiente de f é o único campo grad f E XO(M) definido por 

(grad fp, v) = dfp . v 

para todo p E M, v E TpM. 

Seja c:  [a, b] t M uma curva de classe C" por partes. O comprimen,to da curva c, 

denotado por L(c), é 

onde ( 1  cl(t) [I = ( (2 ,  %))'I2, e o comprimento de arco de c é 

Sejam p e q E M, considere o conjunto C,, = {c: [a, b] t M/c é contínua e de classe C" por 

partes; c(a) = p e c(b) = q), isto é, o conjunto de todas as curvas de classe C" por partes 

ligando p a q. 



Definição 11.3.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dados p e q E M, a distância 

Riem,anniana de p a q, denotada por d(p, q), é dada por 

d(p, q) := inf{L(c)/c E C,,). (11.3.3) 

A função distância d :  M x M + R é contínua, o conjunto B,(p) = {q E M; d(p, q) < r )  é 

chamado bola métrica de centro p e raio r > O, e seu fecho é dado por = {q E M I 
d(p, q) L r). 

Definição 11.3.3. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo p :  M + N 

de classe C" é chamado uma isometria se 

para todo p E M, u,v E T,M. 

11.4 Conexão Riemanniana 

Seja M uma variedade Riemanniana. Iremos denotar por V a conexão de Levi-Civita de 

M, e por VyX a derivada covariante de X por Y, onde X E xl(M) e Y E xO(M).  

Como (VyX)p depende somente de Y,  e do valor de X ao longo de uma curva em M que 

é tangente a X,, denotaremos este vetor por VypX. Considere uma curva c: [a, b] + M 

de classe C" e Y :  [a, b] + TM um campo de classe C', r > 1, ao longo da curva, isto 

é, Y(t) := Y(c(t)) E Tc(tlM, a derivada covariante de Y ao longo de c é denotada por 

:= Vc,Y. O transporte paralelo ao longo da curva c é denotado por P(c)b,. AS vezes, d t  

usaremos também a notação P,, quando c(a) = p e c(b) = q e não for necessário explicitar 

a curva. 



Definição 11.4.1. Seja M uma variedade Riemanniana e X E xl (M).  A diferencial do 

campo X é o operador linear Ax: xO(M) + xO(M) dado por Ax(Y) := VyX, e para cada 

ponto p E M, temos definida uma aplicação linear 

Ax (p) : Tp M + Tp M 

v H Ax(p) . v = V,X. 

Em particular, se X = grad f ,  onde f :  M + R é uma aplicação de classe C2, então 

Ax(p) = Hess fp é a hessiana de f .  

11.5 Geodésicas e aplicação exponencial 

Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva y : I + M é chamada uma geodésica se 

para todo t E I. Pode-se provar que, se y é uma geodésica, \ \yl(t)  \ 1 2  = (y'(t), yl(t)) 

constante, isto é, y tem velocidade constante. Assim de (11.3.2) segue-se que o comprimento 

do arco s de y, a partir de t = to, é ~ ( t )  = I\ yl(t) 1 1  (t - to). Quando 1 1  yl(t) 11 = 1 dizemos 

que y está parametrizada pelo comprimento de arco ou normalizada. Dado p E M e v E 

TpM, a equação (11.5.1) tem uma única solução y, definida num certo intervalo I, tal que 

$0) = p e yl(0) = v. Quando for conveniente, denotaremos tal geodésica por y,. Iremos 

sempre considerar variedades Riemannianas completas, ou seja, variedades Riemannianas 

cujas geodésicas estão definidas para todo t, isto é, I = R. Assim, não é difícil mostrar que, 

para todo a E R, a > O a igualdade 

é satisfeita para todo t E R. 



Definição 11.5.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Para cada p E M, a 

aplicação exponencial em p, denotada por exp,, é definida por 

exp: T,M+ M 

v t-) exppv = y v ( l )  

onde y é a geodésica de M tal que yv (0 )  = p. Segue de (11.5.2) que y v ( t )  = exp, t u .  

A aplicação exponencial exp, é uma função de classe C", e um difeomorfismo numa 

vizinhanp R da origem em T,M. O conjunto exp, R = fi é chamada uma vizinhança 

normal  de p. Se fi é uma vizinhança normal de cada um de seus pontos, então dizemos 

que fi é uma vizinhança totalmente normal. Se B, ( O )  = { v  E TpM I 1 1  v 11 < E }  é ta1 que 

B,(0) C R, chamamos exp, B,(O) = B,(p) a bola normal ,  ou geodésica, de centro p e raio E 

que, neste caso, coincide com a bola métrica (veja Definição 11.3.2). 

Teorema 11.5.2. (Teorema de Hopf-Rinow) . Seja M u m a  variedade Riemanniana.  A s  

seguintes afirmações são equivalentes: 

i) Para cada ponto p E M, exp, está definida e m  todo TpM, isto é, M é u m a  variedade 

Riemanniana completa. 

ii) (M, d )  é completo como espaço métrico, onde d é distância Riemanniana.  

i i i )  O s  subconjuntos limitados e fechados de M são compactos. 

A l é m  disso, cada u m a  das afirmações acima implica que 

i v )  Para quaisquer dois pontos p e q E M existe um segmento de geodésica y ligando p a 

q c o m  L ( y )  = d(p ,  q ) .  A geodésica y com esta propriedade é chamada minimizante .  

Proposição 11.5.3. S e j a m  M e N variedades Riemannianas completas. S e  p :  M + N é 

u m a  isometria e y é u m a  geodésica de M, então p o y é u m a  geodésica de N .  



Definição 11.5.4. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Um triângulo geodésico 

de M determinado pelos pontos p l ,  172, p3 E M ,  denotado por A(p1p2p3), é O conjunto formado 

pelos três pontos 171,172 e p3 chamados de vértices e três segmentos de geodésicas minimizantes 

yi+l ligando pi+l a pi+2, i = 1,2,3 (mod 3), chamados de lados. 

11.6 Curvatura 

O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M é dado por R ( X ,  Y ) Z  = V x V y Z  - 

V y V x Z  + V K x l Z ,  onde X ,  Y e Z E Xr(M),  r > 2 e o colchete [ X ,  Y ]  = X Y  - Y X .  Então 

a curvatura seccional K ( X ,  Y )  segundo o espaco gerado por X ,  Y é definida por 

K ( X ,  Y )  = 
( N X ,  Y)Y,  X )  

II~11~11y 1 1 2  - ( X ,  u2 
onde 1 1  X 1 1  = ( X ,  x)'I2. Se K ( X ,  Y )  5 0, respectivamente K ( X ,  Y )  > 0, para cada par X ,  Y ,  

então M é dita uma variedade Riem,anniana de  curvatura não-positiva, respectivamente não- 

negativa; neste caso usaremos a notação K < 0, respectivamente K > 0. 

11.7 Campos de Jacobi e Fórmulas da Variação 

Sejam M variedade Riemanniana e y uma geodésica de M .  Um campo J ao longo de y é 

chamado campo de  Jacobi se ele satisfaz a eq~~acão diferencial 

V,, V,, J + R(J ,  yl)yl = O (11.7.1) 

onde R é o tensor curvatura de M .  

Definição 11.7.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e y :  [a, b] + M uma geodésica 

de M .  Uma variação de y é uma funcão a :  [a, b] x ( - E ,  E )  + M de classe C*, tal que 

a( t ,  O )  y( t ) .  



11.8. VARIEDADES DE HADAMARD 11 

O campo de vetores ao longo de y definido por V(t) := g(t, O) é o campo variacional de 

a .  Se a variação a é tal que, para cada s, a curva a( . ,  s) é uma geodésica, então o campo 

J(t) = g ( t ,  s) é um campo de Jacobi ao longo desta geodésica. A fómula  da primeira 

variação de comprimento de arco sobre a família de geodésicas c,: [a, b] -+ M, dadas por 

c,(t) = a(t, s), onde s E (-E, E), é dada por 

d r' b 
L'($ := -L(c,)ls=o = (V, ,-)Ia ds 1 1  Y 11 

e a fórmula da segunda variação do comprimento de arco é dada por 

onde VI = V - (V, 6)- denota a componente normal de V com relação a 7'. 

11.8 Variedades de Hadarnard 

O primeiro resultado importante em variedades Riemannianas completas de curvatura não- 

positiva é o teorema de Cartan-Hadamard a seguir. 

Teorema 11.8.1. Seja M uma variedade Riemanniana com,pleta (e conexa), simplesmente 

conexa, com curvatura K 5 O. Então M é difeomorfa ao espaço euclidiano R" n = dim M; 

mais precisamente, exp,: TpM -+ M é um difeomorfismo de classe Coo para cada p E M. 

Uma variedade Riemanniana que satisfaça as hipóteses do Teorema 11.8.1, isto é, com- 

pleta (e conexa), simplesmente conexa, com curvatura K < O é chamada uma variedade 

de Hadamard. O Teorema 11.8.1 assegura que se M é uma variedade de Hadamard, então 

M tem a mesma topologia e estrutura diferenciável do espaço Euclidiano R". Além destas 



propriedades topológicas e diferenciais são conhecidas algumas propriedades geométricas 

análogas às do espaço Euclidiano, por exemplo o teorema a seguir, o qual usaremos bas- 

tante. 

Teorema 11.8.2. (Teorema de Topogonov). Seja M um,a variedade de Hadamard e A (pipzp3) 

um triângulo geodésico. Denote por y i + ~  : [O, -+ M o segmento de geodésica, ligando pi+l 

a Pi+z, := L(yi+l), e seja Bi+l =+ (y,l+l(0), -$(li)), onde i = 1,2,3 (mod 3). 

Então 

cos Bi+2 + li cos Oi 2 (11.8.3) 

Observamos ainda que se K < O as desigualdades (II.8.1), (11.8.2) e (11.8.3) são estritas. 

11.8.1 A função distância 

Seja M uma variedade de Hadamard e seja p' E M .  Pelo Teorema 11.8.1 podemos definir a 

inversa da aplicação exponencial exp;': M -+ TgM e deste modo temos a seguinte relação 

entre a distância Riemanniana e a aplicação exponencial 

d(p, P') = 11 exp;' P 1 1 .  (11.8.4) 

Sendo expsl uma função de classe Cm segue-se de (11.8.4) que a função 

é também de classe CO". 
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Proposição 11.8.3. O gradiente da aplicação pPl, definida em (II.8.5), no ponto p E M, é 

grad p,~ (p) = - exP;l p/. 

Demonstração. São dados p E M e u E TpM. Seja C =  d(p, pl) e y : [O, C] + M a geodésica 

tal que $0) = pf e y(C) = p. Deste modo, temos que yf(C) = - (e~p; '~~) /d(p ,p~) .  Considere 

a variação a :  [O,C] x (-E, E) + M da geodésica y, definida por a ( t ,  s) = exppl tv(s), onde 

v(s) = v + (s/C)w, v = yl(0) e w é dado pela equação d ( e ~ p ~ ~ ) ~ ,  . w = u. Observe que o 

campo variacional V(t) = g ( t ,  O) de a satisfaz V(0) = O e V(C) = u. Assim da definição de 

pPl, regra da cadeia e (11.7.2) temos 

Portanto, da Definição 11.3.1, temos grad pPl (p) = - expil O 

Lema 11.8.4. Seja M uma variedade de Hadamard e sejam yl, 7 2  duas geodésicas de M. 

Então a função f : IR + IR dada por f (s) = d(yl(s), y2(s)) é con,vexa. 

Demonstração. Se yl = 72 ,  então f O e portanto convexa. Vamos assumir agora que 

yl $ 72. Fixe so E IR tal que yl(s0) # y2(s0) e seja y :  [O, 11 + IR a geodésica que liga yl(so) 

a y2(so), isto é, y (O) = yl (so) e y (1) = y2(sO). Considere a variação a : [O, 11 x (-E, E) + M 

de 7 dada por ~ ( t ,  s) = ~XP,(,~+,) y2(s0 + s)), onde E > O é tal que yl(so + s) # 
y2(s0 + S) para todo s E (-E, E).  Observamos que a(0, s) = yl(so + s), a(1, s) = y2(s0 + S) 

e que para cada s a curva a, := a(-, s):  [O, 11 + IR é uma geodésica que liga yl(so + s) 

a yz(s0 + s). Desde modo, L(as) = d(yl(so + s), yz(sO + s)) := f (s0 + s). DO fato que 



yi  (so + s )  # y2(so + s )  para todo s E ( - E ,  E ) ,  segue-se que a função g : ( - E ,  E )  + R dada por 

g ( s )  = f (so + s )  := L(a,) é C"; então pela fórmula da segunda variação do comprimento 

de arco (11.7.3) temos 

- - 'i' 7' 1 

I I  7' I I  l 2  - K(v~~')(IIV11211r'112 - ( v , ~ ' ) ~ ) } d t +  (Vvv, r n ) 1 0  

onde V( t )  = g(t, O ) ,  isto é, o campo de Jacobi ao longo de y .  Como M é de Hadamard 

segue-se que K(V, y')  5 O .  Assim o integrando de (11.8.6) é não-negativo, e como y l , y 2  são 

geodésicas temos ( v~v&)  1 ;  = O ,  e isto implica que f " ( s o )  > O. Então f l ' ( so)  > O para 

todo so E R tal que y l ( so)  # y z ( s o ) ,  e se y l ( s o )  = y2(so) ,  e esta igualdade só pode ocorre 

no máximo em um ponto pelo Teorema 11.8.1. Então f assume o valor mínimo O em sou 

Portanto f é convexa. O 

11.9 O Teorema de Toponogov 

Os resultados desta seção são usados apenas na prova do Lema V.2.3. 

Teorema 11.9.1. (Teorema de Toponogov). Seja M u m a  variedade Riem,anniana completa 

com curvatura seccional K 2 H .  Seja yl e 7 2  segmentos de geodésicas normalizadas e m  M 

com yl ( O )  = y2 ( 0 ) .  Indiquemos por M~ ( H )  u m a  variedade de dimensão dois com curvatura 

constante H .  Admitamos que a geodésica yl é minimizante e que, se H > O ,  L(%) < 2. 
Considere e m  M 2 ( H )  duas geodésicas normalizadas yl, y2, tais que ~ ~ ( 0 )  = y 2 ( 0 ) ,  L(yl)  = 

L(72) = 4, i = L 2  e Q: (y:(O),y;(O)) =Q: (y;(O),y;(O)).  Então 
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Corolário 11.9.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional 

K > O. Se y,, e y,, são geodésicas normalizadas tal que y,,(O) = y,,(O) e se y,, é mini- 

mzzante, então 

d(yw1 (h),  yw2 ( t 2 ) )  5 11 t2v2 - t l V 1  II 

Demonstração. Com a notação do Teorema 11.9.1, M 2 ( H )  é o subespaço gerado pelos 

vetores vl,v2, H = O ,  yl = y,,, 7 2  = yw2, yl(t) = tul e y2(t) = tu2. Observe também que 

neste caso não temos nenhuma hipótese sobre 7 2  = y,,. Feita esta identificação, a prova é 

uma consequência imediata do Teorema 11.9.1. O 





Análise convexa: Um resumo dos 

conceitos básicos 

Neste capítulo vamos tratar de alguns conceitos básicos a respeito de conjuntos convexos 

e funções convexas em variedades Riemannianas os quais serão utilizados nos capítulos 

seguintes. Do mesmo modo que no capítulo anterior, daremos ênfase a estes conceitos em var- 

iedades de Hadamard que é o ambiente onde desenvolveremos alguns algoritmos. Apesar dos 

resultados deste capítulo serem todos conhecidos iremos demonstrar a grande maioria deles. 

Fizemos esta opção porque ainda são pouco utilizados os resultados da Geometria Riemanni- 

ana na Programação Matemática, e também porque desejamos uniformizar as notações e, na 

medida do possível, simplificar as demonstrações com argumentos comuns à análise convexa 

em R" (as  referências de análise convexa em R" que utilizamos foram [28], [40] e [46]). Os 

resultados deste capítulo se encontram distribuídos em [I], [5], [8], [17]-[25], [29], [37], [45] e 

[48]-[54]. A medida em que eles forem aparecendo citaremos as referências especificas. 



111.2 Conjuntos convexos 

Em uma variedade Riemanniana M dada pode existir mais de uma geodésica ligando dois 

pontos; este fato torna o conceito de convexidade bem mais complicado que o da geometria 

Euclidiana. Uma situação mais simples é restringir o estudo a variedades Riemannianas 

onde dados dois pontos existe uma única geodésica que os liga, por exemplo, variedades de 

Hadamard: esta é a situação que mais nos interessa no momento. Os resultados desta secão 

serão usados apenas para mostrar que o subdiferencial de uma funqão convexa (estes conceitos 

serão definidos na próxima seção) definido em uma variedade de Hadamard é não vazio, 

Teorema 111.3.19, da próxima seção). As variedades de Hadamard possuem propriedades 

geométricas muito parecidas com às Euclidianas; veremos que isto se transfere ao estudo de 

convexidade. Os resultados desta seção estão em Bishop e O'Neill [5]. 

Definição 111.2.1. Seja M uma variedade de Hadamard. Um subconjunto C C M é dito 

convexo, se para quaisquer pontos p e p' E C a única geodésica ligando p a p' em M está 

contida em C, isto é, y :  [a, b] 4 M tal que y(a) = p, y(b) = p' e $[a, b]) C C. 

Observação 111.2.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Algumas noções particulares 

de conjuntos convexos em M são: 

i) Um subconjunto C C M é dito fortemente convexo, se para quaisquer pontos p e p' E C 

existir uma única geodésica rninimal y ligando p a p' em M, e y está contida em C, isto é, 

y :  [a, b] 4 M tal que y(a) =p/ ,  y(b) = p e y([a, b]) C C. 

ii) Um subconjunto C C M é dito totalmente convexo, se para quaisquer pontos p e 

p' E C, toda geodésica y ligando p e p' em M está contida em C, isto é se y :  [a, b] 4 M é 

tal que y(a) = p, y(b) = p então y([a, b]) C C. 

Em variedades de Hadamard estas duas definições coincidem com a Definição 111.2.1. Não 

é nosso interesse explorar as definicões dadas na Observacão 111.2.2 mas existem trabalhos 
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nesta direção, por exemplo, relacionado a nocão de totalmente convexo com propriedade 

global da variedade; veja [8]. 

Sejam A4 uma variedade de Hadamard e C C M um subconjunto fechado e convexo, fixe 

p' E M, e considere o seguinte problema1: 

Dado po E C, tome o conjunto sub-nível A,, = {p E M I d(p' , p) < d po)) que é compacto, 

pois a aplicação p H d(pf,p) é contínua e M é completa. Assim o problema: 

tem solucão, pois C n A,, é compacto. Sendo (111.2.1) equivalente a (111.2.2) segue-se que 

(111.2.1) tem solução. Portanto deduzimos a existência de um ponto em C que minimiza a 

distância a p' e desta forma (111.2.1) é de fato um mínimo. Veremos a seguir que existe um 

único ponto que minimiza a distância de p' ao convexo C. O próximo resultado nos ajudará 

nesta direção. 

Proposição 111.2.3. Seja C um conjunto convexo fechado de M e seja p' E M .  Se q,~ E C 

é tal que d(pf, q,~) < d(pf,p) para todo p E C, então ( expP) p', exp;) p)  < 0, para todo 
SP 

p E C. 

Demonstração. Se p' E C o resultado vale. Suponhamos que p' 6 C. Sejam l = 

d ( ~ ' ,  qpl), y : [O, l] + M a geodésica tal que y(0) = p' e y(l) = q,~ . Observe que yl(l) = 

-(exp;: ( 1  1 exp&: p'l I )  Suponha por absurdo que exista j3 E C tal que (expcpl p', expP1 p) > 
qpl qpl 

O.  Considere a variação a :  [ O , l ]  x (-E,&) + M da geodésica y definida por a(t, s )  = 

exp,, t (exp;' P(s)), onde 10 : (-E, l + E) + M é a geodésica tal que P(0) = q , ~  e P(l) = p. 

'Aqui estamos cometendo um abuso na linguagem. 



Deste modo o campo variacional V( t )  = %(i, 0 )  de a satisfaz V ( 0 )  = O e V ( l )  = P'(0) = 

exp;: p. Assim de (111.2.2) segue-se que 

onde c , ( . )  = a ( .  , s )  e s E ( - ~ , l +  E ) .  Portanto pela última desigualdade existe S > O tal 

que L(c,)  < L ( y )  para O < s < 6 ,  isto é, d ( p l , P ( s ) )  < d(p l ,  qp1) para O < s < S. Sendo C 

convexo segue-se que P ( s )  E C para O < s < 6 ,  e deste modo temos um absurdo. O 

Proposição 111.2.4. Seja C um conjunto convexo fechado de M .  Então para cada ponto 

p' E M existe um Único ponto qPl E C tal que d (p l ,  qpl) 5 d ( p l , p )  para todo p E C .  

Demonstração. Suponhamos que p' $ C. Suponha por absurdo que existam qPl,i& E C 

tais que qPl # Qpl e d(qPl, pl) = d(qPl, = d(p l ,  C) .  Pela Proposição 111.2.3 segue-se que 

-1 - como qPl # qpl , d (pl ,  qPl) = d (qpl, qpl) e C é convexo temos que 8' := 3 (exp;l qPl, exp,, qp l )  > 

0 ,  deste modo a soma dos ângulos internos do triângulo geodésico A ( p l q p ~ q p l )  definido pelos 

pontos p1 , qPl e qpl é maior que a,  isto é, 6' + 8 + 8' > a,  e isto contradiz Teorema 11.8.2. O 

Denotemos por pc(pl) o único ponto dado pelo Teorema 111.2.4, que é chamado de projeção 

de p' sobre o convexo C. Vamos então resumir os dois últimos resultados no seguinte teorema. 

Proposição 111.2.5. Seja M u m a  variedade de Hadamard e seja C um subconjunto convexo 

fechado de M .  Então para cada p' E M existe u m a  Única projeção pc(pl)  E C. A l é m  disso, 

vale a desigualdade 

( ex~;;(~l) P', exp;&) P )  5 O ,  

para todo p E C.  
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Demonstração. Teorema 111.2.3 e Teorema 111.2.4 O 

Observação 111.2.6. Veja que na demonstração do Teorema 111.2.4 usamos fortemente o 

fato que M é de Hadamard. Na verdade, este teorenia vale em variedades onde temos a 

unicidade de geodésica ligando dois pontos quaisquer. Em geral este fato não é verdade, por 

exemplo na esfera euclidiana. 

Dados C C M um subconjunto convexo com fronteira a C  # 0, p' E aC,  s E Tp/ M e 

s # O. Considere o subespqo definido por 

O subespaço S,,,I é suporte a C em p' se vale a desigualdade 

para cada p E C. 

Proposição 111.2.7. Seja B 6 C, onde C # M é u m  subconjunto não vazio, convexo e 

fechado de M .  Então existe s E TFM tal que 

Demonstração. Considere o triângulo geodésico A(p, p, pc (p)) e sejam P =Q (exPi1 pc (p) , 
exp;'~), 6 =+ (exp;&) p, exp& p). Segue-se do Teorema 11.8.2 que 

d@, P) tos p + d(p, pc ( F ) )  tos 6 2 d(p, dc ( F ) )  (111.2.6) 

Agora no plano tangente TFM considere o triângulo A(0, exp~ 'p ,  expilpc(p)) e sejam s := 

expil pc(ji) e a =+ (-s, e*' p - s )  também do Teorema 11.8.2, neste caso com igualdade, 

temos 



Como d(p,p) = 11 exp;lpll e d(p,pc(p)) = 11s / /  segue-se de (111.2.6) e (111.2.7) que 

< O então da equação (111.2.8) temos Da Proposição 111.2.5 (e~ppc ' (~ , )  p',e~p;;(~,) p)  - 

(-s, exppl p - s) < O que é equivalente a 

e isto implica (111.2.5). O 

Teorema 111.2.8. Seja C C M um subconjunto convexo fechado (C # M) e seja p' E dC. 

Então existe um subespaço suporte a C em p'. 

Demonstração. Seja n = dim M .  Tome S > O tal que U TpM = B x R", onde B := B6(p1) 
P E B  

é a bola métrica. Isto é sempre possível pois o fibrado tangente T M  é localmente um produto. 

Tome também uma seqüência {p;) C B tal que pí, @ C para k = 1,2, .  . . e lim p; = p'. 
r-+c0 

Pelo Teorenia 111.2.7 existe s k  E TpÍe M,  tal que 

para todo p E C. Sem perda de generalidade podemos tomar 1 1  sk 1 1 = 1. Seja B o fecho de B.  

Como a seqüência {(p;, sk)) está contida no compacto {(p, s) I p E B, s E TpM e 1151 1 = 1) 

de T M  podemos extrair uma subseqüência convergente {(pLj, sb)}. Mas como já temos que 

lim p& = p', então existe 3 E TP/ tal que lim s4 = s'. Assim de (111.2.9) e do fato que a 
j++m J++W 
métrica varia continuamente com o ponto, obtemos 
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para todo p E C. Portanto Ss,p~, definido em (III.2.3), é suporte a C em p', onde s = -3. 

Observação 111.2.9. Podemos observar que os resultados são análogos aos do espaco eu- 

clidiano. Isto se deve ao fato, como já observanios, de que as variedades de Hadamard 

possuem propriedades geométricas muito semelhantes às euclidianas. É possível obter os 

mesmos resultados em variedades onde temos a unicidade de geodésicas ligando dois pontos. 

Funções convexas 

O conceito de funções convexas em variedades Riemannianas desempenha um papel de 

destaque no estudo de propriedades topológicas das variedades Rieniannianas não compactas 

(veja as referências [5], [8], [14] e [45]). Nesta seção estudaremos algumas propriedades das 

funcões convexas e daremos alguns exemplos de tais funções. Em particular daremos uma 

prova alternativa, usando a noção de subespaço suporte, de que o subdiferencial de uma 

função convexa definida em uma variedade de Hadamard é não vazio. Este fato foi demon- 

strado por Udriste [50], para uma variedade Riemanniana completa, usando a noção de 

derivada direcional (definida na próxima seção). 

Definição 111.3.1. Seja M uma variedade Riemanniana conipleta. Uma função f : M -+ R 

é dita convexa se para toda geodésica y : R -+ M a composição f o y : R -+ R é uma função 

convexa, ou seja que f o y(ta + (1 - t )b) 5 tf ($a)) + (1 - t) f (y(b)) para q~lalquer a, b E R 

e O l t l l .  

Observação 111.3.2. Seja f : M -+ R uma funcão convexa não constante. A convexidade 

da função f impõe certas restrições topológicas a M. Intuitivamente isto pode ser visto 

observando que S,(f) := {p E M 1 f (p) < r) é um subconjunto totalmente convexo. Outra 



consequência topológica é que M é não compacta; veja [5]. Pelo menos uma consequência 

métrica sobre M é conhecida: M tem volume infinito; veja Yau [54]. O estudo de convexidade 

com objetivos de compreender a estrutura topológica e métrica das variedades Riemannianas 

tem sido bastante explorado; veja [6], [8], [17], [18], [19], [29], [45], [53], e suas referências. 

Proposição 111.3.3. Seja M u m a  variedade Riemanniana completa. S e  fi :  M t R, i = 

1 , .  . . ,n  são funções convexas e ai > O ,  i = 1 , .  . . ,n, então f := x;=cxifi é u m a  função 

convexa 

Demonstração. Segue imediatamente da Definicão 111.3.1. O 

Proposição 111.3.4. S e j a m  M u m a  variedade Riemanniana completa e {fk)kEN um,a se- 

qüência de funções convexas e m  M .  Se  {fk) converge ponto a ponto para f : M t R, isto 

é, limk,, f k (p )  = f ( p )  para todo ponto p E M ,  então f é u m a  função convexa. 

Demonstração. Segue imediatamente da desigualdade na Definição 111.3.1. O 

Proposição 111.3.5. S e j a m  M e N variedades Riemannianas completas e p :  M t N um,a 

isometria. S e  f : M t R é u m a  função convexa, então f op:  M t R é u m a  função convexa. 

Demonstração. Segue imediatamente da definicão e do fato que isometria leva geodésica 

em geodésica, isto é, se y é uma geodésica de M então p o y é uma geodésica de N. O 

Exemplo 111.3.6. Seja M uma variedade de Hadamard. Fixe p' E M e considere a 

aplicação p,~ definida em (11.8.5) Seja y uma geodésica de M, então no Lema 11.8.4. Tomando 

y ,  = y e h = p' temos que f ( s )  = d ( y  ( s ) ,  p') é convexa. Deste modo pPl ( y ( s ) )  = 3 f ( s )  é 

convexa. Portanto, pela Definição III.3.1, pPl é convexa. 

Exemplo 111.3.7. Sejam M uma variedade de Hadamard e d : M x M t R a função 

distância. Então d é uma função convexa com respeito a métrica produto. Isto segue-se 
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imediatamente do Lema 11.8.4, observando que toda geodésica y de M x M pode ser escrita 

como y = (yl, y2), onde yl e 7 2  são geodésicas de M. 

Exemplo 111.3.8. Sejam M uma variedade de Hadamard e p :  M + M uma isometria. 

Então a fungão f : M + R dada por f (p) = d(p, p(p)) é uma função convexa. Isto segue-se 

do Lema 11.8.4 e da Proposição 11.5.3. 

Observação 111.3.9. A função do exemplo anterior desempenha importante papel no es- 

tudo das isometrias de uma variedade de Hadamard, veja [9] e [44]. 

Exemplo 111.3.10. Seja M uma variedade Riemanniana completa e não-compacta. Unia 

geodésica y :  [O, +m] t M partindo de p' parametrizada pelo comprimento de arco é 

chamada um raio se d(y (t) , y (s)) = I t - s I ,  para todo t ,  s 2 O. Seja y um raio partindo de al- 

gum ponto de M (sempre existe um raio para qualquer ponto de M, pois M é não-compacta). 

A função de Bmemann b, é definida por 

onde d é a distância Riemanniana. Se M é uma variedade de Hadamard então b, é uma 

função convexa, pois d(., y(t)) - t é convexa para cada t, isto segue do Exemplo 111.3.7 e 

Proposição 111.3.4. Também é verdade que 4, é convexa se M tem c~irvatura não-negativa. 

A prova, neste caso, é um pouco mais técnica, e pode ser encontrada em Cheeger-Gromoll 

[8Is 

Observação III.3.11. A função de Busemann desempenha papel importante no estudo da 

estrutura das variedades Riemannianas completas e não compactas cuja curvatura tenha um 

sinal fixado, veja [8], [14], [44], [45] e [53]. 



Definição 111.3.12. Seja M uma variedade Riemanniana completa e f : M -, R uma 

função convexa. O subconjunto epi(f) := {(p, r) E M x Rl f  (p) L r} da variedade pro- 

duto M x R é chamado de epigrafo de f. 

Proposição 111.3.13. Sejam M variedade Riemanniana completa e f :  M -, R. Então f é 

convexa se, e somente se epi(f) é um subconjunto totalmente convexo da variedade produto 

M x R. 

Demonstração. Análoga ao caso M = Rn; veja [28]. Basta observar que a, = (y,P) é uma 

geodésica de M x R se, e somente se y e são geodésicas de M e R respectivamente. O 

Definição 111.3.14. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma função f : M -, 

R é chamada Lipschitziana se existe L 2 O tal que 

para todo p e E M.  Dizemos ainda que f é localmente lipschitiana se para cada q E M 

existe L(q) 2 O e S = S(q) > O tal que a desigualdade (111.3.2) ocorre, com L = L(q), para 

todo P, P' E B&) = {P E Mld(p, q) < 6). 

Observação 111.3.15. Segue imediatamente da desigualdade triangular que I d(p, q)-d(pl, q) 1 5 

d(p,pl) para todo p,pl e q E M, e de (111.3.1) temos 

Então da Definição 111.3.14 segue-se que tanto a função distância Riemanniana a um ponto 

fixo d(., q), quanto, a função de Busemann b,, são Lipschitzianas e portanto localmente 

Lipschitzianas. De fato, é sabido que toda função convexa é localmente Lipschitziana e 

consequentemente contínua, veja [21]. Na verdade f é diferenciável. Em "quase todos os 

pontos" de M. 
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Definição 111.3.16. Seja M uma variedade Riemanniana completa e f : M -+ R uma 

função convexa. Dado p' E M um vetor s E T,I M é um subgradzente de f em p' se para toda 

geodésica y : R -+ M com $0) = p' 

para todo t 2 0. O conjunto de todos os subgradientes de f em p' denotado por a f  (p'), é 

chamado de subdzferencial de f em p'. 

No caso particular em que M é uma variedade de Hadamard a Definição 111.3.16 é 

equivalente a 

Definição 111.3.17. Sejam M uma variedade de Hadamard e f : M t R uma função con- 

vexa. Dado p' E M, um vetor s E T,lM é um subgradiente de f em p' se 

para todo p E M. 

Observação 111.3.18. Se na Definição 111.3.16 f : M -+ R é diferenciável, em p' E M, 

então a f  (p') = {grad f (p' ) ) .  Neste caso, uma função f : M -+ R de classe C1 é convexa se, 

e somente se, para todo ponto p' E M e toda geodésica y de M com y(0) = p', f (y(t)) 2 

f (p') + t( grad f (p'), yl(0)), para todo t 2 O. Veja [52] e [13]. 

Teorema 111.3.19. S e j a m  M u m a  variedade de Hadamard e f :  M t R u m a  função con- 

vexa. En tão  para todo p' E M existe s E T,IM tal que 

para todo p E M .  Isto é, a f (p') # Q) para todo p' E M. 



Demonstração. Sendo f contínua, segue-se da Proposição 111.3.13 que epi(f) é um sub- 

conjunto convexo e fechado da variedade produto M x R. Observe que a fronteira de epi(f) 

é a(epi(f)) = {(p, f (p)/p E M) e que a inversa da aplicação exponencial de M x R é igual a 

e ~ ~ ; : , ~ ( ~ ~ ) )  (P, r )  = (expgl p, r - f ('p')). Então seja S((a,u),(p>,f(pl))) O subespaço suporte, dado 

pelo Teorema 111.2.8, a epi( f )  em (p/, f (p')), assini 

para todo (p, r )  E epi( f )  . Agora sejam j? = exppl s e F > f (p), que substituídos em (111.3.4) 

implicam 11 s /I2 + a(? - f ( j ? ) )  < O. Deste modo O < 11 s 11' < a ( f  ( j? )  - T ) .  Assim a # 0, pois 

caso contrário s = O. Sem perda de generalidade tomamos a = -1 em (III.3.4), que fazendo 

r = f (p) nos dá 

f (P) 2 f (P/) + (s, exp;' P) 

para todo p E M, que é o desejado. O 

Observação 111.3.20. É ainda verdade que 8 f (p) # @ para todo p E M, onde M é uma 

variedade Riernanniana completa. Este resultado foi obtido por Udriste [50], cuja prova é 

baseada no conceito de derivada direcional (a qual iremos repeti-la na próxima seção). Aqui 

na prova do Teorema 111.3.19 substituímos este conceito pelo conceito de subespaço suporte, 

obtendo assim uma versão geométrica para o caso específico das variedades de Hadamard. 

A prova como está aqui pode ser estendida, com um pouco mais de cuidado, a qualquer 

variedade Riemanniana completa, pois sendo o conceito de subgradiente local basta apenas 

mudar a definição de subespaço suporte por um conceito local. Isto se faz necessário pois 

devemos levar em conta a presença do "cut locus". Veja a definição e alguns resultados sobre 

subespaço suporte em Cheeger-Gromoll [8]. 

Proposição 111.3.21. Sejam M uma variedade Riemanniana e f :  M t R uma função 

convexa. Um ponto p, E M é um minim,izador da função f se, e somente se, O E af (p,). 
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Demonstração. Segue imediatamente da Definição 111.3.16. 

111.4 Derivada direcional de funções convexas 

Nesta seção estudaremos algumas propriedades da derivada direcional de uma f ~ ~ n ç ã o  con- 

vexa definida em uma variedade Riemanniana completa. Alguns dos resultados aqui estão 

enunciados, mas sem demonstrqão, em [I], e outros, com demonstração, em [49], [52] e al- 

grms ainda desconhecidos no contexto de variedades Riemannianas, mas que são resultados 

clássicos da análise convexa do R" (veja [26], [45] e [46]), cujas prova em alguns casos, são 

análogas às do R". Omitiremos a prova daqueles que não iremos utilizar. 

Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f :  M -, R uma função convexa. 

Dados p E M e v E TpM, seja c: ( -E, E) -, M uma curva tal que c(0) = p e cl(0) = v, e 

considere o quociente 

Se yv : R t M é uma geodésica tal que yv(0) = p, então f o y : R -, R é uma função convexa. 

Deste modo qYv : R R é não-decrescente, e do fato que f é localmente Lipschitziana, segue- 

se também que qYv é limitada próxima de zero. Assim a definição a seguir faz sentido. 

Definição 111.4.1. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f : M R uma 

função convexa. A derivada direcional de f em p na direção v E TpM é 

onde yv : R -, M é a geodésica tal que y, (O) = p e y; (O) = v .  

A seguir vamos demonstrar que a derivada direcional de f em p na direção v E TpM, 

dada pela Definição 111.4.2, depende apenas da direção e não da curva; isto é, no limite 



(111.4.2) podemos tomar qualquer curva c tal que c(0) = p e c'(0) = v, e ainda teremos 

limt40+ qc(t) = j '(p, v). Antes de demonstrar isto, necessitamos de alguns resultados. 

Seja h!! uma variedade Riemanniana completa. Sejam c1 e c2 curvas diferenciáveis em 

M, tais que cl(0) = c2(0) = p e c; (O) = v e ~ ' ~ ( 0 )  = w. Considere a variação por geodésicas 

dada por 

onde E > O é tal que B,(p) seja uma vizinhança totalmente normal. Observe que a(0,  s) = 

cI (s), a(1, S) = c2(s), e que para cada s ,  a curva a, : [O, 11 + M dada por as(t) = a(t, s) 

é uma geodésica. Em particular, para s = O temos a geodésica constante ao(t) = a(t, O) = 

p. Considere ainda, para cada s, os campos T(,, s) := E(., s) tangente R. geodésica as e 

J(., s) = E(., s) o campo de Jacobi ao longo de a,. Deste modo J(. ,  s) satisfaz a equaçáo 

Lema 111.4.2. Sejam c1 e c2 curvas dijerenciáveis em M, tais que cl(0) = cz(0) = p, 

4 (O) = v e ck(0) = w. Se T(., s) e J(., s) são os campos definidos acima, então 

i) J(t, O) = v + t(w - v) é o campo de Jacobi ao longo da geodésica constante ao(t) = 

a(t, O) = p. 

Além disso, por simetria, temos, 

DT 
22) -&,O) = %(t, O) = w - v. 

Demonstração. Substituindo s = O em (111.4.4) temos 
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pois ao(s) = p' e T(t ,  O) = O. Como J(0, O) = v e J(1, O) = w resolvendo a equação 

temos J ( t ,  O) = v + t(w - v) que é o desejado em i). Imediatamente do Lema de simetria 

(Lema 3.4 pág. 68 de [ll]) temos 

Lema 111.4.3. Sejam c1 e c:! curvas diferenciáveis em M, tais que cl (0) = ~ ~ ( 0 )  = p, 

c; (O) = v e c; (O) = w . Se $(s) = d(cl (s), cz (s)), então 

2) $($2(s)) \.=o = 0 
2 

22) $($2(s))ls=o = 211w - v11 . 

Assim a fórmula de Taylor para $2 numa vizinhança de s = O é dada por 

0(s2) onde lims,o+ 7 = 0. 

Demonstração. Como as(t) = a( t ,  s), onde a é definida em (III.4.3), temos $(s) = 

I l  o/,@) 1 1 2  = 1 1  T(t,  S) [ I 2 ,  =sim 

d DT 
-(-Si2(s))Is=~ ds = 2(-(t, as o ) , T ( ~ ,  O ) )  = O 

pois T (t , O) = O. Agora 

e o resultado segue-se do fato que T(t, O) = O e do Lema 111.4.2, item ii) 



Corolário 111.4.4. Sejam c1 e c2 curvas diferenciáveis e m  M ,  tais que c l (0 )  = c2(0) = p, 

c\ ( O )  = v e c; ( O )  = w . Então 

onde d é a distância Riem,anniana. 

Demonstração. Segue imediatamente de (III.4.5), onde +(s)  = d (cl ( s ) ,  c2 ( s ) )  . 0 

Teorema 111.4.5. Sejam M u m a  variedade Riemanniana completa e f : M -, R u m a  

função convexa. Se  c :  ( - E ,  E )  -, M é uma  curva diferenciável tal que c (0)  = p e c l (0)  = v ,  

então 

onde qc é definida e m  (111.4.1). 

Demonstração. Seja yv a geodésica tal que ?,(O) = p e $,(O) = v ,  então por definição 

temos f ' ( p ,  v )  = lims40+ qYv ( s ) .  Como f é localmente Lipschitziana existe L ( p )  2 O tal que 

Como ?:(O) = c'(0) = v ,  segue do Corolário 111.4.4, com c1 = yv e c2 = c,  que 

lims,o+ d(7v(2'c(s)) = O. Portanto de (IIL4.6) temos que f ' ( p ,  v )  = lims,o+ q,(s) . 0 

Teorema 111.4.6. Seja M u m a  variedade Riemanniana completa e f : M -t R u m a  função 

convexa. Então a aplicação derivada direcional de f no ponto p definida por 

é u m a  função convexa. 
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Demonstração.  Sejam v ,  v' E T p M  e t E [ O ,  11. Considere a variação por geodésicas definida 

em (III.4.3), onde ci = yv e c2 = yvt. Pelo LemaIII.4.2 temos g(t, O )  = J ( t ,  O )  = v+t(v l -v ) ,  

que é o vetor tangente a curva s H a t ( s )  := a(t, s )  (que em geral não é uma geodésica) em 

s = 0 ,  isto é, a i ( 0 )  = v + t(vl - v) .  Pelo Teorema 111.4.5, segue-se que 

f l ( p ,  ( 1  - t )v  + tv') = lim f ( 4 s ) )  - f ( P )  
s+o+ S 

Para cada s ,  a curva t H as (t)  = a(t, S )  é uma geodésica com ai ( O )  = yv ( s )  e as ( 1 )  = yVt ( s )  , 

então da  definição de at e da convexidade de f temos 

substituindo a última desigualdade em (III .4.8),  segue da  Definição 111.4.1 que 

f l ( p ,  ( 1  - t )v  + tv') 5 ( 1  - t )  lim f (rv(4) - f ( P )  + i lim f (rvl(4> - f ( P )  
s+Of S s-tof S 

e isto implica que f ' (p,  .) é convexa. O 

Observação 111.4.7. Este resultado foi obtido por Udriste [49], mas em sua demonstração, 

que é idêntica a que está aqui, a igualdade (111.4.8) a nosso ver não é clara. Aqui ela é 

justificada pelo Teorema 111.4.5. 

Proposição 111.4.8. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f :  M t R um,a 

função convexa. Então para cada p E M, temtos 

i) f l ( p ,  Xd) = X f l ( p , v )  para todo X > O e v E T p M ,  isto é, f l (p ,  .) é positivamente 

homogênea. 

ii) - f l ( p ,  -v) 5 f l (p ,  v )  para todo v E T p M .  



iii) I f l ( p , v )  I < L(p)11v 1 1  para todo v E T p M ,  onde L ( p )  > O é a constante de Lipschitz 

de f e m  p. 

Demonstração. Mesma demonstração de R"; veja [28]. O 

Teorema 111.4.9. Sejam M u m a  variedade Riem,anniana completa e f :  M -t R uma  

função convexa. Então para todo p E M o subdiferenciai! d f  ( p )  é não-vazio. 

Demonstração. Dado p E M .  Seja y uina geodésica de M com $0) = p. De (111.4.2) 

segue-se que 

para todo t > O.  Como f l ( p ,  .) : T p M  -, R é convexa e f ' ( p ,  O )  = 0,  segue do Teorema 

111.3.19 (ou da Proposição IV-1.2.1, pag. 147, de [28]) que existe 3 E T,M tal que 

para todo v E T p M .  Substituindo esta Última desigualdade, com v = y l (0 ) ,  em (111.4.9) 

para todo t > O .  Deste modo, segue da Definição 111.3.16 que 3 E d f  ( p ) .  0 

Observação 111.4.10. Do mesmo modo que no R", podemos mostrar que 8 f  ( p )  é convexo 

e compacto e d f ( p )  C B ( 0 ,  L ) ,  onde L = L ( p )  é a constante de Lipschitz de f em p. 

Proposição 111.4.11. Sejam M u m a  variedade Riemanniana completa e f : M -t R uma  

função conwexa. Então para cada p E M temos 

i )  f l ( p ,  v )  = r n a ~ , ~ ~ ~ ( ~ ) ( s ,  v )  para cada v E T p M .  

i i)  a f ( p )  = { s  E T P M / f 1 ( p , v )  2 ( s , v ) ,  V v  E T p M ) .  
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Demonstração. i) Sejam v E TpM. Seja yv a geodésica tal que yv(0) = p; da definição de 

subgradiente, Definicão 111.3.16, temos 

para todo t > O e todo s E 8 f (p). Da última desigualdade e (111.4.2) segue-se que f '(p, v) 2 

rnax,,af(,) (s, v). Agora suponha por absurdo que exista v1 E TpM tal que f'(p, vl) > 
maxSEafb)(s, v). Pelo teorema de Hahn-Banach existe 3 E TpM tal que, para todo v E TpM, 

fl(p, v) 2 (3, v) e fl(p, vl) = (3, vl). Deste modo, para todo v E T,M, segue-se de (111.4.2) 

que f (yv (t))  - f (p) 2 t f '(p, v) 2 t (2, v) para todo t 2 O e isto implica que 5 E d f (p) . Agora 

temos 

o que é absurdo. Isto prova i). 

ii) Seja I' := {s E TpM/ f '(p, v) 2 (s, v), Yv E TpM). Tome s E I'. Para todo v E TpM e 

t > O temos 

= f ( r v ( t ) )  - f (p) 



onde y, é a geodésica tal que %(O) = p e $,(O) = v. Isto implica que s E Ó'f (p ) .  Então 

mostramos que I? C d f (p) .  Agora tome s E d f (p) .  Para todo v t T,M temos 

t ( s ,  v) > lim --- 
t+o+ t 

onde y, é a geodésica tal que %(O) = p. Isto implica que Ó' f (p) C I'. Portanto I? = d f (p) .  O 

Seja M uma variedade Riemanniana completa e f : M 4 IR unia função convexa. Dada 

uma geodésica y : R -+ M considere a coniposição 

Desejamos calcular Ó'cp. 

Lema 111.4.12. (Regra da cadeia). O subdzfeferencial da  função cp definzda em (111.4.11) e' 

Demonstração. Pela Definição 111.4.1 temos 

cp'(t, I )  = lini V (t + X )  - V (t) 
X 

= lim f (r@ + 4) - f ( N )  
A+0+ X 
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cpl(t, -1) = lim ~ ( t  - A) - ~ ( t )  
A j o +  X 

Sabemos que dcp(t) = [-cpl(t, -1)) cp(t, I ) ]  (veja capítulo I de [B]), e da Proposição 111.4.11 

temos que 

f '(r(t), y l ( t ) )  = s t g ~ t ) ) ( ~ ,  ^/(i)) 

e 

-f1(7W, - 7 w  = st$;;t))(s, ,Y1(t)). 

Então de (111.4.12) e (111.4.13) obtemos que 

A última igualdade se deve à convexidade do conjunto 8 f ( y  ( t))  . 





Campos monótonos 

IV.1 Introdução 

Neste capítulo introduziremos o conceito de campos nlonótonos, estritamente monótonos e 

fortemente monótonos, em variedades Riemannianas, que generaliza o coneito de operadores 

monótonos, estritamente monótonos e fortemente monótonos, respectivamente, em R" (veja 

Iusem [30] e Ortega-Rheinboldt [35] para a definição de operadores monótonos). Daremos 

uma caracterização destes campos onde explicitaremos seu significado geométrico e estudare- 

mos suas relações com as funções convexas. Campos monótonos existem em abundância. 

Alguns exemplos são os campos gradientes de funções convexas e os campos de Killing (ob- 

servamos que estes últimos não são gradientes). Mostraremos que o campo gradiente do 

quadrado da função distância, em uma variedade de Hadamard, é um campo fortemente 

monótono. Este fato será fundamental, no Capítulo V, para definir o método de ponto 

proximal para encontrar singularidades de campos monótonos. Introduziremos também o 

conceito de campos monótonos ponto-conjunto em vasiedades Riemannianas que generaliza 

o conceito de operadores monótonos ponto-conjunto em R", veja Iusem [30]. Como no caso 
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contínuo, daremos uma caracterização geométrica dos campos monótonos e mostraremos que 

os subdiferenciais de funções convexas são exemplos de campos monótonos ponto-conjunto. 

IV.2 Campos monótonos c o n t h o s  

Definiremos, nesta seção, campos monótonos, estritaniente monótonos e fortemente monótonos 

em variedades Rieniannianas que, via o transporte paralelo, generaliza de modo natural o 

conceito de operadores monótonos, estritamente monótonos e fortemente monótonos, respec- 

tivamente, em R", veja Iusem [30] e Rheinboldt [35]. A definição algébrica, via o transporte 

paralelo, deixa oculto seu significado geoniétrico o q ~ ~ a l  será explicitado pela Proposição 

IV.2.6. Veremos que o conceito de convexidade esta relacionado com o conceito de mono- 

tonicidade, isto é, veremos que uma função de classe C1 é convexa, estritamente convexa 

e fortemente convexa se, e somente se, o seu campo gradiente é monótono, estritamente 

monótono e fortemente monótono, respectivamente. Daremos alguns exêmplos de campos 

nionótonos. Em particular, mostraremos que os campos de Killing são monótonos. Também 

mostraremos que o campo gradiente do quadrado da função distância é fortemente monótono. 

Finalmente mostraremos um modo de construir campos monótonos. 

Definição IV.2.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X E z 0 ( M ) .  Dize- 

mos que o campo X é monó tono  se 

para todo p e p' E M e toda geodésica y ligando p a p' tal que y(0) = p', onde P,I é 

o transporte paralelo ao longo de y. Dizemos ainda que X é es t r i tamente  m o n ó t o n o  se a 

desigualdade (IV.2.1) é estrita. 



No caso particular em que M é uma variedade de Hadamard a Definição IV.2.1 se reduz 

a 

Definição IV.2.2. Seja M uma variedade de Hadamard e seja X E xO(M).  Dizemos que 

o campo X é monótono, se 

para todo p e p' E M,  onde P~;,' é o transporte paralelo ao longo da geodésica que liga p e 

p. Dizemos ainda que X é estritamente m,onótono se a desigualdade (IV.2.2) é estrita. 

Observação IV.2.3. No caso particular que M = Rn com a métrica usual, a desigualdade 

(IV.2. I), e consequentemente (IV .2.2), se reduz a 

pois, exp2' p = p - p1 e ~ ~ 7 ;  = I. Portanto a Definição IV.2.1 coincide com a definição 

usual de operador monótono no caso que M = R" e X :  R" 4 R", veja Iusem [30] e Ortega- 

Rheinboldt [35]. 

Definição IV.2.4. uma função cp: R 4 R é chamada monótona (respectivamente, estrita- 

mente monótona) se, (t2-tl) (cp(t2) -cp(tl)) > O (respectivamente, (tl -t2) (cp(tl) -cp(t2)) > 0) 

para todo tl,t2 E R, ti # t2. 

Observação IV.2.5. Na Definição IV.2.4 não usamos a terminologia monótona crescente 

porque não trabalharemos com função monótona decrescente. 

Proposição IV.2.6. Seja M uma variedade Riem,anniana completa e X E xO(M).  O 

campo X é monótono (respectivamente, estritamente monótono) se, e somente se, a função 



é monótona (respectivamente, estritamente monótona) para toda geodésica y de M .  

Demonstração. (+) Seja y uma geodésica de M .  Sejam tl # t2 e considere a geodésica 

a(t) = y(tl f t(t2 - ti)), que é uma reparametrização de y. Seja p' = a(0) = $ti), 

p = a(1) = y(t2) e Pptp o transporte paralelo ao longo de a. Como Pptp é uma isometria 

temos 

Deste modo, ( i 2  - ti) (V(X ,~ )  (tz) - V(X,,) (ti)) = (&(O), P z X ( p )  - X(pt) ) t 0, pois X é 

monótono. Portanto, cp(x,,) é monótona para toda geodésica y de M. A mesma prova é feita 

no caso de monótona estrita. 

(e) Dados p,pl E M, p # p', seja y uma geodésica ligando p a p' com $0) = p' e 

$1) = p. Seja PPlp o transporte paralelo ao longo de y. Assim 

Deste modo ( yt(0), P~T;X(~) - X(pt) ) = (1) - (0) > O, pois ~(x,,) é monótona. 

Portanto, X é monótono. A mesma prova é feita no caso de monótona estrita. O 

A equivalência dada pelo Teorema IV.2.6 irá nos deixar livres de certas manipula@es 

algébricas comuns quando se trabalha com a Definição IV.2.1, além de explicitar o significado 

geométrico oculto nesta definição. A demonstração da próxima proposição exemplificará isto. 

Compa.re com a demonstração usual do R", veja Ortega-Rheinboldt [35]. 



Proposição IV.2.7. Seja M u m a  variedade Riemanniana completa e seja f : M 4 R u m a  

função de classe C'. A função f é convexa se, e somente se o campo grad f é monótono.  

Demonstração. Considere a função $ = f o y : R 4 R, onde y é uma geodésica de M. A 

função $ é convexa se, e somente se $' é monótona. Mas $' = (yt, grad f o y )  = (P(gradf,y), 

então $ = f o y é convexa se, e somente se qgradf ,?)  é monótona. Deste modo, f é convexa 

se, e somente se y(gradf,r) é monótona para toda geodésica y. Portanto, pelo Teorema IV.2.6, 

f é convexa se, e somente se o campo grad f é monótono. O 

Proposição IV.2.8. Seja M u m a  variedade Riem,anniana completa e seja f :  M 4 R u m a  

função de classe C'. A função f é estritamente convexa se, e somente se o campo grad f é 

estritamente monótono.  

Demonstração. Análoga a demonstração da Proposição IV.2.7. R 

Observação IV. 2.9. As proposições acima nos fornecem uma classe de exemplos de campos 

monótonos, a saber, aqueles campos que são gradientes de funções convexas. Existem o~itros 

exemplos de campos monótonos que não são gradientes de funções convexas. Nosso primeiro 

exemplo será na esfera, onde sabemos que as únicas funções convexas existentes são as 

constantes e portanto o único campo gradiente monótono é o campo identicamente nulo. 

Exemplo IV. 2.10. (Campo monótono na esfera). Considere a esfera Sn = { p  E Rn+l/(p, p) = 

1) e seja A uma matriz anti-simétrica (n  + 1) x (n + 1). O campo X(p) = Ap é um campo 

monótono em Sn. De fato, seja y uma geodésica de Sn, então 

A derivada covariante de X na direção v E T,M é igual a V,X(p) = (I - pPT)Av, onde pT 

denota o transposto do vetor p E IRn+'. Deste modo, 



Como (v, V,X) = (v, (I - ppT)Av) = 0, pois A é anti-simétrica e pTv = 0, segue-se de 

d (IV.2.4) que %(P(X,?) (t) = O. Portanto, cp(x,?) (t) G cte para toda geodésica y,  então segue do 

Teorenia IV.2.6 que X é monótono. 

Na verdade o exemplo IV.2.10 é um caso particular do exemplo mais geral a seguir. 

Exemplo IV. 2.11. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X E x1 (M). Dize- 

mos que X é campo de Kzllzng se 

para todo Y, Z E xO(M),  isto é, se Ax é um operador anti-simétrico (veja Definicão 11.4.1). 

Seja y uma geodésica de M ,  da equação (IV.2.5) segue-se que -$cp(x,7)(t) = (y1(t), Vy(t)X) = 
O e isto implica que c p ( ~ , ~ )  (t) cte. Portanto do Teorema IV.2.6 segue-se que X é monótono. 

No exemplo anterior Ax(p) = (I - pPT)A é uma matriz anti-simétrica. 

Exemplo IV. 2.12. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X E (M) . Dize- 

mos que X é um campo concorrente se 

para todos Y E xO(M),  isto é, Ax é o operador identidade; veja [52] (veja Definição 11.4.1). 

Com o mesmo argumento usado no exemplo IV.2.11 podemos mostrar que todo campo 

concorrente é monótono. 

Observação IV.2.13. i) Seja X E xO(M) um campo monótono. Suponhamos que y seja 

uma geodésica fechada em M .  Então 



Disso segue-se que se M tem uma geodésica fechada, e portanto não podemos definir um 

campo X E xO(M) estritamente monótono. Em particular, não podemos definir um campo 

estritamente monótono em variedades compactas. Intuitivamente podemos esperar que a ex- 

istência de um campo estritamente monótono numa variedade Riemanniana impõe restrições 

sobre a mesma como ocorre com a existência de funções convexas, veja [5], [45] e [54]. ii)' 

Se Mn é completa e não-compacta com K > O e admite um campo estritamente monótono, 

então M é difeomorfa a R". Caso contrário, dimensão (alma) > 1 e existe geodésica fechada 

em M.  Já sabemos que as únicas funções convexas eni variedades completas de volume 

finito são as f~inções constantes; veja [5]. Assim, da Proposição IV.2.7 segue-se que o único 

campo gradiente monótono em variedades de volume finito é o campo identicamente nulo. 

Ein partic~ilar o único campo gradiente monótono na esfera é o campo identicamente nulo. 

Definição IV.2.14. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X E xO(M).  

Dizemos que o campo X é fo r temente  monó tono  com módu lo  X > O se, 

(IV. 2.6) 

para todo ponto p e p' E M,  p # p' e toda geodésica y ligando p a p' com $0) = p' e 

y(fl = p, onde P,,, é o transporte paralelo ao longo de y. 

Observe que 1 1  y'(0) Ilt é igual ao comprimento da geodésica que liga p a p', assim a 

Definição IV.2.14 se simplifica no caso que M é uma variedade de Hadamard. 

Definição IV.2.15. Seja M uma variedade de Hadarnard e seja X E xO(M). Dizemos que 

o campo X é fo r temente  monó tono  c o m  módu lo  X > O se 

l ~ s t a  observação foi feita pelo professor Sérgio J. X. de Mendonça. 



para todo p e p' E M, onde PPtp é o transporte paralelo ao longo da única geodésica y que 

liga p a p' e d é a distância Riemanniana. 

Observação IV. 2-16. No caso particular que M = R", com a métrica usual, a desigualdade 

( IV .2 .6 ) )  e consequentemente (IV.2.7),  se reduzem a 

pois yl(0)t^ = exp;' p = p - p' e pP;i = I. Portanto a Definição IV.2.15 coincide com a 

definição usual de operador fortemente monótono no caso que M = R" e X : R" + R", veja 

[35l 

Proposição IV.2.17. Seja M u m a  variedade Riemanniana completa e seja X E x O ( M ) .  

O campo X é fortemente monótono com módulo X > O se, e somente se, a função ( P ( x , ~ ) ( ~ )  - 

X l l  y' 112t é monótona para toda geodésica y ,  onde ( ~ ( x , ~ )  é definida e m  (IV.2.3).  

Demonstração. (+) Seja y uma geodésica de M .  Seja tl # t2 e considere a geodésica 

a(t)  = y ( t l  + t(t2 - t l ) )  reparametrizaq50 de y. Seja p' = a ( 0 )  = y(t l) ,  p = a ( 1 )  = y ( t 2 )  e 

Pplp o transporte paralelo ao longo de a. Como Pptp é isometria temos 

Sendo X fortemente monótono segue-se da igualdade anterior que <p(x,i,)(t) - X l l  y ( 0 )  112t é 

monótona para toda geodésica y .  



(e) Dados p, p' E M ,  p # p' e y uma geodésica ligando p a p' com $0) = p' e $0 = p'. 

Considere a geodésica a(t) = y ( t t ) ,  reparametrização de y e P,I, o transporte paralelo ao 

longo de y .  Como P,I, é isometria temos 

Definição IV.2.18. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma função f : M + 

R é dita fortemente convexa com módulo X > O se para toda geodésica y :  R + M a 

composição f o y : R + R é uma funpão fortemente convexa com módulo X ( 1  y l (0)  1 l2 > 0.  

Proposição IV.2.19. Uma função < p :  R + R é fortemente convexa com módulo X > O se, 

e somente se, a função $: R + R dada por $( t )  = ~ ( t )  - $,k2 é convexa. 

Demonstração. Imediata. O 

Proposição IV.2.20. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja f :  M + R 

uma  função de classe C'. A função f é fortemente convexa se, e somente se o campo grad f 

é fortemente monótono. 

Demonstração. Usando o Teorema IV.2.17 e a Proposição IV.2.19 a demonstração é aná- 

loga à Proposição IV.2.7. O 

Proposição IV.2.21. Sejam M uma  variedade de Hadamard e p' E M .  Então o campo 

grad ppl é fortemente monótono com módulo X = 1 para todo p' E M ,  onde p,~ é definida e m  

(11.8.5) 



Demonstração. Seja y uma geodésica de M, e seja cp, : R -+ R dada por cp,(t) = cp(x,,)(t)- 

1 1  yl(0) 1l2t, onde X = grad ppt e (o(x,,) é definida em (IV.2.3). Então de acordo com o Teorema 

IV.2.17 basta mostrar que cp, é monótona, isto é, (ta - tl)(cpy(t2) - cpy(tl)) >- O para todo 

tl,t2 E R. Primeiro suponhamos que y passa por pl. Deste modo existe to E R tal que 

y(to) = p'. Sem perda de generalidade vamos supor que t > to. Assim 

Portanto, cp, é monótona. Agora suponhamos que y não passa pelo ponto p'. Dados ti, t2 E 

R, considere o triângulo geodésico A(p1p2p3), onde pl = y(tl), p2 = y(t2) e p3 = Denote 

por yi+i : [O,$+l] -+ M o segmento de geodésica ligando pi+l a p i + ~ ,  = L(yi+l) = 

d(pi+i,pi+2) e ei+i =+ (y:+l(0), -y;+3(&+3)), onde i = 1,2,3( mod 3) e ly;(O)l = 1; i = 2,3. 

Com esta notação segue-se, que y = yl, e da Proposição (11.8.3) segue-se que yh(0) = 

-1 I - expPz P - - grad ppl (p2) e 7; (!a) = - expz  p/ = grad pPl (pl ) . Siiponhamos, sem perda de 

generalidade, que tl < ta. Como y = yl temos ti = (ta -tl)llyí(0)II = (t2 - t1)lly1(O)II. 



Deste modo 

Assim ( t a  - t l )  (cp,(t2) - v7(tl)) = l1 (12 cos 192 - l3 cos 19, - li) > O pela desigualdade (II .8.3),  

fazendo i = 2. O caso tl > t2 se faz de modo análogo. Portanto cp, é monótono para toda 

geodésica y e isto implica que gradp,~ é fortemente monótono com módulo X = 1. O 

Veremos agora um teorema de caracterização para campos monótonos em termos do 

operador Ax, Definição 11.4.1. 

Teorema IV.2.22. Seja M u m a  variedade Riemanniana completa e seja X E x l ( M ) .  

Então: 

i )  O campo X é monótono se, e somente se, ( A x ( p ) v ,  v )  > O para todo p E M e todo 

v E T p M .  

i i )  S e  ( A x ( p ) v , v )  > O para todo p E M e todo v E T p M  \ {O), então o campo X é 

estritamente monótono. 

iii) O campo X é fortemente monótono com módulo X > O se, e somente se, ( A x ( p ) v ,  v )  2 

Xllv 1 1 2  p a m  todo p E M e todo v E T p M .  



Demonstração.  Faremos só a demonstração de iii); os outros itens são análogos. Seja y 

uma geodésica de M e y,(t) = (t) - X I J  yl(0) 1I2t, onde y(x,,) é definida em  (IV.2.3). 

Do Teorema IV.2.17 o campo X é fortemente monótono com módulo X 2 O se, e somente 

se, y ,  é monótono para toda geodésica y. A aplicação y ,  é monótona se, e somente se, 

para todo t E R. Finalmente, ( y l ( t ) ,  Ax ( y ( t ) )  y l ( t ) )  - XII yl(0) 11' > O para toda geodésica y 

se, e somente se, ( v ,Ax (p )  . v )  > XIIv 11' para todo ponto p E M e todo v E T p M .  Portanto, 

X é fortemente monótono com rnódulo X > O se, e somente se, (Ax (P)  v ,  v )  > X 11 v 11' para 

todo p E M e todo v E T p M .  O 

Corolário IV.2.23. Seja M uma variedade Riemanniana completa e f :  M t R uma 

função de classe C 2 .  Então 

i )  f é convexa se, e somente se, Hess f p  é positiva semidefinida para todo p E M ,  

ii) Se Hess f p  é positiva definida para todo p E M ,  então f é estritamente convexa. 

iii) f é fortemente convexa com módulo X > O se, e somente se, (Hess f p  - v ,  v )  > X l l  v 11' 
para todo p E M e todo v E T p M .  

Demonstração.  Para demonstrar i ) ,  ii) e iii) use o Teorema IV.2.22 e Proposição IV.2.7, 

Proposição IV.2.8 e Proposição IV.2.20 respectivamente. O 

Observação IV.2.24. Veja também este resultado em  [50] e [53] 

Corolário IV.2.25. Sejam M uma variedade de Hadamard e p' E M .  Então a aplicação 

Ppl  7 definida em (11.8.5) é fortemente convexa. Além disso, ((Hess p,~), - v ,  v )  > 1 1  v 11' para 

todop E M e v E T p M .  



Demonstração. Segue-se da Proposicão IV.2.20, Proposição IV.2.21 e Corolário IV.2.25. 
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Finalmente mostraremos como construir campos monótonos a partir de um grupo a 1- 

parâmetro de difeomorfismos. 

Definição IV.2.26. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Um difeomorfismo 

$ : M + M de classe C1 é expansivo se 

P )  = P,  
para todo p E M, u,  v E TpM tal que 9: (u, v) < 7r/2. Usaremos a notação $*g > g ,  onde 

g := ( . , . ) é o tensor niétrico. 

Seja M uma variedade riemanniana completa e {$t)tER um grupo a 1-parâmetro de 

difeomorfismos de classe C1, isto é, 

ii) $, o = $,+, para todo s ,  t E R, 

iii) $t: M + M é um difeomorfismo de classe C1 para cada t E R. 

Proposição IV.2.27. S e  {$t)tER é um grupo a 1-parâm,etro de difeomorfismos expansivos 

de classe C1, então o campo X E x l ( M )  dado por: 

é monótono.  

' ~ s t a  maneira de construir campos monótonos foi sugerida pelo Professor Luis A. Florit. 



Para demonstrar esta proposição necessitamos de alguns resultados. 

Proposição IV.2.28. Se X E x ' (M),  então 

1 
Lx g = lini - (7): g - g )  

t-40 t 

onde {$t)tER é O fluxo de X e Lx é a derivada de Lie com respeito a X .  

Demonstração. Caso particular da proposição 21 do Capítulo 9 de O'Neill [34] 

Proposição IV.2.29. Um campo X E X1(M) é tal que Lxg 2 O se, e somente se, seu 

fluxo {$t)tER é expansivo. 

Demonstração. Análoga à demonstração da proposição 23 do Capítulo 9 de O'Neill [34]. 

O 

Proposição IV.2.30. Um campo X E x l ( M )  é tal que Lxg 2 O se, e somente se, 

( V y X ,  Z )  + ( V Z X ,  Y )  2 O para todo Y, Z E x'(M). 

Demonstração. Análoga à demonstração da proposição 24 do Capítulo 9 de O'Neill [34]. 

O 

Demonstração d a  Proposição IV.2.27. 

Como o fluxo {$t)tER de X é expansivo segue-se da Proposição IV.2.29 e Proposição 

IV.2.30 que ( V y X ,  Z )  + ( V z X ,  Y )  2 O para todo Y, Z E x O ( M ) .  Seja y uma geodésica 
d 

de M .  Segue-se da desigualdade anterior que - c p ( ~ , ~ )  = (V,,X, y') > 0, onde cp(~,~)( t )  = 
d t  

( X ( y ( t ) ) ,  y l ( t ) ) .  Isto implica que c p ( ~ , ~ )  é monótona. Portanto X é monótono. O 

IV.3 Campos monótonos ponto-conjunto 

Nesta seção definiremos campos monótonos pont o-conj unt o em variedades Riemannianas 

que, via o transporte paralelo, generaliza de modo natural o conceito de operadores monótonos 
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ponto-conjunto em IRn; veja Iusem [30]. O primeiro teorema desta secão fornece uma carac- 

terização destes campos e no final da seção mostraremos que o subdiferencial de uma função 

convexa é um campo monótono ponto-conjunto. 

Definição IV.3.l. Seja M uma variedade Riemanniana. Um campo ponto-conjunto é uma 

aplicação X que a cada p E M associa um conjunto X(p) C TpM, isto é, 

Observação IV. 3.2. Esta definição generaliza a definição usual de campos. Exêmplos de 

campos ponto-conjunto são o subdiferencial de funções convexas, Definição 111.3.16 

Definição IV.3.3. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e X um campo ponto- 

conjunto. Dizemos que X é monótono se, 

para todo p e p' E M, v E X(pl), u E X(p) e toda geodésica y ligando p' a p tal que $0) = p', 

onde P,I, é o transporte paralelo ao longo de y. 

Se M é uma variedade de Hadamard a Definição IV.3.3 se reduz a 

Definição IV.3.4. Seja M uma variedade de Hadamard e X um campo ponto-conjunto. 

Dizemos que o campo X é monótono se, 

para todo p e p' E M, v E X(pl) e u E X(p), onde P,I, é o transporte paralelo ao longo da 

única geodésica y que liga p' a p. 

Observação IV. 3.5. No caso que M = IRn com a métrica usual, a desigualdade (IV.3. I ) ,  e 

consequent emente (IV. 3.2), se reduz a 



pois exp;' p = p - p' e PP/, = I. Portanto a Definição IV.3.3 coincide com a definição usual 

de operador ponto-conjunto monótono, no caso que M = R" e X :  R" -+ P(Rn), veja Iusem 

[30] e Rockafellar [42]. 

Definição IV.3.6. Uma aplicação cp:  R -+ P(R) é chamada monótona (respectivamente, 

estritamente monótona) se, (t2 - t1)(r2 - r i )  2 O (respectivamente, ( t 2  - t i)  ( r 2  - r l )  > 0) 

para todo tl,t2 E R, tl # t 2 ,  r1 E cp(t1) e r 2  E cp(t2). 

Proposição IV.3.7. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X um campo 

ponto-conjunto. O campo X é monótono (respectivamente, e~tritam~ente monótono) se, e 

somente se, a função 

é monótona (respectivamente, estritamente monótona) para toda geodésica y de M. 

Demonstração. (+) Seja y uma geodésica. Sejam tl,t2 E R, tl # t2, r1 E cp(tl) e r 2  E 

cp(t2). Considere a geodésica a( t )  = y(tl + t(t2 - t i))  reparametrização de y. Seja p' = 

a(0) = y(tl), p = a(1) = y(t2) e P,I, o transporte paralelo ao longo de a .  Como P,I, é unia 

isometria temos 

(t2 - t i)  (r2 - r i )  = (t2 - t i )  ((y1(t2), v2) - (yl(tl), vi)) 

= (al(Q, v2) - (a1(0), vi) 

= ( p ' i a l ( l ) ,  P ' ; P v ~ )  - (al(0), vi) 

= @'(O), pp7;v2 - v,) 

para algum v1 E X(y(t1)) e v2 E X(y(t2)). Deste modo ( ta  - tl)(r2 - r i )  = (al(0), P,;& - 

vl) 2 0, pois X é monótono. Portanto, c p ( ~ , ~ )  é monótona para toda geodésica y de M. A 

mesma prova é feita no caso de monótona estrita. 



(e) Dados p,p' E M ,  v E X ( p f ) ,  u E X ( p )  e y uma geodésica ligando p a p' com 

y ( O )  = p'. Reparametrizando y de modo que y ( O )  = p' e y(1) = p. Seja PP,, o transporte 

paralelo ao longo de y. Assim 

Deste modo (y t (0) ,  pP$u - v )  = (1 - O )  ( ( ( 1 )  u )  - ( y f (0 ) ,  v ) )  > 0, pois ip(x,?) é monótona. 

Portanto X é monótono. A mesma prova é feita no caso de convexidade estrita. O 

Teorema IV.3.8. Seja M uma variedade Riem,anniana completa. Se f : M + R é uma 

função convexa, então o subdiferencial Ó'f  da função f é um campo ponto-conjunto monótono. 

Demonstração. Que a f é um campo ponto-conjunto segue da Definição 111.3.16. Do Teo- 

rema IV.3.7 basta mostrar que ip(sf,?)(t) = { (y t ( t ) ,  v ) / v  E Ó'f ( y ( t ) ) )  é monótona para toda 

geodésica y. Seja y uma geodésica de M .  Como f é convexa segue-se que f o y :  R + R é 

convexa e assim a( f  o y )  : R + P(R) é monótona. Do Lema 111.4.12 temos 

Portanto ip(sf,?) é monótona para toda geodésica y de M .  O 

Definição IV.3.9. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que p, E M é uma 

singularidade do campo ponto-conjunto X se, 

Observação IV.3.10. i) Seja X um campo ponto-conjunto monótono em uma variedade 

Riemanniana M .  Suponhamos que y seja uma geodésica fechada de M .  Então 



Disso segue-se que se M tem uma geodésica fechada, então não podemos definir um campo 

ponto-conjunto estritamente monótono em M. Em particular, não podemos definir um 

campo estritamente monótono em variedades compactas. Então intuitivamente, podemos 

esperar que a existência de um campo ponto-conjunto estritamente monótono numa varie- 

dade Riemanniana impõe restricões sobre a mesma como ocorre com a existência de f~mções 

convexas veja [5], [45] e [54]. Vale a mesma observação feita na página 45. 

Como na secão anterior, pode-se definir campos ponto-conjunto fortemente monótonos e 

estudar suas relacões com as funções fortemente convexas. 



Algorit mos para otimizacão D 

V.l Introdução 

Neste capítulo proporemos dois algoritmos para minimizar uma função convexa em uma 

variedade Riemanniana completa. Estes algoritmos são generalizações, para o contexto de 

variedades Riemannianas, do algoritmo subgradiente clássico, veja Shor [46] e Hiriart-Urruty 

e Lemaréchal [28], e do algoritmo de ponto proximal, para ininirnizar uma funqão convexa 

em R", veja Iusem [30]. Para ambos os algoritmos iremos provar suas convergências, mas 

hipóteses sobre a curvatura da variedade serão necessárias. Provaremos a convergência do 

algoritmo do subgradiente se a curvatura da variedade for não negativa. E também provare- 

mos a convergência, e boa definição, do algoritmo de ponto proximal se a variedade for 

Hadamard. 



V.2 Algoritmo subgradiente 

Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja f : M t R uma função convexa. O 

subconjunto O* de M denotará o conjunto dos niinimizadores de f e f*  = infPEM f (p) 

denotará o valor infimo de f .  O nosso problema é estimar f * e também calcular um ponto 

de O* caso exista algum. Isto será feito de modo iterativo pelo algoritmo subgradiente que 

gera uma sequência {pk) C M do seguinte modo: Tome po E M e defina 

onde tk > 0, s k  E af (pk) e s k  # 0. 

Observação V.2.1. No caso particular que M = R", exp,, s = p' + s e assim, a iteração 

(V.2.1) se reduz a 

Logo o algoritmo subgradiente em variedades Riemannianas é uma extensão natural do 

algoritmo subgradiente introduzido por Shor e generaliza o algoritmo gradiente no caso de 

ser de f seu diferenciável, estudado por da Cruz Neto-Oliveira [13] 

V. 2.1 Resultados preliminares 

Como é sabido a sequência obtida pelo algoritmo (V.2.1) não decresce a função. Deve-se 

portanto escolher uma seqüência {tk) de modo que a respectiva seqüência {pk) se aproxime 

do conjunto O*, como é usual no caso em que M = R". Como em [28], para R", obteremos 

algumas propriedades preliminares, em particular uma cota superior para os tk's. 

Proposição V.2.2. Seja p, E O* # 0 e seja B,(p,) uma bola normal em M. Se pk 4 O*, 

pk E B,(p,), e então existe SI, > O tal que escolhendo O < tk < SI, no algoritmo (V.2.1), 



V.2. ALGORITMO SUBGRADIENTE 

temos 

Demonstração. Seja yv a geodésica paranietrizada pelo comprimento de arco, tal que 

yv (O) = pk e yv (t*) = p,, com d(pk, p,) = t*. Considere a esfera normal S = St* (p*), 

fronteira da bola normal Bt* (p,), que pelo Lema de Gauss, veja do Carmo [ll], é uma sub- 

variedade de codimensão 1 com Tp,S = {u E T,, M / (u,  v )  = O). Seja s k  E a f (pk). Por 

definição, 

f %(i) 2 f (pk) + t (sk ,v) -  

Fazendo t = t* obtemos 

f (P*) - f (pk) 2 t*(sk,v).  

Como pk 6 O*, segue-se que f (p,) < f ( P ~ )  o que implica ( sk, v)  < O. Assim existe Sk > O tal 

que ydk (t) E Bt*(p,) para todo O < t < Sk , onde dk = -A Portanto para todo O < tk < SI, 
l lskl l  ' 

e isto demonstra o resultado. O 

E conseqüência do teorema de Hadamard que se M tem curvatura seccional K 5 

O então exp,*: T,,M -i M é difeomorfismo global e isto implica que podemos tomar 

B,(p,) = M. Mas o Teorema V.2.2 não dá uma estimativa para SI, em funcão de pk e 

p,, como ocorre quando M = W. Esta estimativa pode no entanto ser obtida se K > 0, é o 

que virá a seguir. 

Intuitivamente já se pode ter uma idéia da influência da curvatura K no comportamento 

da seqtiência definida pelo algoritmo (V.2.1). Primeiro observe que se K > O a geodésica 

tendem a se aproximar uma das outras, o contrário ocorre se K < O. Isto sugere que podemos 

"andar mais" ao longo da geodésica, sem nos afastar de p,, eni curvatura não-negativa do 

que em negativa. 



Lema V.2.3. Seja { p k }  a seqüência gerada pelo algoritmo (V.2.1) .  S e  M t e m  curvatura 

K 2 0, então para todo q E M 

para todo I% E N. 

Demonstração. Seja ydl a geodésica minimizante, isto é, para I Idl I I = 1, se tem yd, ( O )  = pk, 

( $ 1 )  = q com = d ( p ~ ,  q)  e seja yd, a geodésica tal que d2 = dk = --, ^1"'2(0) = p, e 

7 d z ( t k )  = pk+l com t~ = $2. Então segue do Corolário 11.9.2 e da Definição 111.3.16 que 

Observação V.2.4. A demonstração do Lema IV.2.3 foi feita por da Cruz Neto-Oliveira 

[13],  foi incluída aqui para comodidade do leitor. 

Considere o conjunto O = {q  E M / f ( q )  I inf f (p"}. 
L 

Corolário V.2.5. Seja { p k }  a seqüência gerada pelo algoritmo (V.2.1) e seja K 2 O a 

curvatura de M .  Para todo q E O, temos 

para todo k E N 

Demonstração. Segue-se imediatamente da definição de O e do Lema V.2 .3  
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Proposição V.2.6. S e j a p ,  E O* # 0 e seja { p k )  a sequência gerada pelo algoritmo (V.2 .1) .  

S e  M t e m  curvatura K 2 O e pk @ O* então 

para todo 

Demonstração. No Lema V.2 .3  tome q = p,. Então 

Sendo p, # px , segue-se que para todo O < tk < e ( f  ( p k )  - f (p,))  tem-se ti + 2 - ( f (p.) - 
~ k l l  

f ( p k ) )  < O e isto conclui a denlonstração. O 

Definição V. 2.7. A seqüência { p k )  é quasi Fejér convergente ao conjunto W se, para cada 
03 

q E W existir uma sequência {E ,+)  C R tal que EI,  2 0 ,  EI ,  < +co, 
t=O 

para todo k. 

Proposição V.2.8. Seja  { p k )  um,a sequência n o  espaço mktrico completo ( M ,  d ) .  S e  { p k )  

é quasi Fejér ~on~uergen te  ao conjunto W C M ,  então ipk) é limitada. Se ,  além, disso, um, 

ponto de acumdação  p de { p k )  pertence a W então lim p,+ = p. 
k - r m  

Demonstração. Mesma demonstração que em Burachik et a1 [7] substituindo I I . I I por d .  

O 



V.2.2 Convergência 

Teorema V.2.9. Seja  { p k )  a sequência gerada pelo algoritmo (V .2 .1 )  e seja K > O a 

curvatura seccional de M ,  onde M é u m a  variedade Riemanniana completa. S e  a sequência 

{ t k )  é escolhida satisfazendo 

00 

Então lim inf f (P,+) = f*;  a lém disso, a seqüência { p k )  converge para um ponto p* E O* se 
k++m 

Demonstração. Por absurdo suponha que lim inf f ( p k )  > f * .  Por um lado implica que 
k 

O # 0. Assim de (V.2 .4)  e do Corolário V . 2 . 5  { p k )  é quasi Fejér convergente a 0, onde, 

~k = t;. Então { p k )  é limitada e conseqüentemente { s k ) ,  também é limitada onde sk E a ( p k ) ;  

veja Observação 111.4.10. Digamos que IIskll < C. para todo k E N, onde C, > 0.  

Por outro lado, existem q E O, Cl > O e ko E N tais que f ( q )  < f ( p k )  - C1 para todo 

k > ko.  Para este q segue-se do Lema V . 2 . 3  que 

Da hipótese (V .2 .4 ) ,  tk -t O e assim podemos supor que ko é tal que tk < (Cl/Co) para 

todo k > ko. Substituindo em (V.2 .5)  tem-se 

para todo k 2 ko.  Somando (V.2.6)  obtemos 
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para todo l. Isto contraria (V.2.3), pois d ( ~ ~ + ~ , ,  q)  é limitada. 

Segue da primeira parte que {f (pk)) possui uma subseqüência monótona decrescente 

{f ( ~ k , ) )  tal que 

Sem perda de generalidade vamos supor que a própria seqüência {f (pk)) é monótona de- 

crescente e converge para f* .  A seqüência {pk), sendo limitada, possui uma subseqüência 

{pk,) convergente. Digamos lim pkj = p,, que pela continuidade de f implica f (p,) = 
j+m 

lim f (pg) = f *  e assim p, E O. Portanto existe p, ponto de acumulação de {pk) com 
3-)m 

p, E O. Como {pk) é quasi Fejér convergente a O segue-se do Teorema V.2.8 que a própria 

seqüência {pk) converge a p, . O 

V.2.3 Observações finais 

No parágrafo 1.1 pode-se notar a necessidade de fazermos hipótese sobre a curvatura seccional 

da variedade, pois é central o papel do Lema V.2.3, na prova apresentada, que só vale em 

curvatura não-negativa. Como as geodésicas, na presença de curvatura positiva, tendem a 

se aproximar, é intuitivo pensar que é possível melhorar a estimativa (V.2.2), em funcão da 

curvatura. Também fica em aberto a prova de convergência sem hipótese sobre a curvatura. 

Como último comentário, observamos que o algoritmo (V.2.1) resolve o problema com 

restrição 

onde M é uma variedade Riemanniana conexa, completa de curvatura seccional não-negativa, 

e as geodésicas de M estão disponíveis ou são facilmente aproximadas. 




































