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CAPITULO I

Introducao

E de certo modo natural a extensdo dos conceitos e técnicas da Programacao Matemética
em R™ para variedades Riemannianas. Isto tem sido feito com certa freqiiéncia nos ltimos
anos com objetivos teéricos e também com o de obter algoritmos efetivos; veja [14], [25],
[29], [35]-[37], [45], [48], [50], [52] e [53]; daf vem a motivagao de nosso trabalho, o qual est4
dividido em seis capitulos.

No segundo capitulo fazemos um breve resumo dos conceitos bésicos de Geometria Rie-
manniana, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes, os quais se encontram
basicamente em do Carmo [11].

No terceiro capitulo fazemos um resumo dos conceitos relativos a conjuntos e funcoes
convexas em variedades Riemannianas necessérias aos trés ultimos capitulos. Estes conceitos
serao discutidos com um certo detalhe, apesar deles ja serem todos conhecidos (talvez nem
todos). Fizemos esta opgao devido ao fato que eles sao pouco utilizados em Programacao
Matematica. As referéncias para este capitulo sdo: [1], [2], [5], [8], [9], [12], [15]-[23], [26],
[27], [32], [35], [36], [38], [41]-[44] e [46]-[54].

A partir do quarto capitulo comega, de fato, nossa contribuicio. Neste capitulo in-

3



4 CAPITULO I. INTRODUCAO

troduzimos o conceito de campos monétonos em Variedades Riemannianas. Mostramos
que os campos monoétonos estao de certa maneira intimamente ligados as funcoes convexas
de classe C', por exemplo, mostramos que uma funcio de classe C' é convexa se, e so-
mente se, seu gradiente é um campo monétono. Introduzimos também o conceito de campo
mondtono ponto-conjunto em Variedades Riemannianas e mostramos que o subdiferencial
de uma funcéo convexa é um campo mondtono ponto-conjunto.

No quinto capitulo propomos dois algoritmos para minimizar uma func¢ao convexa, nao
necessariamente diferencidvel, numa variedade Riemanniana. Estes algoritmos siao genera-
lizages do algoritmo subgradiente cldssico, introduzido por Shor [44], e do algoritmo de
ponto proximal, introduzido por Martinet [31]. Fazemos suas anélises de convergéncias e
obtemos os mesmos resultados do R™, mais precisamente, provamos que a seqiiéncia gerada
pelo algoritmo subgradiente converge para o infimo da funcéo se a variedade for completa e
tiver curvatura seccional nao-negativa, que o algoritmo de ponto proximal estd bem definido
e que a seqliéncia gerada por éle converge para um minimizador da fungo, caso exista algum,
se a variedade for de Hadamard.

Finalmente, no tltimo capitulo, propomos um algoritmo para encontrar singularidades de
campos mondtonos de classe C!. Este algoritmo é uma generalizacio do algoritmo de ponto
proximal, introduzido por Rockafellar [40], para encontrar zeros de operadores monétonos.
Mostramos que este algoritmo estd bem definido e gera uma seqiiéncia que converge para

uma singularidade do campo, caso exista alguma, se a variedade for de Hadamard.



CAPITULO II

Variedades Riemannianas: um resumao

dos conceitos basicos

II.1 Introducao

Neste capitulo serdo fixadas algumas notacoes, e enumerados alguns resultados gerais das
variedades Riemannianas, dando énfase s variedades de Hadamard. Incluiremos as demon-
stracdes dos resultados que desejarmos dar énfase, em particular alguns resultados cldssicos
sobre a fungao distincia. O contedido deste capitulo pode ser encontrado em do Carmo [11],

as vezes com mudangas na notacao.

I1.2 Variedades diferenciaveis

Seja M uma variedade diferencidvel e conexa (daqui para frente omitiremos a palavra conexa,
pois s6 trabalharemos com variedades conexas). O espago tangente a M em p é denotado

por T,M e TM = |J T,M denota o fibrado tangente de M. Um campo de vetores X em M
peM
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de classe C", r > 0, ¢ uma aplicacdo X: M — T'M, dada por p— X, € T,M, de classe C".

Denotamos o espago dos campos de vetores em M de classe C" por X"(M).

I1.3 Meétrica Riemanniana

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Para todo ponto p € M, denotaremos
por g ou (-,-) uma métrica Riemanniana de M. Assim, para cada ponto p € M, g, ou
(-,-)p denotard um produto interno (as vezes omitiremos o ponto p, e isto ndo causard
confusdo) em T,M que varia diferenciavelmente com p. Chamamos o par (M, (:,-)) de

variedade Riemanniana.

Definicao II.3.1. Sejam M uma variedade Riemannianae f: M — R uma fun¢ao de classe

C'. O gradiente de f é o tinico campo grad f € X°(M) definido por

(grad fp,v) =dfp - v
para todop € M, v € T,M.

Seja c: [a,b] — M uma curva de classe C* por partes. O comprimento da curva c,

denotado por L(c), é
b
L(c) = / 1) [ld (I13.1)

onde || ¢'(t) || = ({4, %))1/2, e o comprimento de arco de ¢ é

s(t) = / et (11.3.2)

Sejam p e ¢ € M, considere o conjunto Cpq = {c: [a,b] — M/c é continua e de classe C* por
partes; c(a) = p e ¢(b) = q}, isto é, o conjunto de todas as curvas de classe C° por partes

ligando p a q.
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Definigao I1.3.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dados p e ¢ € M, a distancia
Riemanniana de p a g, denotada por d(p, ¢), é dada por

d(p,q) == mf{L(c)/c € Cp}- (I1.3.3)

A funcdo distincia d: M x M — R é continua, o conjunto B,.(p) = {q € M;d(p,q) <r} é
chamado bola métrica de centro p e raio r > 0, e seu fecho é dado por B,(p) = {g € M |
d(p,q) <t}

Definicao I1.3.3. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo p: M — N

de classe C* é chamado uma isometria se

(u, v)p = (dpip(u), dpip(v) >#(P)

para todop € M, u,v € T, M.

II.4 Conexao Riemanniana

Seja. M uma variedade Riemanniana. Iremos denotar por V a conezdo de Levi-Civita de
M, e por VyX a derivada covariante de X por Y, onde X € X}Y(M) e Y € x%(M).
Como (VyX)p depende somente de Y, e do valor de X ao longo de uma curva em M que
é tangente a X, denotaremos este vetor por Vy,X. Considere uma curva c: [a, b - M
de classe C® e Y: [a,b] — T'M um campo de classe C", r > 1, ao longo da curva, isto

é, Y(t) == Y(c(t)) € TeyM, a derivada covariante de Y ao longo de c é denotada por
)

DY
dt

.= VY. O transporte paralelo ao longo da curva c¢ é denotado por P(c)?. As vezes,
usaremos também a notagao Py quando c(a) = p e ¢(b) = ¢ e néo for necessério explicitar

a curva.
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Definigao II.4.1. Seja M uma variedade Riemanniana e X € X'(M). A diferencial do
campo X é o operador linear Ay : X°(M) — X°(M) dado por Ax(Y) := Vy X, e para cada

ponto p € M, temos definida uma aplicagao linear

Ax(p): T,M — T,M (IL.4.1)

v Ax(p) v =V, X.

Em particular, se X = grad f, onde f: M — R é uma aplicacio de classe C?, entdo

Ax(p) = Hess f, é a hessiana de f.

I1.5 (eodésicas e aplicacao exponencial

Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva : I — M é chamada uma geodésica se

1 D ' t !
~¥'(t) = jit( ) = V@Y (t) =0 (I1.5.1)

para todo t € I. Pode-se provar que, se 4 é uma geodésica, |¥' ) |I> = (Y (t),7(t)) =
constante, isto é, v tem velocidade constante. Assim de (I1.3.2) segue-se que o comprimento
do arco s de v, a partir de t = to, é s(t) = || (¢)||(t — t0). Quando ||¥'(¢)]| = 1 dizemos
que vy estd parametrizada pelo comprimento de arco ou normalizada. Dadop € M e v €
T,M, a equagdo (I1.5.1) tem uma tdnica solugéo ~, definida num certo intervalo I, tal que
~7(0) = p e 7/(0) = v. Quando for conveniente, denotaremos tal geodésica por ,. Iremos
sempre considerar variedades Riemannianas completas, ou seja, variedades Riemannianas
cujas geodésicas estao definidas para todo ¢, isto é, I = R. Assim, ndo é dificil mostrar que,

para todo a € R, a > 0 a igualdade

rYav(t) = Yo (at) (1152)

é satisfeita para todo t € R.



I1.5. GEODESICAS E APLICACAO EXPONENCIAL 9

Definicao I1.5.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Para cada p € M, a

aplicagdo exponencial em p, denotada por exp,, ¢ definida por

exp: I,M — M
v > exp, v = V(1)

onde v ¢é a geodésica de M tal que 7,(0) = p. Segue de (IL.5.2) que 7,(t) = exp, tv.

A aplicacdo exponencial exp, é uma fungao de classe C*°, e um difeomorfismo numa
vizinhanga €2 da origem em T,M. O conjunto exp, {2 = Q é chamada uma vizinhanca
normal de p. Se Q é uma vizinhanga normal de cada um de seus pontos, entdo dizemos
que Q é uma vizinhanga totalmente normal. Se B.(0) = {v € T,M | ||v]|| < €} é tal que

B.(0) C Q, chamamos exp, B.(0) = B:(p) a bola normal, ou geodésica, de centro p e raio ¢

que, neste caso, coincide com a bola métrica (veja Definigao 11.3.2).

Teorema 11.5.2. (Teorema de Hopf-Rinow). Seja M wuma variedade Riemanniana. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) Para cada ponto p € M, exp, estd definida em todo T,M, isto é, M ¢ uma variedade

Riemanniana completa.
i) (M,d) é completo como espago métrico, onde d € distdncia Riemanniana.

i) Os subconguntos limitados e fechados de M sdo compactos.

Além disso, cada uma das afirmagdes acima implica que

w) Para quaisquer dois pontos p e ¢ € M existe um segmento de geodésica vy ligando p a

q com L(v) = d(p,q). A geodésica v com esta propriedade € chamada minimizante.

Proposicao 11.5.3. Sejam M e N wvariedades Riemannianas completas. Se p: M — N é

uma isometria e y € wma geodésica de M, entdo o~y é uma geodésica de N.
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Definigao I1.5.4. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Um triangulo geodésico
de M determinado pelos pontos p1, pa, p3 € M, denotado por A(p;paps), é o conjunto formado
pelos trés pontos pq, p2 € ps chamados de vértices e trés segmentos de geodésicas minimizantes

Yi+1 ligando piyq & Piye, 1 =1,2,3 (mod 3), chamados de lados.

IT.6 Curvatura

O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M é dado por R(X,Y)Z =V xVyZ —
VyVxZ+VyxZ,onde X,Y e Z € X"(M), r > 2 e o colchete [X,Y] = XY — Y X. Entéo
a curvatura seccional K(X,Y) segundo o espago gerado por X,Y é definida por
. (BREYYX)

CIXIPIY P - (X Y)2

onde || X || = (X, X)"/2. Se K(X,Y) <0, respectivamente K(X,Y) > 0, para cada par X, Y,

K(X,Y)

(11.6.1)

entdo M é dita uma variedade Riemanniana de curvatura nao-positiva, respectivamente nao-

negativa; neste caso usaremos a notagao K < 0, respectivamente K > 0.

I1.7 Campos de Jacobi e Férmulas da Variacao

Sejam M variedade Riemanniana e v uma geodésica de M. Um campo J ao longo de v ¢

chamado campo de Jacobi se ele satisfaz a equacao diferencial
VyVyd+R(J,¥)Y =0 (I1.7.1)
onde R é o tensor curvatura de M,

Definigao I1.7.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e v: [a,b] — M uma geodésica
de M. Uma variagéo de v é uma funcéo «: [a,b] X (—e,6) — M de classe C*, tal que

a(t, 0) = ().
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O campo de vetores ao longo de -y definido por V (¢) := $2(¢,0) é o campo variacional de
«. Se a variagdo a é tal que, para cada s, a curva af-, s) é uma geodésica, entdo o campo
J(t) = %%(t,s) é um campo de Jacobi ao longo desta geodésica. A formula da primeira
variagdo de comprimento de arco sobre a familia de geodésicas c,: [a,b] — M, dadas por

¢s(t) = a(t, s), onde s € (—¢,¢€), é dada por

d

L'(7) = —-L(cs)ls=0 = (Vi 57—

= )|f; (11.7.2)

/
|I |
e a formula da sequnda varia¢ao do comprimento de arco é dada por

dZ
ds?

1 b 1 2_ / 2 / 2_ b
—m/a{nvw I = KOV I = VA )} di (Vi ,H>I

L"(%) := = L(cs)|s=0 (I1.7.3)

ondeVl:V—(V,W:’y—:ﬂ) 1

Bl denota a componente normal de V' com relagdo a «'.

I1.8 Variedades de Hadamard

O primeiro resultado importante em variedades Riemannianas completas de curvatura nao-

positiva é o teorema de Cartan-Hadamard a seguir.

Teorema I1.8.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa (e coneza), simplesmente
conexa, com curvatura K < 0. Entdo M é difeomorfa ao espago euclidiano R™ n = dim M,

mais precisamente, exp,: Tp,M — M € um difeomorfismo de classe C*° para cadap € M.

Uma variedade Riemanniana que satisfaga as hipéteses do Teorema 11.8.1, isto é, com-
pleta (e conexa), simplesmente conexa, com curvatura K < 0 é chamada uma variedade
de Hadamard. O Teorema I1.8.1 assegura que se M é uma variedade de Hadamard, entao

M tem a mesma topologia e estrutura diferenciavel do espaco Euclidiano R™. Além destas



12 CAPITULO II. VARIEDADES RIEMANNIANAS

propriedades topoldgicas e diferenciais s&o conhecidas algumas propriedades geométricas
andlogas as do espago Euclidiano, por exemplo o teorema a seguir, o qual usaremos bas-

tante.

Teorema I1.8.2. (Teorema de Topogonov). Seja M wma variedade de Hadamard e A(p1pops)
um tridngulo geodésico. Denote por v;y1: [0,2:,41) — M o segmento de geodésica, ligando piy1
a Dit2, Liv1 = L(vip1), € seja Oip1 =4 (1141(0), =¥/ (4:)), ondei=1,2,3 (mod 3).

Entao

E?H + £?+2 — 2£i—|—1€1',+2 COS 91'4_2 S g? (1182)
€i+1 COS 9i+2 + Ei COS 01' Z €i+2 (1183)

Observamos ainda que se K < 0 as desigualdades (11.8.1), (11.8.2) e (I1.8.3) sdo estritas.

11.8.1 A funcao distancia

Seja. M uma variedade de Hadamard e seja p’ € M. Pelo Teorema I1.8.1 podemos definir a
inversa da aplicagdo exponencial expzj,l: M — T1,,M e deste modo temos a seguinte relacao

entre a distancia Riemanniana e a aplicagao exponencial
d(p,p') = || exp,' - (I1.8.4)
Sendo exp;,1 uma fungéo de classe C™ segue-se de (I1.8.4) que a funcéo
pp: M — R (I1.8.5)
P pp(p) = %d2(p,p')

é também de classe C°.
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Proposigao I1.8.3. O gradiente da aplicagdo p,, definida em (11.8.5), no pontop € M, é

/

grad p (p) = —exp, ' p'.

Demonstragao. Sdodadosp € M ew € T,M. Seja £ =d(p,p’) e v: [0,£] — M a geodésica
tal que ¥(0) = p' ¢ ¥(£) = p. Deste modo, temos que v'(£) = —(exp,* p')/d(p,p’). Considere
a variagdio a: [0,€] X (—¢e,e) — M da geodésica -, definida por aft,s) = exp, tv(s), onde
v(s) = v+ (s/f)w, v = ¥'(0) e w é dado pela equagdo d(exp,)s - w = u. Observe que o
campo variacional V (t) = 5%(¢,0) de a satisfaz V(0) = 0 e V(£) = u. Assim da definigio de

Py, regra da cadeia e (11.7.2) temos

o)y = oyl loco
— d(p, )L/ ()
= dlp, ), V)l
=d(p, )7, )

= (- exp;1 P, u).
Portanto, da Definigao I1.3.1, temos grad p,(p) = — exp, 1o, |

Lema I1.8.4. Seja M uma variedade de Hadamard e sejam 1, vo duas geodésicas de M.
Entdo a fungdo f: R — R dada por f(s) = d(7(s),72(s)) é conveza.

Demonstragao. Se 71 = 72, entédo f = 0 e portanto convexa. Vamos assumir agora que
11 Z Y- Fixe so € R tal que y1(so) # 72(s0) € seja v: [0,1] — R a geodésica que liga v (so)
a ¥2(s0), isto é, ¥(0) = y1(s0) e ¥(1) = y2(s0). Considere a variagdo a: [0,1] x (—¢,e) — M
de v dada por a(t, s) = exXp., (s0+s) t(exp;ll(sﬁs) Y2(s0 +s)), onde € > 0 é tal que v1(so+ s) #
Y2(80 + 8) para todo s € (—¢,e). Observamos que &(0,s) = y1(so + 3), a(1,3) = v2(s0 + 5)
e que para cada s a curva a, = af-,s): [0,1] — R é uma geodésica que liga vi(sg + s)

a ¥2(so + s). Desde modo, L(a,) = d{m1(so + 8), 12(s0o + 8)) := f(so + s). Do fato que



14 CAPITULO II. VARIEDADES RIEMANNIANAS

11 (s0+5) # v2(s0+ s) para todo s € (—¢, ), segue-se que a fungo g: (—¢,e) — R dada por
g(s) = f(so + s) = L{as) é C°; entdo pela f6rmula da segunda varia¢do do comprimento

de arco (I1.7.3) temos

f”(SO) — g"(O)
d2
T ds?

- ﬁ/ VPV 2= KAV P I = (V7)) + (V0

L{o)|s=0 (I1.8.6)

u o

onde V(t) = %—‘:(t, 0), isto é, o campo de Jacobi ao longo de 4. Como M é de Hadamard
segue-se que K(V,v') < 0. Assim o integrando de (I1.8.6) é nédo-negativo, e como =y, vz s&o
geodésicas temos (VVVﬁ:—”)I(l) = 0, e isto implica que f”(sp) > 0. Ent&o f"(s¢) > 0 para
todo s¢ € R tal que 71(s0) # 72(s0), € se 71(s0) = 72(s0), e esta igualdade sé pode ocorre
no maximo em um ponto pelo Teorema I1.8.1. Entdo f assume o valor minimo 0 em sg.

Portanto f é convexa. (I

I1.9 O Teorema de Toponogov

Os resultados desta se¢ao sao usados apenas na prova do Lema V.2.3.

Teorema 11.9.1. (Teorema de Toponogou). Seja M uma variedade Riemanniana completa
com curvatura seccional K > H. Seja v, e v segmentos de geodésicas normalizadas em M
com v1(0) = 72(0). Indiquemos por M?(H) uma variedade de dimensdo dois com curvatura
constante H. Admitamos que a geodésica v € minimizante e que, se H > 0, L(y,) < ik
Considere em M?(H) duas geodésicas normalizadas 7,7, tais que 7,(0) = 75(0), L(7;) =

L(¥,) =4, i =1,2 e < (71(0),75(0)) =5 (7(0),1(0)). Entdo

d(y1(f), 72(62)) < d(11(61), ¥a(42))-
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Corolario I1.9.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
K > 0. Sey, e, sio geodésicas normalizadas tal que 7,,(0) = 7,(0) e se v, € mini-
mazante, entao

(Yo (1), Yop (12)) < |[E2v2 — t101 ||

Demonstraggo. Com a notagdo do Teorema [1.9.1, M?(H) é o subespago gerado pelos
vetores v1,Ve, H = 0, 71 = Yoy, Y2 = Yoo, T1(t) = tv1 € Fy(t) = tva. Observe também que
neste caso nao temos nenhuma hipétese sobre v, = 7,,. Feita esta identificagdo, a prova é

uma consequéncia imediata do Teorema, 11.9.1. O
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CAPITULO I1I

Analise convexa: Um resumo dos

conceltos basicos

III.1 Introducao

Neste capitulo vamos tratar de alguns conceitos bésicos a respeito de conjuntos convexos
e funcdes convexas em variedades Riemannianas os quais serdo utilizados nos capitulos
seguintes. Do mesmo modo que no capitulo anterior, daremos énfase a estes conceitos em var-
iedades de Hadamard que é o ambiente onde desenvolveremos alguns algoritmos. Apesar dos
resultados deste capitulo serem todos conhecidos iremos demonstrar a grande maioria deles.
Fizemos esta opgdo porque ainda séo pouco utilizados os resultados da Geometria Riemanni-
ana na Programacdo Matemadtica, e também porque desejamos uniformizar as notagoes €, na
medida do possivel, simplificar as demonstragoes com argumentos comuns & andlise convexa
em R™ (as referéncias de andlise convexa em R™ que utilizamos foram [28], [40] e [46]). Os
resultados deste capitulo se encontram distribuidos em [1], [5], [8], [17]-[25], [29)], [37], [45] e

[48}-[54]. A medida em que eles forem aparecendo citaremos as referéncias especificas.

17
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II1.2 Conjuntos convexos

Em uma variedade Riemanniana M dada pode existir mais de uma geodésica ligando dois
pontos; este fato torna o conceito de convexidade bem mais complicado que o da geometria,
Euclidiana. Uma situagao mais simples é restringir o estudo a variedades Riemannianas
onde dados dois pontos existe uma tnica geodésica que os liga, por exemplo, variedades de
Hadamard: esta é a situagdo que mais nos interessa no momento. Os resultados desta secéo
serao usados apenas para mostrar que o subdiferencial de uma func&o convexa (estes conceitos
serdo definidos na préxima segdo) definido em uma variedade de Hadamard é nao vazio,
Teorema I11.3.19, da préxima segdo). As variedades de Hadamard possuem propriedades
geométricas muito parecidas com as Euclidianas; veremos que isto se transfere ao estudo de

convexidade. Os resultados desta segdo estdo em Bishop e O’Neill [5].

Definigao ITI1.2.1. Seja M uma variedade de Hadamard. Um subconjunto C' C M é dito
convezo, se para quaisquer pontos p e p' € C a tnica geodésica ligando p a p’ em M estéd

contida em C, isto é, v: [a,b] — M tal que y(a) =p, v(b) =" e v([a,b]) C C.

Observagao I11.2.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Algumas nogoes particulares
de conjuntos convexos em M sio:

i) Um subconjunto C' C M é dito fortemente convezo, se para quaisquer pontos pe p' € C
existir uma tnica geodésica minimal vy ligando p a p’ em M, e 7y estd contida em C, isto é,
vt [a,b] — M tal que y(a) =p', v(b) = p e ¥([a,0]) C C.

ii) Um subconjunto C C M é dito totalmente convero, se para quaisquer pontos p e
p' € C, toda geodésica «y ligando p e p’ em M estd contida em C, isto é se : [a,b] — M é
tal que y(a) = p, v(b) = p entdo y([a,b]) C C.

Em variedades de Hadamard estas duas defini¢des coincidem com a Definigao I11.2.1. Néo

é nosso interesse explorar as definigbes dadas na Observacdo 111.2.2 mas existem trabalhos
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nesta dire¢do, por exemplo, relacionado a nocao de totalmente convexo com propriedade
global da variedade; veja [8].
Sejam M uma variedade de Hadamard e C' C M um subconjunto fechado e convexo, fixe

p' € M, e considere o seguinte problemal!:

inf {d(p',p) Ipe C}. (I11.2.1)

Dado py € C, tome o conjunto sub-nivel A,) = {p € M | d(p’,p) < d(p’,po)} que é compacto,

pois a aplicagiio p — d(p’,p) é continua e M é completa. Assim o problema:

inf {d(p',p) lpeCn Apo} (I11.2.2)

tem solugdo, pois C'N A,, é compacto. Sendo (III.2.1) equivalente a (II1.2.2) segue-se que
(II1.2.1) tem solugdo. Portanto deduzimos a ezisténcia de um ponto em C' que minimiza a
distancia a p’ e desta forma (II1.2.1) é de fato um minimo. Veremos a seguir que existe um
unico ponto que minimiza a distancia de p’ ao convexo C. O préximo resultado nos ajudars

nesta direcao.

Proposigao I11.2.3. Seja C' um conjunto convezo fechado de M e sejap’' € M. Se gy € C

~1
dp!

é tal que d(p',qy) < d(p',p) para todo p € C, entdo (equ_p} P’ exp;t p) < 0, para todo

peC.

Demonstragao. Se p € C o resultado vale. Suponhamos que p' ¢ C. Sejam £ =
d(p', qw), v: 10,€] — M a geodésica tal que v(0) = p’ e v(f) = g . Observe que v'(£) =
—(equ‘p} ) /(| exp;p} 7'|]). Suponha por absurdo que existap € C tal que (e:qu_p} P, exp;p} p) >
0. Considere a variagio a: [0,4] X (—g,&) — M da geodésica 7 definida por af(t,s) =

expy 7§(exp;,1 B(s)), onde B: (—¢,£ +¢€) — M é a geodésica tal que B(0) = gy e B(£) = P.

LAqui estamos cometendo um abuso na linguagern.
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Deste modo o campo variacional V (t) = 22(t,0) de o satisfaz V(0) = 0 e V(£) = £'(0) =

equ‘; p. Assim de (I11.2.2) segue-se que

d

L(y) = 2-L(es)| .y = ( = expy, P/l expy ) Pll, expy, B) <0

onde ¢s(-) = a(-,s) e s € (—¢,£ + ¢). Portanto pela tltima desigualdade existe § > 0 tal
que L(cs) < L(y) para 0 < s < 6, isto é, d(p', 6(s)) < d(p,qy) para 0 < s < §. Sendo C

convexo segue-se que f(s) € C para 0 < s < §, e deste modo temos um absurdo. O

Proposicao I11.2.4. Seja C um conjunto convexo fechado de M. Entdo para cada ponto
p' € M eziste um dnico ponto gy € C tal que d(p',qy) < d(p',p) para todo p € C.

Demonstragéo. Suponhamos que p' ¢ C. Suponha por absurdo que existam gy, 7, € C

tais que gy # Gy € d(qy, ") = d(qy, q) = d(p', C). Pela Proposiggo I11.2.3 segue-se que

— -1, -1 = ™ a_ 1 1 Y
0= (equp, P> &XDq, qp’) =5, 0=4 (eXpapf P, eXpg, qp’) =3

como gy # @ , A(p', gpr) = d(gpr, Gpr) € C é convexo temos que ' := (exp;,1 @, exp;,1 ﬁp,) >
0, deste modo a soma dos angulos internos do tridngulo geodésico A(p’ qp@p,) definido pelos

pontos p', gy € q,, ¢ maior que m, isto &, 6 + 0460 >, ¢ isto contradiz Teorema I1.8.2. O

Denotemos por pa(p’) o tnico ponto dado pelo Teorema I11.2.4, que é chamado de projegdo

de p’ sobre o convexo C'. Vamos ent&o resumir os dois altimos resultados no seguinte teorema.

Proposicao II1.2.5. Seja M uma variedade de Hadamard e seja C' um subconjunto convezo
fechado de M. Entdo para cada p' € M existe uma inica projecio pe(p') € C. Além disso,
vale a desigualdade

(exPyge) P XPpgip P) < 0,

para todo p € C.
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Demonstragao. Teorema II1.2.3 e Teorema I11.2.4 (I

Observagao II1.2.6. Veja que na demonstragio do Teorema I11.2.4 usamos fortemente o
fato que M é de Hadamard. Na verdade, este tecrema vale em variedades onde temos a
unicidade de geodésica ligando dois pontos quaisquer. Em geral este fato ndo é verdade, por

exemplo na esfera euclidiana.

Dados ¢ C M um subconjunto convexo com fronteira 0C # 0, p' € 0C, s € Ty M e

s # 0. Considere o subespago definido por
Ssp ={v €Ty M| (s,v) =0} (111.2.3)
O subespago S; v é suporte a C em p' se vale a desigualdade
(s,expy' p) <0 (111.2.4)
para cada p € C.

Proposicao I11.2.7. Seja 7 ¢ C, onde C #£ M é um subconjunto mdo vazio, convezo e

fechado de M. Entéo existe s € TzM tal que
sup{( — s,exp;" p) | p€ C} <0. (T11.2.5)

Demonstragao. Considere o tridngulo geodésico A(p, p, pc(P)) e sejam S =<)(exp§ L pa(D),
exp, 'n), 0 =% (exp;cl(ﬁ) D, expp_;@) p). Segue-se do Teorema I11.8.2 que

d(p,p) cos B + d(p, pc(P)) cos 6 > d(p, dc(D)) (111.2.6)

Agora no plano tangente TpM considere o tridngulo A(0, exp, Ip, expy 'pc(P)) e sejam s :=
eXpI_j1 pe(P) e a =< (—s, expl—j1 p — s) também do Teorema I1.8.2, neste caso com igualdade,

temos

|| expz' pllcos f+ || expy'p—1]|cosa = || s]|. (I11.2.7)
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Como d(p,p) = || exp; ' || e d(B, pc(P)) = || s|| segue-se de (I11.2.6) e (I11.2.7) que
A(p,po()) cos0 > || expyp — sl cosa
mas d(p,pc(p)) = |l exp, ) Pl € sl = || exp;" pe ()], assim
(—s,expz—jlp —s5) < (exp;cl@) D, exp;;@ D). (I11.2.8)

Da Proposicio II1.2.5 (expgcl(p,) p’,exp;cl(p,) p) < 0 entdo da equacio (I11.2.8) temos

—s,exps' p — 5) < 0 que é equivalente a
,eXp5 ' P q

(s, exp;" p) < —[|s]]”
e isto implica (II1.2.5). O

Teorema I11.2.8. Seja C' C M um subconjunto convezo fechado (C # M) e seja p' € 0C.

FEntdo existe um subespago suporte a C em p'.

Demonstragao. Sejan =dim M. Tome § > 0talque |J T,M = BxR™, onde B := Bs(p')
pEB
é a bola métrica. Isto é sempre possivel pois o fibrado tangente T'M é localmente um produto.
Tome também uma seqiiéncia {p;,} C B tal que p;, ¢ C para k =1,2,... e lim p} =7
k—sJo00

Pelo Teorema I11.2.7 existe s, € Ty M, tal que
(= sp,expy, p) <0 (I11.2.9)

para todo p € C. Sem perda de generalidade podemos tomar ||si|| = 1. Seja B o fecho de B.
Como a seqiiéncia {(p}, sx)} estd contida no compacto {(p,s) | p € B,s € T,M e ||s|| = 1}
de T'M podemos extrair uma subseqiiéncia convergente {(pj, si;)}. Mas como j& temos que

lim pf = p', entdo existe 5 € Ty tal que lim sj = ¢'. Assim de (I11.2.9) e do fato que a

j—4oo J—+oo

métrica varia continuamente com o ponto, obtemos

(—35,expy' p) <0
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para todo p € C. Portanto s, , definido em (II1.2.3), é suporte a C em p’, onde s = —3.
Il

Observagao 111.2.9. Podemos observar que os resultados sao analogos aos do espago eu-
clidiano. Isto se deve ao fato, como ja observamos, de que as variedades de Hadamard
possuem propriedades geométricas muito semelhantes as euclidianas. E possivel obter os

mesmos resultados em variedades onde temos a unicidade de geodésicas ligando dois pontos.

II1.3 Funcoes convexas

O conceito de fungdes convexas em variedades Riemannianas desempenha um papel de
destaque no estudo de propriedades topoldgicas das variedades Riemannianas ndo compactas
(veja as referéncias [5], [8], [14] e [45]). Nesta segio estudaremos algumas propriedades das
funcdes convexas e daremos alguns exemplos de tais fungdes. Em particular daremos uma
prova alternativa, usando a nogao de subespago suporte, de que o subdiferencial de uma
funcéo convexa definida em uma variedade de Hadamard é nao vazio. Este fato foi demon-
strado por Udriste [50], para uma variedade Riemanniana completa, usando a nogdo de

derivada direcional (definida na préxima segéo).

Definicao IT1.3.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma fungéo f: M — R
é dita conveza se para toda geodésica v: R — M a composigao fovy: R — R é uma fungao
convexa, ou seja que foy(ta+ (1 —t)b) < tf(y(a)) + (1 —¢)f(v(b)) para qualquer a,b € R
e <¢t<1.

Observagao I11.3.2. Seja f: M — R uma fungéo convexa nao constante. A convexidade
da fungdo f impde certas restrigbes topoldgicas a M. Intuitivamente isto pode ser visto

observando que S,.(f) :={p € M | f(p) <r} é um subconjunto totalmente convexo. Outra
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consequéncia topolégica é que M é n8o compacta; veja [5]. Pelo menos uma consequéncia
métrica sobre M é conhecida: M tem volume infinito; veja Yau [64]. O estudo de convexidade
com objetivos de compreender a estrutura topolégica e métrica das variedades Riemannianas

tem sido bastante explorado; veja [6], [8], [17], [18], [19], [29], [45], [53], e suas referéncias.

Proposicao II1.3.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se f;: M — R, 1 =

1,...,n sdo fungbes convezas e o; > 0,4 = 1,...,n, entdo f := > 7"  o;f; € uma fungdo
convexa
Demonstracao. Segue imediatamente da Definicao 111.3.1. O

Proposicao I11.3.4. Sejam M wuma variedade Riemanniana completa e {fx}ren uma se-
qiéncia de fungdes convezas em M. Se {fi} converge ponto a ponto para f: M — R, isto

é, limg o0 fr(p) = f(p) para todo ponto p € M, entdo f € uma funcdo conveza.
Demonstracao. Segue imediatamente da desigualdade na Defini¢ao I11.3.1. O

Proposicao II1.3.5. Sejam M e N variedades Riemannianas completas e pp: M — N uma

isometria. Se f: M — R é uma func¢do convexa, entdo fou: M — R € uwma fungao conveza.

Demonstragao. Segue imediatamente da defini¢do e do fato que isometria leva geodésica

em geodésica, isto é, se v é uma geodésica de M entdo 1oy é uma geodésica de N. O

Exemplo II1.3.6. Seja M uma variedade de Hadamard. Fixe p’ € M e considere a
aplicagao py definida em (I1.8.5) Seja v uma geodésica de M, entdo no Lema I1.8.4. Tomando
Y1 =7 ey =7 temos que f(s) = d(v(s),p’) é convexa. Deste modo py(y(s)) = 5f(s) é

convexa. Portanto, pela Definigao II1.3.1, p, é convexa.

Exemplo II1.3.7. Sejam M uma variedade de Hadamard e d: M x M — R a fungéo

distancia. Entao d é uma funcédo convexa com respeito a métrica produto. Isto segue-se
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imediatamente do Lema I1.8.4, observando que toda geodésica v de M x M pode ser escrita

como v = (1, 72), onde ¥ e v sdo geodésicas de M.

Exemplo I11.3.8. Sejam M uma variedade de Hadamard e p: M — M uma isometria.
Entdo a fungéo f: M — R dada por f(p) = d(p, u(p)) é uma fun¢éo convexa. Isto segue-se
do Lema II.8.4 e da Proposigao 11.5.3.

Observacao I11.3.9. A funcao do exemplo anterior desempenha importante papel no es-

tudo das isometrias de uma variedade de Hadamard, veja [9] e [44].

Exemplo II1.3.10. Seja M uma variedade Riemanniana completa e nao-compacta. Uma
geodésica v: {0,+00] — M partindo de p' parametrizada pelo comprimento de arco é
chamada um raio se d(y(t),v(s)) = [t — s/, para todo ¢, s > 0. Seja v um raio partindo de al-
gum ponto de M (sempre existe um raio para qualquer ponto de M, pois M é niao-compacta).

A fungéo de Busemann b, é definida por

by M — R (I11.3.1)

lim (d(p, (1)) — t)

t—oco

P by(p)

onde d é a distdncia Riemanniana. Se M é uma variedade de Hadamard entédo b, é uma
fungéo convexa, pois d(-,v(t)) — ¢ é convexa para cada t, isto segue do Exemplo II1.3.7 e
Proposigéo I11.3.4. Também é verdade que —b, é convexa se M tem curvatura nao-negativa.

A prova, neste caso, é um pouco mais técnica, e pode ser encontrada em Cheeger-Gromoll

8].

Observacgao IT1.3.11. A funcao de Busemann desempenha papel importante no estudo da
estrutura das variedades Riemannianas completas e nao compactas cuja curvatura tenha um

sinal fixado, veja [8], [14], [44], [45] e [53].
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Definigao 111.3.12. Seja M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma
funcdo convexa. O subconjunto epi(f) := {(p,7) € M x R/f(p) < r} da variedade pro-
duto M x R é chamado de epigrafo de f.

Proposicao 111.3.13. Sejam M variedade Riemanniana completa e f: M — R. Entdo [ é
conveza se, e somente se epi(f) é um subconjunto totalmente convero da variedade produto

M x R.

Demonstragao. Anéloga ao caso M = R™; veja [28]. Basta observar que o = (v, ) é uma

geodésica de M x R se, e somente se v e  sao geodésicas de M e R respectivamente. I

Definicao I11.3.14. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma funcéo f: M —

R é chamada Lipschitziana se existe L > 0 tal que

|f(p) — f(¥)| < Ld(p, ') (I11.3.2)

para todo p e p’ € M. Dizemos ainda que f é localmente lipschitiana se para cada ¢ € M
pep

existe L(q) > 0 e § = 6(¢q) > 0 tal que a desigualdade (II1.3.2) ocorre, com L = L(q), para
todo p,p’ € Bs(q) = {p € M/d(p,q) < 6}.

Observagao II1.3.15. Segue imediatamente da desigualdade triangular que |d(p, ¢)—d(?’, ¢) | <
d(p,p’) para todo p,p’ e ¢ € M, e de (I11.3.1) temos

|by(p) = by(P)| < lim [d(p, (1)) — d(p',¥(1))| < d(p, D).

Entao da Definigao I11.3.14 segue-se que tanto a fungdo distancia Riemanniana a um ponto
fixo d(-,q), quanto, a fungdo de Busemann b,, sdo Lipschitzianas e portanto localmente
Lipschitzianas. De fato, é sabido que toda fungdo convexa é localmente Lipschitziana e
consequentemente continua, veja [21]. Na verdade f é diferencidvel. Em “quase todos os

pontos” de M.
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Definicao 111.3.16. Seja M uma variedade Riemanniana completa ¢ f: M — R uma

funcéo convexa. Dado p’ € M um vetor s € Ty M é um subgradiente de f em p’ se para toda

/

geodésica y: R — M com v(0) = p

F(v(®) = F(0') + £(s,7'(0)) (T1.3.3)

para todo t > 0. O conjunto de todos os subgradientes de f em p' denotado por 0f(p’), é

chamado de subdiferencial de f em p'.

No caso particular em que M é uma variedade de Hadamard a Definicao T11.3.16 é

equivalente a

Definicao I11.3.17. Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R uma fungao con-

vexa. Dado p’ € M, um vetor s € Ty M é um subgradiente de f em p' se

f(p) > f(0') + (s,exp,' )
para todo p € M.

Observacgao I11.3.18. Se na Definicdo 111.3.16 f: M — R é diferencidvel, em p' € M,
entdo Of (p') = {grad f(p')}. Neste caso, uma fungao f: M — R de classe C? é convexa se,

e somente se, para todo ponto p' € M e toda geodésica v de M com v(0) = p', f(v(t)) >
f(®") + ¢ grad f(p"),7'(0)), para todo t > 0. Veja [52] e [13].

Teorema I11.3.19. Sejam M uma variedade de Hadamard e f: M — R uma fungdo con-

veza. Entdo para todo p' € M existe s € Ty M tal que

flp) > f(0') + (s,exp," p)

para todo p € M. Isto é, Of(p') #£ @ para todo p € M.
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Demonstracao. Sendo f continua, segue-se da Proposi¢do 111.3.13 que epi(f) é um sub-
conjunto convexo e fechado da variedade produto M x R. Observe que a fronteira de epi(f)
é 0(epi(f)) = {(p, f(p)/p € M} e que a inversa da aplicagio exponencial de M x R é igual a
exp(;}’f(p,)) (p,7) = (expz;1 p,7 — f(p')). Entéo seja S((sa),,f()) O Subespago suporte, dado
pelo Teorema I11.2.8, a epi(f) em (¢, f(p')), assim

(s,exp'p) + alr — f(0)) = ((s, @), (exp, p,7 = f(P'))) <O (111.3.4)

para todo (p,7) € epi(f). Agora sejam $ = exp,, s e ¥ > f(P), que substituidos em (IIL.3.4)
implicam || s]|> + a7 — £(7)) < 0. Deste modo 0 < ||s||* < a(f () — 7). Assim a # 0, pois
caso contrdrio s = 0. Sem perda de generalidade tomamos oo = —1 em (II1.3.4), que fazendo

r = f(p) nos dé
fp) = f(P) + (s, exp,’ p)

para todo p € M, que é o desejado. ]

Observagao I11.8.20. E ainda verdade que 0f(p) # 0 para todo p € M, onde M é uma
variedade Riemanniana completa. Este resultado foi obtido por Udriste [50], cuja prova é
baseada no conceito de derivada direcional (a qual iremos repeti-la na préxima se¢&o). Aqui
na prova do Teorema I11.3.19 substituimos este conceito pelo conceito de subespago suporte,
obtendo assim uma versao geométrica para o caso especifico das variedades de Hadamard.
A prova como estd aqui pode ser estendida, com um pouco mais de cuidado, a qualquer
variedade Riemanniana completa, pois sendo o conceito de subgradiente local basta apenas
mudar a definicdo de subespago suporte por um conceito local. Isto se faz necessdrio pois
devemos levar em conta a presenca do “cut locus”. Veja a definicéo e alguns resultados sobre

subespago suporte em Cheeger-Gromoll [8].

Proposigao 111.3.21. Sejam M uma variedade Riemanniana e f: M — R wma funcdo

conveza. Um ponto p, € M é um minimizador da fungao f se, e somente se, 0 € Of(py).
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Demonstracao. Segue imediatamente da Defini¢ao IT1.3.16. ([l

III.4 Derivada direcional de funcoes convexas

Nesta sec¢ao estudaremos algumas propriedades da derivada direcional de uma funcéo con-
vexa definida em uma variedade Riemanniana completa. Alguns dos resultados aqui estéo
enunciados, mas sem demonstraggo, em [1], e outros, com demonstragao, em [49], [52] e al-
guns ainda desconhecidos no contexto de variedades Riemannianas, mas que s&o resultados
clssicos da andlise convexa do R™ (veja [26], [45] e [46]), cujas provas em alguns casos, séo
analogas as do R™. Omitiremos a prova daqueles que nao iremos utilizar.

Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma fungdo convexa.
Dados p € M e v € T,,M, seja c: (—¢,&) — M uma curva tal que ¢(0) = pe d(0) = v, e

considere o quociente

¢o(t) = w—). (IT1.4.1)

Se v,: R — M é uma geodésica tal que 7,(0) = p, entdo foy: R — R é uma fungao convexa.
Deste modo g, : R — R é ndo-decrescente, e do fato que f é localmente Lipschitziana, segue-

se também que ¢, ¢ limitada préxima de zero. Assim a defini¢do a seguir faz sentido.

Definicao 111.4.1. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma

fungdo convexa. A derivada direcional de f em p na diregao v € T,M ¢é

['(p,v) = lim q,,(2) = infq,, (1) (111.4.2)

onde v,: R — M é a geodésica tal que v,(0) =pe v,(0) = v.

A seguir vamos demonstrar que a derivada direcional de f em p na dire¢iio v € T, M,

dada pela Definicido 111.4.2, depende apenas da dire¢do e nfo da curva; isto é, no limite
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(II1.4.2) podemos tomar qualquer curva c¢ tal que ¢(0) = p e ¢(0) = v, e ainda teremos
limy o+ qc(t) = f'(p,v). Antes de demonstrar isto, necessitamos de alguns resultados.

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Sejam c; e ¢y curvas diferencidveis em
M, tais que ¢1(0) = c2(0) = p e ¢4 (0) = v e ¢4(0) = w. Considere a variagao por geodésicas

dada por

a: [0,1] x (—&,6) > M (ITL.4.3)

(t7 S) = V(t7 5) = echl(s) (t eXp;ll(s) 02(3))

onde € > 0 é tal que B(p) seja uma vizinhanga totalmente normal. Observe que a(0, s) =
ci(s), a1, s) = ca(s), e que para cada s, a curva a4 [0,1] — M dada por a,(t) = a(t,s)
é uma, geodésica. Km particular, para s = 0 temos a geodésica constante op(t) = a(t,0) =
p. Considere ainda, para cada s, os campos T'(-,s) = %toi(-,s) tangente & geodésica «, e

J(:,8) = g—‘;(-, s) o campo de Jacobi ao longo de ;. Deste modo J(-, s) satisfaz a equagio

D2
aé] (t,5) + R(J(t, 8), T(t, )T, 5) = 0 (T11.4.4)
Lema II1.4.2. Sejam ¢, e ¢y curvas diferencidveis em M, tais que c1(0) = c3(0) = p,

A (0) =v e y(0) =w. SeT(-s) e J(s) sGo os campos definidos acima, entdo

i) J(t,0) = v+ t(w —v) € 0 campo de Jacobi ao longo da geodésica constante ap(t) =
a(t,0) = p.

Além disso, por simetria, temos,

i) BE(t,0) = Z2(2,0) = w — v.

Demonstracao. Substituindo s =0 em (I11.4.4) temos

D?%J
W(ﬂo) =0
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pois ap(s) =p' e T'(¢,0) = 0. Como J(0,0) = v e J(1,0) = w resolvendo a equagio

;

D 1(£,0) =0
J(0,0) =v
J1,0)  =w

\

temos J(t,0) = v + t(w — v) que é o desejado em i). Imediatamente do Lema de simetria

(Lema 3.4 p4g. 68 de [11]) temos

DT Do D o D
t,0 — —V( —J(t,0) =w —w.
55 B0 = 5oV (6 0) = G55V (5 0) = 5 J(1,0) =w—v
(I
Lema 111.4.3. Sejam c; e co curvas diferencidveis em M, tais que ¢1(0) = c2(0) = p,
¢ (0) =v e ch(0) = w. Sep(s) = d(ci(s),ca(s)), entdo
i) £(?(s))ls=0 =0
) 45 (92(5))]s=0 = 2lw — v "
Assim a férmula de Taylor para 1? numa vizinhanga de s = 0 é dada por
P2 (s) = |lw —v|*s® + O(s?) (T11.4.5)

onde lim,_or 242 = 0.
Demonstragdo. Como «,(t) = a(t,s), onde o é definida em (II1.4.3), temos 1(s) =
leu@) I = 1T (¢, ) |I”, assim
d, o, DT -
75 W7 (8)]s=0 = 2(5~(3,0),7(¢,0)) = 0
pois T'(t,0) = 0. Agora
d? D%J DT T
7@ ()l=0 = 2| (57 (4,0), T 0)) + (5-(2,0), 5=(#0))
ds Os Os

e o resultado segue-se do fato que 7'(£,0) = 0 e do Lema II1.4.2, item ii). O
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Coroldrio I11.4.4. Sejam ¢, e ¢y curvas diferencidveis em M, tais que ¢1(0) = co(0) = p,
¢ (0) = v e cy(0) = w. Entdo
L d(er(s),ex(s))

50t s = ljw =l
onde d é a distancia Riemanniana.
Demonstragdo. Segue imediatamente de (I11.4.5), onde 1(s) = d(c1(s), ca(s)). O

Teorema I11.4.5. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma
fungdo convexa. Se c: (—e,e) — M é uma curva diferencidvel tal que ¢(0) = p e /(0) = v,
entao
1 . .
fi(p,v) = lim ge(s)
onde q. é definida em (111.4.1).
Demonstragdo. Seja 7, a geodésica tal que v,(0) = p e ¥,(0) = v, entdo por defini¢ao

temos f'(p,v) = lim,_,g+ ¢, (s). Como f é localmente Lipschitziana existe L(p) > 0 tal que

7 - 1 _
|f (p: 'U) - sl_l)%lJr q0<5)| = sl_l)réﬁr (qw (5) QC<5)|

f(r(s)) = fle(s))

= lim (IIL.4.6)
s—0+F S
__ d(1(s),c(s))
< L(p) im —————*=,
- <p) s—l-)r(lJ’%" S
Como +,(0) = d(0) = v, segue do Coroldrio I11.4.4, com ¢; = 7, e cg = ¢, que
limg, o+ Ms)’c(s)l = 0. Portanto de (II1.4.6) temos que f'(p,v) = lim,_o+ ¢.(s). 0

Teorema I11.4.6. Seja M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma funcao

convexa. Entao a aplicacdo derivada direcional de f no ponto p definida por
fp,-): T,M — R (I11.4.7)
v f'(p,v)

é uma fung¢do conveza.
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Demonstragao. Sejamv,v' € T,M et € [0,1]. Considere a variagio por geodésicas definida,
em (I11.4.3), onde ¢; = 7, € ¢z = Yy Pelo Lema I11.4.2 temos 42(t,0) = J(¢,0) = v+t(v'—v),
que é o vetor tangente a curva s — a4(s) := a(t, s) (que em geral ndo é uma geodésica) em

s =0, isto é, a}(0) = v + t(v' — v). Pelo Teorema II1.4.5, segue-se que

o, X —t)v +t') = lim flauls)) = /(p), (I11.4.8)

s—0+ S

Para cada s, a curva t — a,(t) = a(t, s) é uma geodésica com a1(0) = 7,(s) e a,(1) = 1 (s),

entao da definicdo de oy e da convexidade de f temos

flau(s)) = flas(t)) < (1 =) f(as(0)) + £ (as(1))
= (L =) ((s)) +tf (e (s))

substituindo a dltima desigualdade em (II1.4.8), segue da Definicao I11.4.1 que
/(w(5)) — /(p) f(w (5)) = (p)

! 1—1 ) < (1—1¢) 1 t hi
e T
=1 =t)f'(p,v) +t['(p,?)
e isto implica que f’(p,-) é convexa. 3

Observacao I11.4.7. Este resultado foi obtido por Udriste [49], mas em sua demonstragéo,
que ¢ idéntica a que estd aqui, a igualdade (I11.4.8) a nosso ver ndo é clara. Aqui ela é

justificada pelo Teorema 111.4.5.

Proposicao I11.4.8. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma
funcao convezra. Entdo para cada p € M, temos

i) f'(p,Ad) = Af'(p,v) para todo A > 0 ewv € T,M, isto é f'(p,-) € positivamente
homogénea.

i) —f'(p, —v) < f'(p,v) para todo v € T,M.
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i) | f'(p,v)| < L(p)||v|l para todo v € T,M, onde L(p) > 0 é a constante de Lipschitz

de f em p.

Demonstragio. Mesma demonstragdo de R™; veja [28]. O

Teorema 111.4.9. Sejam M wuma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma

fungdo conveza. Entdo para todo p € M o subdiferencial Of(p) € ndo-vazio.

Demonstracdo. Dado p € M. Seja v uma geodésica de M com v(0) = p. De (111.4.2)

segue-se que

f'(p, 7/(0)) S f(')’(t))t_ f(p) (11149)

para todo t > 0. Como f'(p,-): T,M — R é convexa e f'(p,0) = 0, segue do Teorema
111.3.19 (ou da Proposigao I'V-1.2.1, pag. 147, de [28]) que existe 5 € T,M tal que

F'(p,v) = f'(p,0) +(5,v)

para todo v € T,M. Substituindo esta Gltima desigualdade, com v = +/(0), em (III.4.9)

temos
fr(@) = flp) +1(35,7(0))

para todo £t > 0. Deste modo, segue da Definigao 111.3.16 que 5 € df(p). O

Observacao 111.4.10. Do mesmo modo que no R™, podemos mostrar que 0f(p) é convexo

e compacto e 9f(p) C B(0,L), onde L = L(p) ¢ a constante de Lipschitz de f em p.

Proposicao I11.4.11. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma
fungdo conveza. Entdo para cada p € M temos

i) f'(p,v) = max,ear(p) (s, v) para cada v € TyM.

i) Of(p) = {s € T,M/f'(p,v) > (s,v), Yv € T,M}.



II1.4. DERIVADA DIRECIONAL DE FUNCOES CONVEXAS 35

Demonstragdo. i) Sejam v € T, M. Seja y, a geodésica tal que ,(0) = p; da defini¢io de

subgradiente, Definigao 111.3.16, temos

v t)) —
para todo ¢t > 0 e todo s € 0f(p). Da ultima designaldade e (I11.4.2) segue-se que f'(p,v) >
maXcaf(p)(S,v). Agora suponha por absurdo que exista v; € T,M tal que f'(p,v;) >
MaX,cpf(p)(s, V). Pelo teorema de Hahn-Banach existe 5 € T, M tal que, para todo v € T,M,
f(p,v) > (5,v) e f'(p,v1) = (5,v1). Deste modo, para todo v € T, M, segue-se de (I11.4.2)
que f(v(t)) — f(p) > tf'(p,v) > t(5,v) para todo ¢t > 0 e isto implica que 5 € df (p). Agora
temos

!
V1) > ,
o, o) > max (s,01)

> (3,v1)

= fl(p7IU1)

o que é absurdo. Isto prova i).
ii) Seja I' := {s € T,M/ f'(p,v) > (s,v), Vv € T,M}. Tome s € I'. Para todo v € T,M e

t > 0 temos

t(s,v) < f'(p,tv)

i L) = f()

A—0+ A
< 1 A= 0(0)) + A (1)) ~ £(P)
T A0t Y
_ i L= Nf0) A (@) — f)

A0+ A

= f(%() — f(p)
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onde vy, ¢ a geodésica tal que v,(0) = p e 7,(0) = v. Isto implica que s € df(p). Entdo
mostramos que I' C 9f(p). Agora tome s € 8f(p). Para todo v € T, M temos

f(n(t) = f(p)
£

> hm M
T =0t t

f'(p,v) = lim

t—0t

= (5,0)
onde 7y, ¢ a geodésica tal que 7, (0) = p. Isto implica que 9f (p) C T PortantoI' = df(p). O

Seja M uma, variedade Riemanniana completa e f: M — R uma fungio convexa. Dada

uma geodésica y: R — M considere a composicao

p=foy:R—R (T11.4.11)
tp(t) = f(y(2))

Desejamos calcular 0.

Lema I11.4.12. (Regra da cadeia). O subdiferencial da fung¢do ¢ definida em (T11.4.11) é

Op(t) = {(s,7(t)) /s € Df (v(t))}
= (0f (v(1)),"'(t))

Demonstragao. Pela Definigio I11.4.1 temos

p(t+ ) — (1)

PL =
A0t A

= f'(v(t), 7 (1))
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) _ et =) — ()
¢t 1) = g, A
_ /\li%l+ f(')'(t — /\)/i - f(')'(t)) (111.4_13)

Sabemos que O (t) = [—¢'(t,—1), ¢(t,1)] (veja capitulo I de [28]), e da Proposi¢ao I11.4.11
temos que

Fr(®),/(8) = max (s, 7/(2)

—f'(v(@®), =7 () = se?}(iﬁt»“’ v'(t)).

Entao de (111.4.12) e (I111.4.13) obtemos que

(s, 7 ()]

t) = min {s,7(t)), max
W() [seaf('y(t))< 7( » s€df(v(t))

= {(5,7'(t))/s € 3f (+(1))}-

A dltima igualdade se deve & convexidade do conjunto 0f(y(t)). O
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CAPITULO IV

Campos monotonos

IV.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos o conceito de campos monétonos, estritamente mondtonos e
fortemente mondtonos, em variedades Riemannianas, que generaliza o coneito de operadores
mondétonos, estritamente mondétonos e fortemente mondétonos, respectivamente, em R™ (veja
Tusem [30] e Ortega-Rheinboldt [35] para a defini¢io de operadores monétonos). Daremos
uma caracterizagio destes campos onde explicitaremos seu significado geométrico e estudare-
mos suas relagdes com as fungdes convexas. Campos mondtonos existem em abundéncia.
Alguns exemplos sao os campos gradientes de fungoes convexas e os campos de Killing (ob-
servamos que estes tltimos néo sfo gradientes). Mostraremos que o campo gradiente do
quadrado da funcdo distdncia, em uma variedade de Hadamard, é um campo fortemente
moné6tono. Este fato serd fundamental, no Capitulo V, para definir o método de ponto
proximal para encontrar singularidades de campos monétonos. Introduziremos também o
conceito de campos monétonos ponto-conjunto em variedades Riemannianas que generaliza

o conceito de operadores mondtonos ponto-conjunto em R”, veja Tusem [30]. Como no caso

39
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continuo, daremos uma caracterizagao geométrica dos campos monétonos e mostraremos que

os subdiferenciais de fungdes convexas sdo exemplos de campos mondtonos ponto-conjunto.

IV.2 Campos mondétonos continuos

Definiremos, nesta segéo, campos mondtonos, estritamente monétonos e fortemente monétonos
em variedades Riemannianas que, via o transporte paralelo, generaliza de modo natural o
conceito de operadores mondtonos, estritamente monétonos e fortemente mondétonos, respec-
tivamente, em R™, veja [usem [30] e Rheinboldt [35]. A defini¢ao algébrica, via o transporte
paralelo, deixa oculto seu significado geométrico o qual serd explicitado pela Proposigao
IV.2.6. Veremos que o conceito de convexidade esta relacionado com o conceito de mono-
tonicidade, isto é, veremos que uma funcdo de classe C! é convexa, estritamente convexa
e fortemente convexa se, e somente se, o seu campo gradiente é mondtono, estritamente
mondtono e fortemente mondtono, respectivamente. Daremos alguns exémplos de campos
mondtonos. Em particular, mostraremos que os campos de Killing s3o monétonos. Também
mostraremos que o campo gradiente do quadrado da fungdo distancia é fortemente mondtono.

Finalmente mostraremos um modo de construir campos monétonos.

Definigdo IV.2.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X € X°(M). Dige-

mos que o campo X é mondtono se
—1
(7'(0), Py X(p) — X(p')) 2 0 (1V.2.1)

para todo p e p' € M e toda geodésica y ligando p a p' tal que 4(0) = p/, onde P,y é
o transporte paralelo ao longo de «. Dizemos ainda que X é estritamente mondtono se a

designaldade (IV.2.1) é estrita.
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No caso particular em que M é uma variedade de Hadamard a Defini¢ao IV.2.1 se reduz

a

Definicao IV.2.2. Seja M uma variedade de Hadamard e seja X € X%(M). Dizemos que

o campo X é mondtono, se

(expytp, Py X (0) = X(0)) >0 (IV.2.2)

P'p
para todo p e p' € M, onde Pp_,; é o transporte paralelo ao longo da geodésica que liga p' e

p. Dizemos ainda que X ¢é estritamente mondtono se a desigualdade (IV.2.2) é estrita.

Observacao IV.2.3. No caso particular que M = R™ com a métrica usual, a desigualdade

(IV.2.1), e consequentemente (IV.2.2), se reduz a

(p—7,X(p) - X(@)) =0

pois, expzj,lp =p—9pe PPTZ} = [. Portanto a Defini¢do IV.2.1 coincide com a definigao
usual de operador mondtono no caso que M = R™ e X : R™ — R™, veja Iusem [30] e Ortega-

Rheinboldt [35].

Definigdo IV.2.4. uma fungdo ¢: R — R é chamada mondtona (respectivamente, estrita-
mente mondtona) se, (ta—1t1)(¢(t2) —@(t1)) > O (respectivamente, (t;—t2){¢(t1)—¢(t2)) > 0)
para todo tq,tp € R, tq # to.

Observacgao IV.2.5. Na Definicdo IV.2.4 ndo usamos a terminologia monétona crescente

porque nao trabalharemos com fungao mondtona decrescente.

Proposicao IV.2.6. Seja M uma variedade Riemanniana completa ¢ X € X9(M). O

campo X é mondtono (respectivamente, estritamente mondtono) se, e somente se, a fungdo

oxqy: R—R (IV.2.3)

e oy () = (Y (1), X (v(£)))
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€ mondtona (respectivamente, estritamente mondtona) para toda geodésica vy de M.

Demonstragdo. (=) Seja v uma geodésica de M. Sejam t, # ty e considere a geodésica

a(t) = y(t1 + t(t2 — t1)), que é uma reparametrizagio de v. Seja p' = a(0) = (t),
= a(l) = y(t2) e Py, o transporte paralelo ao longo de a. Como P, é uma isometria

temos

(fa = 1)(Peem (t2) = () = (2 — 22) ({7 (t2), X (7(t2))) — (7' (1), X (v(1))))
0/(1) X(p)) = (a'(0), X ()
o/(1), Py X(p)) — (/(0), X(#))
'( )>Pp§X( ) — X(0))

Deste modo, (tz — 1) (¢ (t2) — @xm(t)) = ((0), P X (p) — X(¢/)) > 0, pois X &

mondtono. Portanto, ¢(x ) é mondtona para toda geodésica v de M. A mesma prova é feita

I

I

(
{
(P,
{

I

no caso de mondtona estrita.

/

(<) Dados p,p’ € M, p # P/, seja v uma geodésica ligando p a p’ com y(0) = p e
(1) = p. Seja Py, o transporte paralelo ao longo de . Assim
(Prp?' (1), Prp X (p)) — (+/(0), X (p))
(Y1), X (v(1))) = {7'(0), X (v(0)))
= (1= 0){exm(1) — pxm(0))

Il

(7'(0), P, X (p) — X(p))

Deste modo (7(0), Pyy X (p) — X (1)) = 0(xm(1) — @7 (0) = 0, pois ¢(x,y) é monstona.

Portanto, X é monétono. A mesma prova é feita no caso de mondtona estrita. O

A equivaléncia dada pelo Teorema IV.2.6 ird nos deixar livres de certas manipulacoes
algébricas comuns quando se trabalha com a Defini¢gdo IV.2.1, além de explicitar o significado
geomeétrico oculto nesta definigdo. A demonstragéo da préxima proposicao exemplificard isto.

Compare com a demonstragao usual do R, veja Ortega-Rheinboldt [35].
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Proposigao IV.2.7. Seja M wma variedade Riemanniana completa e seja f: M — R uma

fungédo de classe Ct. A fungdo f € convexa se, e somente se o campo grad f é mondtono.

Demonstragao. Considere a funcio 1) = fo«y: R — R, onde v é uma geodésica de M. A
fungao 9 é convexa se, e somente se 9’ é monétona. Mas ¢ = (7, grad f oy) = P(grad £,7)»
entdao ¢ = f oy é convexa se, e somente se QY(grad f,5) ¢ mondtona. Deste modo, f é convexa
se, e somente se Y(grad f,y) ¢ Mondtona para toda geodésica y. Portanto, pelo Teorema IV.2.6,

f é convexa se, e somente se o campo grad f é mondtono. O

Proposicao IV.2.8. Seja M wma variedade Riemanniana completa e seja f: M — R uma
fungao de classe C*. A fungio f é estritamente convexa se, e somente se o campo grad f é

estritamente monotono.
Demonstragao. Andloga a demonstragdo da Proposigao IV.2.7. [

Observacao 1V.2.9. As proposigdes acima nos fornecem uma classe de exemplos de campos
mondtonos, a saber, aqueles campos que sfo gradientes de funcoes convexas. Existem outros
exemplos de campos mondtonos que ndo sdo gradientes de fungoes convexas. Nosso primeiro
exemplo serd na esfera, onde sabemos que as dnicas funcoes convexas existentes sdo as

constantes e portanto o unico campo gradiente monétono é o campo identicamente nulo.

Exemplo 1V.2.10. (Campo monétono na esfera). Considere a esfera S™ = {p € R**1/{p,p) =
1} e seja A uma matriz anti-simétrica (n+1) X (n+1). O campo X (p) = Ap é um campo

mondtono em S™. De fato, seja v uma geodésica de S™, entdo

oy (t) = (Y (), X(v(#)))

A derivada covariante de X na direciio v € T,,M é igual a V,X(p) = (I — pp?)Av, onde p”

denota o transposto do vetor p € R"*!. Deste modo,

%W(x,w (@) = ("), X (v(®)) + (Y (), Vo X) = (' (1), Vopy X) (IV.2.4)
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Como (v, V,X) = (v,(I — pp")Av) = 0, pois A é anti-simétrica e p’v = 0, segue-se de
(IV.2.4) que 4 x(t) = 0. Portanto, ¢x,,)(t) = cte para toda geodésica vy, entio segue do

Teorema IV.2.6 que X é mondétono.

Na verdade o exemplo IV.2.10 é um caso particular do exemplo mais geral a seguir.
Y= Ax(Y):=VyX

Exemplo IV.2.11. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X € X1(M). Dize-

mos que X é campo de Killing se
(Vy X, Z)+(VzX,Y)=0 (IV.2.5)

para todo Y, Z € X%(M), isto é, se Ax é um operador anti-simétrico (veja Definicao 11.4.1).
Seja v uma geodésica de M, da equagio (IV.2.5) segue-se que Lo x.)(t) = (V' (t), Vo X) =
0 e isto implica que ¢(x 4)(t) = cte. Portanto do Teorema IV.2.6 segue-se que X é monétono.

No exemplo anterior Ax(p) = (I — pp’)A é uma matriz anti-simétrica.

Exemplo IV.2.12. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X € X(M). Dize-

mos que X é um campo concorrente se
VyX =Y

para todos Y € X°(M), isto é, Ax é o operador identidade; veja [52] (veja Definicio I1.4.1).
Com o mesmo argumento usado no exemplo IV.2.11 podemos mostrar que todo campo

concorrente é mondtono.

Observagdo IV.2.13. i) Seja X € X°(M) um campo monétono. Suponhamos que 7y seja

uma geodésica fechada em M. Entdo

oy (t) = (7 (1), X (4(t))) = cte.
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Disso segue-se que se M tem uma geodésica fechada, e portanto ndo podemos definir um
campo X € X°(M) estritamente monétono. Em particular, ndo podemos definir um campo
estritamente mondétono em variedades compactas. Intuitivamente podemos esperar que a ex-
isténcia de um campo estritamente monétono numa variedade Riemanniana impoe restrigoes
sobre a mesma como ocorre com a existéncia de funcdes convexas, veja [5], [45] e [54]. i)}
Se M™ é completa e nao-compacta com K > 0 e admite um campo estritamente mondtono,
entdo M é difeomorfa a R™ Caso contririo, dimenséo (alma) > 1 e existe geodésica fechada
em M. J4 sabemos que as tnicas fungbes convexas em variedades completas de volume
finito sdo as fungdes constantes; veja [5]. Assim, da Proposigdo IV.2.7 segue-se que o nico
campo gradiente monétono em variedades de volume finito é o campo identicamente nulo.

Em particular o nico campo gradiente mondtono na esfera é o campo identicamente nulo.

Definicdo IV.2.14. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X € X°(M).

Dizemos que o campo X é fortemente mondtono com modulo X > O se,

~

(E7'(0), By X (p) = X (2)) = A7/ (0)[I*F? (Iv.2.6)

/

para todo ponto p e p' € M, p # p' e toda geodésica v ligando p a p' com v(0) = p' e
v(f) = p, onde P, é o transporte paralelo ao longo de 1.

Observe que ||v'(0)||f é igual ao comprimento da geodésica que liga p a p', assim a

Definico 1V.2.14 se simplifica no caso que M é uma variedade de Hadamard.

Definicio IV.2.15. Seja M uma variedade de Hadamard e seja X € X°(M). Dizemos que

o campo X é fortemente mondtono com mddulo A > 0 se

(exp, ' p, Py X (p) — X(9)) > \*(p, P) (IV.2.7)

TEsta observacao foi feita pelo professor Sérgio J. X. de Mendonga.
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para todo p e p' € M, onde Py, é o transporte paralelo ao longo da tnica geodésica y que

liga p ap’' e d é a distdncia Riemanniana.

Observagao IV.2.16. No caso particular que M = R"™, com a métrica usual, a desigualdade

(IV.2.6), e consequentemente (IV.2.7), se reduzem a

p—p,X(p)-X®)) = ANp-7I

pois ¥ (0} = exp;,lp =p—7pe PPT; = I. Portanto a Defini¢go IV.2.15 coincide com a
defini¢do usual de operador fortemente mondtono no caso que M =R™ e X: R™ — R", veja

[35].

Proposigao IV.2.17. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X € X°(M).
O campo X € fortemente mondtono com mddulo A > 0 se, e somente se, a fungdo @(xq)(t) —

MY ||’t € mondtona para toda geodésica v, onde @(x ) € definida em (IV.2.3).

Demonstragao. (=) Seja v uma geodésica de M. Seja t1 # tg e considere a geodésica
a(t) = y(t1 + t(tz — t1)) reparametrizacdo de «y. Seja p' = a(0) = v(t1), p = (1) = y(t2) e

P,y o transporte paralelo ao longo de . Como Fpyy, é isometria temos

(b2 — 01)[(p i (B2) = AV (O £2) — (i (81) = Al 7(0) %21)]
= (ta — 01)((r'(t2), X (7(22))) = (7 (t2), X (4(t2))) = AV Q) II* (22 — 1))
= (d/(1), X (p)) — (/ (0), X (1)) = M|/ (0) |
= (Byp/ (1), By X (p)) — (/(0), X (@) — All & (0)|I”
= (d/(0), By, X(p) = X(0)) — All/(0) |

Sendo X fortemente monétono segue-se da igualdade anterior que @ x4 (t) — Al|v(0) %t &

mondétona para toda geodésica +.
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(<) Dados p,p’ € M, p# p' e v uma geodésica ligando p a p’ com v(0) = p’ e y(£) = 7.
Considere a geodésica a(t) = v(ft), reparametrizacio de v e Py, o transporte paralelo ao

longo de . Como P, é isometria temos

(t4(0), P X (p) — X (p)) — Al (0) |2
= (Poaty' (£), P2 X(p)) — MY (0) |72 — (37/(0), X ()
= ({o/(1), X (p)) — Al (0)|I*) — {&/(0), X (')
) —

= (1 - 0)[(¢exa)(1) = All & (0)[I*) = (0, (O))):

Sendo @(x ) (t) — Al /(0) (0) |[’t monétona segue-se da desigualdade anterior que X & fortemente

mondtono com médulo A > 0. (|

Definigao IV.2.18. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Uma fungdo f: M —
R ¢ dita fortemente convexa com mdédulo A > 0 se para toda geodésica v: R — M a

composicdo foy: R — R é uma funcio fortemente convexa com médulo Al (0) I” > o.
Proposicao IV.2.19. Uma fun¢io ¢: R — R € fortemente conveza com mddulo X > 0 se,
e somente se, a fungdo 1: R — R dada por (1) = ¢(t) — %j\tz é convexa.
Demonstracao. Imediata. O
Proposicao I1V.2.20. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja f: M — R

uma fungdo de classe Ct. A fungdo f é fortemente conveza se, e somente se o campo grad f

¢ fortemente mondtono.

Demonstragao. Usando o Teorema IV.2.17 e a Proposi¢do 1V.2.19 a demonstragao é ana-

loga & Proposicao 1V.2.7. (N

Proposicao IV.2.21. Sejam M uma variedade de Hadamard e p' € M. Entdo o campo
grad p, € fortemente mondtono com médulo A =1 para todo p' € M, onde py € definida em

(IL8.5)
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Demonstragao. Sejay uma geodésica de M, e seja ¢,: R — R dada por ¢, (t) = @x,) () —
|9/(0) ||, onde X = grad py e ¢(x,y) é definida em (IV.2.3). Entéo de acordo com o Teorema.
IV.2.17 basta mostrar que ¢., é monétona, isto é, (t2 — t1)(@(t2) — @, (t1)) > 0 para todo
t1,t2 € R. Primeiro suponhamos que 7 passa por p’. Deste modo existe tg € R tal que

v(to) = p’. Sem perda de generalidade vamos supor que ¢ > . Assim

04(t) = (¥'(t), grad pp (7(2))) — |7/ (0) ||
= (7'(), —exp gy P') = [/ (0) [I*¢
= 17 ) I1*(t — to) — 17/ (0) I

= —[17(0) [I*%o.

Portanto, ¢, é mondtona. Agora suponhamos que vy néo passa pelo ponto p’. Dados t1,%2 €
R, considere o tridngulo geodésico A(pypsps), onde py = y(t1), p2 = Y(t2) e ps = p'. Denote
por Yiy1: [0,4i41] — M o segmento de geodésica ligando pit1 & Diye, fiy1 = L) =
d(pir1,Pira) € Orpr =% (4341(0), —viys(birs)), onded = 1,2,3( mod 3) e [y, (0)] = 1,4 =2,3.
Com esta notagdo segue-se, que v = 7, e da Proposi¢io (I1.8.3) segue-se que v5(0) =
exp, ! ¢ = —grad py (p2) e ¥5(¢2) = —exp;lp’ = grad py(p1). Suponhamos, sem perda de
generalidade, que #; < t2. Como v = ¥ temos ¥y = (o — t1)||71(0) || = (t2 — £1)||¥'(0)]|.
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Deste modo

(t2 — tl)(‘P'y(t2) - ‘P'y(tl))

= (ta — t1)[({7'(t2), grad py (y(t2))) - 17/(0) [1*2) — ((+/(t1), grad py (v(t1))) — |7/ (0) |*£1)]
= (ta — 1) [((7 (£2), —%(0)) — 17 (0) [IP£2) — ((+/'(£1), ¥5(£3)) — 17/ (0) *11)]
= (ts — t1) ({(—71(€1), %5(0)) + (1 (0), —75(¢3)) — |14 (0) I *(t2 — 1))

ta — 1) %5 (8) 111 (0) [l cos Bz + (£ — 1)1 ¥3(0) || (82) | cos 61 — (t2 — £2)* | v3(0) ||”

~~

0145 cos By + 105 cos B — £2
l

1(€5 cos Oy + €3 cos 0y — £y).

Assim (tg —t1)(py(t2) — @y (t1)) = £1(€s cos by — L3 cos 61 — £1) > 0 pela desigualdade (11.8.3),
fazendo ¢ = 2. O caso t; > 1y se faz de modo andlogo. Portanto ¢, é mondtono para toda

geodésica v e isto implica que grad p,s é fortemente monétono com maédulo A = 1. O

Veremos agora um teorema de caracterizagao para campos mondtonos em termos do

operador Ax, Definicao I1.4.1.

Teorema 1V.2.22. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X € X'(M).
Entdo:

i) O campo X € mondtono se, e somente se, (Ax(p)v,v) > 0 para todo p € M e todo
v € T,M.

ii) Se (Ax(p)v,v) > 0 para todo p € M e todo v € T,M \ {0}, entdo o campo X €

estritamente mondtono.

i) O campo X é fortemente mondtono com mddulo A > 0 se, e somente se, (Ax(p)v,v) >

M|v||* para todo p € M e todo v € T,M.
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Demonstragdo. Faremos sé a demonstracao de iii); os outros itens sdo andlogos. Seja
uma geodésica de M e ¢, () = o,y (t) — MY(0) [|*, onde ¢(x) é definida em (IV.2.3).
Do Teorema 1V.2.17 o campo X é fortemente monétono com modulo A > 0 se, e somente

se, ¢, ¢ mondtono para toda geodésica «y. A aplicagdo ¢, é mondtona se, e somente se,

05 (1) = (7 (1), Vo X) = MY (O = (' (), Ax (v(®)) -~/ () = Mlv' (O] = 0

para todo ¢ € R. Finalmente, (y'(), Ax(v(2)) - v'(£)) = M|/ (0)]|* > 0 para toda geodésica v
se, e somente se, (v, Ax(p) - v) > A||v]|* para todo ponto p € M e todo v € T, M. Portanto,
X & fortemente monétono com médulo A > 0 se, e somente se, (Ax(p) - v,v) > Mv||® para

todo p € M e todo v € T, M. O

Corolario 1V.2.23. Seja M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R uma

fungdo de classe C?. Entdo

i) [ € conveza se, e somente se, Hess f, € positiva semidefinida para todo p € M.
i1) Se Hess f, € positiva definida para todo p € M, entio f é estritamente conveza.

iii) f ¢ fortemente conveza com médulo A > 0 se, e somente se, {Hess f,-v,v) > M|v||

para todo p € M e todo v € T,M.

Demonstragdo. Para demonstrar i), ii) e iii) use o Teorema 1V.2.22 ¢ Proposi¢ao I1V.2.7,

Proposigao 1V.2.8 e Proposigao IV.2.20 respectivamente. 1
Observagao IV.2.24. Veja também este resultado em [50] e [53].

Corolario 1V.2.25. Sejam M uma variedade de Hadamard e p' € M. Entdo a aplicacdo
pp, definida em (I11.8.5) € fortemente convera. Além disso, ((Hess py), - v,v) > |v|[*> para

todope M evel,M.
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Demonstracao. Segue-se da Proposigdo 1V.2.20, Proposigdo 1V.2.21 e Corolédrio 1V.2.25.
O

Finalmente mostraremos como construir campos monétonos a partir de um grupo a 1-

parametro de difeomorfismos.

Definicao 1V.2.26. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Um difeomorfismo

9: M — M de classe C* é expansivo se

¥ (p){u, v) = (dihp(w), dibp(v)) i) (Iv.2.8)

> (u,v)p

p) =",
para todo p € M, u,v € T,M tal que < (u,v) < m/2. Usaremos a notagdo 9*g > g, onde

g :={(-, ) é o tensor métrico.

Seja M uma variedade riemanniana completa e {4;};cg um grupo a l-pardmetro de

difeomorfismos de classe C*, isto &,
) %o(
il) s 0 Py = 144 para todo s,t € R,
iii) 1;: M — M é um difeomorfismo de classe C* para cada ¢t € R.

Proposicao IV.2.27. 2 Se {1, }ier € um grupo a I-pardmetro de difeomorfismos expansivos

de classe C', entdo o campo X € XY (M) dado por:

X(p) = %¢t(p)|t:0 (IV.2.9)

é mondtono.

2Hsta maneira de construir campos mondtonos foi sugerida pelo Professor Luis A. Florit.
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Para demonstrar esta proposicao necessitamos de alguns resultados.
Proposigao I1V.2.28. Se X € X'(M), entdo
Lyxg=lm>(4g—g)
xg=lm-(Y;g9—g
onde {P }er € 0 fluzo de X e Lx € a derivada de Lie com respeito a X .
Demonstragao. Caso particular da proposi¢éo 21 do Capitulo 9 de O’Neill [34].

Proposigao IV.2.29. Um campo X € X'(M) é tal que Lx g > 0 se, e somente se, seu
fluzo {1 }1er € expansivo.

Demonstragao. Aniloga & demonstracdo da proposicéo 23 do Capitulo 9 de O’Neill [34].
O

Proposicao 1V.2.30. Um campo X € XY (M) é tal que Lxg > 0 se, e somente se,
(VyX,Z)+(VzX,Y) >0 para todo Y, Z € X°(M).

Demonstracao. Anéloga a demonstragio da proposicdo 24 do Capitulo 9 de O’Neill [34].
Ll

Demonstracao da Proposicao IV.2.27.

Como o fluxo {#:}1er de X ¢é expansivo segue-se da Proposicao IV.2.29 e Proposicéo
1V.2.30 que (VyX,Z) + (VzX,Y) > 0 para todo Y, Z € X°(M). Seja v uma geodésica
de M . Segue-se da desigualdade anterior que %(p(x’,y) = (VyX,79) > 0, onde x4 (t) =
(X(v(t)),7'(t)). Isto implica que ¢(x,) é mondtona. Portanto X é monétono. O

IV.3 Campos mondtonos ponto-conjunto

Nesta secao definiremos campos mondtonos ponto-conjunto em variedades Riemannianas

que, via o transporte paralelo, generaliza de modo natural o conceito de operadores monétonos
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ponto-conjunto em R™; veja Tusem [30]. O primeiro teorema desta segio fornece uma carac-
terizacao destes campos e no final da segao mostraremos que o subdiferencial de uma funcgao

convexa é um campo mondtono ponto-conjunto.

Defini¢ao IV.3.1. Seja M uma variedade Riemanniana. Um campo ponto-conjunto é uma

aplicagdo X que a cada p € M associa um conjunto X (p) C T,M, isto é,
M>p5 X(p) C T,M.

Observagao 1V.3.2. Esta defini¢io generaliza a definigao usual de campos. Exémplos de

campos ponto-conjunto sao o subdiferencial de fungoes convexas, Defini¢ao I11.3.16

Definicao IV.3.3. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e X um campo ponto-

conjunto. Dizemos que X é mondtono se,
! —1
(7(0), Pypu—wv) 20 (IV.3.1)

paratodopep’ € M,v € X(p'), u € X(p) e toda geodésica «y ligando p’ a p tal que y(0) = p/,
onde F,, é o transporte paralelo ao longo de .

Se M é uma variedade de Hadamard a Definigao 1V.3.3 se reduz a

Defini¢ao IV.3.4. Seja M uma variedade de Hadamard e X um campo ponto-conjunto.

Dizemos que o campo X é mondtono se,
-1 -1
{exp, p, Pr,u—v) >0 (IV.3.2)

paratodopep € M, v € X(p') e u € X(p), onde Py, é o transporte paralelo ao longo da

inica geodésica «y que liga p’ a p.

Observacgao IV.3.5. No caso que M = R" com a métrica usual, a desigualdade (IV.3.1), e

consequentemente (IV.3.2), se reduz a

(p—p,u—v)>0.
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pois exp;,1 p=p—p e Py, = 1. Portanto a Definigdo IV.3.3 coincide com a defini¢io usual
de operador ponto-conjunto mondétono, no caso que M = R™ e X : R® — P(R™), veja Iusem

[30] e Rockafellar [42].

Definicao IV.3.6. Uma aplicagdo ¢: R — PP(R) é chamada mondtona (respectivamente,
estritamente monétona) se, (tg — t1)(r2 — r1) > 0 (respectivamente, (o — t1)(r9 — 71) > 0)
para todo t1,%a € R, t1 # ta, 11 € @(t1) e T2 € (ta).

Proposicao IV.3.7. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja X um campo

ponto-congunto. O campo X € mondtono (respectivamente, estritamente mondtono) se, e

somente se, a funcdo
Ox,y): R —= P(R)
T = oy () = {{(¥'(#),v)/v € X(v(t))}
¢ mondtona (respectivamente, estritamente mondtona) para toda geodésica vy de M.
Demonstragdo. (=) Seja v uma geodésica. Sejam t1,t2 € R, t1 # 2, 71 € @(t1) e 12 €
¢(t2). Considere a geodésica a(t) = y(t1 + t(t2 — t1)) reparametrizagao de v. Seja p’ =

a(0) = ¥(t1), p = a(1l) = y(t2) e Py, o transporte paralelo ao longo de a. Como Py, é uma

isometria temos

(t2 —t1)(r2 — r1) = (t2 — 2)((¥'(t2), v2) — (7' (1), 01))
= (o/(1),v2) — (/(0),v1)

= (Py,c (1), Pryv2) — (o (0),v1)

= (/(0), Py, vp — v1)

para algum v; € X (y(f1)) € v2 € X(y(t2)). Deste modo (tz — t1)(rz — r1) = (&/(0), Pytvy —

v1) > 0, pois X é monétono. Portanto, ¢(x,) é mondtona para toda geodésica v de M. A

mesma, prova é feita no caso de mondtona estrita.
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(<) Dados p,p' € M, v € X(p'), v € X(p) e v uma geodésica ligando p a p’ com
v(0) = /. Reparametrizando vy de modo que v(0) = p’ e y(1) = p. Seja Py, o transporte
paralelo ao longo de . Assim

(7 (0), Byyu —v) = (P (1), Brpu) — (7 (0),9)
= (v'(1), %) = (+/(0),v)
= (1 =0)((v'(1),u) = (+(0),))

Deste modo {v'(0), PPT;'U, —v) = (1 -0)({(v'(1),u) — (v¥'(0),v)) > 0, pois ¢(x,y) é mondtona.

Portanto X é mondétono. A mesma prova é feita no caso de convexidade estrita. [

Teorema IV.3.8. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se f: M — R € uma

funcao convexa, entio o subdiferencial Of da funcgdo f € um campo ponto-conjunto mondétono.

Demonstragao. Que 0f é um campo ponto-conjunto segue da Definigao I11.3.16. Do Teo-
rema IV.3.7 basta mostrar que pa;,,(t) = {{(¥'(t),v)/v € 8f(y(t))} é mondtona para toda
geodésica . Seja v uma geodésica de M. Como f é convexa segue-se que foy: R - R é

convexa e assim O(f o«y): R — P(R) é mondtona. Do Lema I11.4.12 temos
O(f o)) = {(+'(t),v) /v € Bf (v(1)} = Piarm (D).
Portanto ¢(sy,y) ¢ mondtona para toda geodésica v de M. O

Definigao I'V.3.9. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que p, € M é uma

singularidade do campo ponto-conjunto X se,
0 € X(ps).

Observagao IV.3.10. i) Seja X um campo ponto-conjunto mondétono em uma variedade

Riemanniana M. Suponhamos que -y seja uma geodésica fechada de M. Entéo

Py = {07 (), 0)/v e X(v(1)} = {{7(0),v)/v € X (v(0))}.
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Disso segue-se que se M tem uma geodésica fechada, entdo nao podemos definir um campo
ponto-conjunto estritamente monétono em M. Em particular, ndo podemos definir um
campo estritamente monétono em variedades compactas. Entao intuitivamente, podemos
esperar que a existéncia de um campo ponto-conjunto estritamente monétono numa, varie-
dade Riemanniana impoe restrigoes sobre a mesma como ocorre com a existéncia de fungoes

‘convexas veja [5], [45] e [54]. Vale a mesma observagéo feita na péagina 45.

Como na sec¢ao anterior, pode-se definir campos ponto-conjunto fortemente monétonos e

estudar suas relacoes com as fungdes fortemente convexas.



CAPITULO V

Algoritmos para otimizacao

V.1 Introducao

Neste capitulo proporemos dois algoritmos para minimizar uma funcao convexa em uma
variedade Riemanniana completa. Estes algoritmos sao generalizacoes, para o contexto de
variedades Riemannianas, do algoritmo subgradiente cldssico, veja Shor [46] e Hiriart-Urruty
e Lemaréchal [28], e do algoritmo de ponto proximal, para minimizar uma fungdo convexa
em R"™, veja Iusem [30]. Para ambos os algoritmos iremos provar suas convergéncias, mas
hipbteses sobre a curvatura da variedade serdo necessarias. Provaremos a convergéncia do
algoritmo do subgradiente se a curvatura da variedade for ndo negativa. B também provare-
mos a convergéncia, e boa defini¢go, do algoritmo de ponto proximal se a variedade for

Hadamard.

57
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V.2 Algoritmo subgradiente

Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja f: M — R uma fungdo convexa. O
subconjunto @* de M denotard o conjunto dos minimizadores de f e f* = infpenr ()
denotard o valor infimo de f. O nosso problema ¢é estimar f* e também calcular um ponto
de O* caso exista algum. Isto serd feito de modo iterativo pelo algoritmo subgradiente que

gera uma sequéncia {px} C M do seguinte modo: Tome py € M e defina

Sk
Drt1 = €XD, (——tkM) (V.2.1)
onde #;, > 0, s, € Of(px) € sx # 0.

Observagao V.2.1. No caso particular que M = R”, exp, s = P’ + s e assim, a iteragéo

(V.2.1) se reduz a

Sk
Dk+1 = Dk — tkm-

Logo o algoritmo subgradiente em variedades Riemannianas é uma extensao natural do
algoritmo subgradiente introduzido por Shor e generaliza o algoritmo gradiente no caso de

ser de f seu diferencigvel, estudado por da Cruz Neto-Oliveira [13]

V.2.1 Resultados preliminares

Como é sabido a seqiiéncia obtida pelo algoritmo (V.2.1) n&o decresce a funciio. Deve-se
portanto escolher uma seqiiéncia {t;} de modo que a respectiva seqiiéncia {px} se aproxime
do conjunto O, como é usual no caso em que M = R™. Como em [28], para R", obteremos

algumas propriedades preliminares, em particular uma cota superior para os #;’s.

Proposicao V.2.2. Seja p. € O* # 0 e seja B.(p.) wma bola normal em M. Se p, ¢ O,

Pr € Be(py), e entdo existe & > 0 tal que escolhendo 0 < ty < 6 no algoritmo (V.2.1),
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temos
d(pr+1,P") < d(px, p%).

Demonstragao. Seja 7, a geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, tal que
Y5(0) = pr e 1 (t*) = p., com d(pk,p.) = t*. Considere a esfera normal S = Su(p.),
fronteira da bola normal By (p.), que pelo Lema de Gauss, veja do Carmo [11], é uma sub-
variedade de codimensdo 1 com T, S = {u € T, M /(u,v) = 0}. Seja s, € Of(p). Por
defini¢ao,

fow(®) = flps) +t(sk,v).
Fazendo £ = t* obtemos

f(0s) — f(oe) = t* (58, v) -
Como py, ¢ O, segue-se que f(p.) < f(pr) 0 que implica (s, v) < 0. Assim existe d; > 0 tal
que g, () € Bis(ps) paratodo 0 < t < &, onde dy, = —°5; . Portanto para todo 0 < ¢, < &

skl

d(dek (tk)7p*) < d(pk) p*) )

e isto demounstra o resultado. O

’

E consequéncia do teorema de Hadamard que se M tem curvatura seccional K <
0 entdo exp,,: Tp, M — M é difeomorfismo global e isto implica que podemos tomar
B.(ps) = M. Mas o Teorema V.2.2 nfo dé uma estimativa para §; em funcgdo de pi e
Py, como ocorre quando M = R™. Esta estimativa pode no entanto ser obtidase K > 0, é o
que vird a seguir.

Intuitivamente ja se pode ter uma idéia da influéncia da curvatura K no comportamento
da seqiiéncia definida pelo algoritmo (V.2.1). Primeiro observe que se K > 0 as geodésicas
tendem a se aproximar uma das outras, o contrario ocorre se K < 0. Isto sugere que podemos
“andar mais” ao longo da geodésica, sem nos afastar de p,, em curvatura nao-negativa do

que em negativa.
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Lema V.2.3. Seja {py} a seqiéncia gerada pelo algoritmo (V.2.1). Se M tem curvatura
K >0, entao para todo g € M

7%

& (Pry1, q) < & (or, @) + 1 + QHS—kH(f(Q) — f(px))
para todo k € N.
Demonstragdo. Sejay,, a geodésica minimizante, isto é, para ||d1|| = 1, se tem 74, (0) = px,
Yo, (t1) = q com t; = d(py, q) e seja y4, & geodésica tal que dy = dy = _II_::Z—H’ Y4, (0) = pi €

Yap (tk) = Pry1 com &y = 5. Entéo segue do Coroldrio 11.9.2 e da Definigao 111.3.16 que

S
d*(prr1,9) < || — tk”—k — t1dy )P

sk|
42 2 122
= tl +tk + 2_—8 <Sk,t1d1>

[Isll

< P(pyq) + 8+ 2”—2’;ﬂ<f<q> — Fox)-
[l

Observagao V.2.4. A demonstragdo do Lema 1V.2.3 foi feita por da Cruz Neto-Oliveira

[13], foi incluida aqui para comodidade do leitor.

Considere o conjunto O = {g € M / f(q) < i%ff@k)}.

Corolério V.2.5. Seja {py} a segiéncia gerada pelo algoritmo (V.2.1) e seja K > 0 a

curvatura de M. Para todo q € O, temos

&*(pr41,9) < d*(pw, q) + 12
para todo k € N.

Demonstragao. Segue-se imediatamente da definicio de O e do Lema V.2.3 O
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Proposigao V.2.6. Sejap, € O # 0 e seja {px} a seqiéncia gerada pelo algoritmo (V.2.1).
Se M tem curvatura K >0 e p, ¢ O* entdo

d(pk+1 y p*) < d(pkn p*)

para todo

2

0 <t < H_Skﬂ(f(pk) — () (V.2.2)

Demonstracao. No Lema V.2.3 tome ¢ = p,. Fntao

(7

|l l]

Sendo p. # pg, segue-se que para todo 0 <t < ﬁ(f(pk) — f(ps+)) tem-se % + 2”%’;“(]”(;0*) —

& (Prt1,Px) < dP(pg, ) + 12 + 2 (F (ps) — [ (08))-

f(pe)) < 0 e isto conclui a demonstragao. 0O

Definigao V.2.7. A seqiiéncia {px} é quasi Fejér convergente ao conjunto W se, para cada

o0
q € W existir uma seqiiéncia {ex} C R tal que g > 0, > & < 400,
=0

d*(Pry1,q) < d*(pr, q) + e

para todo k.

Proposicao V.2.8. Seja {pp} uma seqiéncia no espago métrico completo (M,d). Se {py}
é quasi Fejér convergente ao conjunto W C M, entdo {px} € limitada. Se, além disso, um

ponto de acumulacdo p de {py} pertence a W entdo klim D = D.
oo

Demonstragdo. Mesma demonstragio que em Burachik et al [7] substituindo || - || por d.

O
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V.2.2 Convergéncia

Teorema V.2.9. Seja {pr} a seqiéncia gerada pelo algoritmo (V.2.1) e seja K > 0 a
curvatura seccional de M, onde M é uma variedade Riemanniana completa. Se a segiiéncia

{tx} € escolhida satisfazendo

D te = +00; (V.2.3)
k=0
> < +oo. (V.2.4)
k=0

Entao 1;Cm inf f(pg) = f*; além disso, a seqiéncia {py} converge para um ponto p, € O* se
—+co

O* £ 0.

Demonstragao. Por absurdo suponha que 1imkinf f(pr) > f*. Por um lado implica que
O # 0. Assim de (V.2.4) e do Coroldrio V.2.5 {px} é quasi Fejér convergente a O, onde
e, = t2. Entdo {ps} é limitada e conseqiientemente {s}, também é limitada onde s; € O(px);
veja Observagao 111.4.10. Digamos que ||sx]] < Cp para todo k € N, onde C, > 0.

Por outro lado, existem ¢ € O, C; > 0 e kg € N tais que f(q) < f(px) — C: para todo
k > ko. Para este g segue-se do Lema V.2.3 que

20

d*(Prr1,9) < d*(Dr, @) + i <tk - —é—> : (V.2.5)
0

Da hipétese (V.2.4), tx — 0 e assim podemos supor que kg ¢ tal que ¢ < (C1/Cp) para

todo k > kg. Substituindo em (V.2.5) tem-se

C
d*(Prr1,9) < B (pr, q) — altk (V.2.6)
0
para todo k > ky. Somando (V.2.6) obtemos

£+k0 CO
Z tj < a(d2 (pkoa q) - d2 (pf—{—ko: q))

J=ko
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para todo £. Isto contraria (V.2.3), pois d(peyr,, q) é limitada.

Segue da primeira parte que {f(pg)} possui uma subseqiiéncia monétona decrescente

{f(px,)} tal que
JILIEO f(pkj) = f*-

Sem perda de generalidade vamos supor que a prépria seqiiéncia { f(px)} é monétona de-
crescente e converge para f*. A seqiiéncia {px}, sendo limitada, possui uma subseqiiéncia
{ij} convergente. Digamos JIEEO Pr; = D, que pela continuidade de f implica f(p,) =
]1520 f(px;) = f* e assim p, € O. Portanto existe p, ponto de acumulagio de {py} com
Py € O. Como {px} é quasi Fejér convergente a O segue-se do Teorema V.2.8 que a prépria

seqiiéncia {p;} converge a p,. O

V.2.3 Observacoes finais

No paragrafo 1.1 pode-se notar a necessidade de fazermos hip6tese sobre a curvatura seccional
da variedade, pois é central o papel do Lema V.2.3, na prova apresentada, que sé vale em
curvatura nao-negativa. Como as geodésicas, na presenca de curvatura positiva, tendem a,
se aproximar, é intuitivo pensar que é possivel melhorar a estimativa (V.2.2), em fungéo da

curvatura. Também fica em aberto a prova de convergéncia sem hipétese sobre a curvatura.

Como ultimo comentdrio, observamos que o algoritmo (V.2.1) resolve o problema com

restrigao

min f(p)

onde M é uma variedade Riemanniana conexa, completa de curvatura seccional nao-negativa,

e as geodésicas de M estao disponiveis ou sao facilmente aproximadas.






















































