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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

PROBLEMAS SANDUÍCHE EM GRAFOS: CLASSES HEREDITÁRIAS

E PARTIÇÕES

Rafael Bernardo Teixeira

Maio/2008

Orientadora: Celina Miraglia Herrera de Figueiredo

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Problemas sanduíche são generalizações de problemas de reconhecimento

de uma propriedade Π. Enquanto em problemas de reconhecimento comum

existe apenas um grafo como entrada, em problemas sanduíche existem dois

grafos e procura-se por um terceiro grafo, intermediário entre os dois grafos de

entrada, satisfazendo a propriedade Π. Esta tese apresenta resultados sobre

dois tipos distintos de propriedades de grafos. O primeiro tipo trata-se de

classes hereditárias de grafos, com ênfase a classes relacionadas à propriedade

Helly. O segundo tipo trata-se de problema de partições dos vértices de

um grafo. Apresentamos uma dicotomia polinomial para os problemas de

partição em três partes não vazias.
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GRAPH SANDWICH PROBLEMS: HEREDITARY CLASSES AND

PARTITIONS

Rafael Bernardo Teixeira

May/2008

Advisor: Celina Miraglia Herrera de Figueiredo

Department : Computing and Systems Engineering

Sandwich problems generalize graph recognition problems with respect

to a property Π. A recognition problem has a graph as input, whereas a

sandwich problem has two graphs as input. In a sandwich problem, we look

for a third graph, whose edge set lies between the edge sets of two given

graphs. This third graph is required to satisfy a property Π. This work

presents some results on two distinct types of graph properties. The first

type concerns hereditary classes of graphs, emphasizing classes related to

the Helly property. The second type concerns the problem of partitioning

the vertices of a graph. We presented a polynomial dichotomy for the three

nonempty part partition problems.
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Capítulo 1

Introdução

Seja um grafo simples, finito e não-direcionado G = (V,E) e uma propri-

edade Π. Problemas de reconhecimento de grafos perguntam, dado um grafo

G, se G satisfaz uma propriedade Π. Definimos tais problemas como segue:

problema de reconhecimento para propriedade Π en-

trada: Um grafo G = (V, E).

questão: O grafo G satisfaz a propriedade Π?

Problemas sanduíche em grafos generalizam tais problemas de reconhe-

cimento, introduzindo o conceito de grafo sanduíche. Sejam dois grafos

G1 = (V, E1) e G2 = (V, E2), tais que G1 é subgrafo gerador de G2, isto

é, E1 ⊆ E2. Um grafo sanduíche G = (V, E), relacionado ao par (G1, G2), é

um grafo tal que, G1 é subgrafo gerador de G e G, por sua vez, é subgrafo

gerador de G2, isto é, E1 ⊆ E ⊆ E2. Definimos problemas sanduíche como

segue:

problema de grafo sanduíche para propriedade Π en-

trada: Dois grafos G1 = (V, E1) e G2 = (V, E2), onde E1 ⊆ E2.

questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E) para o par (G1,

G2), que satisfaça a propriedade Π?
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Podemos também definir o mesmo problema da seguinte forma:

problema Π sanduíche

entrada: Uma tripla de conjuntos (V,E1, E3), onde E1 ∩E3 =

∅.
questão: Existe um grafo G = (V,E), tal que E1 ⊆ E e E ∩
E3 = ∅, e que G satisfaça a propriedade Π?

Nesta tese, apresentamos resultados sobre problemas sanduíche, conside-

rando vários tipos de propriedades.

No Capítulo 2, discutimos algumas propriedades gerais sobre problemas

sanduíche. Ainda nesse capítulo, apresentamos as motivações que levaram

ao estudo das variadas classes de problemas.

No Capítulo 3, iniciamos o estudo de problemas sanduíche para classes

hereditárias e classes relacionadas a estas últimas. O enfoque foi dado a

classes que envolvem a propriedade Helly.

No Capítulo 4, apresentamos resultados sobre problemas sanduíche para

partições do conjunto de vértices de grafos, considerando restrições internas

e externas.

Concluímos, no Capítulo 5, o estudo sobre problemas sanduíche. Nesse

capítulo mostramos algumas conseqüências do presente trabalho e trabalhos

posteriores, assim como propomos alguns problemas em aberto.
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Capítulo 2

Características de problemas
sanduíche

2.1 Definições

Problemas sanduíche foram introduzidos por Golumbic et al. em [17].

Nesse artigo foram consideradas propriedades relacionadas a grafos perfeitos

(split, cografo, intervalo, comparabilidade).

Como já notado anteriormente, problemas sanduíche são generalizações

de problemas de reconhecimento. Entretanto, não são todas as proprieda-

des que despertam o interesse em sua versão sanduíche. Para propriedades

cujo reconhecimento é NP-completo, o problema sanduíche correspondente

também é NP-completo.

Uma propriedade Π é ancestral se, para todo grafo G que satisfaz Π, qual-

quer supergrafo de G também satisfaz Π. Uma propriedade Π é hereditária

se, para todo grafo G que satisfaz Π, qualquer subgrafo de G também satis-

faz Π. Propriedades ancestrais e hereditárias também não são interessantes

para problemas sanduíche. Seja Π uma propriedade ancestral (hereditária).

Se existe um grafo sanduíche G para um par (G1, G2) satisfazendo Π, então

G2 (G1) também satisfaz Π. Essa característica torna o problema sanduíche

para a propriedade Π equivalente ao problema de reconhecimento.
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Chamamos os conjuntos de arestas E1, E0 = E2 \E1 e E3 = E2, respec-

tivamente, de arestas forçadas, opcionais e proibidas.

Seja Π uma propriedade. Definimos Π como sendo a propriedade comple-

mentar de Π. Se um dado grafo G satisfaz Π, seu complemento G satisfaz Π.

Existe um grafo sanduíche com a propriedade Π para a instância (V, E1, E3)

se, e somente se, existe um grafo sanduíche com a propriedade Π para a

instância (V, E3, E1).

2.2 Motivação

Os estudos sobre problemas sanduíche em grafos mostram que, na maioria

dos casos, a complexidade dos problemas se torna NP-completo. Nossos es-

tudos visam, além de classificar diversas classes de problemas, entender o que

faz um problema polinomial se tornar NP-completo ou continuar polinomial

em sua versão sanduíche.

Como exemplo dessa disparidade, citamos os problemas de reconheci-

mento corte-clique e corte-estrela, ambos polinomiais [32, 7]. Esses

dois problemas são problemas de decomposição similares, sendo corte-clique

um caso especial de corte-estrela. Em suas versões sanduíche, esses pro-

blemas se comportam de maneira distinta, com corte-estrela mantendo

a polinomialidade [28] e até mesmo a complexidade O(n3), enquanto que

corte-clique se torna NP-completo [28]. Além disso, esse resultado nos

proporcionou a quebra de monotonia de problemas sanduíche, pois até então,

não era conhecida uma propriedade que levasse a um problema sanduíche po-

linomial e uma subpropriedade que, ao contrário, nos levasse a um problema

sanduíche NP-completo.

Uma vez que essas propriedades são problemas de decomposição, nos

focamos em tais problemas. Problemas de decomposição, ou problemas de
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partição são problemas cujo objetivo consiste em particionar o conjunto de

vértices em número k de partes, satisfazendo algumas propriedades. Mais

especificamente, direcionamos nossa atenção às M -partições. M -partições

representam uma classe de problemas bastante estudada [4, 8, 15].

Além disso, não havia estudos relacionados a classe de grafos hereditários

sem relação com grafos perfeitos. Por isso, iniciamos o estudos de tais classes

começando com aquelas relacionadas à propriedade Helly.
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Capítulo 3

Classes hereditárias

Neste capítulo, provamos que os problemas sanduíche para as classes

de grafos: clique, clique-Helly, clique-Helly hereditário, e clique-Helly não-

hereditário são todos NP-completos. O problema de reconhecimento para a

classe dos grafos clique é um problema famoso recentemente resolvido. Con-

cluímos este capítulo com uma discussão sobre o estudo da complexidade

para problemas sanduíche para classes de grafos complementares.

3.1 Definições

Seja H = {H1, . . . , Hk} uma família, possivelmente infinita, de grafos.

Uma classe hereditária definida sobre H é o conjunto de grafos que não

admitem nenhum grafo H ∈ H como subgrafo proibido. Chamamos H de

família de subgrafos proibidos. A propriedade Π equivale a pertencer a classe

hereditária.

Problemas sanduíche para classes hereditárias têm sido bastante estuda-

dos. Como exemplo temos grafos cordais, de intervalo, split, cografos, entre

outras [17]. Algumas classes importantes permanecem em aberto, como por

exemplo grafos perfeitos e grafos sem garra (claw-free).

Dado um grafo G = (V,E), um conjunto completo de G é um subconjunto
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de V induzindo um subgrafo completo. Uma clique é um conjunto completo

maximal.

Seja F uma família de subconjuntos de um conjunto S. Dizemos que F
satisfaz a propriedade Helly quando toda subfamília consistindo de subcon-

juntos dois a dois intersectantes possui uma interseção não vazia. Um grafo é

clique-Helly quando sua família de cliques satisfaz a propriedade Helly. Um

grafo é clique-Helly hereditário quando todos os seus subgrafos induzidos são

clique-Helly. O grafo clique de um grafo é o grafo de interseção da família

de suas cliques. G é um grafo clique se existe um grafo H tal que G é o

grafo clique de H. Os problemas de reconhecimento para as classes de grafos

clique-Helly e de grafos clique-Helly hereditário são conhecidos como polino-

miais. O problema de reconhecimento para a classe de grafos clique é um

problema famoso recentemente resolvido [1].

Teorema 3.1 (Roberts e Spencer [21]) Um grafo G é um grafo clique se

e somente se existe uma cobertura de arestas por completos satisfazendo a

propriedade Helly.

Tal família de completos é chamada de uma família-RS. Se G admite

uma família-RS, então G admite uma pequena família-RS com no máximo |E|
conjuntos, pois toda aresta precisa ser coberta por pelo menos um completo, e

qualquer subfamília de uma família que satisfaz a propriedade Helly também

satisfaz a propriedade Helly. Logo, a caracterização dada no Teorema 3.1

fornece um certificado para a classe de grafos clique, pois a propriedade Helly

para uma família de subconjuntos pode ser testada em tempo polinomial no

número de subconjuntos [2, 21, 23]. Por outro lado, o reconhecimento de

grafos clique foi recentemente provado ser NP-completo [1].

A família de cliques de G é uma cobertura de arestas por completos, assim

segue que grafos clique-Helly são grafos clique. Um algoritmo polinomial
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O grafo de Hajós

Figura 3.1: Grafos induzidos proibidos para grafos clique-Helly hereditários

de reconhecimento para a classe de grafos clique-Helly foi apresentado em

[14] e independentemente em [22]. Esse algoritmo é uma conseqüência de

uma caracterização de grafos clique-Helly baseada no conceito de triângulo

estendido. Um triângulo T de um grafo G é um conjunto completo contendo

exatamente três vértices. O triângulo estendido de G relativo ao triângulo T

é definido em [22] como o subgrafo induzido em G pelos vértices adjacentes

a pelo menos dois vértices de T e é denotado T ′. Um vértice universal em

um grafo é um vértice adjacente a todos os outros vértices do grafo.

Teorema 3.2 (Dragan [14], Szwarcfiter [22]) Um grafo G é um grafo

clique-Helly se e somente se todo triângulo estendido de G contém um vértice

universal.

Um algoritmo polinomial de reconhecimento para a classe de grafos clique-

Helly hereditários foi apresentado em [20]. Esse algoritmo usa uma família

finita de subgrafos induzidos proibidos, os então chamados grafos oculares

mostrados na Figura 3.1.

Dado um grafo G e um triângulo T = {x1, x2, x3}, dizemos que T gera

um grafo ocular em G se existem vértices y1, y2 e y3 tais que o vértice y1

não é adjacente a x1 e é adjacente a x2 e x3, o vértice y2 não é adjacente a

x2 e é adjacente a x1 e x3, e o vértice y3 não é adjacente a x3 e é adjacente

a x1 e x2. O grafo à esquerda na Figura 3.1 é conhecido como grafo de

Hajós e o triângulo que gera esse grafo ocular particular e conhecido como o
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triângulo central do grafo de Hajós. Grafos oculares foram definidos em [31]

como uma ferramenta para o estudo da propriedade Helly e foram mostrados

em [20] serem as configurações proibidas minimais para grafos clique-Helly

hereditários.

Teorema 3.3 (Prisner [20]) Um grafo G é grafo clique-Helly hereditário

se e somente se G não contém nenhum dos quatro grafos mostrados na Figura

3.1 como um subgrafo induzido.

Claramente, dos Teoremas 3.2 e 3.3 podemos também reconhecer em

tempo polinomial se um grafo é clique-Helly não-hereditário.

3.2 Grafos clique-Helly hereditário

Provamos que o problema clique-Helly hereditário sanduíche

é NP-completo através de uma redução do problema NP-completo 3-SAT.

Esses dois problemas são definidos como segue.

3-SAT entrada: Conjunto X = {x1, . . . , xn} de variáveis, co-

leção C = {c1, . . . , cm} de cláusulas em X tal que cada cláusula

c ∈ C possui |c| = 3 literais.

questão: Existe uma atribuição verdade para X tal que toda

cláusula em C possui pelo menos um literal verdadeiro?

problema clique-Helly hereditário sanduíche entrada:

Dois grafos G1 = (V,E1) e G2 = (V, E2), onde E1 ⊆ E2.

questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E) para o par (G1,

G2), tal G seja clique-Helly hereditário?

Teorema 3.4 O problema clique-Helly hereditário sanduíche é

NP-completo.
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Prova. O problema clique-Helly hereditário sanduíche está em

NP pois um certificado é um grafo sanduíche G que é clique-Helly hereditário

junto com o algoritmo de tempo polinomial para reconhecimento de grafos

clique-Helly hereditário.

Para que possamos reduzir 3-SAT para o problema clique-Helly he-

reditário sanduíche, precisamos construir, em tempo polinomial, uma

instância particular (V,E1, E2) de problema clique-Helly hereditá-

rio sanduíche a partir de uma instância genérica (X,C) de 3-SAT, tal

que C é satisfatível se e somente se (V,E1, E2) admite um grafo sanduíche

G = (V, E) que é clique-Helly hereditário.

Seja (X, C) uma instância genérica de 3-SAT. Assumimos, sem perda de

generalidade, que cada variável ocorre tanto como literal positivo, quanto

como negativo. Para cada variável Xi, começamos criando quatro vértices

variável : xi, xi, ai e bi. Para cada cláusula cj = {`r, `s, `t}, onde `u, u ∈
{r, s, t} é um literal da variável Xu, adicionamos a V os vértices cláusula

yjr, yjs e yjt. O conjunto V contém 4n vértices variável, mais 3m vértices

cláusula.

Observe a Figura 3.2, onde representamos as arestas forçadas como ares-

tas contínuas, e as arestas opcionais como arestas pontilhadas. Cada tripla

de vértices cláusula correspondentes à cláusula cj induz um triângulo Tj em

G1, chamado triângulo cláusula. Vértices ai, bi, xi, xi induzem um diamante

forçado Di, chamado diamante variável, composto por dois triângulos que

compartilham um aresta xixi.

Sejam yjr, yjs, yjt os vértices cláusula de um triângulo cláusula Tj. Se o

vértice cláusula yju, u ∈ {r, s, t}, corresponde ao literal positivo da variável

Xu, então adicionamos a aresta opcional xuyju, duas arestas obrigatórias

xuyjw, para w 6= u, e a aresta forçada auyju. Se o vértice cláusula yju, u ∈
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yjr yjs

yjt

ai

bi

xi xi

yki
ai

bi

yji

xi xi

Figura 3.2: Diamante variável forçado, grafo de Hajós cláusula forçado e
composição

{r, s, t}, corresponde ao literal negativo da variável Xu, então adicionamos

a aresta opcional xuyju, duas arestas obrigatórias xuyjw, para w 6= u, e a

aresta forçada auyju. A construção da instância particular (V, E1, E2) está

concluída.

Primeiramente, mostramos que, dado um grafo sanduíche G para o par

(G1, G2), se G contém um grafo ocular como subgrafo induzido, então esse

grafo ocular é de fato um grafo de Hajós. Além disso, mostramos que existem

apenas dois casos para os triângulos que os geram.

Observe a Figura 3.2. Primeiramente, note que se o triângulo T =

{yjr, yjs, yjt}, formado pelos três vértices cláusula de uma cláusula cj, gera

um grafo ocular em G, esse subgrafo é de fato um grafo de Hajós, pois não

existem arestas unindo dois vértices variável correspondentes a variáveis dis-

tintas. Chamamos tal subgrafo de grafo de Hajós cláusula.

Agora, verifique que se o triângulo T = {ai, xi, xi}, formado por três

vértices variável de uma variável Xi, gera um grafo ocular, esse subgrafo

também é um grafo de Hajós, pois bi possui grau dois em G2, e não existem

arestas unindo dois vértices cláusula correspondentes a cláusulas distintas.

Chamamos tal subgrafo de grafo de Hajós variável.

As duas únicas possibilidades de um triângulo além destas são: T =

{bi, xi, xi}, para algum i, uma vez que bi não possui outros vizinhos, T nunca
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pode gerar um grafo ocular em G; T = {v, l, z}, onde v é um vértice variável,

l é um vértice cláusula e z é vértice cláusula ou variável, e nesse caso é fácil

verificar que T nunca pode gerar um grafo ocular em G.

Usaremos a caracterização do Teorema 3.3. Pela construção, está claro

que G1 e G2 contêm, respectivamente, um grafo de Hajós cláusula e um

grafo de Hajós variável, impedindo que tanto G1 quanto como G2 sejam

clique-Helly hereditário.

Suponha inicialmente que C é satisfatível, e considere uma atribuição

verdade para X tal que cada cláusula cj em C possui pelo menos um literal

verdadeiro. Para definir o grafo sanduíche G, se Xi possui valor verdadeiro,

adicione a E, para toda cláusula cj onde Xi ocorre como literal positivo, a

aresta opcional yjixi; se Xi possui valor falso, adicione a E, para toda cláusula

cj onde Xi ocorre como literal negativo, a aresta opcional yjixi. Note que

no grafo sanduíche construído G, para cada variável Xi, ou todas as arestas

opcionais incidentes ao vértice xi, ou todas as arestas opcionais incidentes ao

vértice xi estão presentes. Logo, todo grafo de Hajós variável em G2 é evitado

em G. Adicionalmente, note que no grafo sanduíche construído G, para cada

cláusula cj, pelo menos uma aresta opcional é adicionada ao grafo de Hajós

cláusula forçado correspondente. Logo, todo grafo de Hajós cláusula em G1

é evitado em G.

Finalmente, suponha que G é um grafo sanduíche clique-Helly hereditário

para a instância particular construída (V, E1, E2). Segue que G não contém

nenhuma das configurações proibidas mostradas na Figura 3.1. Pela constru-

ção da instância particular (V, E1, E2), o grafo G1 contém um grafo de Hajós

cláusula forçado para cada cláusula. Assim, no grafo sanduíche clique-Helly

hereditário G, para cada grafo de Hajós cláusula forçado, foi adicionado pelo

menos uma aresta opcional. Adicionalmente, G não pode, para uma variável
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x1
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Figura 3.3: Exemplo de instância construída de (V, E1, E2) correspondendo
às cláusulas (x1, x2, x4), (x1, x2, x3) e (x2, x3, x4).

Xi, ter uma aresta opcional incidente ao vértice xi e uma aresta opcional inci-

dente ao vértice xi presentes ao mesmo tempo, pois isso levaria a um grafo de

Hajós variável em G2. Logo, podemos construir uma atribuição verdade que

satisfaz C selecionando a variável Xi como verdadeira se existir em G uma

aresta yjixi para alguma cláusula cj onde Xi ocorre como literal positivo, e

selecionando a variável Xi como falsa caso contrário. ¥
A Figura 3.3 mostra um exemplo de uma instância construída no Teorema

3.4. Representamos as arestas forçadas como arestas contínuas, e as arestas

opcionais como arestas pontilhadas.

Em seqüência, aprofundamos o estudo das propriedades da instância par-

ticular construída no Teorema 3.4 e provamos, no Teorema 3.5 e no Teorema
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3.6, respectivamente, que o problema clique-Helly sanduíche e o pro-

blema grafo clique sanduíche são NP-completos.

problema clique-Helly sanduíche entrada: Dois grafos

G1 = (V,E1) e G2 = (V, E2), onde E1 ⊆ E2.

questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E) para o par (G1,

G2), tal G seja clique-Helly?

Teorema 3.5 O problema clique-Helly sanduíche é NP-completo.

Prova. Para que possamos estabelecer a dificuldade do problema, realizamos

a mesma redução de 3-SAT do Teorema 3.4. É suficiente mostrar que todo

grafo sanduíche de (V, E1, E2) que é clique-Helly também é clique-Helly he-

reditário. Por contradição, suponha que um grafo sanduíche G de (V, E1, E2)

é clique-Helly mas não clique-Helly hereditário. Pelo Teorema 3.3, G possui

como subgrafo induzido um dos grafos da Figura 3.1. Denote-o como G′. Pe-

las observações presentes na prova do Teorema 3.4, G′ ou é um grafo de Hajós

cláusula ou é um grafo de Hajós variável. Em ambos os casos, existem dois

vértices variáveis v1 e v2 em G′. Note que esses dois vértices variável podem

ser correspondentes à mesma variável ou não. Uma vez que G é clique-Helly,

pelo Teorema 3.2, existe um vértice v adjacente a todos os vértices de G′.

Lembre que todo vértice de V é um vértice cláusula ou um vértice variável.

Uma vez que o grau de um vértice cláusula é no máximo 6, e nesse caso, seus

6 vizinhos nunca induzem um grafo de Hajós, concluímos que v é um vértice

variável. Temos uma contradição, pois não existe nenhum vértice variável

fora de G′ adjacente a v1 e v2. ¥
Agora, direcionamos nossa atenção para o problema grafo clique

sanduíche e apresentamos uma prova simples de sua NP-completude.
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problema grafo clique sanduíche entrada: Dois grafos

G1 = (V,E1) e G2 = (V, E2), onde E1 ⊆ E2.

questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E) para o par (G1,

G2), tal que G seja um grafo clique?

Inicialmente, precisamos de um lema auxiliar. Esse lema é uma con-

seqüência de um resultado mais geral estabelecido em [18].

Lema 3.1 Seja G um grafo contendo um grafo de Hajós H como subgrafo

induzido. Se o triângulo central T de H não estiver contido em um K4, então

G não é um grafo clique.

Prova. Para conseguir uma contradição, assuma que temos uma família-RS

C para G. Consideramos dois casos com respeito ao triângulo central T de H

pertencer ou não a C. Sejam h1, h2, h3 os vértices de T e h4, h5, h6 os outros

vértices de H, tais que h4h2, h4h3, h5h1, h5h2, h6h1, h4h6 ∈ E. No caso em

que os vértices hi, hj, hk definem um triângulo, denote esse triângulo por

Tijk. Seja Hpq um completo de C cobrindo a aresta hphq.

Primeiramente, suponha que T /∈ C. Uma vez que T não está contido em

um K4, a subfamília de completos distintos H12, H13, H23 de C não satisfaz

a propriedade Helly, uma contradição.

Finalmente, suponha que T ∈ C. Se h2 /∈ H34 e h3 /∈ H24, então H24, H34

e T não satisfazem a propriedade Helly. Logo, existem os completos C1, C2,

C3 ∈ C, tais que h1, h3, h6 ∈ C1, h1, h2, h5 ∈ C2, e h2, h3, h4 ∈ C3. E C1, C2,

C3 contém um vértice comum se e somente se T ⊆ K4, uma contradição. ¥

Teorema 3.6 O problema grafo clique sanduíche é NP-completo.

Prova. O problema grafo clique sanduíche está em NP pois um

certificado é um grafo sanduíche G que é um grafo clique, e uma pequena
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família-RS para G junto com o algoritmo de tempo polinomial para a pro-

priedade Helly.

Novamente, realizamos uma redução de 3-SAT usando a mesma instância

particular do Teorema 3.4. Seja (V, E1, E2) a instância particular construída.

Uma vez que, pelo Teorema 3.1, todo grafo clique-Helly hereditário é um

grafo clique, é suficiente mostrar que todo grafo sanduíche de (V, E1, E2)

que é um grafo clique também é clique-Helly hereditário. Por contradição,

suponha que o grafo sanduíche G de (V, E1, E2) é um grafo clique mas não

é clique-Helly hereditário. Assim, pelo Teorema 3.3 e pelas observações do

Teorema 3.4, G contém um grafo de Hajós cláusula ou um grafo de Hajós

variável. Denote-o como G′. Uma vez que G é um grafo clique, pelo Lema

3.1, o triângulo central de G′ deve estar contido em um K4. Se G′ é um grafo

de Hajós cláusula, então seu triângulo central é da forma T = {ykr, yks, ykt}.
Uma vez que, dado u ∈ {r, s, t}, o único vértice adjacente a yku e não contido

em G′ é o vértice variável au, e au não é adjacente aos outros vértices de T ,

temos que esse triângulo central não está em um K4. Finalmente, se G′ é

um grafo de Hajós variável, seu triângulo central é da forma T = {ai, xi, xi}.
Esse triângulo central não está em um K4, pois não existe vértice de G2

adjacente a esses três vértices. ¥

3.3 Grafos clique-Helly não-hereditário

Não podemos concluir a partir dos Teoremas 3.4 e 3.5 que o problema san-

duíche para grafos clique-Helly não-hereditários é NP-completo. O Teorema

3.7 prova que o problema clique-Helly não-hereditário sanduíche

é NP-completo através de uma redução do problema NP-completo SAT. Os

dois problemas de decisão são definidos como segue:

SAT entrada: Conjunto X = {x1, . . . , xn} de variáveis, coleção
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C = {c1, . . . , cm} de cláusulas em X.

questão: Existe uma atribuição verdade para X tal que toda

cláusula em C possui pelo menos um literal verdadeiro?

problema clique-Helly não-hereditário sanduíche en-

trada: Dois grafos G1 = (V, E1) e G2 = (V, E2), onde E1 ⊆ E2.

questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E) para o par (G1,

G2), tal G seja clique-Helly não-hereditário?

Teorema 3.7 O problema clique-Helly não-hereditário sanduí-

che é NP-completo.

Prova. O problema clique-Helly não-hereditário sanduíche está

em NP pois um certificado é um grafo sanduíche que é clique-Helly não-

hereditário junto com os algoritmos de tempo polinomial para clique-Helly e

clique-Helly hereditário.

Seja (X, C) uma instância genérica de SAT. Assumimos sem perda de

generalidade que cada variável ocorre tanto como literal positivo, quanto

como literal negativo.

Cada cláusula cj corresponde a uma cópia Hj do grafo de Hajós em G1.

Cada par de cláusulas distintas cj, ck corresponde a um vértice auxiliar djk

adjacente em G1 a dois vértices em cada um dos triângulos centrais dos grafos

Hajós correspondentes Hj e Hk (veja Figura 3.4).

Como cada variável Xi ocorre tanto como literal positivo quanto como

literal negativo, para cada variável Xi, temos três vértices: o vértice literal

xi representa as ocorrências da variável Xi como literal positivo, o vértice

literal xi representa as ocorrências da variável Xi como literal negativo, e o

vértice Xi representa a variável. Esses três vértices xi, xi, Xi induzem um

triângulo variável Ti em G1.
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djk

Hj Hk

xi

Xi

xi

Figura 3.4: Em G2, o triângulo estendido relativo ao triângulo {xi, xi, djk}
não possui vértice universal.

Concluímos a construção da instância particular (V, E1, E2) definindo o

conjunto de arestas opcionais E2 \ E1. Suponha que o literal ` ∈ cj. Ele

corresponde ao vértice literal ` ∈ V . Adicionamos a E2 \ E1 seis arestas

opcionais `z, uma para cada vértice z do grafo de Hajós Hj. Além disso,

para cada vértice auxiliar djk, adicionamos a E2 \E1 a aresta opcional `djk.

Note que todo grafo sanduíche G de (V,E1, E2) não é clique-Helly he-

reditário, pois, para toda cláusula, existe um grafo de Hajós como subgrafo

induzido de G. Logo, um grafo sanduíche G de (V, E1, E2) é clique-Helly

não-hereditário se e somente se G é clique-Helly. Usaremos a caracterização

do Teorema 3.2 para grafos clique-Helly.

Primeiramente, suponha que C é satisfatível, e considere uma atribuição

verdade para X tal que toda cláusula cj em C possua pelo menos um literal

verdadeiro. Para definir um grafo sanduíche G, adicione a E, para cada grafo

de Hajós Hj correspondente a cláusula cj, as arestas opcionais que fazem que

exatamente um dos literais verdadeiros da cláusula cj seja adjacente a todo

vértice de Hj e a todo vértice djk. Seja L o conjunto dos literais verdadeiros

escolhidos. Note que toda aresta opcional possui uma extremidade em L. E,

para um triângulo estendido presente em G1, digamos T ′, com um vértice z,
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se `z, onde ` ∈ L, foi adicionada a E na construção de G, então `z′, para todo

vértice z′ ∈ V (T ′), foi igualmente adicionado a E. Isso implica que todos

os triângulos estendidos de G1 possuem vértices universais em G. Ainda é

necessário analisar os triângulos estendidos de G não presentes em G1. Tais

triângulos contêm precisamente um vértice literal e esse vértice é universal

com respeito ao triângulo estendido relacionado.

Por outro lado, suponha que G é um grafo clique-Helly sanduíche para a

instância particular (V, E1, E2). Então, todo triângulo estendido de G possui

um vértice universal. Seja cj uma cláusula, e considere seu grafo de Hajós

correspondente Hj. Em G, o triângulo estendido relacionado ao triângulo

central de Hj possui um vértice universal. Esse vértice universal é um vér-

tice literal correspondente a um literal da cláusula cj. Para uma variável Xi,

suponha que seu literal positivo ocorra em cj e seu literal negativo ocorra em

ck. Se, em G ambos os vértices literais xi e xi são universais com respeito aos

grafos Hajós correspondentes Hj e Hk, então o triângulo estendido relacio-

nado a xi, xi, djk não possui vértice universal. Veja Figura 3.4. Logo, para

cada variável Xi, se seu literal positivo é universal com respeito a um grafo

de Hajós associado a uma cláusula, então selecione a variável Xi como ver-

dadeira, caso contrário, selecione Xi como falsa. Obtemos assim a atribuição

verdade desejada. ¥
A Figura 3.5 mostra um exemplo de uma instância construída na prova

do Teorema 3.7. Representamos as arestas forçadas como arestas contínuas,

e as arestas opcionais incidentes a djk como arestas pontilhadas. Cada grafo

de Hajós está desenhado dentro de um quadrado e representamos as seis

arestas opcionais que fazem o literal ` ∈ cj universal com respeito ao grafo

de Hajós Hj por uma linha pontilhada unindo ` ao quadrado.
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Figura 3.5: Exemplo de instância construída de (V, E1, E2) correspondendo
às cláusulas (x1, x2, x4), (x1, x2, x3) e (x2, x3, x4).
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3.4 Considerações finais

Apresentamos quatro provas de NP-completude, estabelecendo que o

problema clique-Helly sanduíche, o problema clique-Helly he-

reditário sanduíche, o problema clique-Helly não-hereditário

sanduíche e o problema grafo clique sanduíche são NP-completos.

Enfatizamos que a NP-completude do reconhecimento de grafos clique é um

problema resolvido recentemente e implica diretamente na NP-completude

de problema grafo clique sanduíche. Este capítulo propôs uma prova

de NP-completude simples para a versão sanduíche do problema.

Uma linha de pesquisa interessante consiste em investigar outras classes

complementares de grafos com respeito à complexidade dos problemas san-

duíche correspondentes. É bem conhecido que é possível decidir em tempo

polinomial se um grafo é cordal e se é de intervalo. Logo, também é decidir

possível em tempo polinomial se um grafo é cordal mas não de intervalo. A

complexidade dos problemas sanduíche correspondentes: problema san-

duíche para grafos cordais e problema sanduíche para grafos

de intervalo foram consideradas em [17], onde os dois problemas sanduí-

che são provados serem NP-completos. Nesse caso, podemos concluir que o

problema sanduíche para grafos cordais não-intervalo também

é NP-completo. De forma mais geral, considere três classes de grafos C1, C2,

C3, tais que C2 ⊂ C1 e C3 = C1 \ C2. Se tanto C1 como C2 são hereditárias em

relação a subgrafos induzidos, e se C1 corresponde a um problema sanduí-

che NP-completo, então C3 também corresponde a um problema sanduíche

NP-completo. Enfatizamos que os resultados do presente capítulo investi-

gam o caso em que C1 não é hereditária em relação a subgrafos induzidos.

De fato, considere agora de novo três classes, digamos C1, C2, C3, tais que

C2 ⊆ C1 e C3 = C1 \ C2. Se tanto C1 como C2 correspondem a problemas de
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reconhecimento polinomial, então C3 também corresponde a um problema de

reconhecimento polinomial. Para os problemas sanduíche correspondentes,

as complexidades dos problemas sanduíche para C1 e C2 não determinam a

complexidade do problema sanduíche para C3, ainda que tanto C1 como C2

correspondam a problemas sanduíche polinomiais: dada um instância do pro-

blema sanduíche para C1, ela pode admitir um grafo sanduíche que pertence

a C2 e outro grafo sanduíche que pertence a C3.
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Capítulo 4

Partições

4.1 Definições

Seja M uma matriz quadrada de ordem k simétrica, construída sob {0,
1, ∗}. Uma M-partição de V (G) é uma partição do conjunto de vértices

de G em pelo menos k partes A1, . . . , Ak, sujeitas às restrições especificadas

pela matriz M . A matriz M relaciona cada parte a uma de suas linhas, de

forma que cada elemento de M estabelece as restrições, que são de dois tipos:

internas ou externas. Uma restrição interna é representada pelos elementos

na diagonal de M . Para cada linha i, se aii = 0 (1, ∗), a parte Ai induz um

conjunto independente (clique, grafo qualquer) em G. Uma restrição externa

é representada pelos elementos fora da diagonal. Para cada duas linhas i,

j, se aij = 0 (1, ∗), as partes Ai, Ak possuem nenhuma (todas, qualquer)

arestas entre si no grafo G. Assim podemos podemos definir os seguintes

problemas:

problema de M-partição para uma matriz M entrada:

Um grafo G = (V, E).

questão: O grafo G admite uma M -partição?

problema de M-partição sem parte vazia entrada: Um
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grafo G = (V, E).

questão: O grafo G admite uma M -partição, tal que nenhuma

parte Ai = ∅?

Problemas de partições são bem conhecidos e bastante estudados. Entre

esses tipos de problemas temos grafos split, bipartidos, 3-coloríveis, corte-

clique, corte estável, corte-estrela [17, 16, 19, 3, 32]. Em especial, para todas

as matrizes M de ordem 3, o problema de M-partição sem parte vazia

correspondente está classificado como polinomial ou NP-completo [15], e para

toda matriz M de ordem 4, com exceção de uma (stubborn), o problema

de M-partição está classificado como polinomial ou NP-completo [4].

Dados um grafo G e, para todo v ∈ V (G), um conjunto L(v) ⊆ {Ai, . . . , Ak},
podemos definir a seguinte particularização de problemas de M -partição:

problema de M-partição com listas entrada: Um grafo

G = (V,E) e um conjunto de listas L(v) para todo v ∈ V .

questão: O grafo G admite uma M -partição, tal que v ∈ A

somente se A ∈ L(v)?

Note que problema de M-partição com listas é equivalente a pro-

blema de M-partição quando, para todo v ∈ V , L(v) = {Ai, . . . Ak}.
Essa característica torna o problema de listas tão ou mais difícil que o pro-

blema original.

Podemos definir esses três problemas em suas respectivas versões sanduí-

che:

problema de M-partição sanduíche entrada: Uma tripla

de conjuntos (V,E1, E3), onde E1 ∩ E3 = ∅.
questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E), tal que G

admita uma M -partição?
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problema de M-partição sem parte vazia sanduíche en-

trada: Uma tripla de conjuntos (V, E1, E3), onde E1 ∩ E3 = ∅.
questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E), tal que G

admita uma M -partição, tal que nenhuma parte Ai = ∅?

problema de M-partição com listas entrada: Uma tripla

de conjuntos (V, E1, E3) e um conjunto de listas L(v) para todo

v ∈ V .

questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E), tal que G

admita uma M -partição, onde v ∈ A somente se A ∈ L(v)?

Seguindo uma analogia com problemas sanduíche, denotamos as restri-

ções decorrentes de um elemento 1 na matriz M de restrição forçada, e as

restrições decorrentes de um elemento 0 de restrição proibida.

4.2 Partições em três partes

Nesta tese, classificamos o problema de M-partição de três par-

tes não vazias sanduíche para todas matrizes M de ordem 3 distintas.

Para isso, precisamos enumerar todas as matrizes de forma que duas matri-

zes que definem propriedades equivalentes nunca sejam listadas mais de uma

vez. Além disso, excluímos da enumeração matrizes que definem proprie-

dades hereditárias ou ancestrais, visto que tais propriedades não despertam

interesse. As matrizes que definem propriedades hereditárias são aquelas que

não possuem nenhum elemento aij = 0. Analogamente, as matrizes que defi-

nem propriedades ancestrais são aquelas que não possuem nenhum elemento

aij = 1.
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4.2.1 Critérios de enumeração

O complemento M de uma matriz M é obtido trocando cada 0 por 1 e

cada 1 por 0, deixando os ∗ inalterados. Duas matrizes M e M ′ são isomorfas

se elas representam a mesma partição de M ou M . Ou seja, M ′ pode ser

obtida de M ou M apenas trocando a ordem das linhas e das colunas corres-

pondentes às mesmas partes. Matrizes isomorfas sempre definem a mesma

propriedade, ou a propriedade complementar. Assim, estamos interessados

apenas nas matrizes não isomorfa entre si.

Todavia, existem critérios de enumeração que nos permitem eliminar toda

matriz isomórfica a outra. O conjunto de regras apresentado a seguir está

adaptado para matrizes de ordem 3. Porém, não é difícil estender esse con-

junto de regras para abranger ordens maiores.

1. Inicialmente, partimos da matriz com apenas ∗ como elementos;

2. Ordenamos as matrizes primeiramente pelo número de restrições in-

ternas e depois pelo número de restrições externas, começando sempre

com a possibilidade de não existir nenhuma restrição;

3. Geramos as matrizes trocando um ∗ por um 1 ou por um 0.

4. Em primeiro lugar, preenchemos a diagonal, relacionadas com as res-

trições internas;

5. Fixamos um 0 na primeira posição, caso possível;

6. Colocamos no máximo um 1 na diagonal, e sempre imediatamente de-

pois de um 0;

7. Começamos a preencher fora da diagonal pela posição mais à esquerda

e por linha.
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8. Se akk = all para k < l, akm = 1 somente se alm = 1;

9. Se akk = all para k < l, akm = ∗ somente se alm = ∗;

10. Se a diagonal for autocomplementar, colocamos no máximo um 1 fora

da diagonal, especificamente, se a11 = 0, a22 = 1 e existem somente

duas restrições externas, então a12 = 0;

11. Não existe linha sem 0 ou sem 1;

12. Para evitar propriedades hereditárias ou ancestrais, colocamos sempre

pelo menos um 0 e pelo menos um 1.

A Figura 4.1 lista todas as matrizes de acordo com as regras citadas

acima. Associamos um número a cada matriz, de acordo com sua posição na

lista. Identificamos, a partir de agora, cada matriz como Mx, onde x é a sua

posição na lista.

Definimos os problemas relativos às matrizes listadas como segue:

problema de Mx-partição sem parte vazia sanduíche

(3NPMxSP) entrada: Uma tripla de conjuntos (V,E1, E3),

onde E1 ∩ E3 = ∅.
questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E), tal que G

admita uma Mx-partição, tal que nenhuma parte Ai = ∅?

4.2.2 Ferramentas de solução

As 61 matrizes listadas na Figura 4.1 representam 58 problemas sanduíche

que classificamos como polinomial ou NP-completo e mais três problemas já

classificados anteriormente: corte-clique (M3) e (2, 1)-partição (M38), NP-

completos [28, 9] e conjunto homogêneo (M1) [28, 5, 9], polinomial.
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0 1 ∗













0 ∗ ∗

∗ ∗ 1
∗ 1 ∗













0 0 1
0 ∗ ∗

1 ∗ ∗













0 0 ∗

0 ∗ 1
∗ 1 ∗













0 1 1
1 ∗ ∗

1 ∗ ∗













0 1 ∗

1 ∗ 0
∗ 0 ∗













0 1 ∗

1 ∗ 1
∗ 1 ∗







(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
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(9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)






0 0 1
0 0 ∗

1 ∗ ∗













0 1 0
1 0 ∗

0 ∗ ∗













0 1 1
1 0 ∗

1 ∗ ∗













0 ∗ 0
∗ 0 1
0 1 ∗













0 ∗ 1
∗ 0 1
1 1 ∗













0 0 0
0 1 ∗

0 ∗ ∗













0 0 1
0 1 ∗

1 ∗ ∗













0 0 ∗

0 1 0
∗ 0 ∗







(17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24)






0 0 ∗

0 1 1
∗ 1 ∗













0 ∗ 0
∗ 1 0
0 0 ∗













0 ∗ 0
∗ 1 1
0 1 ∗













0 ∗ 1
∗ 1 0
1 0 ∗













0 0 0
0 0 1
0 1 ∗













0 0 1
0 0 1
1 1 ∗













0 1 0
1 0 0
0 0 ∗













0 1 0
1 0 1
0 1 ∗







(25) (26) (27) (28) (29) (30) (31) (32)






0 1 1
1 0 1
1 1 ∗













0 0 0
0 1 0
0 0 ∗













0 0 0
0 1 1
0 1 ∗













0 0 1
0 1 0
1 0 ∗













0 1 0
1 1 0
0 0 ∗













0 ∗ ∗

∗ 0 ∗

∗ ∗ 1













0 1 ∗

1 0 ∗

∗ ∗ 0













0 0 ∗

0 0 ∗

∗ ∗ 1







(33) (34) (35) (36) (37) (38) (39) (40)






0 1 ∗

1 0 ∗

∗ ∗ 1













0 ∗ 0
∗ 0 ∗

0 ∗ 1













0 ∗ ∗

∗ 0 1
∗ 1 1













0 ∗ 0
∗ 0 1
0 1 0













0 ∗ 1
∗ 0 1
1 1 0













0 0 0
0 0 ∗

0 ∗ 1













0 0 ∗

0 0 1
∗ 1 1













0 1 0
1 0 ∗

0 ∗ 1
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0 0 0
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1 0 0
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0 1 0
1 0 1
0 1 1













0 1 1
1 0 1
1 1 1







(57) (58) (59) (60) (61)

Figura 4.1: Lista de todas as matrizes de ordem 3 a menos de isomorfismos

Para classificar os 58 problemas restantes, desenvolvemos sete ferramen-

tas auxiliares. A Tabela 4.1 lista as ferramentas e os problemas que elas

resolvem. As ferramentas se aplicam de acordo com as propriedades das ma-

trizes. Certas matrizes satisfazem os requisitos para mais de uma ferramenta,

entretanto, o uso das ferramentas não é indiscriminado e suas aplicações se

restringem aos problemas aqui listados.

Ferramentas Problemas Classe
Redução a duas partes 6, 30, 40, 54, 56, 58. Polinomial
Corte estável, 3-coloração 7, 12, 16, 23, 28, 36, 39, 41, 45, 48, 55, 59. NP -completo
Vértice universal 9, 22, 29, 34, 35, 46, 52, 53, 57, 61. Polinomial
Partição desconexa 2, 8, 10, 11, 13, 19, 21, 24, 26, 31, 33, 37, 50. Polinomial
Conjunto homogêneo 4, 5, 27 Polinomial
Parte unitária 15, 17, 18, 25, 32, 44, 47. Polinomial
3-SAT 14, 20, 42, 43, 49, 51, 60. NP -completo

Tabela 4.1: As sete ferramentas e seus problemas correspondentes
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Algumas ferramentas referem-se a um problema de partição em duas par-

tes não vazias. Obtemos a matriz My associada a esses problemas de duas

partes removendo uma linha da matriz Mx. O problema está definido abaixo.

problema de My-partição sem parte vazia sanduíche

(2NPMySP) entrada: Uma tripla de conjuntos (V,E1, E3),

onde E1 ∩ E3 = ∅.
questão: Existe um grafo sanduíche G = (V, E), tal que G

admita uma My-partição, tal que nenhuma parte Ai = ∅?

A resolução desse tipo de problema é feita através de uma redução a 2-

SAT, onde as arestas do problema de Mx-partição original definem o conjunto

de cláusulas. Esse artifício foi usado em [17] para resolver split sanduíche,

porém pode ser estendido para qualquer matriz My. Podemos fixar alguns

vértices em uma das partições do problema de Mx-partição original, definindo

adicionalmente algumas cláusulas unitárias.

4.2.3 Redução a duas partes

Nessa ferramenta, a matriz Mx, onde x ∈ {6, 30, 40, 54, 56, 58}, possui
duas linhas iguais. O problema relacionado a Mx pode ser reduzido a um

problema de duas partes 2NPMySP se as duas linhas forem unificadas. Uma

vez que abordamos apenas problemas de parte não vazia, acrescentamos uma

restrição de cardinalidade à nova parte resultante. Essa nova restrição é

resolvida fixando um dos vértices à parte resultante. Essa restrição impede

que a nova parte seja unitária, de forma que sempre teremos um vértice

para cada uma das partes originais. Assim, resolvemos o problema com um

algoritmo polinomial, que resolve n problemas 2-SAT obtidos ao fixar à nova

parte cada um dos vértices de V .
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4.2.4 Corte estável, 3-coloração

Sejam as matrizes MS e MC , respectivamente, as matrizes de ordem 3

dos únicos problemas de partição em três partes não-vazias NP-completos:

corte estável[3, 19] e 3-coloração[16] (Figura 4.2). A matriz Mx, onde

x ∈ T2 = {7, 12, 16, 23, 28, 36, 39, 41, 45, 48, 55, 59}, é obtida da matriz MS

ou MC trocando algumas entradas * por 1. Se x ∈ T2, então uma redução

polinomial mostra que 3NPMxSP é NP-completo. Se G é uma instância

de corte estável ou 3-coloração, então (V,E1, E3) tal que E1 = E e

E3 = ∅ é a instância requerida para 3NPMxSP.







0 ∗ ∗

∗ ∗ 0
∗ 0 ∗













0 ∗ ∗

∗ 0 ∗

∗ ∗ 0







Figura 4.2: Matrizes para corte estável e 3-coloração

4.2.5 Vértice universal

A matriz Mx ou Mx, onde x ∈ {9, 22, 29, 34, 35, 46, 52, 53, 57, 61},
possui uma linha i com todas as entradas iguais a 1. Chamamos a parte

Ai de parte universal. Se 3NPMxSP possui uma solução, então todo vértice

localizado na parte Ai é um vértice universal em G2. Assim, os vértices

extremos de arestas em E3 não podem estar localizados em Ai e devem ser

posicionados nas duas partes restantes.

Nós nos referimos à matriz My obtida partir de Mx removendo a coluna i

e a linha i correspondentes à parte universal Ai. A matriz My representa um

problema sanduíche de My-partição em duas partes não vazias (2NPMySP).

O Algoritmo 1 opera posicionando todos os vértices universais na parte

Ai, e resolvendo o problema associado (2NPMySP).
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Algoritmo 1 Algoritmo de Mx-partição com Vértice Universal
Entrada: (V, E1, E2)
Saída: SIM ou NÃO
1: U ⇐ {u ∈ V |u é um vértice universal em G2}
2: P ⇐ V \ U
3: se U = ∅ então
4: retorna NÃO
5: senão se |U| ≤ |V | − 2 então
6: se 2NPMySP((P, E1(P ), E2(P ))) = SIM então
7: retorna SIM
8: senão
9: para todo u ∈ U e |U| > 1 faça

10: se 2NPMySP((P ∪{u}, E1(P ∪{u}), E2(P ∪{u}))) = SIM então
11: retorna SIM
12: retorna NÃO
13: senão
14: para todo u, v ∈ U faça
15: se 2NPMySP(({u, v}, E1({u, v}), E2({u, v}))) = SIM então
16: retorna SIM
17: retorna NÃO

O Teorema 4.1 mostra que, dada uma instância sanduíche, O Algoritmo 1

decide corretamente se ela admite uma Mx-partição.

Teorema 4.1 Algoritmo 1 decide corretamente se (V, E1, E2) admite um

grafo sanduíche G que é Mx, x ∈ {9, 22, 29, 34, 35, 46, 52, 53, 57, 61}.

Prova. Primeiramente, mostramos que toda vez que o Algoritmo 1 retorna

SIM, existe um grafo sanduíche G que admite uma Mx-partição. Se o Algo-

ritmo 1 retorna SIM na linha 7, então o conjunto de vértices não universais

P admite uma My-partição (Aj, Ak). Fazemos Ai = U .
Se o Algoritmo 1 retorna SIM na linha 11, então o conjunto de vértices

não universais P não admite nenhuma My-partição. Entretanto, existe um

vértice universal u, tal que P ∪ {u} admite uma My-partição (Aj, Ak), ou

seja, P está inteiramente contido em uma parte e u é o único vértice na outra
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parte. Fazemos Ai = U \ {u}.
Finalmente, se o Algoritmo 1 retorna SIM na linha 16, então todos os

vértices são universais, o que significa que G2 é uma clique. Nesse caso,

o Algoritmo 1 encontra dois vértices u e v que admitem uma My-partição

(Aj, Ak), onde Aj = {u} e Ak = {v}. Fazemos Ai = U \ {u, v}.
Construímos o grafo sanduíche G adicionando a G1 as arestas opcionais

necessárias para satisfazer as restrições internas e externas cheias de Ai, Aj

e Ak determinadas por Mx.

Por outro lado, suponha que o Algoritmo 1 pára com resposta NÃO e

existe um grafo sanduíche G admitindo uma Mx-partição (Ai, Aj, Ak), onde

Ai é a parte universal e Aj ∪ Ak admite uma My-partição. Pela definição

de parte universal, todo vértice localizado em Ai é um vértice universal em

G2, assim o Algoritmo 1 não retorna NÃO na linha 4. Seja U o conjunto de

vértices universais de G2.

Se (Aj ∪ Ak) ∩ U = ∅, então o Algoritmo 1 retorna SIM na linha 7.

Se 2 ≤ |(Aj ∪Ak)∩U| < |V |, então distinguimos dois casos. No primeiro

caso, (Aj ∪ Ak) \ U admite uma My-partição e então o Algoritmo 1 retorna

SIM na linha 7. No segundo caso, (Aj ∪ Ak) \ U não admite uma My-

partição. Assim, todos os vértices não universais de Aj ∪ Ak pertencem ou

a Aj, ou a Ak. Sem perda de generalidade, assuma que eles pertencem a

Aj. Dessa forma, todos os vértices Ak são universais. Podemos definir outra

Mx-partição Q′ = {A′
i, A

′
j, A

′
k}, onde A′

j = Aj \ U , A′
k = {v}, v ∈ Ak, e

A′
i = Ai∪(U ∩Aj)∪(Ak \{v}). Uma vez que Q′ também é uma Mx-partição:

A′
i é composto por vértices universais, e A′

j ∪ A′
k admite uma My-partição;

então Algoritmo 1 retorna SIM na linha 11.

Se (Aj ∪ Ak) \ U = ∅, todos os vértices são universais. Uma vez que

Aj ∪Ak admite uma My-partição, o Algoritmo 1 retorna SIM na linha 16. ¥
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4.2.6 Partição desconexa

A matriz Mx ou Mx, onde x ∈ {2, 8, 10, 11, 13, 19, 21, 24, 26, 31, 33,

37, 50}, satisfaz mij = mik = 0 e mii 6= 0, para algum i. Uma vez que a

parte Ai possui restrições proibidas para qualquer outra parte, não existe

nenhuma aresta forçada entre vértices de Ai e vértices em outra parte. Isso

implica que, se 3NPMxSP possui uma solução, então G1 deve ser desconexo.

Chamamos a parte Ai de parte desconexa.

Similarmente à ferramenta anterior, nós nos referimos à matriz My obtida

a partir da Mx removendo a coluna i e a linha i correspondentes à parte

desconexa Ai. Resolvemos 3NPMxSP considerando as componentes conexas

de G1 e resolvendo um número polinomial de problemas sanduíche de My-

partição em duas partes não vazias (2NPMySP).

Dividimos em dois casos: mii = ∗ e mii = 1. O Algoritmo 2 apresenta

uma solução para a Mx com mii = ∗, ou seja, x ∈ {2, 8, 10, 11, 13, 21, 26,

31, 33, 37}.
nameAlgoritmo

Algoritmo 2 Algoritmo de Mx-partição com Parte Desconexa sem Restrição
Entrada: (V, E1, E2)
Saída: SIM ou NÃO
1: C ⇐ {C1, . . . , Cl} {conjunto de componentes conexas de G1}
2: se |C| = 1 então
3: retorna NÃO
4: senão
5: para todo C ∈ C faça
6: se 2NPMySP((C,E1(C), E2(C))) = SIM então
7: retorna SIM
8: para todo C1, C2 ∈ C faça
9: se 2NPMySP((C1 ∪ C2, G

1(C1 ∪ C2), G
2(C1 ∪ C2))) = SIM então

10: retorna SIM
11: retorna NÃO
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Teorema 4.2 O Algoritmo 2 testa corretamente a existência de um grafo

sanduíche G tal que G é Mx, x ∈ {2, 8, 10, 11, 13, 21, 26, 31, 33, 37}.

Prova. Primeiramente, mostramos que, toda vez que o Algoritmo 2 retorna

SIM, existe um grafo sanduíche G que é Mx. O Algoritmo 2 pode retornar

SIM nas linhas 7 e 10. Então, existe uma componente conexa C (resp.

componentes conexas C1 e C2) de G1 admitindo uma My-partição (Aj, Ak).

O grafo sanduíche desejado G com uma Mx-partição (Ai, Aj, Ak) é dado pela

parte desconexa Ai = C \ C (resp. Ai = C \ (C1 ∪ C2)), e adicionando todas

as arestas opcionais de forma a satisfazer as restrições internas e externas

cheias da My-partição.

Observamos que, no caso que Ai = C\(C1∪C2), podemos sempre assumir

que ou Aj = C1 e Ak = C2, ou Aj = C2 e Ak = C1. Caso contrário, temos

que Algoritmo 2 retorna SIM na linha 7.

Por outro lado, suponha que existe um grafo sanduíche G que é Mx, e

o Algoritmo 2 retorna NÃO. Seja (Q1, Q2, Q3) a Mx-partição de G com a

parte desconexa Q1. Pela definição de Mx-partição, G1 possui mais de uma

componente conexa. Assim, o Algoritmo 2 não retorna NÃO na linha 3.

Seja {C1, . . . , Ck}, k ≥ 1 o conjunto de componentes conexas de G1. Uma

vez que Q2 e Q3 são conjunto não vazios, para 1 ≤ i ≤ k, um dos seguintes

casos ocorre: Ci ⊆ Q2 ∪ Q3, Ci ⊆ Q2, ou Ci ⊆ Q3. Isso implica que o

algoritmo retorna SIM na linha 7 ou na linha 10. ¥
Uma abordagem diferente é empregada quando mii = 1. Nesse caso, a

parte desconexa Ai deve induzir uma clique em G2. O Teorema 4.3 apre-

senta uma caracterização para M19 e M24, e o Teorema 4.4 apresenta uma

caracterização para M50.

Teorema 4.3 Dada uma instância sanduíche (V, E1, E2), existe um grafo

sanduíche G admitindo uma Mx-partição, x ∈ {19, 24} se, e somente se, G1
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é desconexo e existe uma componente conexa C de G1, tal que C induz uma

clique em G2 e |V \ C| ≥ 2.

Prova. Suponha que exista um grafo sanduíche G admitindo uma Mx-

partição (Ai, Aj, Ak). Pela definição de Mx, a parte desconexa Ai induz uma

clique em G2, e deve ser formada por pelo menos uma componente conexa

de G1. Uma vez que Aj e Ak são conjuntos não vazios, |V \ C| ≥ 2.

Por outro lado, suponha que exista uma componente conexa C de G1,

tal que C induz uma clique em G2 e |V \ C| ≥ 2. Construímos o grafo

sanduíche desejado G com uma Mx-partição (Ai, Aj, Ak) como segue. Em

primeiro lugar, fazemos a parte desconexa Ai = C. Seja Aj tal que mjj = ∗,
j 6= i, e seja v ∈ V \ C. Uma vez que não existe restrição externa entre as

partes Aj e Ak, e não existe restrição interna na parte Aj, fazemos Ak = {v}
e Aj = V \ ({v} ∪ C). Finalmente, adicionamos todas as arestas opcionais

entre vértices de C de forma a satisfazer as restrições internas forçadas. ¥

Teorema 4.4 Dada uma instância sanduíche (V, E1, E2), existe um grafo

sanduíche G que é M50 se, e somente se, G1 é desconexo e pelo menos uma

das seguintes propriedades valerem:

• Toda componente conexa não unitária C em G1 induz um grafo bipar-

tido em G1, e pelo menos uma delas induz uma clique em G2;

• pelo menos uma das componentes conexas induz um grafo bipartido em

G1; a união de todas as componentes conexas não unitárias C, tal que

C não induz um grafo bipartido em G1, induz uma clique em G2;

• nenhuma componente conexa não unitária induz um grafo bipartido em

G1, e a união dessas componente induz uma clique em G2; existem pelo

menos duas componentes conexas unitárias em G1;
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Prova. Primeiramente, suponha que existe um grafo sanduíche admitindo

uma M50-partição (Ai, Aj, Ak), com a parte desconexa Ai. Claramente, G1 é

desconexo e Ai induz uma clique em G2. Se Ai induz um grafo bipartido em

G1, então a primeira propriedade vale. Se Ai não induz um grafo bipartido

em G1, distinguimos dois casos: no primeiro caso, se Aj ∪ Ak não induz

um conjunto independente em G1, então a segunda propriedade vale; caso

contrário, a terceira propriedade vale.

Por outro lado, suponha que pelo menos uma das três propriedades vale.

Considerando o grafo G1: seja C o conjunto de componentes conexas não

unitárias C tal que C induz um grafo bipartido com partição (B1, B2); seja

R o conjunto de componentes conexas não unitárias R tal que R não induz

um grafo bipartido; e seja U o conjunto de componentes conexas unitárias.

Suponha que a primeira propriedade vale. Assim, R = ∅ e existe uma

componente conexa não unitária C ′ ∈ C que induz uma clique em G2. Se

|C| = 1, uma vez que G1 é desconexo, então |U| ≥ 1. Fazemos a parte

desconexa Ai = U ′ ∈ U , as partes Aj = B1 e Ak =
⋃

U∈U\U ′ U ∪ B2. Se

|C| > 1, fazemos Ai = C ′, Aj = B1 \ C ′, e Ak =
⋃

U∈U U ∪ (B2 \ C ′).

Agora, suponha que a segunda propriedade vale. Assim,
⋃

R∈R R induz

uma clique em G2. Fazemos a parte desconexa Ai =
⋃

R∈R R, Aj = B1, e

Ak =
⋃

U∈U U ∪B2.

Finalmente, suponha que a terceira propriedade vale. Assim, C = ∅,
e

⋃
R∈R R induz uma clique em G2 e U ≥ 2. Fazemos a parte desconexa

Ai =
⋃

R∈R R, a parte Aj = U ′ ∈ U , e Ak =
⋃

U∈U\U ′ U .

Nestes três casos, Ai induz uma clique em G2, Aj ∪ Ak induz um grafo

bipartido em G1 e construímos o grafo sanduíche G adicionando todas as

arestas opcionais entre vértices de Ai de forma a satisfazer a restrição interna

que faz com que Ai seja uma clique. ¥
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4.2.7 Conjunto homogêneo

A matriz M1 representa o problema de conjunto homogêneo san-

duíche. A matriz Mx, onde x ∈ {4, 5, 27}, é obtida de M1 pela adição de

uma restrição que permite uma solução polinomial através de uma modifica-

ção no algoritmo apresentado em [5]. Para i qualquer, mij = 1 e mik = 0.

Resolvemos 3NPMxSP aplicando uma versão modificada do algoritmo

para conjunto homogêneo sanduíche apresentado por Cerioli et al. [5]. Nesse

algoritmo, as partes A = A1, B = A2 e C = A3, de acordo com nossa

notação, são denotadas, respectivamente, por H, N e A, ondeH é o conjunto

homogêneo, N é a parte com restrição proibida para H, e A é a parte com

restrição forçada para H.

Primeiramente mostramos versões modificadas desse algoritmo para re-

solver respectivamente os problemas para as matrizes M4 e M5.

No 3NPM4SP, o conjunto homogêneo H é um conjunto independente.

Fazemos a correspondência das partes da seguinte forma: H = A, A = C

e N = B. Nesse caso, o algoritmo deve começar com dois vértices não

adjacentes. Se o algoritmo encontra um conjunto homogêneo, ele verifica se

esse conjunto homogêneo é um conjunto independente.

No 3NPM5SP, a parte N com restrição proibida para o conjunto homo-

gêneo é um conjunto independente. Fazemos a correspondência das partes

da seguinte forma: H = B, A = C e N = A. No decorrer do algoritmo,

todos os pares de vértices u, v, tais que u, v ∈ N e uv é uma aresta forçada,

devem ser transferidos para H.

Agora, apresentamos um algoritmo para 3NPM27SP com um outra abor-

dagem. No 3NPM27SP, a parte N com restrição proibida para o conjunto

homogêneo é um conjunto independente e a parte A com restrição forçada

para o conjunto homogêneo é uma clique. Para esse problema, assumimos a
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correspondência das partes como segue: H = C, A = B e N = A. Note que

se existem dois vértices distintos a, b, tais que, a é um vértice isolado de G1 e

b é um vértice universal de G2, então o problema possui uma solução trivial

onde A = {a}, B = {b}, C = V \ {a, b}. O Algoritmo 3 resolve 3NPM27SP,

quando não existe nenhum vértice universal em G2. Um algoritmo similar

pode ser obtido para o caso em que não existe nenhum vértice isolado em

G1. Denotamos como N1(A) = {v ∈ V : ∃a ∈ A com va ∈ E1}. Denotamos

como N3(B) = {v ∈ V : ∃b ∈ B com vb ∈ E3}.
Algoritmo 3 Algoritmo 3NPM27SP
Entrada: (V, E1, E2)
Saída: SIM ou NÃO
1: para todo v ∈ V faça
2: P ⇐ ∅
3: B ⇐ {v}
4: enquanto P 6= B faça
5: P ⇐ B
6: A ⇐ N3(B) ∪ A
7: se A não é um conjunto independente de G1 então
8: vá para 1
9: B ⇐ N1(A) ∪B

10: se B não é uma clique G2 então
11: vá para 1
12: se A ∪B 6= V então
13: C ⇐ V \ A ∪B
14: retorna SIM
15: retorna NÃO

Teorema 4.5 Dado uma instância sanduíche I = (V, E1, E2), o Algoritmo

3 decide corretamente se uma instância sanduíche de entrada (V, E1, E2)

admite um grafo sanduíche G e uma partição Q tal que Q é uma M27-partição

de G.

Prova. Primeiramente, precisamos mostrar que se o Algoritmo 3 retorna

SIM, então existe um grafo sanduíche G admitindo uma M27-partição Q. No
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laço da linha 4, os conjuntos A e B são aumentados, de modo que cada vértice

a ∈ A tem seus vizinhos forçados em B, e cada vértice b ∈ B tem seus vizinhos

proibidos em A. O laço termina quando A não é um conjunto independente,

B não é uma clique, ou os conjuntos param de aumentar. Assim, fazemos

C = V \ (A ∪ B), e se C 6= ∅, então o Algoritmo 3 retorna SIM na linha 14.

Nesse caso, não existe nenhuma aresta proibida entre vértices de C e B, e

não existe nenhuma aresta forçada entre vértices de C e A. Note que C é um

conjunto homogêneo, A induz um conjunto independente em G1, e B induz

uma clique em G2. Isso descreve uma M27-partição.

Reciprocamente, precisamos mostrar que, se existe um grafo sanduíche G

admitindo uma M27-partição Q, então o Algoritmo 3 retorna SIM. Suponha

que existe um grafo sanduíche G e uma M27-partição Q = (A′, B′, C ′), onde

C ′ é o conjunto homogêneo, A′ é conjunto independente, e B′ é a clique.

Seja K o conjunto de vértices isolados de G1, e K ′ = K ∩ B′. Definimos

a partição Q′ = (A′, B′′, C ′′), tal que B′′ = B′ \ K ′, e C ′′ = C ′ ∪ K ′. Note

que Q′ também é M27-partição. Note ainda que todos os vizinhos proibidos

dos vértices de B′′ pertencem a A′, e todos os vizinhos forçados dos vértices

de A′ pertencem a B′′. Lembre que não existe vértice universal em G2, assim

todos os vértices de B′′ possuem algum vizinho proibido em A′.

Seja b ∈ B′′. Se definirmos b = v, na linha 1 do algoritmo, temos que,

pelas notas acima, em cada repetição do laço das linhas 5–11, o conjunto

A ⊆ A′ e o conjunto B ⊆ B′′, então A ∪B ⊂ V e o teste da linha 12 sempre

é válido. O conjunto C = V \ (A ∪ B) = C ′ e o algoritmo retorna SIM na

linha 14. ¥

39



4.2.8 Parte unitária

Mx, x ∈ {15, 17, 18, 25, 32, 44, 47}, é a matriz tal que se 3NPMxSP possui

uma solução, então possui uma solução com uma parte unitária Ai. A parte

Ai corresponde para cada uma dos sete problemas selecionados às seguintes

partes: A, A, A, B, A, C, B. Para cada v ∈ V , selecionamos Ai = {v}
e obtemos um problema 2NPMySP sobre V \ {v} com as restrições dadas

pelas duas partes restantes. Dessa forma, obtemos um algoritmo polinomial,

que resolve n problemas 2-SAT obtidos ao selecionar Ai = {v}, para cada

v ∈ V .

4.2.9 3-SAT

Todas as matrizes Mx, onde x ∈ {14, 20, 42, 43, 49, 51, 60}, possuem uma

redução de NP-completude de 1-em-3 3-SAT (sem literais negativos). Esse

problema de decisão é definido como segue.

1-em-3 3-SAT (sem literais negativos) entrada: Conjunto X =

{x1, . . . , xn} de variáveis, coleção C = {c1, . . . , cm} de cláusulas

em X tal que cada cláusula c ∈ C possui |c| = 3 literais positivos.

questão: Existe uma atribuição verdade para X tal que toda

cláusula em C possui exatamente um literal verdadeiro?

Nas provas a seguir, assumimos que os grafos de interseção das cláusulas

são conexos. Essa restrição adicional ao conjunto de cláusulas não interfere

na natureza do problema.

A Figura 4.3 mostra os diagramas que representam os sete problemas

resolvidos pela ferramenta 3-SAT. Provamos que todos esses sete proble-

mas são NP -completos reduzindo o problema NP -completo 1-em-3 3-SAT

(sem literais negativos) para eles. Nesta seção, apresentamos a prova de
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NP-completude para os problemas 3NPM14SP e 3NPM42SP. A prova para

3NPM20SP é similar à prova para 3NPM41SP, e a prova para 3NPM43SP é

similar à prova para 3NPM42SP. As provas para 3NPM51SP e 3NPM60SP

surgem como corolário de 3NPM42SP, a prova para 3NPM49SP surge como

corolário de 3NPM43SP.

A B

C

A B
A B A B

A B

C

A B

C

A B

C

C
C C

0

1

M14 M20 M42

M43 M49 M51

M60

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

1

1 1

1

Figura 4.3: Diagramas dos problemas da ferramenta 3-SAT

Teorema 4.6 3NPM14SP é NP -completo.

Prova. Para reduzir 1-em-3 3-SAT para 3NPM14SP precisamos construir

em tempo polinomial uma instância particular (V, E1, E3) de 3NPM14SP

a partir de uma instância genérica (X, C) de 1-em-3 3-SAT, tal que C é

1-em-3 satisfatível se, e somente se, (V, E1, E3) admite um grafo sanduíche

G = (V, E) que é M14.
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Primeiramente, descrevemos a construção de uma instância particular

(V,E1, E3) de 3NPM14SP; em seguida provamos no Lema 4.1 que toda atri-

buição verdade 1-em-3 viável para (X,C) define um grafo G = (V,E) que é

M14 satisfazendo E1 ⊆ E e E ∩ E3 = ∅; finalmente provamos no Lema 4.2

que todo grafo G = (V,E), satisfazendo E1 ⊆ E e E ∩ E3 = ∅ é tal que G é

M14, define uma atribuição verdade 1-em-3 que satisfaz (X, C). Esses passos

são explicados em detalhe abaixo. ¥
O conjunto de vértices V contém: vértices base bk, k = 1, . . . , 5; para cada

variável xi, i = 1, . . . , n, existe um vértice variável xi; para cada cláusula

qj = (ljp, l
j
r, l

j
s), j = 1, . . . , m, correspondente aos vértices variável xp, xr, xs,

existem os vértices cláusula qj
p, q

j
r , q

j
s.

O conjunto de arestas forçadas E1 contém: arestas entre vértices base

b1b2, b2b3, b3b4, b4b5, b5b1; arestas entre vértices cláusula qj
pq

j
r , q

j
rq

j
s, q

j
sq

j
p; ares-

tas entre vértices variável como segue: se xr, xs pertencem a uma mesma

cláusula, então xrxs é uma aresta forçada; arestas entre vértices variável e

vértices cláusula: se a variável xi = qj
p, então xiq

j
r , xiq

j
s, onde qj

r , q
j
s são os

outros vértices cláusula da cláusula qj, são arestas forçadas.

O conjunto de arestas proibidas E3 contém: arestas entre vértices base:

b1b3, b3b5, b5b2, b2b4, b4b1; arestas entre vértices base e vértices cláusula: biq
j
p,

biq
j
r , biq

j
s, , k = 1, . . . , 5; arestas entre vértices variável e vértices cláusula: se

a variável xi ∈ qj, então xiq
j
i é uma aresta proibida.

A Figura 4.4(a) ilustra a relação entre os vértices base. A Figura 4.4(b)

ilustra a relação entre os vértices cláusula e os vértices variável.

Para cada quatro vértices xr, xs, xt, xz, se existe pelo menos um vértice xp

formando as claúsulas qj = (xp, xr, xs) e ql = (xp, xt, xz), então existe um con-

junto Drstz de vértices auxiliares como segue: Drstz = {dsz
rt , d

st
rz, d

rz
st , d

rt
sz, drstz};

arestas forçadas: dsz
rtd

st
rz, dst

rzd
rt
sz, dsz

rtd
rz
st , drz

st d
rt
sz, xrdrstz, xsdrstz, xtdrstz, xzdrstz;
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Figura 4.4: Conjunto de vértices cláusula e vértices base para 3NPM14SP

arestas proibidas: xrd
sz
rt , xrd

st
rz, xsd

rz
st , xsd

rt
sz, xtd

sz
rt , xtd

rz
st , xzd

st
rz, xzd

rt
sz, dsz

rtdrstz,

dst
rzdrstz, drz

st drstz, drt
szdrstz, drstzb1, drstzb2, drstzb3, drstzb4, drstzb5. Chamamos

essa construção de estrutura de ligação de cláusulas tipo 1.

Para cada par de vértices xs, xt, tais que existem pelo menos dois vértices

xp, xr formando as cláusulas qj = (xp, xr, xs) e ql = (xp, xr, xt), então existe

um conjunto Ust de vértices auxiliares: Ust = {ut
s, u

s
t , ust}; arestas forçadas:

ut
su

s
t , xsust, xtust; arestas proibidas: xsu

t
s, xsu

s
t , xtu

t
s, xtu

s
t ut

sust, us
tust, ustb1,

ustb2, ustb3, ustb4, ustb5. Chamamos essa construção de estrutura de ligação

de cláusulas tipo 2.

A Figura 4.5 ilustra essas duas estruturas de ligação.

xr

xz xs

xt

d
st
rz

d
sz
rt

d
rz
st

d
rt
sz

drstz

xs xt

u
t
s

u
s
t

ust

Figura 4.5: Estrutura de ligação de cláusulas tipos 1 e 2 para 3NPM14SP

Lema 4.1 Se existe uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT viável, então
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existe um grafo sanduíche G, tal que G é M14.

Prova. Suponha que exista uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT viável.

Posicionamos os vértices da instância particular construída nas partes A, B,

C como segue. O vértices base são colocados na parte C. Se xi é uma variável

verdadeira, então coloque o vértice xi na parte B. Se xi é uma variável falsa,

então coloque o vértice xi na parte C. Seja qj = (ljp, l
j
r, l

j
s) uma cláusula, e

xi = ljr sua variável verdadeira. Coloque qj
r em A e qj

p, qj
s em C. Coloque

os vértices auxiliares de Drstz como segue. Se xs, xz ∈ C e xr, xt ∈ B, então

coloque dsz
rt em B, drstz, d

st
rz, d

rz
st em A e drt

sz em C. Se Xr, xs, xt, xz ∈ C,

então coloque dsz
rt , drstz, d

st
rz, d

rz
st , d

rt
sz em C. Coloque os vértices auxiliares de

Ust como segue. Se xs, xt ∈ B, então coloque ut
s em B e us

t , ust em A. Se

xs, xt ∈ C, então ut
s, u

s
t , ust ∈ C.

Agora, precisamos mostrar que A e B induzem dois conjuntos indepen-

dentes em G1, e que não existe nenhuma aresta proibida ligando as partes B

e C.

Apenas os vértices variável xi, e os vértices de ligação de cláusulas dil e

ui podem pertencer a B. Uma vez que temos uma atribuição verdade 1-em-

3, para cada cláusula, exatamente um de seus vértices variável está em B.

Assim não existe nenhuma aresta forçada entre vértices variável em B. Para

cada estrutura de ligação Drstz, apenas um vértice dil pode pertencer a B.

Para cada estrutura de ligação Ust, apenas um vértice ui pode pertencer a B.

Uma vez que não existe nenhuma aresta forçada entre conjuntos de ligação,

tipo 1 ou tipo 2, diferentes, a parte B não contém nenhuma aresta forçada,

logo B induz um conjunto independente em G1.

Apenas vértices cláusula qj
i , e vértices de ligação de cláusulas podem

pertencer a A. Para cada cláusula, apenas um vértice qj
i pertence a A. Para

cada estrutura de ligação Drstz, apenas o vértice drstz e seus vizinhos proibidos
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dst
rz, d

rz
st podem pertencer a A. Entretanto dst

rzd
rz
st é uma aresta opcional. Para

cada estrutura de ligação Ust, apenas o vértice ust e seu vizinho proibido

ut
s podem pertencer a A. Uma vez que não existe nenhuma aresta forçada

entre conjuntos de ligação, tipo 1 ou tipo 2, diferentes, a parte A não contém

nenhuma aresta forçada, logo A induz um conjunto independente em G1.

A única aresta proibida possível ligando as partes B e C são xidil, xiui e

xiul. Entretanto, se xi ∈ B então dil, ui pertencem a B, e ul pertence a A,

ou o simétrico ul ∈ B e ui ∈ A, e se xi ∈ C, então dil ∈ A ∪ C e ui, ul ∈ C.

Obtemos o grafo sanduíche G admitindo uma M14-partição adicionando

a E1 todas as arestas opcionais entre as partes B e C. ¥

Lema 4.2 Se existe um grafo sanduíche G admitindo uma M14-partição,

então existe uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT viável.

Prova. Suponha que exista um grafo sanduíche G = (V, E) tal que G é

M14. Seja (A,B,C) uma M14-partição, onde a restrição externa forçada está

localizada entre as partes B e C.

Construímos uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT como segue: a variá-

vel xi é verdadeira se, e somente se, o vértice variável xi ∈ B.

Uma vez que B é um conjunto independente, para mostrar que essa atri-

buição verdade é 1-em-3 e viável, é suficiente mostrar que, para cada cláusula,

algum de seus vértices variável pertence a B.

Pela construção da instância de 3NPM14SP, podemos extrair algumas

propriedades sobre a parte B. A primeira propriedade determina que alguns

vértices nunca podem pertencer a B. Sem perda de generalidade, suponha

que b1 ∈ B. Assim, b3, b4 /∈ C. Uma vez que b3b4 é uma aresta forçada, sem

perda de generalidade, suponha que b3 ∈ B e b4 ∈ A. Com isso, b5 não pode

pertencer a B, devido à aresta forçada b1b5; não pode pertencer a A, devido à

aresta forçada b4b5; e não pode pertencer a C, devido à aresta proibida b3b5.
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Assim, b1 não pode pertencer a B. Similarmente, b2, b3, b4, b5 não podem

pertencer a B. Além disso, uma vez que o conjunto independente máximo

do conjunto de vértices base possui tamanho 2, no máximo dois vértices base

podem pertencer a A, o que implica que sempre existe algum vértice base

em C, o que por sua vez implica que nenhum vértice cláusula qj
r e nenhum

vértice auxiliar drstz ou ust podem pertencer a B.

Lembre que o problema é sem partes vazias, assim deve existir algum

vértice v em B. Pela primeira propriedade, apenas vértices variável, vértices

d e vértices u podem pertencer a B.

A segunda propriedade garante que sempre existe algum vértice variável

em B. Seja v ∈ B. Se v é um vértice variável, a propriedade é válida. Se v é

um vértice drz
st , então, pela Proposição 4.3, os vértices xs, xt pertencem a B.

Se v é um vértice ust, então, pela Proposição 4.4, os vértices xs, xt pertencem

a B. Assim, sempre temos pelo menos um vértice variável em B.

Proposição 4.3 Se dsz
rt ∈ Drstz\{drstz} pertence à parte B, então xr, xt ∈ B,

drstz, dst
rz, drz

st ∈ A e drt
sz, xs, xz ∈ C.

Prova. Sem perda de generalidade, suponha que dsz
rt ∈ B. Isso implica que

drstz, xr, xt não pertencem a C. Uma vez que drstz possui arestas proibidas

para os vértices base, drstz não pode pertencer a B. Logo, drstz pertence

a A. Uma vez que drstz ∈ A, temos que xr, xt não podem pertencer a A

devido a arestas forçadas incidentes a drstz, assim xr, xt pertencem a B. Isso

implica que dst
rz, d

rz
st não pertencem a C. Entretanto, dst

rz, d
rz
st não pertencem a

B devido a arestas forçadas incidentes a dsz
rt ∈ B. Assim, dst

rz, d
rz
st pertencem

a A. Os vértices restantes drt
sz, xs, xz não podem pertencer a A ∪ B devido

a vizinhos forçados pertencentes a B e A. Logo, drt
sz, xs, xz pertencem a C.

Em resumo, dsz
rt ∈ B implica que os vértices xr, xt pertencem a B, e que os

vértices xs, xz pertencem a C. Analogamente, dst
rz ∈ B implica que os vértices
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xr, xz pertencem a B, e que os vértices xs, xt pertencem a C. drz
st ∈ B implica

que os vértices xs, xt pertencem a B, e que os vértices xr, xz pertencem a C.

drt
sz ∈ B implica que os vértices xs, xz pertencem a B, e que os vértices xr, xt

pertencem a C. ¥

Proposição 4.4 Se ut
s ∈ Ust \ {ust} pertence à parte B, então xs, xt ∈ B e

us
t , ust ∈ A.

Prova. Sem perda de generalidade, suponha que ut
s ∈ B. Isso implica

que ust, xs, xt não pertence a C. Uma vez que ust possui arestas proibidas

para os vértices base, ust não pode pertencer a B. Então ust pertence a

A. Uma vez que ust ∈ A, xs, xt não podem pertencer a A devido a arestas

forçadas incidentes a ust, então xs, xt pertencem a B. Finalmente, o vértice

us
t pertence a A devido aos vizinhos proibidos xs, xt ∈ B e ao vizinho forçado

us
t ∈ B. Obtemos resultado similar se partimos com ut

s ∈ B. ¥
Finalmente, considere um vértice variável xp ∈ B. Claramente, todas as

cláusulas contendo xp são satisfeitas. Precisamos provar que todas as cláu-

sulas ql = {ql
i, q

l
t, q

l
z} que não contêm xp também são satisfeitas. Para isso,

distinguimos três casos. Caso 1: xp e xi pertencem à mesma cláusula, xp e xt

não pertencem à mesma cláusula, e xp e xz não pertencem à mesma cláusula.

Assim, pela estrutura de ligação tipo 1, xp possui os vizinhos proibidos dpt

e dpz. Uma vez que xp ∈ B, temos que dpt, dpz /∈ C. Entretanto, ambos os

vértices não podem pertencer simultaneamente a B ou a A, devido à aresta

forçada dptdpz. Logo, exatamente um deles pertence a B. Pela Proposição

4.3, temos que ou xt, ou xz também pertence a B. Isso garante que ql seja

satisfeita. Caso 2: xp, xi e xt pertencem à mesma cláusula, mas não xz. As-

sim, pela estrutura de ligação tipo 2, xp possui os vizinhos proibidos uz
p e up

z.

Uma vez que xp ∈ B, temos que uz
p, u

p
z /∈ C. Entretanto, ambos os vértices

não podem pertencer simultaneamente a B ou a A, devido à aresta forçada
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uiuz. Logo, exatamente um deles pertence a B. Pela Proposição 4.4, temos

que xz também pertence a B. Isso garante que ql seja satisfeita. Caso 3:

Nenhuma das variáveis de ql compartilha uma cláusula com xp. Lembre que

o 1-em-3 3-SAT é conexo. Isso implica que sempre existe um caminho entre

alguma cláusula qj contendo xp e ql. Assim, aplicando os Casos 1 e 2 aos

vértices variável das cláusulas desse caminho, podemos alcançar ql. Como

resultado, todas as cláusulas do caminho são satisfeitas. ¥
A Figura 4.6 ilustra uma instância construída para as cláusulas (x1, x2, x3),

(x2, x3, x4), (x4, x5, x1).

Teorema 4.7 3NPM42SP é NP -completo.

Prova. Para reduzir 1-em-3 3-SAT para 3NPM42SP, precisamos construir,

em tempo polinomial, uma instância particular (V,E1, E3) de 3NPM42SP

a partir de uma instância genérica (X, C) de 1-em-3 3-SAT, tal que C é

1-em-3 satisfatível se, e somente se, (V, E1, E3) admite um grafo sanduíche

G = (V, E) que é M42.

Primeiramente, descrevemos a construção de uma instância particular

(V,E1, E3) de 3NPM42SP; em seguida, provamos no Lema 4.5 que toda

atribuição verdade 1-em-3 satisfatível para (X, C) define um grafo G = (V, E)

que é M42 que satisfaz E1 ⊆ E e E ∩ E3 = ∅; e finalmente, provamos no

Lema 4.6 que todo G = (V,E), satisfazendo E1 ⊆ E e E ∩ E3 = ∅ e tal que

G é M42, define uma atribuição verdade 1-em-3 viável para (X,C). Esses

passos são explicados em detalhes abaixo. ¥
O conjunto de vértices V contém: vértices base bk, k = 1, . . . 7; para cada

variável xi, i = 1, . . . , n, existe um vértice variável xi; para cada cláusula

qj = (lj1, l
j
2, l

j
3), j = 1, . . . , m, existem os vértices cláusula qj

1, q
j
2, q

j
3, q

j
4.

O conjunto de arestas forçadas E1 contém: arestas entre vértices base

b1b3, b1b4, b2b3, b2b4, b3b5, b3b6, b4b6, b4b7, b5b6, b5b7, b6b7; arestas entre vértices
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Figura 4.6: Instância (V, E1, E3) obtida a partir da instância satisfatível de
1-em-3 3-SAT: I = (X, C) = ({x1, x2, x3, x4, x5}, {(x1, x2, x3), (x2, x3, x4),
(x4, x5, x1)}) para 3NPM14SP sem o subgrafo base.

cláusula qj
1q

j
2, qj

2q
j
3, qj

3q
j
4, qj

4q
j
1; arestas entre vértices base e vértices variável

xib6; arestas entre vértices cláusula e vértices variável, para cada cláusula

qj = (lj1, l
j
2, l

j
3): se lj1 = xi, então xiq

j
1, xiq

j
3 são arestas forçadas; se lj2 = xi,

então xiq
j
2 é uma aresta forçada; se lj3 = xi, então xiq

j
4 é uma aresta forçada;

se xi = lj2 e xk = lj3, então xixk é uma aresta forçada entre vértices variável.

O conjunto de arestas proibidas E3 contém: arestas entre vértices base

b1b2, b1b5, b1b6, b1b7, b2b5, b2b6, b2b7, b3b4, b3b7, b4b5; arestas entre vértices
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cláusula qj
1q

j
3, q

j
2q

j
4; arestas entre vértices base e vértices cláusula b6q

j
1, b6q

j
3,

j = 1, . . . , m.

A Figura 4.7(a) ilustra o relacionamento entre os vértices base. A Fi-

gura 4.7(b) ilustra o relacionamento entre os vértices cláusula e os vértices

variável. A Figura 4.8 ilustra uma instância construída para as cláusulas

(x1, x2, x3), (x2, x3, x4), (x4, x5, x1).

b1

b2

b4

b3

b5

b6

b7

(a)

x1

x2 x3

q
j
1

q
j
2

q
j
3

q
j
4

(b)

Figura 4.7: Conjunto de vértices cláusula e vértices base para 3NPM42SP

Lema 4.5 Se existe uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT, então existe um

grafo sanduíche G, tal que G é M42.

Prova. Suponha que existe uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT (sem

literais negativos) viável. Posicionamos os vértices da instância construída

nas partes A, B e C como segue. Os vértices base b1, b2 são colocados na

parte A, b3, b4 na parte B e b5, b6, b7 na parte C. Se xi é uma variável

verdadeira, então coloque o vértice xi na parte B. Se xi é uma variável falsa,

então coloque o vértice xi na parte C. Seja qj = (lj1, l
j
2, l

j
3) uma cláusula, e

xi sua variável verdadeira. Se xi = lj1 é verdadeira, então coloque os vértices

cláusula qj
1, q

j
3 na parte A e qj

2, q
j
4 na parte B. Se xi = lj2 é verdadeira, então

coloque os vértices cláusula qj
1, q

j
3 na parte B, qj

2 na parte C e qj
4 na parte A.
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Figura 4.8: Instância (V, E1, E3) obtida a partir da instância satisfatível de
1-em-3 3-SAT: I = (X, C) = ({x1, x2, x3, x4, x5}, {(x1, x2, x3), (x2, x3, x4),
(x4, x5, x1)}) para 3NPM42SP sem o subgrafo base.

Se xi = lj3 é verdadeira, então coloque os vértices cláusula qj
1, q

j
3 na parte B,

qj
2 na parte A e qj

4 na parte C. Observe os diagramas da Figura 4.9, cada um

deles representa a situação onde uma das variáveis da cláusula (x1, x2, x3) é

verdadeira.

Agora precisamos mostrar que as partes A e B induzem dois conjuntos

independentes em G1, a parte C induz uma clique em G2 e que não existe

nenhuma aresta forçada ligando as partes A e C.

Note que não existe nenhuma aresta proibida e nenhuma aresta forçada

ligando vértices cláusula de cláusulas diferentes. Devido a isso, é suficiente

considerar apenas a adjacência entre vértices da mesma cláusula.

As arestas b1b2, qj
1q

j
3, qj

2q
j
4 são proibidas e não existe nenhuma aresta

forçada entre b1, b2 e uma vértice cláusula. Assim, uma vez que b1, b2 já

pertencem a A, apenas os vértices qj
1, q

j
2, q

j
3, q

j
4 podem ainda pertencer a A.
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Figura 4.9: Posicionamentos possíveis dos vértices cláusula e dos vértices
variável para a cláusula (x1, x2, x3).

Pelos posicionamentos acima, se qj
1 ∈ A ou qj

3 ∈ A, então seus vizinhos

cláusula forçados qj
2, q

j
4 pertencem à parte B. Similarmente, se qj

2 ∈ A ou

qj
4 ∈ A, então seus vizinhos cláusula forçados qj

1, q
j
3 pertencem à parte B.

Assim, não existe nenhuma aresta forçada entre vértices de A ou ligando as

partes A e C.

As arestas b3b4, qj
1q

j
3, qj

2q
j
4 são proibidas e não existe nenhuma aresta for-

çada entre b3, b4 e um vértice cláusula. Assim, uma vez que b3, b4 já pertence

a B, apenas os vértices xi, q
j
1, q

j
2, q

j
3, q

j
4 podem ainda pertencer a B. Pelos

posicionamentos acima, se xi ∈ B, então seus vizinhos cláusulas forçados

qj
1, q

j
2, q

j
3, q

j
4 pertencem a A ∪ C. Se qj

1 ∈ B ou qj
3 ∈ B, então seus vizinhos

forçados qj
2, q

j
4, xi pertencem a A ∪ C. Similarmente, se qj

2 ∈ B ou qj
4 ∈ B,

então seus vizinhos forçados qj
1, q

j
3, xi pertencem a A ∪ C. Assim, não existe

nenhuma aresta forçada entre os vértices de B.

Uma vez que b5, b6, b7 já pertencem a C, apenas os vértices xi, q
j
2, q

j
4 podem

ainda pertencer a C. Os vértices b5, b6, b7 induzem uma clique em G2. Não

existe nenhuma aresta forçada entre b5, b6, b7 e os vértices cláusula qj
2, q

j
4 ou

o vértice variável xi. Pelos posicionamentos acima, o vértice variável xi não

possui vizinho proibido. Se qj
2 ∈ C (qj

4 ∈ C), seu vizinho proibido qj
4 pertence

a A (respectivamente qj
4 pertence a C). Assim, não existe nenhuma aresta
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forçada entre vértices de C.

Obtemos o grafo sanduíche G admitindo uma M42-partição adicionando

a E1 todas as arestas opcionais entre vértices de C. ¥
A Figura 4.10 mostra uma M42-partição para o exemplo da Figura 4.8.
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Figura 4.10: M42-partição correspondente à atribuição verdade x2 = x5 = T .

Lema 4.6 Se existe um grafo sanduíche G admitindo uma M42-partição,

então existe uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT (sem literais negativos)

viável.

Prova. Suponha que existe um grafo sanduíche G = (V, E) tal que G é

M42. Seja (A,B, C) a M42-partição, onde a restrição externa proibida está

localizada entre as partes A e C.

Construímos uma atribuição verdade como segue: a variável xi é verda-

deira se, e somente se, o vértice variável xi ∈ B.
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Para mostrar que essa atribuição verdade é 1-em-3 e viável, precisamos

mostrar que para toda cláusula exatamente um dos vértices correspondentes

a um de seus literais pertence a B. Antes disso, precisamos colher alguma

informação sobre a localização dos vértices base e dos vértices cláusula. As

Proposições 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10 apresentadas abaixo fornecem a informação

necessária.

Proposição 4.7 Os vértices base b1, b2 ∈ A, b3, b4 ∈ B e b5, b6, b7 ∈ C.

Prova. Se b5 ∈ A, então seus vizinhos forçados b3, b6, b7 não podem pertencer

a A∪C. Uma vez que b6b7 é uma aresta forçada, b6, b7 não pode pertencer à

parte B. Então, b5 não pode pertencer à parte A. Analogamente, b6, b7 não

podem pertencer à parte A.

Se b5 ∈ B, então seus vizinhos forçados b3, b6, b7 não podem pertencer a

B. Uma vez que b3b6, b6b7 são arestas forçadas, b3, b6, b7 devem pertencer

a C. Entretanto, b3b7 é uma aresta proibida, logo b5 não pode pertencer

à parte B. Analogamente, b7, b6 não podem pertencer a B. Logo, b5, b6, b7

pertencem à parte C.

Uma vez que b5 pertence à parte C, o vértice b4 não pode pertencer à

parte C. Uma vez que b7 pertence à parte C, o vértice b3 não pode pertencer

à parte C. Uma vez que b6 pertence à parte C, os vértices b3, b4 não podem

pertencer à parte A.

Então, b3, b4 devem pertencer à parte B. Isso implica que os vértices

b1, b2 pertencem à parte A. ¥

Proposição 4.8 Os vértices cláusula qj
1 e qj

3 pertencem ambos a A ou ambos

a B.

Prova. Pela Proposição 4.7, b6 ∈ C. Uma vez que qj
1b6 e qj

3b6 são arestas

proibidas, os vértices cláusula qj
1, q

j
3 não podem pertencer à parte C.
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Sem perda de generalidade, suponha que qj
1 ∈ A e qj

3 ∈ B. Isso implica

que qj
2, qj

4 não podem pertencer a A ∪ B, devido às arestas forçadas qj
1q

j
2,

qj
1q

j
4, qj

3q
j
1 e qj

3q
j
4. Obtemos resultado análogo se qj

1 ∈ B e qj
3 ∈ A. Assim, as

únicas localizações possíveis são qj
1, q

j
3 ∈ A ou qj

1, q
j
3 ∈ B. ¥

Proposição 4.9 Os vértices cláusula qj
2 e qj

4 pertencem à mesma parte se, e

somente se, qj
2, q

j
4 ∈ B.

Prova. Uma vez que qj
2q

j
4 é uma aresta proibida, qj

2 e qj
4 não podem pertencer

ambos a C.

Se qj
2, q

j
4 ∈ A, então os vértices variável xi = lj2, xk = lj3 não podem

pertencer a A∪C devido a arestas forçadas incidentes a qj
2, q

j
4. Uma vez que

xixk é uma aresta forçada, xi e xk não podem pertencer também a B. Assim,

qj
2, q

j
4 não podem pertencer a A. ¥

Proposição 4.10 Os vértices cláusula qj
2 e qj

4 pertencem a partes diferentes

se, e somente se, qj
2 ∈ A e qj

4 ∈ C, ou qj
4 ∈ A e qj

2 ∈ C.

Prova. Pela Proposição 4.8, os vértices cláusula qj
1, q

j
3 ou pertencem ambos

à parte A, ou pertencem ambos à parte B. Se qj
1, q

j
3 ∈ A, então qj

2, q
j
4 ∈ B

devido às arestas forçadas qj
1q

j
2 e qj

3q
j
4. Similarmente, se qj

1, q
j
3 ∈ B, então

qj
2, q

j
4 pertencem a A ∪ C. Entretanto, pela Proposição 4.9, os vértices qj

1 e

qj
3 não podem simultaneamente pertencer a A ou a C. ¥

A Figura 4.9 mostra as localizações possíveis para os vértices cláusula e

os vértices variável, de acordo com as Proposições 4.8, 4.9 e 4.10.

Seja qj = (lj1, l
j
2, l

j
3) uma cláusula, tal que xr = lj1, xs = lj2 e xt = lj3.

Primeiramente, precisamos mostrar que pelo menos um dentre xr, xs, xt

pertence à parte B. Lembre que xib6 é uma aresta forçada, o que implica que

nenhum vértice variável pertence à parte A. Agora, suponha que xr, xs, xt
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todos pertencem à parte C. Assim, devido às arestas forçadas xrq
j
1, xrq

j
3,

xsq
j
2 e xtq

j
4, os vértices cláusula qj

1, q
j
2, q

j
3, q

j
4 pertencem à parte B. Entretanto,

qj
1q

j
2, qj

2q
j
3, qj

3q
j
4, qj

4q
j
1 são arestas forçadas, contradizendo que B é um conjunto

independente. Assim, xr, xs, xt não podem pertencer simultaneamente a C,

o que implica que pelo menos um deles pertence a B.

Finalmente, precisamos mostrar que exatamente um dentre xr, xs, xt per-

tence à parte B. Suponha xr ∈ B. Assim, as arestas forçadas xrq
j
1, xrq

j
3

garantem que os vértices cláusula qj
1, qj

3 não pertencem a B, o que implica

que, pela Proposição 4.8, os vértices qj
1, q

j
3 pertencem a A, o que por sua vez

implica que qj
2, q

j
4 pertencem a B. Uma vez que qj

2, q
j
4 ∈ B, os vértices variá-

vel xs, xt não podem pertencer a B. Logo, a cláusula qj é 1-em-3 satisfeita.

Agora, suponha que xs ∈ B. Uma vez que xsxt, xsq
j
2 são arestas forçadas,

então o vértice variável xt e o vértice cláusula qj
2 não pertencem à parte B.

O vértice variável xt pertence à parte C, o que implica que o vértice cláusula

qj
4 não pertence a A. Uma vez que qj

2 /∈ A e q4 /∈ B, pelas Proposições 4.9 e

4.10, temos que qj
2 pertence à parte C e qj

4 pertence à parte A, o que implica

que os vértices cláusula qj
1, qj

3 pertencem a B, o que por sua vez implica que o

vértice variável xr não pertence a B. Assim, a cláusula qj é 1-em-3 satisfeita.

Analogamente, se xt ∈ B então a cláusula qj é 1-em-3 satisfeita. ¥

Corolário 4.8 3NPM51SP é NP -completo.

Prova. Na prova do Teorema 4.7, se, para a instância particular construída

de 3NPM42SP, existe um grafo sanduíche G = (V,E) tal que G é M42, então

existe um grafo sanduíche G′ tal que G′ = (V ′, E ′) é M51, modificando os

vértices base e suas relações com os outros vértices.

Uma M51-partição é obtida de uma M42-partição adicionando as restrições

externas adicionais entre as partes B e C. Dada uma solução de 3NPM42SP,

qualquer aresta proibida ligando um vértice de B a uma vértice de C viola
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essa restrição adicional. Todas as arestas desse tipo são incidentes a um

vértice base. Veja o exemplo de G que é M42 na Figura 4.10. Descremos

a seguir como modificar o grafo base e as arestas proibidas incidentes aos

vértices base de forma a obter uma instância viável para 3NPM51. Observe

a Figura 4.11. A nova base é obtida a partir da antiga removendo o vértice

b7 e trocando a aresta b4b5 para o conjunto E1. As arestas proibidas entre b6

e os vértices cláusula são removidas.

b1

b2

b4

b3

b5b6

Figura 4.11: Subgrafo base para 3NPM51SP.

Agora, uma vez que não existe mais aresta proibida entre B e C, G′ é

M51.

Agora, suponha que temos um grafo sanduíche modificado G′ admitindo

uma M51-partição. Construímos uma atribuição verdade 1-em-3 3-SAT sa-

tisfatível fazendo a variável xi verdadeira se, e somente se, o vértice variável

xi ∈ B.

Seja qj = (lj1, l
j
2, l

j
3) uma cláusula, tal que x1 = lj1, x2 = lj2 e x3 = lj3.

Suponha que x2, x3 ∈ B. Pela construção da instância, x2x3 é uma aresta

forçada, assim, uma vez que B é um conjunto independente, x2, x3 /∈ B, o

que leva a uma contradição.

Suponha que x1, x2 ∈ B. Uma vez que x1q
j
1, x1q

j
3 são arestas forçadas,

qj
1, q

j
3 /∈ B. Uma vez que x2q

j
2 é uma aresta forçada, qj

2 /∈ B. Uma vez que
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qj
1q

j
3 é uma aresta proibida, pelo menos uma das extremidade pertence a A.

Uma vez que qj
1q

j
2, qj

3q
j
2 são arestas forçadas, então o vértice qj

2 não pode

pertencer a A∪C, o que leva a uma contradição. Analogamente, x1, x3 /∈ B.

Suponha, x1, x2, x3 ∈ C. Uma vez que qj
1q

j
3 é uma aresta proibida, temos

que qj
1, q

j
3 pertence a B, o que garante que qj

2, q
j
4 pertence a A. Entretanto,

qj
2x2, qj

4x3 são arestas forçadas, contradizendo a restrição proibida entre A e

C. Logo, x1, x2, x3 não podem pertencer simulltanemente a C. ¥
A Figura 4.12 ilustra uma instância construída de 3NPM51SP para as

cláusulas (x1, x2, x3), (x2, x3, x4), (x4, x5, x1), e Figure 4.13 mostra uma M51-

partição para o exemplo da Figura 4.12.
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Figura 4.12: Instância (V, E1, E3) obtida a partir da instância satisfatível de
1-em-3 3-SAT: I = (X, C) = ({x1, x2, x3, x4, x5}, {(x1, x2, x3), (x2, x3, x4),
(x4, x5, x1)}) para 3NPM51SP sem o subgrafo base.

Corolário 4.9 3NPM60SP é NP -completo.

Prova. Uma M60-partição é obtida de uma M51-partição adicionando uma

restrição externa adicional entre as partes A e B. Dada uma solução de
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Figura 4.13: M51-partição correspondente à atribuição verdade x2 = x5 = T .

3NPM51SP, qualquer aresta ligando um vértice de A a um vértice de B

viola essa restrição adicional.

Na prova do Corolário 4.8, se para a instância particular construída de

3NPM51SP existe um grafo sanduíche G = (V,E) tal que G é M51, então a

restrição adicional nunca é violada. ¥
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Capítulo 5

Conclusões

Esta presente tese mostra alguns resultados decorrentes dos estudos inici-

ados em [28]. Além desses resultados, cabe citar outros estudos, que embora

tenham possibilitado a classificação de alguns problemas sanduíche, ainda

não permitem, no momento, a classificação completa de uma classe de pro-

blemas, caracterizando assim uma dicotomia polinomial como a apresentada

no Capítulo 4.

O problema partição skew foi definido em [7] como o problema de

encontrar uma partição do conjunto de vértices em quatro partes não va-

zias A, B, C, D tais que existem todas as arestas possíveis entre A e B, e

nenhuma aresta entre C e D. Esse problema possui um papel fundamental

na prova no teorema forte de grafos perfeitos [6], e admite um algoritmo de

tempo polinomial [13]. O problema de partição skew possui apenas

restrições externas, variações com restrições internas ou número maior de

partes também já foram consideradas [10, 11].

Todo problema de M-partição com listas com M de dimensão

no máximo 4 foi classificado por uma quase-dicotomia como solucionável

em tempo quase-polinomial ou NP-completo, e todo problema de M-

partição com listas com M de dimensão no máximo 3 foi classificado
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como solucionável em tempo polinomial ou NP-completo [15]. Recente-

mente, todo problema de M-partição com listas com M de dimen-

são no máximo 4 foi classificado como solucionável em tempo polinomial

ou NP-completo [4], com a única exceção do problema stubborn e seu

complemento. O problema de H-partição considera uma matriz M de

ordem 4 com apenas * em sua diagonal principal, não impõe restrições in-

ternas, e exige que as quatro partes sejam não vazias. O problema de

partição skew é um problema de H-partição. Apenas um problema

de H-partição permanece em aberto: o problema de partição 2K2, que

é uma propriedade ancestral [8].

Problemas sanduíche para matrizes de ordem 4 foram considerados. O

problema corte estrela sanduíche é um exemplo cuja complexidade é

polinomial [28]. O problema stubborn sanduíche com listas foi clas-

sificado como NP-Completo em [12]. Submetemos recentemente um resul-

tado que classifica parcialmente os problemas H-partição sanduíche,

onde determinamos alguns problemas polinomiais, e fazemos uma redução

polinomial a partir do problema de partição 2K2 para alguns de seus

derivados não ancestrais. Permanecem em aberto os problemas sanduíche de

H-partição para partição skew e alguns de seus derivados [24].

O problema stubborn sem partes vazias é polinomial [8]. Já o pro-

blema sanduíche correspondente, assim como a dicotomia polinomial para

problemas de partição em 4 partes não vazias permitindo restrições internas

não foram classificados.

Sobre classes hereditárias, os métodos utilizados nas provas de NP-com-

pletude apresentados no Capítulo 3 fornecem um modelo de como provar

a NP-completude para outras classes hereditárias. Assim, temos fortes in-

dicações de que é possível provar a NP-completude de classes hereditárias
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simplesmente analisando a estrutura dos grafos que compõem as respectivas

famílias de subgrafos proibidos.
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