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Neste trabalho apresentamos modelos e algoritmos para problemas relacionados
ao problema de coloragao em grafos. Trés problemas foram estudados: O Problema
de Coloragao Particionada (PCP), o Problema de Coloragdo Equilibrada (PCE) e
o Problema de Alocagao de Freqiiéncias (PAF). Na tese, introduzimos modelos de
programagao linear inteira e discutimos seu uso na solucao de aplicagoes praticas.
Apresentamos um estudo parcial do poliedro associado ao modelo PCP e introduz-
imos novas classes de desigualdades validas para os demais modelos. Finalmente,
descrevemos a implementacao de um algoritmo branch and cut que utiliza os mod-

elos apresentados, analisando suas vantagens e limitacoes.
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In this work, we presented models and algorithms for problems related with the
graph coloring problem. Three problems were studied: The Partition Coloring Prob-
lem (PCP), the Equitable Coloring Problem (ECP) and the Frequency Assignment
Problem (FAP). In this thesys, we introduce linear programming formulations and
discuss their use in the solution of practical applications. A study of the polytope as-
sociated with the PCP formulation is presented and new classes of valid inequalities
are introduced. Finally, we describe the implementation of a branch and cut algo-

rithm based on the proposed formulations, discussing its advantages and limitations.
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Parte 1

Um Algoritmo Branch and Cut
para o Problema de Coloracao

Particionada



Capitulo 1

Introducao

Seja G = (V,E) um grafo e Q = {Q1,...QQ,} uma particdo de seus vértices. O
Problema de coloragao particionada de grafos (PCP) consiste em encontrar um sub-
conjunto de vértices V'’ que contenha exatamente um vértice de cada componente
da particdo e que o nimero cromético do grafo induzido por V' seja minimo. Por
ser uma generalizacao do problema de coloracao em grafos, o PCP mostra-se um
problema de dificil solugao. Li and Simha [1] mostraram que o problema de decisao
para o PCP é NP-completo.

Algoritmos para solucionar o PCP tem sido utilizados na literatura como ferra-
mentas para algoritmos de Problema de Roteamento e Atribuicao de Comprimentos
de Ondas (PRACO) [2] em redes dticas. Nestas redes, uma conexao ¢é definida por
um par de vértices que devem comunicar-se entre si. As conexoes entre os nos de
uma rede totalmente 6tica sao estabelecidos por caminhos éticos (Figura 1.1). Cada
caminho optico usa um comprimento de onda tinico em todas as conexoes da fonte
ao destino. Tecnologias como Wavelength Division Multiplexing (WDM) permitem
um uso mais eficiente da capacidade das fibras Oticas, pois permitem que trans-
missoes simultaneas sejam realizadas na mesma fibra utilizando comprimentos de
onda diferentes. Entretanto, dois caminhos 6ticos que compartilham um né na rede
nao podem ser atribuidos ao mesmo comprimento de onda.

O PRACO é definido como o problema de estabelecer rotas para um determinado
conjunto de conexoes pré-estabelecidas em uma rede, usando o menor nimero de
comprimentos de ondas. Esta variante do problema é denominada min-PRACO off

line. Outras variantes com diferentes caracteristicas e critérios de otimizacao podem



caminho 6tico entre A e B
caminho 6tico entre C' e D

D
Figura 1.1: Rede 6tica.

ser vistos em [2].

Li and Simha [1] propuseram uma estratégia de decomposi¢do em duas fases
para resolver o problema min-PRACO off line. Na primeira fase, determina-se um
conjunto de k rotas possiveis para cada conexdo. Em seguida, uma rota (entre
aquelas previamente computadas) e um comprimento de onda sao associados a cada
conexao, de acordo com a solucao de um problema de coloragao particionada sobre
um grafo G = (V, E) e uma partigao Q). No grafo G, os vértices correspondem
as rotas pré-computadas da rede dtica e existe uma aresta entre quaisquer pares
de vértices de GG onde as rotas associadas a eles compartilham um elo na rede
6tica. Todas as rotas associadas a uma mesma conexao na rede sao colocadas na
mesma componente da particao ). Na Figura 1.2 temos um exemplo da geragao
de uma instancia PCP a partir de uma rede ética. Vemos que para cada uma das
conexoes A — B e C — D temos duas possiveis rotas (RYyp, R4p ¢ Rip, Rip
respectivamente) que serao equivalentes a vértices no grafo particionado, e temos
as arestas RYpR%, e RizRLp que representam os elos compartilhados com as
respectivas rotas.

Até a elaboracao deste trabalho nao é de nosso conhecimento a existéncia na
literatura de um algoritmo exato para o problema PCP. Este fato serviu de mo-
tivagao para o desenvolvimento deste trabalho que é um esforco compartilhado com
a tese de doutorado de Noronha [3]. No texto a seguir apresentaremos um algoritmo
branch and cut exato para o problema de coloracao particionada baseada numa gen-

eralizagdo de uma formulagao para o problema de colora¢ao em vértices [4] [5]. As



notacoes utilizadas durante o texto sao apresentadas no Capitulo 2. O Capitulo 3
apresenta a formulagao de programacao inteira para o PCP. O Capitulo 4 descreve
o algoritmo branch and cut proposto. Resultados computacionais sao apresentados

no Capitulo 5. Uma andlise conclusiva ¢ realizada no Capitulo 6.

E
¢ AB

1 2
RAB RAB

CD
R%p Rép
aQ D

Riyp=A—-C—E—B
Rifp=A—-G—->F—>B
RLp=C—-F—-G—D
Rifp=C—-E—-B—D

Figura 1.2: Instancia de PCP gerada a partir da rede 6tica.



Capitulo 2
Notacoes

Durante a leitura do texto, utilizamos uma notacao consistente com o padrao geral-
mente aceito pelos campos de teoria dos grafos e programacao inteira. Este capitulo
nao tem a intencao de ser um texto de referéncia, e sim de definicao das notagoes
e terminologias adotadas durante o texto. Na Se¢ao 2.1 sao apresentados os con-
ceitos fundamentais em grafos. Na secao 2.2 sao apresentados alguns conceitos
introdutérios em algebra linear. Na secao 2.3 sao vistos conceitos de problema
de otimizacao e algumas definigbes de programagao linear e inteira. Finalizando
o capitulo apresentamos alguns métodos para solucionar problemas de otimizagao
na segao 2.4. Livros de referéncia em teoria dos grafos [6] [7], programagao linear e

inteira [8] [9] [10] [11] contém as defini¢oes fundamentais apresentadas neste capitulo.

2.1 Teoria de Grafos

Um grafo G = (V, E) é uma dupla ordenada de conjuntos, onde V' é o conjunto de
vértices ou nos, F é um conjunto de pares nao ordenados de V' chamados de arestas
e @ ={Q1,...Q,} ¢ uma particdo de V' em ¢ subconjuntos, i.e., Q;U...UQ, =V
e @;NQ; =0, para cadai,j = 1,...,¢ com i # j. Denotaremos @, ...,Q, como
as componentes da parti¢ao e P[v] o indice da componente do vértice v € V. i.e.,
v € Qpp). Alternativamente usaremos V(G) e E(G) para definir respectivamente o
conjunto de vértices e o conjunto de arestas do grafo G = (V, E). Denotaremos por
n a cardinalidade do conjunto de vértices V', enquanto a cardinalidade do conjunto

de arestas E sera denotada por m. A aresta definida pelos vértices u e v é denotada



por uwv, e os vértices u e v sao chamados de extremidades da aresta uv. A menos que
seja dito o contrario, todo grafo neste trabalho é simples, ou seja, nao possui arestas
maltiplas ou lacos, onde duas arestas sao multiplas se elas coincidem em ambas as
extremidades e onde um lago é uma aresta cujas extremidades sao iguais.

Dois vértices u e v sdo adjacentes em G se uv € E. Denotaremos por N(u) =
{w eV : (u,w) € E,w# u} o conjunto de adjacéncias do vértice u em G. Definimos
Alu) ={w € V : (u,w) ¢ E,w # u} como a anti-vizinhanga do vértice u (i.e., o
subconjunto de vértices que nao sao adjacentes a u) e Ap(u) = {v € A(u) : Plu] #
Plv]} como a anti-vizinhanga particionada do vértice u € V' (i.e., o vértice na anti-
vizinhanga de u que estd em outra componente da parti¢ao). Também definimos
A(u) = A(u) U{u} e Ap(u) = Ap(u) U {u}. Dado um subconjunto de vértices
V' C V, denotaremos E[V'] o subconjunto de arestas induzido em G = (V, E') por V.
Um vértice v € Ap(u) é dito isolado em Ap(u) se E[Ap(u)] = E[Ap(u)\{v}] (ie., 0
vértice v ndo tem vizinhos em Ap(u)). Definimos G = (V, E) o grafo complementar
de G = (V, E) se ambos tém o mesmo conjunto de vértices onde existe uma aresta vw
em G se e somente se ndo existe tal aresta em G. Denotaremos de T a cardinalidade
do conjunto E e i, o niimero de arestas (v, w) € E onde Pv] # Plw].

Um conjunto particionado ¢ um subconjunto de V' onde todos os vértices perte-
cem a diferentes componentes, enquanto que um conjunto independente particionado
¢ um conjunto particionado tal que nao ha dois vértices nesse conjunto adjacentes em
G (Figura 2.1). O dual de um conjunto independente é uma clique, o qual consiste
em um subconjunto de vértices dois a dois adjacentes. Uma clique C' é denominada
clique particionada se C' também for um conjunto particionado. Um buraco impar
em GG é um subconjunto de vértices B = {vg, v1, ..., U1} para k > 2 e cada vértice
v;—1 € adjacente ao né v; para i € {1,...,2k + 1}, onde vy = vox11 € nenhum outro
par de vértices é adjacente. Um antiburaco impar G é um buraco impar no seu grafo
complementar. Extenderemos a notacao de buraco impar/antiburaco impar para
buraco impar particionado/antiburaco impar particionado quando este for também

um conjunto particionado.
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w
(o))

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Um conjunto particionado (b) e um conjunto independente parti-

cionado definidos pela linha pontilhada.

2.2 Algebra linear

Sejam R, Z e N os conjuntos dos niimeros reais, inteiros e naturais, respectivamente.
Uma matriz € uma ordenacao de elementos em linhas e colunas. Uma matriz tem
ordem (m,n) quando ela tiver m linhas e n colunas. Um wetor é uma matriz de
dimensao (1,n) ou (m,1). O elemento na i-ésima linha e na j-ésima coluna de uma
matriz A é denotado a;;. Para n inteiro, denotaremos por R", Z" e N os conjuntos
de todos os vetores com n componentes reais, inteiras e naturais, respectivamente.
Similarmente denotaremos por R™*", Z™*"™ e N™*" os conjuntos das matrizes reais,
inteiras e naturais com m linhas e n colunas.

Seja A € R™*" a j—ésima coluna de A é um vetor com m elementos, denotado

POT @y;.

Ay
Analogamente, a i—ésima linha da matriz A é um vetor de dimensao n, denotado
PO Gjy.

Qi = (%‘17 - ,Clm)

Por convencao vamos utilizar letras maiusculas quando nos referirmos a matrizes e

letras mintusculas quando nos referirmos a vetores.



Uma matriz B ¢é dita submatriz da matriz A se ela for obtida através da remocao
de linhas ou colunas da matriz original A. Seja A € R™*" e B € RP*? matrizes.
Um conjunto de vetores ap,as,...,a, € RF é linearmente independente se a
seguinte condigao ¢ satisfeita:
k
se Z/\jaj =0 entao A\; = 0 para todo j =1...k.
j=1
De forma similar, um conjunto de vetores b, bs, ..., by € R* é afim independente se
a seguinte condigao é satisfeita:
k k
se Z)\jbj =0e Z)\j = 0 entao A\; = 0 para todo j = 1...k.
j=1 j=1
Dada uma matriz A € R™*", denominamos de posto-linha da matriz A o nimero
maximo de linhas linearmente independentes de A. Analogamente, denominamos de
posto-coluna da matriz A o nimero méaximo de colunas linearmente independentes de
A. Pode ser mostrado que o posto linha de uma matriz é sempre igual ao seu posto
coluna, logo, por simplicidade vamos denotar o posto da matriz A por posto(A) que

corresponde ao posto linha ou posto coluna de A.

2.3 Problemas de Otimizacao

Em certos problemas que ocorrem em véarios setores, como industria, transportes,
administracao, etc., uma série de recursos precisam ser usados de forma a cumprir
um objetivo especifico. Todos estes problemas tém em comum o fato de possuir ob-
jetivos que estao sujeitos a restrigoes. Problemas com estas caracteristicas sao classi-
ficados como problemas de otimizacao. Como exemplos de problemas de otimizagao
podemos citar o problema de encontrar a clique maxima, denominado problema da
clique maxima.

Um problema de otimizagao II é um par (X, f), onde X é o conjunto de soluc¢ies
vidveis de Il e f : X — R é a sua funcdo custo. Alternativamente, a notacao
X (IT) indicard o conjunto de pontos vidveis de II. O objetivo de um problema de
otimizacao Il é encontrar uma solugao viavel que minimize ou maximize a fungao
custo. No caso de II ser um problema de minimizacao, deseja-se encontrar um ponto

r* € X tal que
f@) < fly), vy € X.

8



Por outro lado, no caso de um problema de maximizacao, o objetivo é encontrar
r* € X tal que
f@®) = fly), vy e X.

Em ambos os casos, o ponto x* é chamado de dtimo global ou solucao otima do
problema II.

Uma fungao f : R" — R é uma funcao linear se e somente se f(ax + fy) =
af(x) + Bf(y) para todos x,y € R" e a, f € R. Para qualquer funcdo linear f(z) e
qualquer nimero real b, a equagao f(x) = b e as inequagoes f(x) < be f(z) > bsao

lineares. Um subconjunto P C R™ é chamado poliedro se
P={zeR"|g(z)<b,i=1...m},

onde g; : R" — R sao funcoes lineares e b; € R. Uma funcao linear f : R” — R pode

Tz onde ¢ € R". Analogamente, um poliedro P C R" é

ser escrita na forma f(x) = ¢
da forma P = {x € R" | Az < b}, onde A € R™*" e b € R™. Diz-se que um poliedro
P C R™ ¢ limitado se existe u € R", | u |[< oo tal que P = {z € R" | —u < z; <
u,i=1...n}. Um poliedro limitado é chamado de politopo.

Seja P C R™ um poliedro, defini-se como posto afim de P a cardinalidade do maior
subconjunto afim independente de P. A dimensao de P, denotada por dim(P), é
definida como o posto afim de P menos um. Dizemos que o poliedro P C R" tem
dimensao cheia se a dimensao de P for igual a n.

Seja P C R" um poliedro, a € R" e o € R. Uma inequacdo a’z < « é vdlida
para P se P C {x € R" | a’z < a}. Quando o poliedro em questao estiver claro
pelo contexto, dizemos simplesmente que a inequacao é valida. F define uma face
no poliedro P se F' = {x € Pla’x = a} para alguma inequagao vélida o’z < «
em P. F é uma faceta de P se F' é uma face de P e a dimensao de F' for igual a
dimensao de P — 1.

Um problema de programacao linear (PPL) é um problema de otimizagao (P, f)
onde P é um poliedro e f é uma funcao linear. Um PPL pode sempre ser expresso

sob a forma:

(PPL) Minimizar ¢’z
Sujeitoa Ax = b

v
o

X



onde ¢ € R", A € R™*" e b € R™. Vamos representar este PPL por (4,b,¢). O
vetor ¢ é denominado vetor de coeficientes de custo e o vetor x é o vetor de varidveis
a serem determinadas no problema. As equactes do tipo Ax = b sao chamadas
restricoes do problema. As restrigdes do tipo x > 0 sdo denominadas de restrigoes
de nao negatividade. A matriz A é denominada matriz de restrigoes.

Um importante tipo de problema de otimizagao ocorre quando as varidveis do
problema sao restritas a valores inteiros. Um problema deste tipo envolve uma
quantidade inteira finita de objetos. Um problema de programacdo linear inteira
(PPI) é um problema de programagao linear em que as variaveis devem ser nimeros

inteiros. Em termos matematicos temos

(PPI) Minimizar 'z

Sujeitoa Az = b
r > 0
xr € "

As restrigoes do tipo x € Z" sao denominadas de restri¢oes de integralidade. Um
PPI onde todas as varidveis devem ser bindrias (0 ou 1) é denominado de problema
de programacdo linear inteira 0-1. Seja um problema de programacao linear inteira
Z =Min{c"z |z € PNz"} onde P = {x | Az = b,z > 0}, definimos sua relazacio
linear como o problema Z" = Min{c'z | x € P}

Problemas de programacao inteira, similarmente aos problemas de programacao
linear, possuem algoritmos para soluciona-los em um niimero finito de passos. Mas a

semelhanca para neste ponto: O problema de programacao linear inteira pertencente

a classe N P—Dificil.

2.4 Métodos de Solucao para (PPI)

e Branch and Bound

A maioria dos métodos exatos usa propriedades estruturais do espaco de solucao
para guiar a busca pela solugao étima do problema em um esquema branch-and-
bound [11] [12].

O método denominado branch-and-bound é um algoritmo de arvore de busca

que usa um método de enumeracao implicita do espago de solucao para problemas
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de otimizacao combinatoria. Seu principio baseia-se em sucessivas decomposicoes
do problema original em problemas menores com o objetivo de encontrar solugoes
viaveis e de provar sua otimalidade. Esta enumeracao ¢ implicita pois nem todos os
subproblemas sao analisados. Para isto, utiliza-se a combinagao de duas estratégias
principais: a primeira consiste em particionar o dominio do problema em uma série
de subespacos disjuntos (branch) e a segunda estratégia consiste em tentar provar
que todas as solugoes em algumas destas particoes sao garantidamente sub-6timas
(bound) e nao precisam ser analisadas.

Para exemplificar, seja Z um limite superior para o (PPI) a ser resolvido. A cada
iteragao do método, tomamos um no ¢ da arvore de enumeracao e encontramos um
limite inferior z; para o problema através da solugao da relaxacao linear do (PPI).
O nd 7 é analisado e caso z; > Z o0 nd é podado pois ele nao conduzird a uma solucao
melhor que Z. Caso contrario, se a solugao z; for inteira faremos z = z;, senao

ramificamos o né ¢ gerando novos subproblemas.
e Planos de Corte

Outro método bastante utilizado para resolugao de (PPI) é o algoritmo de planos
de corte. Neste método, a cada iteragao i considera-se uma relaxacao linear (PPI)"
de (PPI). Resolvido o problema linear (PPI)", seja z* a solugao 6tima encontrada.
Se ' satisfaz as restricoes de integralidade, entao z' é também solucio 6tima de
(PPI). Caso contrdrio, busca-se desigualdades a’r < a que sejam vélidas para

Tzt > . As novas desigualdades

(PPI) e que sejam violadas por z', isto ¢, a
encontradas sao adicionadas a (PPI)” e uma nova iteragao é realizada. Caso nao
seja encontrada nenhuma desigualdade violada por z°, o método é encerrado sem
encontrar a soluc¢ao étima de (PPI). O problema de identificar as equagoes violadas
por ' é denominado problema de separacao de x* sobre (PPI).

O algoritmo de planos de corte pode ser incorporado a um método branch and

bound e utilizado para resolver o problema inteiro em cada né da arvore de enu-

meracao. A este método denominamos de branch and cut.
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Capitulo 3

Problema de Coloracao

Particionada de Grafos

Descrever solugoes étimas para problemas do tipo coloracao de grafos é um dos
problemas mais desafiadores em otimizagao combinatéria. Uma possivel abordagem
¢ formular o problema como um problema de programagao linear inteira 0-1. Esta
abordagem tem sido bastante utilizada nos tltimos anos. O objetivo deste capitulo é

descrever o problema de coloragao particionada de grafos e o seu modelo matematico.

3.1 Problema de Coloracao de Grafos

Uma coloracao de vértices de um grafo nao direcionado é uma atribuicao de cores
para cada vértice do grafo onde quaisquer dois vértices adjacentes devem possuir
cores distintas. Um grafo G é k-colorivel se existir uma coloracao com k cores para
G. Chamamos de nimero cromdtico de G, denotado por x(G), o menor nimero de
cores necessarias para fazer uma coloracao de G. O problema de coloracao de um
grafo pode ser definido como o problema de achar o nimero cromatico do grafo.
Muitos problemas de interesse pratico como escalonamento [13], alocagao de
freqiiéncias [14], alocacao de registros [15] [16] e método de elementos finitos [17] po-
dem ser modelados como um problema de coloragao. A forma geral destas aplicacoes
envolve a modelagem de um grafo com vértices representando itens de interesse onde
uma aresta conecta dois itens incompativeis. O problema de coloracao minima tem

como objetivo atribuir uma cor a cada item tal que cada par que seja incompativel
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receba cores diferentes.

O problema de coloragdo é N P—Dificil para grafos genéricos [18] [19], isto
significa que é pouco provavel existir algoritmos em tempo polinomial para solu-
cionar estes problemas. De fato, baseado no resultado de Yannakaki e Lund [20],
¢ também pouco provavel encontrar rapidamente uma solucao aproximada: Assu-
mindo P # N P, nao existe algoritmo polinomial aproximativo que possa encontrar
solugoes que sejam garantidas a estar a uma certa razao da solucao 6tima.

Apesar das evidentes dificuldades do problema, varios algoritmos para encontrar
a coloragao 6tima do grafo baseados em enumeragoes implicitas tem sido propostos
no decorrer dos anos. O primeiro a utilizar esta técnica foi Brown em 1972 [21],
que apresentou uma enumeragao implicita de cores seguindo uma ordem de vértices.
Seguindo o modelo de Brown, vérios outros algoritmos foram criados na tentativa
de melhorar o desempenho destas enumeragoes [22] [23] [24] [25].

Além dos esquemas de enumeracao implicita, alguns métodos baseados em pro-
gramagao inteira foram propostos no decorrer dos anos. Mehrotra e Trick [26] pro-
puseram um método de geracao de colunas para solucionar o modelo dos conjuntos
independentes para coloracao. Esta abordagem requer a solugao de dificeis sub-
problemas a cada iteragao porém consegue solucionar instancias de pequeno e médio
porte rapidamente. Em [27], Diaz e Zabala apresentaram um método branch and
cut baseado numa formulacao classica do problema de coloracao com a adicao de
novas familias de restrigoes para evitar simetria do modelo. Figueiredo et al. [28]
apresentaram também um novo método branch and cut baseado no estudo das es-
truturas das facetas de um politopo 0/1 associado as orientagoes aciclicas de um
grafo. Mais recente Campélo et al. [4] [5] apresentaram um estudo dos modelos de
programagao inteira para o problema de coloragao de um grafo assim como um novo

algoritmo branch-and-cut para o problema baseado no modelo de representantes.

3.1.1 Formulacao dos Representantes

A formulagao dos representantes apresentada por Campélo et al. [4] procura con-
struir um modelo compacto para o problema de coloracao evitando um nimero
de varidveis exponencial do modelo de Mehrotra e Trick [26] porém mantendo sua

robustez. O modelo é apresentado a seguir.
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Uma coloragdo de G pode ser vista como uma familia Sy, ..., S, de k& > x(G)
conjuntos independentes de G, com cada conjunto independente nesta familia asso-
ciada a uma cor. Suponha que, para cada cor 7, escolhamos um vértice para ser o
representante da correspondente classe de cor S;. Entao, cada vértice pode estar em
um destes dois estados: ou ele representa uma determinada classe de cor ou existe
um outro vértice que representa sua cor. Para descrever esta situacao, definimos as
varidveis bindrias x,,, para todo u € V e v € Alu| com a seguinte interpretagao:
Tuwy = 1 se e somente se u representa a cor de v. Um vetor z formado por todas
estas varidveis bindrias é um vetor incidente a uma x(G)—coloragao de G se existe

uma solucao 6tima do seguinte modelo de programacao inteira.

minz Lo (3.1)

ueV
sujeito a:
Z Tou > 1 YuevV (3.2)
veA!(u)
Ty + Ty < Ty Yu €V, V(v,w) € E com v,w € A(u) (3.3)
T < Ty Yu €V, Vv € A(u) tal que v ¢ isolado em A(u) (3.4)
Tw € {0,1} YueV, Vove A(u). (3.5)

O primeiro grupo de restri¢oes indica que cada vértice u € V precisa ser represen-
tado ou por si mesmo ou por outro vértice em sua antivizinhanca. Isto significa que
esta restricao forca que pelo menos uma cor seja atribuida para u. Como os vértices
extremos de cada aresta precisam receber cores diferentes, as restrigoes 3.3 assegu-
ram que eles tenham representantes diferentes. As restricoes 3.3 e 3.4 garantem que
um vértice v apenas pode ser representado por um vértice u que seja representante.

Esta formulacao é mais simples e mais compacta do que as outras formulacgoes da
literatura, em particular, o modelo pode ser visto como uma variacao da formulagao
de Mehrotra e Trick [26] que utiliza um nimero restrito de variaveis binarias. Entre-
tanto, ao mesmo tempo que esta formulagao é mais compacta, ela apresenta alguma
simetria pois existem |S| maneiras diferentes de representar um conjunto indepen-
dente S. Em [5] o modelo é revisado e é apresentado uma versao assimétrica da
formulagao dos representantes que evita a simetria do modelo através da utilizagao

de uma ordenacao dos vértices do grafo.
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A tabela 3.1 ilustra uma comparacao entre os modelos de programacao inteira
para o problema de coloracao dos vértices de um grafo. Para cada modelo, é apre-
sentado o nimero de varidveis binarias empregadas, o nimero de restrigoes lineares

e a dimensao do correspondente poliedro.

Formulacgao Variaveis Restricoes Dimensao
Zabala e Méndez [27] O(n?) O(nm) n? —x(G) — 1
Mehrotra e Trick [26] | Exponencial O(n) -

Figueiredo et al. [28] | O(n+m) | Exponencial 2n +4m
Representantes [4] [5] | O(n +m) O(nm) n+ 2m

Tabela 3.1: Modelos de Programacao Inteira para Problema de Coloracao em Grafos

3.2 Problema de Coloracao Particionada de Grafos

O Problema de coloracao particionada (PCP) para um grafo G = (V, FE) e uma
particdo @ = {Q1,...Q,} de V, consiste em encontrar um subconjunto de vértices
V' CV tal que [V NQ;| =1, para cadai = 1,...,q (i.e., V' contém um vértice
de cada componente );), e o nimero cromético do grafo induzido em G por V'
¢ minimo. O PCP é claramente uma generalizacao do problema de coloracao em
grafos quando o niimero de vértices por componente é exatamente igual a 1. Li and

Simha [1] mostraram que o problema de decisao para o PCP é NP-completo.
Teorema 1 PCP é fortemente N P— Dificil.

Prova: O problema de se decidir se um grafo possui uma k—coloragao, isto é,
uma coloragao que utilize k cores é N P—Completo para qualquer k > 3 [20]. Seja
I uma determinada instancia do problema de k—coloracao, uma instancia Iop de
PCP pode ser construida a partir de /¢ simplesmente atribuindo uma componente
diferente para cada vértice do grafo. Vemos que como uma solucao otima de Iop
pode ser usada para decidir o problema de k—coloracao e esta transformacao é re-
alizada em tempo polinomial sobre o nimero de vértices do grafo temos que PCP ¢é
N P—Dificil. O resultado de que PCP é fortemente N P—Dificil segue-se pelo fato

de que o problema ¢ N P—Dificil mesmo quando k <| V' |. O
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A Figura 3.1 ilustra uma instancia de PCP. O grafo possui 7 vértices e 3 compo-
nentes. A solucao étima utiliza 2 cores: a primeira cor é atribuida para os vértices

2 e b, enquanto que a segunda cor colore o vértice 3.

Q1 1 Q1
5 5
2 2
7 QS Q3
6
3 4 3
Q2 Q2

Figura 3.1: (a) Instancia de PCP e (b) soluc¢ao 6tima com duas cores.

Li and Simha [1] foram os primeiros a abordar o problema PCP através de um
grupo de heuristicas construtivas baseadas em heuristicas gulosas de coloracao. Em
[29] Noronha e Ribeiro propuseram uma busca local e uma heuristica do tipo tabu
para o problema que aprimora sensivelmente a qualidade das solugoes obtidas pelas
heuristicas construtivas. O fato de nao existir algoritmos exatos para solucionar o
problema PCP na literatura incentivou o desenvolvimento deste trabalho. A seguir

apresentaremos uma generalizacao do modelo de representantes para o PCP.

3.2.1 Formulacao dos Representantes Simétrica

A formulacao dos representantes para PCP é baseada na seguinte idéia. Um vértice
v é escolhido para ser o representante de todos os vértices que tenham a mesma cor
de v. Entao cada vértice pode estar em um desses 3 estados: (i) ele esta colorido
e representa os vértices de uma determinada classe de cor (ii) ele esta colorido e
existe um outro vértice que representa sua cor, ou (iii) ele ndo esta colorido e,
consequentemente, nao existe nenhum vértice representando sua cor. Definimos as
varidveis bindrias z,, para todo u € V e para todo v € Ap(u), tal que z,, = 1
se e somente se o vértice u representa a cor do vértice v; caso contrario ., = 0.
O modelo de representantes para o PCP possui | V' | +m,. varidveis e pode ser

formulado como o seguinte problema de programagao inteira:

min Z T (3.6)
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sujeito a:

Z Z Tou>1 Vp=1,...,q (3.7)

uEQp veAL (u)

Tup + Tuw < Ty Yu €V, Y(v,w) € E com v,w € Ap(u) e Plv] # Plw] (3.8)
Ty < Ty Yu €V, Vv € Ap(u) tal que v é isolado em Ap(u) (3.9)
Ty € {0,1} YueV, Yve Ap(u). (3.10)

Este modelo é denominado formulacdo de representantes para PCP. A funcao
objetivo (3.6) conta o nimero de vértices representantes, i.e., o nimero total de cores
utilizadas na solugdo. As restrigoes do tipo (3.7) garantem que cada componente
Qp,p = 1,...,¢q, tem pelo menos um vértice u € (), representado por si mesmo
(Zuy = 1) ou por outro vértice v (T, =1, com v # u e v € Ap(u)), i.e., um vértice
de outra componente que nao possui uma aresta com u. As restrigoes do tipo (3.8)
obrigam que vértices adjacentes tenham representantes distintos. As restrigoes (3.8)
junto com as restrigoes (3.9) garantem que um vértice u apenas pode representar
algum vértice v caso u seja representante. Notemos que uma solucao viavel para as
restrigoes (3.7) - (3.10) pode atribuir multiplos representantes para o mesmo vértice.
Entretanto, qualquer um destes vértices representantes leva a uma solugao viavel.

A formulacao de representantes para PCP mantém a estrutura compacta do
modelo original, porém ela também apresenta a mesma simetria do modelo para
coloracao. Com o objetivo de eliminar a simetria deste novo modelo, utilizamos a
mesma técnica apresentada em [5] para criar uma formulacao assimétrica, general-

izando assim, o modelo assimétrico dos representantes.

3.2.2 Formulagcao dos Representantes Assimétrica

A formulacao assimétrica de representantes [5] é generalizada com o objetivo de
quebrar a simetria do modelo simétrico para PCP. E estabelecido que um vértice
u s6 pode representar a cor de um vértice v se Plu] < P[v]. Logo, vemos que em
uma coloragao do grafo, o vértice representante de uma cor serd aquele de menor
indice de componente. Para refletir esta nova situagao precisaremos de mais algumas
definicoes.

Definimos Ap- (u) = {v € Ap(u) : Plu] < Plv]} como a anti-vizinhan¢a maior do

vértice u € V' (i.e. os vértices que ndo podem representar o vértice u) e Ap(u) =
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{v € Ap(u) : Plv] < Plu]} como a anti-vizinhan¢a menor do vértice u (i.e. os
vértices que podem representar o vértice u). Definimos também Ap_ (u) = Aps(u)U
{u} e Ap_(u) = Ap(u)U{u}. Baseado nestas defini¢oes, as inequagoes (3.7) - (3.10)
podem ser reescritas como as inequagoes (3.12) - (3.15), respectivamente.

Um vértice que é tnico em uma componente é chamado de vértice elementar.
Definimos V¢ C V' como o conjunto de todos os vértices elementares em G (i.e. o
conjunto de vértices que com certeza serao coloridos) e VO = {u € V¢ : Ap_(u) = 0}
como o conjunto de vértices elementares que nao tem anti-vizinhanca menor em G
(i.e. vértices que serao sempre representantes), assim como Q¢ e Q° como o conjunto
de componentes que contém vértices em V¢ e V respectivamente. Como os vértices
v € VY sdo sempre representantes, x,, = 1 em qualquer solucao de PCP. Logo,
estas varidveis sao removidas da formulagao assimétrica, e o nimero de variaveis
no modelo ¢ reduzido para m, + |V\V?|. A funcdo objetivo (3.6) é reescrita como

(3.11).

min Yzt | VO (3.11)
veV\VO
sujeito a:
Y>> w1 VQ,eQ\Q' (3.12)

u€Qp vEA, _(u)

Ty + Tuw < B Yu €V, ¥Y(v,w) € E com v,w € Ap~(u) ePv] # Plw] (3.13)
Ty < Ty Yu €V, Vv € Aps(u) tal que v é isolado em Ap- (u) (3.14)
Ty € {0,1} YueV, VYve Ab_(u), (3.15)

onde 3, = 1 se u € V?; caso contrario (8, = Tyu.

3.2.3 Facetas e Politopo Associado

A relaxacao linear da formulagao dos representantes para o problema de coloragao
é fraca. Logo, nao foi surpresa averiguar que a generalizacao do modelo para o
PCP também era fraca. Com o objetivo de fortificar a formulacao foi generalizado
também as duas familias de facetas descritas em [4, 5]. Primeiro apresentaremos o

resultado referente a dimensao do politopo, depois, a generalizacao das facetas para

o modelo PCP.
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Para isso, considere P,(G) = {z € R™tV\V’I | z satisfaz (3.12) - (3.15) } como
sendo o politopo da formulacao assimétrica para PCP. A cada solucao viavel de
P.(@), associamos um vetor X € {0, 1} *+"\V’I denominado de vetor de incidéncia
a coloragao em P,.(G) definido da seguinte forma: X,, = 1 se x,, = 1 e X, = 0
caso contrario, para todo u € V e v € Ap_(u). Para todo u € V e v € Ap_ (u),

. , . . ., =y 0
definimos também o vetor incidente da varidvel ., como e** € {0,1}m<HVA\V'l da

uv

uv
¥

i =0, Le, o vetor

seguinte forma: €'Y = 1 quando i = u e j = v, caso contrario e

incidente "V sera nulo com excessao da posigao relativa a variavel x,,.
Teorema 2 P.(G) tem dimensdo cheia, i.e., dim(P.(G)) =m, + |[V\V?].

Prova: Para provar que P.(G) tem dimensao cheia, mostraremos que existem m, +
|[VA\VY| + 1 vetores afim independentes incidentes a solugoes em P.(G) [11].
Vamos considerar os seguintes m.+ | V\V? | +1 vetores incidentes a coloragao

em P.(G):

A= Z U

ueV\Vo
BY=A—¢e" VYueV\V°
C'=A—e"+e™ Yuec VAV para algum r € Ap-(u)
D =A+e", YueV,Vve Ap.(u)
e os multiplicadores a (associados a A), b* (associados a B*, para qualquer u €
VA\V®), ¢* (associados & C*, para qualquer u € V\VY), e d“ (associados a D*,
para qualquer u € V' e qualquer v € Ap-(u)).

Os vetores incidentes acima sao afim independentes caso as equagoes (3.16) e

(3.17) ocorram e todos os seus respectivos multiplicadores forem iguais a zero.

A=a+ Y M+ > "+ Y dv=0 (3.16)

ueV\ve ueVe\vo ueV,weAps (u)

Q=a-A+ Y V-B'+ Y &C+ Y dv-D"=0 (3.17)

ueV\ve ueVe\Vvo ueEVweAps (u)
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Notamos que (3.17) é um sistema de equagoes, entdo para cada w € V e z €

Al (w):

sz:a'sz+ Z buBZ,Z‘i‘ Z CU'CZ)Z—F Z duvDZ};:O

ueV\ve ueVe\vo ueVWeEAps (u)

Primeiro, na equagao (3.18), consideramos cada entrada €2, da equagao (3.17),
para cada w € V\V®. A partir das equagoes (3.18) e (3.16), temos que A —b* =0

e A = 0, respectivamente. Consequentemente, b* = 0, para todo w € V\V*.

Quw=a+| D ="+ > "+ > d"=0 YweV\V° (3.18)

ueV\Ve ueVe\Vvo ueVweAps (u)

Agora, na equagao (3.19), consideramos cada entrada 2, da equagao (3.17),
para cada w € VE\V?. A partir de (3.19) e (3.16), temos que A —c¥ =0e A =0,

respectivamente. Consequentimente, ¢ = 0, para todo w € V\V°.

Quo=a+ > b+ > ="+ > d¥=0 YweVAV
ueV\ve ueVe\vo ueVveAps (u)

(3.19)

Na equagao (3.20), consideramos agora as entradas (2,,, da equagao (3.17), para
cada z € V,w € Ap-(z), onde definimos ¢¥ = c¥, para todo w € VE\V? caso
contrario ¢ = 0. A partir das equagoes (3.20) e do resultado anterior para c*,

vemos que d** = 0, para todo z € V,w € Ap=(2).

Qo =0"+d" =0 VzeV, VYwe Ap-(z) (3.20)

Finalmente, a partir dos resultados anteriores, temos que Zue\/\ve b = 0,

D ey € =0, €
D uevoe Ap(w) A" = 0. Estes resultados juntos com a equagao (3.16) implica que
a = 0.

O

A seguir, verificamos dentre as desigualdades presentes no modelo de represen-

tantes assimétrico para PCP quais definem facetas para o politopo P.(G).
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Teorema 3 As inequagoes Ty, < 1 definem facetas em P.(G) Yw € V\V°.

Prova: O método de prova para este teorema se baseia na definicao de uma fac-
eta como uma face de dimensao igual a dim(P.(G)) — 1. Para isto, iremos exiber
dim(P.(G)) solugoes afim independente do problema que satisfazem a inequagao na
igualdade. Considere os m.+ | V\V? | +1 vetores afim independentes definidos an-
teriormente A, B*, C* e D" incidentes a coloracao de P.(G). Caso w € V\V*¢ vemos
que todos os vetores satisfazem a inequacao x,, < 1 na igualdade com excessao
de B* quando u = w. Caso contrério teremos que w € V¢\V? e neste caso vemos
que todos os vetores irao satisfazer a inequagao na igualdade com excessao de C"

quando u = w. O

Teorema 4 As inequagoes x,,, > 0 definem facetas em P.(G)Yw € V, z € Aps(w)
e| Ap(2) |> 2.

Prova: Similarmente a prova anterior, iremos mostrar novamente m.+ | V\V? |
solugoes afim independentes em P.(G). Seja y € Ap-(z) tal que y # w. Notemos
que os vetores afim independentes A,B“, C* satisfazem a inequacao x,. > 0 na
igualdade (caso z € V¢ faremos C* = A — e** + e¥*) e junto com os vetores D" para
u # w e v # z teremos M.+ | V\V? | solugoes afim indenpendentes que satisfazem

a inequacao na igualdade. O

Teorema 5 As inequacoes do tipo Zuer ZveA,P () Tou = 1 definem facetas em
<

P(G) V@ € Q\Q°

Prova: Considere os seguintes vetores incidentes a coloragao em P.(G):

Q= Z e" + e para todo Q; € Q\Q"
u e V\VO
ugQ;

onde t € (); é o vértice escolhido para ser colorido na componente Q);.
Primeiro, mostraremos que F' = {z € F.(G) | X ,c0, ZveA,P<(u) Tyy = 1} €
uma face de P.(G). Para isso, basta observarmos que o vetor incidente Q! a P.(G)

satisfaz F” na igualdade para algum t € @, logo dizemos que Q}, € F".
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Agora, provaremos que F’ é uma faceta de P.(G). Se F’ define uma faceta em
P.(G) entao nao deve existir uma outra faceta F' = {z € P.(G) | A\x = o} que estri-
tamente contenha F’, onde o é um escalar e A é um vetor de coeficientes indexado
por i, j, para todo i € V e j € Ap_(i). Entao, provaremos que se F' O F' existe,
a inequacao Axr > ¢ é uma combinacao linear positiva de Zuer Y e Ap_(u) Lou >1
[30].

Iniciaremos mostrando os valores nulos de .

Primeiro, considere as \,. entradas de A, onde z € V\Q, e w € Ap(2)\Q,.

Seja (Q +e*?) € F', temos que AQ) = 0 = A\(Q}, + ¢"*). Logo,

Az=0 2 V\Q,ewe Ap.(2)\Q, (3.21)

Agora considere as A, entradas de A\, onde w € @, e z € Ap~(w). Novamente

vemos que (QY + e“?) € F'. Entao, A\Q¥ = ¢ = A(QY + ¢**). Logo, temos que

Awz =0 weQ,eze Ap.(w) (3.22)

Considerando agora as \,, entradas de A, onde z € V\@Q,. Caso z ¢ V* temos que
(Q)—e*) € F'nos levaa \., = 0. Caso z € V\V" vemos que (Q} —e* +¢e¥?) € I
para algum w € Ap(z). Logo temos que \Q) — e** + ¢** = 0 = \Q,’ 0 que leva a
Az = A, = 0.

Agora abordaremos as entradas nao nulas de \. Considere primeiro as \,, en-
tradas de A, onde z € @),. Caso ), ¢ Q°, podemos ver que Q, —e*+e" € F' para

algum w € @), onde w # z. Logo temos que

)\le) —g = )\(@Iz) — e*® 4 eww) =

A( Z e 4 e7) = \( Z e 4 e7) — e 4 WY =
ue V\VO u e V\V°
u & Qp u & Qp
Ae*F) = Ae") =

)\zz - )\ww

Para finalizar mostraremos a igualdade entre as entradas \,, e A,, de A, onde
z€Qpew € Ap(2) e Ap.(2) # 0. O resultado é alcancado através dos vetores Q7

e (Q —e** +e"*) € F' que nos leva a \(Q7) = M\(Q} — €** + %) € F’ resultando
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em Ay, = A,,. O

Existem duas familias de cortes para o modelo de representantes para coloracao
denominadas de familia de cortes externos e familia de cortes internos [5]. A familia
de cortes externos é baseada na idéia de determinar quantos vértices de um subcon-
junto K C Ap- (u) podem ser representados por um vértice u € V. Estes cortes sao
versoes fortificadas das inequagoes (3.13).

Para apresentarmos a familia de cortes externos alguns termos especiais rela-
cionados a K sao utilizados. Para qualquer vértice v € K, definimos «, como o
tamanho méximo de um conjunto independente de G[K] induzido em G por K que
contenha v, e g = max,ex{a,} é o tamanho do conjunto independente maximo
de G[K]. Definimos grafo sequro Gs = (K, E;) como o grafo composto apenas por
arestas sequras em K. Uma aresta vw € E[K] é dita sequra se existem dois conjun-
tos independentes W, e W,, de G[K]| e um dado escalar  onde v € W, e w € Wy,
tal que W,\W,, = {v}, W,\W, ={w} e o, = p, V2 € {W, UW,,}. Logo, se v e w
estao na mesma componente conexa de Gy entdao a, = a,, [5]. A generalizac¢ao dos

cortes externos para PCP é apresentada a seguir:

Teorema 6 Seja u € V e K C Ap~(u) um conjunto particionado nao vazio. A
inequagao (3.23) define uma faceta em P.(G), se as sequintes duas propriedades

forem wvdlidas.

‘/Eu’l}

< Bu- (3.23)

aU
veK
Propriedade 1 G[K| é ax-mazimal em G[Ap=(u)|, i.e., se existe um conjunto

particionado K’ tal que K C K' C Ap(u) entdo agr > .

Propriedade 2 Para cadav € K, existe um conjunto particionado W, que satisfaz
trés condigoes: (i) v e Wy, (ii) a, = |W,|, e (iii) todos os vértices em W, estio na

mesma componente conexa do grafo sequro de K.

Prova:

Primeiro iremos provar que F' = {z € P.(G) | > ,cx % = B,} é uma face de

P.(G). Seja W C K o conjunto independente particionado maximo de G[K] (i.e.
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o, = |[W| para todo v € W). Dado o vetor incidente E = }_ _\yo €™+ o e de
uma solu¢ao vidvel, onde z,, = 1, para todo v € W U {u}, e z,, = 0 caso contrario,

temos que

Ty Tuw 1 1
2o T 2w
Logo, E € I’ e F' é uma face de P.(G).

Agora, provaremos que F’ é uma faceta de P.(G) novamente supondo que se
existe uma outra faceta F' = {x € P.(G) | A\x = o} que contenha F’, entdo ela deve
ser uma combinacao linear positiva de F’. Novamente, iniciaremos mostrando os
valores nulos de .

Primeiro, considere as A, entradas de A, onde w € V\{u} e z € Ap~(w). Seja

(E + €¥#) € F', temos que AE = o = A\(E + ¢“#). Logo,

Aoz =0 Yw e V\{u}, Vze Ap.(w) (3.24)

Agora considere as \,, entradas de A\, onde z € Ap-(u)\K. O resultado de que
(E +¢"#) € F' vem do fato de que a Propriedade 1 garente que o conjunto W + {z}

¢ um conjunto independente. Entao, AE = 0 = A\(E + ¢"#). Logo, temos que

Az =0 Yz € Aps (W)\K (3.25)

Considerando agora as A,, entradas de A, onde z € (V\V¢)\(K U {u}). Dado
que (E —e**) € I, temos que AE = 0 = A(E — ¢**). Entao,

Ao =0 Vze (V\VO\(K U {u}) (3.26)

A seguir, consideramos as A, entradas de A, onde z € (V¢\V?)\(KU{u}). Dado
que w € Ap.(z) e (E—e**+e"?) € F', temos que A\E = 0 = A\(E —¢e** 4 ¢"*). Logo,

A.=0 Vze (VAVO\(KU{u}) (3.27)

Para completar as entradas nulas de A, vamos considerar as entradas A,, onde
z € K. Seja W, um conjunto independente particionado que contém z e que
satisfaz as trés condigoes da Propriedade 2. Dessa forma podemos afirmar que
F=> crwoe” + 2 ew € € F e (F—e*) € F pois utilizando o conjunto W,

iremos satisfazer I’ na igualdade. Logo temos que A\F = o = A\(F — ¢**). Entao,
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Ao=0 VzeK (3.28)

Agora abordaremos as entradas nao nulas de A. Considere primeiro as A, e
Ay entradas de A\, onde z,w € K e vw € F,. Seja W, e W, dois conjuntos
independentes particionados que satisfacam a condicao de aresta segura. Podemos

ver que G = (3 cyypo €2 e, €) € F e H = (3 cvypo €7+ ew, €) € I,

logo temos que AG = o = AH. Entao,

Az = A Vz,w € K | vw € Ey (3.29)

Agora consideremos as \,, entradas de A, para u € VE\V°. Seja C C G, uma
componente conexa do grafo seguro e D C C' um conjunto independente particionado
em G[K] que satisfaz as trés condigoes da Propriedade 2. Dado que r € Ap.(u),
I=(0erpoe” + 2 epe™+e™) € F el =00 cnpoe” —e™ +e™) € F,

temos que

M=c=)\ =

)\( Z e 4 Zeuv +eru> _ )\( Z eV euu_|_eru) =

veV\VO veED vEV\VO

)\(Z euv) _ /\(_euu) -
veD

Z >\uv = _)\uu

veD

A equagao (3.29) implica que A, = \,., para todo z,v € D. Entao

veED
Aiz| Dl = = A =
)‘uu

ay

)\uz:_

O que nos leva a equagao (3.30).

Aiw = =My, Yu e VAVY Vze D (3.30)

Similarmente, considere as A, entradas de A, parau € V\V*¢. Dado que B* € F,
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eK= (Zvev\vo e + > epe™) € F', temos que

MK =0=\B" =

A( Z e””+Ze“U):/\( Z e’ —e") =

veV\VO veD veV\V?O

)\(Z euv) _ )\(_euu) —
veD

Z )\uv = _>\uu

veD

A equagao (3.29) garante que \,, = A, para todo z,v € D. Entao

Az Y L= =Dy, =

veD
/\uz|D| - _)\uu =
>\uu

a

/\uz:_

O que nos leva a equagao (3.31).

Aw = —A: Yu€ueV\VE VzeD (3.31)

Por tltimo considere as \,, entradas de A, para u € V°. Dado que z € D e

K € F’, nés temos que

AK = A Z e’ + Z e
veV\VO veD
As equagoes (3.26)-(3.28) implicam que >, o € = 0. Entao

AK = A <Z e“”) => Aw

veD

A equagao (3.29) nos garante que \,, = Ay, para todo z,v € D. Entao

MK = Az Y 1= M| D] = Aot = 0,

veD

O que nos leva a equagao (3.32) o que finaliza a prova.

Mo = 2 VueV®, VieD (3.32)
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Seja K uma clique particionada do grafo GG. O Corolario 1 é consequéncia do

fato de que a,, = 1, para qualquer v € K

Corolario 1 Para qualquer uw € V' e qualquer clique maximal particionada K C
AP> (U),
Y uw < B (3.33)

veK

define uma faceta em P.(G).

Além das cliques, outras estruturas no grafo podem ser utilizadas para compor
os cortes externos. O corolario a seguir tenta explorar o teorema forte de grafos
perfeitos que afirma que um grafo G de nimero cromatico x(G) deve possuir uma
clique de tamanho x(G) ou um buraco ou um antiburaco como subgrafos induzidos

31].

Corolario 2 Para cada uw € V e um buraco/anti-buraco impar particionado H C

Aps(u) que satisfaz a Propriedade 1, temos que

veH

define uma faceta em P.(G).

Os cortes internos dos representantes sao baseados na idéia de quantas cores
seriam necesséarias para colorir um buraco/anti-buraco impar particionado do grafo.
O problema deste tipo de corte é que ele parte da suposi¢ao que todos os vértices
do grafo serao coloridos, o que nao ocorre para o problema PCP. Os tinicos vértices
do grafo que receberao cores garantidamente seram os vértices elementares, que sao
tinicos em sua componente. Os cortes internos sao definidos pela inequacao (3.35),
onde H C V¢ induz um buraco/anti-buraco impar particionado em G e x(G[H]) é

o numero cromatico do subgrafo G[H] induzido em G por H:

> wwt [HNVO| + > Two > X(GH)). (3.35)

veH\VO veH\VO,weAp (v)\H

Teorema 7 Se H C V* induz um buraco ou um anti buraco em G, entdo (3.35) é

uma inequacao vdalida para o modelo assimétrico dos representantes para PCP.
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Prova: A primeira componente do lado esquerdo contabiliza os vértices em H que
sao representantes. A segunda componente do lado esquerdo conta o numero de
vértices em H que sao representados por algum vértice que nao pertence a H. Em
qualquer coloragao viavel de GG, cada cor presente em H contabiliza uma unidade ou
no primeiro ou no segundo termo do lado esquerdo da inequacao. Como precisamos

de pelo menos x(G[H]) cores para colorir G[H|, a inequagao (3.35) é valida. O

Vemos que os cortes internos para PCP se reduzem a cortes de coloragao classica
pelo fato de serem aplicados apenas sobre vértices elementares do grafo particionado.
Por esse motivo a prova de que os cortes internos para PCP definem facetas é

essencialmente igual a encontrada em [5].
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Capitulo 4

Um Método Branch and Cut para
PCP

Neste capitulo descrevemos os principais componentes do algoritmo de branch and
cut para o problema de coloragao particionada[32] baseado na formulacao assimétrica
de representantes apresentada no capitulo anterior. Primeiro na secao 4.1 explicamos
regras de pré-processamento que ajudaram a diminuir o tamanho das instancias de
PCP. A seguir na segao 4.2 apresentamos uma estratégia de ramificagao para o
problema. Na secao 4.3 mostramos um método de obtencao de solucoes viaveis
para cada subproblema da arvore de branch and cut. Finalizando, na secao 4.4
sao apresentados métodos heuristicos para os problemas de identificacao dos cortes

violados do PCP.

4.1 Pré-processamento

Antes de se aplicar algum método para a solucao do PCP, o grafo pode ser pré-
processado com o objetivo de simplifica-lo. Vemos que mesmo grafos de tamanhos
moderados podem possuir um grande ntimero de variaveis e restri¢oes, logo é im-
portante o uso de pré-processamento para tentar eliminar o maior nimero destas e
deixar o modelo com um tamanho razoavel.

O pré-processamento pode ser dividido em trés partes principais. Primeiro todas
as arestas (u,v) € F onde Plu] = P[v] s@o removidas do grafo pois apenas um dos

dois vértices sera colorido em qualquer solucao viavel do problema.
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A seguir, é realizada uma busca por vértices elementares universais no grafo (i.e.,
vértices que sao inicos em suas respectivas componentes e que sao adjacentes a todos
os demais vértices do grafo). Caso seja encontrado algum, este vértice é removido
do grafo. O numero de vértices elementares universais removidos ¢ adicionado ao
nimero cromatico obtido no final do método de solucao.

Depois destes dois passos, o pré-processamento finaliza seu procedimento procu-
rando eliminar vértices de baixo grau do grafo. Dado um limite inferior inicial para
o problema, os vértices de grau abaixo deste limitante inferior sao retirados do grafo.
Isto é possivel pois estes vértices sempre poderao ser coloridos com qualquer cor da

solugao que nao estiver sendo utilizada por seus vizinhos.

4.2 Estratégia de Ramificagao

O procedimento de ramificagao é responsavel pela decomposicao do problema orig-
inal em subproblemas menores com o objetivo de percorrer o espaco de solugao
do problema buscando integralidade sem aumentar a complexidade dos subproble-
mas. Para o problema de coloracao particionada de grafos este objetivo é alcancado
através de uma estratégia de ramificagdo similar a desenvolvida por Mehrotra e
Trick [26] para o problema de coloragao que assegura que os subproblemas gerados
em cada ramo da arvore de branch and bound sao também problemas de coloragao
particionada. Além disto, a solucao inteira étima do problema repousa em apenas
um dos ramos. O procedimento de ramificagao é apresentado a seguir.

Definimos duas operagoes para o PCP, para qualquer i, 7 = 1,..., ¢ tal que i # j:

e IGUAL(4, j) assegura que uma mesma cor serd utilizada para colorir as com-

ponentes Q); e @;; e

e DIFERENTE(4, 7) garante que cores diferentes serao utilizadas para colorir as

componentes ); e @);.

A primeira operagao pode ser implementada unificando @); e ; em apenas uma
unica componente: esta nova componente sera formada pela identificacao de cada
par de vértices w € @Q; e z € Ap(w) N Q; tal que (w,z) ¢ E em um novo vértice

y, onde os vizinhos de y serao definidos como a uniao da vizinhanca de w e z. Isto
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nos garante que qualquer cor atribuida ao vértice y em uma solucao, poderd ser
utilizada pelos vértices originais w e z.

A segunda operacao DIFERENTE(i, j) pode ser facilmente implementada ape-
nas inserindo arestas entre todos os pares de vértices nao adjacentes entre as com-
ponentes ); e ();. Este processo ird garantir que os vértices coloridos destas com-
ponentes terao cores diferentes.

Esta estratégia de ramificacao tem como vantagem gerar grafos mais densos sem
aumentar a complexidade do subproblema. A Figura 4.1 ilustra a decomposi¢ao do
problema definido pelo grafo G em dois subproblemas disjuntos definidos pelos grafos

G e Gy, onde Gy ¢ gerado por IGUAL(1,2) e Gy é gerado por DIFERENTE(1, 2).

Ql 1
5
2
7 Qs
6
3 4
Q2
G
Q1,Q2 Q1 1
5 5
2
7 Q3 7 QS
1,4
6 6
3 4
Q2
Gh G2

Figura 4.1: Decomposicao do grafo G em dois subproblemas disjuntos G e Gs.

4.3 Meétodos Primais

Li e Simha [1] propuseram dois grupos de heuristicas construtivas denominadas de
algoritmos one-step e algoritmos two-step. As heuristicas one-step sao extensoes

de tradicionais métodos para o problema de coloragdo como: Largest—First [33],

31



Smallest-Last [34], e Color-Degree [35]. A cada iteragdo destas heuristicas, um
vértice € selecionado em uma componente ainda nao colorida da parti¢ao, de acordo
com o mesmo critério guloso usado na respectiva heuristica para coloragao em grafos.
A seguir, o vértice selecionado é colorido com a menor cor ainda disponivel (i.e., que
ainda nao foi atribuida a um de seus vizinhos), e todos os demais vértices desta
componente sao descartados. Estes passos sao repetidos até que toda componente
tenha um vértice colorido. Os algoritmos da familia two-step possuem duas fases.
Primeiro, um vértice é selecionado em cada componente porém nao é colorido, a
seguir ¢é aplicado uma heuristica gulosa para o problema de coloragao sobre o grafo
induzido pelos vértices selecionados. Dentre estas duas classes de algoritmos, Li
e Simha obtiveram os melhores resultados com a heuristica one-stepCD (i.e., o
algoritmo one-step com critério guloso de Color—Degree).

Recentemente Noronha e Ribeiro [29] propuseram um algoritmo de busca tabu [36]
para o problema PCP. O algoritmo one-stepCD é utilizado para criar uma solugao
viavel inicial X para PCP com maxC' cores. O procedimento de busca tabu TS-PCP
descrito no Algoritmo 1 busca encontrar solugoes vidveis com o menor nimero de
cores. Denotamos por conflito de cores quando um par de vértices adjacentes em
diferentes componentes do grafo estao coloridos com a mesma cor. Denotamos
tambem por conflito(X) o nimero de conflitos de cores na solugao X. O algoritmo
inicia seu procedimento na linha 2 construindo uma nova solucao X', possivelmente
inviavel, usando maxC — 1. O contador de iteracao e a lista tabu sao inicializadas na
linha 3. O conjunto (). de componentes envolvidas em conflitos de cores ¢ iniciado
na linha 4. O lago nas linhas 6-15 investiga a vizinhanca da solugao corrente e en-
quanto for possivel, diminui o nimero de conflitos de cores. Cada vizinho é obtido
por duas operagoes: (a) recolorir um vértice envolvido em um conflito de cores com
uma cor diferente ou (b) trocar o vértice que esta colorido na componente envolvido
no conflito de cores por outro vértice da mesma componente e colori-lo. Uma com-
ponente ' € ). envolvida num conflito de cores é aleatoriamente selecionada na
linha 6. A variavel reducao é utilizada para indicar se uma nova solu¢cao com um
menor numero de conflitos foi encontrada enquanto que a variavel maxConflitos
guarda o niumero de conflitos de cores do vizinho da solucao corrente com o menor

numero de conflitos. O laco nas linhas 9-15 investiga a vizinhanca correspondente
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a componente selecionada ()’. Uma nova possivel solucao X” é construida na linha
11 colorindo o vértice i € Q' com uma cor £ = 1,...,maxC — 1. O melhor vizinho X
da solucao corrente é atualizado nas linhas 12-13. Se o nimero de conflitos de cores
de X” for menor que o nimero de conflitos de X', entao X’ é atualizado na linha 15,
junto com o conjunto de componentes envolvidas nos conflitos de cores e a variavel
reducao. A iteracao também é incrementada.

Se nao existirem conflitos de cores na nova solu¢ao X', a solugao corrente X é
atualizada nas linhas 17 e 18, e uma nova tentativa de encontrar uma nova solucao
com menos cores ¢ iniciada na linha 20. Caso contrério o vértice i colorido com a
cor £ na solucdo corrente X' é identificado e o par (7, £) é inserido na lista tabu. Na
linha 24, a solucdo corrente é atualizada para o melhor vizinho encontrado X. Se
o critério de parada nao for satisfeito, uma nova iteragao é iniciada na linha 26. O
nimero maximo de iteragoes é definido por maxIter = ¢ - (maxC — 1) - F,,4, onde ¢
¢ o numero de componentes do grafo e F,,; ¢ um parametro a ser calibrado.

Este método de busca tabu descrito por Noronha e Ribeiro [29] é utilizado para
gerar limites primais para cada n6 da arvore de busca do branch and cut. Entretanto,
utilizamos uma estratégia diferente para gerar as solucoes inicias para o método do
TS-PCP.

A estratégia de ramificagao descrita na secao 4.2 nos garante que o grafo associ-
ado a um nd pai na arvore de ramificagao difere de no maximo 2 componentes em
relacao aos grafos associados aos nos filhos. Esta propriedade nos permite construir
uma solucgao inicial para o TS-PCP em qualquer né da arvore de busca usando a
solucao prévia do né pai. O procedimento de construgao inicia seu processo com
uma solucao primal parcial igual a solucao do né pai, exceto pelas duas compo-
nentes envolvidas no procedimento de ramificagao. Esta solucao parcial, que possui
no maximo duas componentes nao coloridas, é extendida utilizando o algoritmo
guloso one-stepCD [1]. Logo, o método TS-PCP inicia seu procedimento com uma
solugao inicial que possui no maximo duas cores adicionais em relacao ao né pai da

arvore de busca.
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

Algoritmo: TS-PCP(G, X, max()

Constroi nova solugao X’ recolorindo aleatoriamente com uma das 1,...,maxC — 1
cores cada vértice originalmente colorido com a cor maxC'

Inicialize lista tabu e faga iter « 0;

Seja Q. o conjunto de componentes envolvidas em conflitos de cores em X';

Enquanto Q. # () Faga
Selecione aleatoriamente Q' € Q. e atualize Q. — Q. \ {Q’}
Faca maxConflitos < oo
Paraiec Q e/ =1,...,maxC — 1 Enquanto .NOT.reducao Faga
Se o par i,/ nao estiver na lista tabu ou satisfizer o critério de aspiracao Entao
Constroi a solugao X” recolorindo o vértice i com a cor £
Se conflito(X"”) < maxConflitos Entao
maxConflitos «+ conflito(X"), X « X" e Q « Q’;
Se conflitos(X") < conflitos(X’) Entao

X' « X", reducao < .TRUE., iter «— iter + 1, e atualiza Q;

Se conflitos(X') = 0 Entao
XX
maxC « max(C' — 1;
Retorne para linha 2
Senao
Seja i o vértice colorido com a cor £ na componente Q de X';
Inserir o par 7, ¢ na lista tabu;
X —X;
iter < iter + 1;

Se iter < maxIter Entao Retorne para linha 3

Retorne X

Algoritmo 1: Busca tabu para PCP
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4.4 Identificacao de Cortes

Um algoritmo de planos de cortes foi desenvolvido baseado na identificagao das in-
equagoes (3.33) até (3.35). O problema de separacao destas desigualdades consiste
na identificagdo de alguma sub-estrutura como cliques, buracos e anti-buracos par-
ticionados nos grafos associados com cada né da arvore de busca. Na secao 4.4.1
apresentaremos uma heuristica GRASP para encontrar cortes externos cliques. Uma
modificagao do algoritmo de Hoffman e Padberg [37] para encontrar cortes baseados

em buracos e anti-buracos particionados sera apresentada nas segoes 4.4.2 e 4.4.3.

4.4.1 Cortes Externos Clique

O GRASP [38, 39, 40, 41, 42] é um método multi-partida onde cada itera¢ao consiste
na construcao de uma solucao miope aleatoria seguida de uma busca local usando
a solucao construida como ponto inicial da busca. Este procedimento se repete
varias vezes e a melhor solucao encontrada dentre todas as iteragoes do GRASP é
retornada.

Definimos G* = (V*, E*) o subgrafo induzido no grafo G,, assossiado a um né
da arvore de busca pela anti-vizinhanca maior V* = Ap.(u) do vértice u € V.
Definimos também z,,, como sendo o valor 6timo da variavel x,, na relaxacao linear
do modelo assimétrico para PCP, para todo u € V e v € Ap(u). A heuristica
GRASP tenta encontrar uma clique C' com maior peso ) . Ty, para cada vértice
u € V tal que Z,, > 0. A sua fase construtiva inicia seu procedimento com uma
clique C' vazia e constroi uma clique particionada inserindo vértices em C' até que
C se torne maximal.

Seja C' C V* uma clique particionada de Gy, e §(C) = {w € V*\C' | C U {w}
é também uma clique particionada de G,,}. A selecao do préximo vértice que ird
compor C é realizada através de um conceito similar ao de roleta russa em algoritmos
genéticos [43]. Este método consiste em associar a cada vértice v uma fatia da roleta
igual ao seu valor z,, , dada por:

Prob, = Ty, /( Z Tuz)

z€6(C)

De acordo com essa expressao, a probabilidade de um vértice ser escolhido é propor-

cional ao seu peso, assim nos de peso maior possuem maior probabilidade de serem
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escolhidos. A cada iteracdo um vértice ¢ selecionado e o conjunto 6(C') é atualizado.
O procedimento se repete até §(C') = 0.

Como em qualquer heuristica de construcao, a solucao inicial gerada pelo método
nao possui nenhuma garantia de ser localmente 6tima com respeito a uma vizinhanca
de solugoes qualquer. Entao é quase sempre interessante aplicar um método de
busca local para tentar melhorar esta solucao inicial. Um algoritmo de busca local
funciona iterativamente substituindo a solugao corrente por uma possivel solugao
melhor presente na vizinhanga desta. O método termina quando nao existe tal
solucao.

Definimos a vizinhanga (C') como o conjunto de todas as cliques particionadas
que podem ser obtidas através da troca de um vértice v € C' por outro vértice
u € §(C\{v}). A fase de busca local inicia seu processo com a solucao gerada pela
fase construtiva. O método iterativamente troca a solugcao corrente por uma de maior
peso presente em sua vizinhanca. A fase de busca local finaliza seu processo quando
nao exister nenhuma solugao de peso maior na vizinhanca da solugao corrente.

O método GRASP péra apds a realizagao de 10 - |[V¥| iteragoes sem melhoria da
melhor solugdo. As |[V*| cliques particionadas de maior peso encontradas servirao de

base para os cortes cliques que serao adicionados no modelo assimétrico para PCP.

4.4.2 Cortes Externos de Buracos e Anti-buracos

Para cada v € V tal que z,, > 0, o problema de separacao dos cortes externos de
buracos impares consiste em encontrar um buraco impar ou um anti-buraco impar
H e V" tal que ),y Tuw > apfy.

Hoffman e Padberg [37] desenvolveram uma heuristica para identificacdo de re-
strigoes violadas baseadas em estruturas buraco. Estas inequagoes foram utilizadas
num método de enumeracao implicita para o problema de escalonamento de trip-
ulacao em companhias aérias. Desenvolvemos uma generalizacao do algoritmo de
Hoffman para encontrar inequagdes de buraco impar em G* = (V*, E*). O mesmo
algoritmo é utilizado no grafo complementar para encontrar inequagoes de anti-
buraco que estejam violadas.

A heuristica de Hoffman e Padberg utiliza a nocao de grafo de niveis. Um grafo

de nivel é construido a partir de um vértice raiz r € V* escolhido aleatoriamente.
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A seguir, um rétulo h,, é atribuido para cada vértice w € V*. O valor h,, é definido
como a distancia minima em arestas entre o vértice w e o vértice raiz r. Por exemplo,
o rotulo do vértice raiz r é igual a 0, o rétulo dos vértices vizinhos de r é 1, e assim
por diante. A Figura 4.2 ilustra um grafo de niveis, construido a partir do vértice r.
Para qualquer dois vértices adjacentes w e z com niveis h,, = h, > 2, se existir dois
caminhos disjuntos em vértices p,, (de w para r) e p, (de z para r), entao existe um
ciclo impar que contém w, z, e 7.

GU

Figura 4.2: Grafo de niveis.

O algoritmo entao atribui pesos t,,, = 2 — T, — T, para cada aresta (w, z) € E".
A seguir, para cada aresta (w,z) € E* com h,, = h, > 2 e Plw] # Plz] # P[r],
o algoritmo busca dois caminhos minimos particionados disjuntos em vértices (i.e.,
caminhos minimos compostos apenas por vértices de diferentes componentes), um
de z para r e outro de w para r. Se ambos caminhos existirem, entao um buraco
impar particionado é encontrado e pode ser utilizado para gerar um corte externo
possivelmente violado. Caso contrario, o algoritmo passa para a proxima aresta.
O algoritmo ¢ executado 0.4 - |[V*| vezes, comegando sempre de diferentes vértices

raizes.

4.4.3 Cortes Internos de Buracos e Anti-buracos

Definimos G¢ = (V¢, E€) o subgrafo induzido no grafo G,, assossiado a um né da
arvore de busca pelos vértices elementares V¢ C V. O problema de separagao para
cortes internos baseados em buracos e anti-buracos impares consiste em encontrar
um buraco ou anti-buraco particionado H € V¢ tal que

> T+ HNVO + > Two < X(G[H]).

veH\VO veH\VO,weAp (v)\H
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O método aplicado para resolver este problema de separacao é similar ao método
aplicado para encontrar cortes externos baseados em buracos. Porém desta vez nao
buscamos estruturas contidas na anti-vizinhancga particionada de um vértice, logo
todos os vértices elementares do grafo sao considerados nesta busca. O mesmo
método é aplicado no grafo complementar com a finalidade de encontrar inequagoes
baseadas em anti-buracos que estejam violadas.

Similarmente ao algoritmo anterior, o método constroi um grafo de niveis a partir
de um vértice raiz r € V¢ aleatoriamente selecionado. A seguir, o algoritmo atribui

pesos

th - Z :Euw + Z quz

u€Ap (w) u€Ap (2)
para cada aresta (w,z) € E°. Notemos agora que os pesos atribuidos as arestas
refletem positivamente o valor das variaveis do problema pois buscamos minimizar
o valor destas relacionadas ao buraco, o que implicard numa maior possibilidade de
encontrar um corte interno violado.

A seguir, para cada aresta (w, z) € E€ com h,, = h, > 2, o algoritmo calcula um
caminho minimo particionado p,, em G°¢ do vértice w até o vértice raiz r. Caso p,
exista, o método tenta encontrar um novo caminho minimo particionado p, também
em G°, disjunto em vértices do caminho p,,, entre o vértice z e o vértice raiz r onde

os pesos das arestas do caminho p, sao definidos por
lo = E Tz + E Tz
u€Ap . (2)\Pw u€ Al (2/)\pw

para cada aresta (z, 2') € p,. Caso p, exista, um buraco impar particionado que pode
possivelmente ser usado para gerar um corte interno é encontrado. Caso contrario o
algoritmo prossegue para a préxima aresta. O algoritmo é executado 0.4 - |V| vezes,

comecando sempre de diferentes vértices raizes.
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Capitulo 5

Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentamos os experimentos computacionais executados sobre o
método de branch-and-cut descrito no capitulo anterior. Na se¢ao 5.1 sao apresen-
tados alguns detalhes de implementacao referentes ao método de solucao. Na secao

5.2 apresentamos os resultados e analises do método branch-and-cut para o PCP.

5.1 Detalhes de Implementacao

A estrutura do algoritmo branch-and-cut foi implementada na linguagem de pro-
gramagao C' + + e compilada com a versao v3.14 do compilador Linux/GNU. A re-
laxacao linear do modelo de programacao inteira foi resolvida utilizando X PRES.S—
M P versao 2005-a sobre uma estacao AMD-Atlon 1.8 Ghz de velocidade e um Gbyte
de memoria RAM.
Ordenacao das Componentes

A ordem em que as componentes de vértices se encontram possui uma grande
influencia no desempenho da formulagao dos representantes. Este resultado é con-
sequéncia do fato de que a ordem das componentes ira determinar a cardinalidade
do conjunto V°. Durante a implementacao foi considerada uma ordem onde as com-
ponentes que contém vértices da maior clique maximal particionada C},; encontrada
sao dispostos nas primeiras posicoes da ordem. Apesar da determinacao da clique
inicial C},; ter um profundo impacto no desempenho do modelo, testes realizados in-
dicaram que a ordem das demais componentes pouco interferem no resultado. Para

a determinacao da clique inicial C},; foi utilizado a heurista GRASP descrita na
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Secao 4.4.1.
Limitantes Primais

Em cada n6 da arvore de busca do método de branch-and-cut é executada a
heuristica primal TS-PCP descrita na Secao 4.3 na tentativa de aprimoramento da
melhor solucao viavel para o problema. A heuristicaTS-PCP obteve os melhores
resultados com o parametro F,,q = 50.

Metodologia de Ramificagao

Em nossa implementacao, foi utilizada uma estratégia de best-first para a escolha
do né da arvore de busca a ser averiguado. Os nés da arvore foram ponderados pela
média entre o seu limite inferior e seu limite superior.

Para implementar a escolha de quais componentes iriam ser ramificadas foi uti-
lizado o critério de escolha de componentes que continham vértices que induziam
variaveis com valores fraciondrios, sendo escolhidos preferencialmente as compo-
nentes que compunham a clique maximal inicial Cj,; do grafo. Adotando esta es-
tratégia foi visto que o nimero de vértices da clique inicial tendia a se expandir,
fortalecendo o modelo dos representantes. Foi experimentado também uma escolha
aleatéria de componentes que induziam varidveis fraciondrias, porém este critério
tende a aumentar o esforco computacional.

Planos de Corte

Em um algoritmo de planos de corte, algumas decisoes importantes devem ser
tomadas afim de parametrizar o funcionamento do método. Questoes como quantas
iteragoes o algoritmo ird realizar e quantos cortes devem ser gerados por iteragao
podem determinar o desempenho do método. E importante encontrar um equilibrio
entre qualidade da solugao e tempo computacional gasto. Logo, com o objetivo de

balancear o algoritmo de planos de corte, os seguintes parametros sao utilizados:

e A geragao do nimero de cortes do algoritmo esta limitada por um parametro
que finaliza o método de planos de corte sempre que a funcao objetivo do
modelo nao alcanga um incremento Inc num determinado nimero P de passos
do algoritmo. Um balanceamento proveitoso entre o nimero de cortes gerados
e seu ganho foi considerado na parametrizacao destes fatores. Apos testes
realizados, foram utilizados utilizado os valores Inc = 0.1 e P = n/20 durante

o decorrer do trabalho.
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e Foi estipulado um tempo limite de 10 minutos para o processo de planos de
corte que engloba o tempo gasto pelos métodos de separacao junto com o
tempo de solucao dos problemas lineares. Apds este tempo limite o algoritmo
de planos de cortes é finalizado. Esta estratégia tende a balancear o tempo
gasto entre a estratégia de ramificacdo e o método de planos de corte no

algoritmo branch and cut.

e Um corte é inserido no modelo dos representantes somente se a restricao estiver
sendo violada por um parametro minimo. Este parametro € iniciado com
valor igual a 0.05 e cortes que estejam sendo violados por este valor serao
inseridos no modelo. Quando nao houver mais cortes violados, este parametro
¢ decrescido iterativamente até o valor de 0.02. Estes valores foram alcancados
empiricamente e seu objetivo é diminuir o nimero total de cortes do modelo,

inserindo primeiramente cortes teoricamente mais fortes.

5.2 Sumario de Resultados

Primeiro analisamos o desempenho do método branch and cut junto a um grupo de
grafos aleatoriamente gerados com 20 a 120 vértices. Cada componente destes grafos
possui exatamente 2 vértices e a probabilidade de ocorrer uma aresta entre quaisquer
dois vértices é de 0.5. Cinco instancias foram geradas para cada possibilidade de
nimero de vértices do conjunto {20, 40,60, ....,120}. O método branch and cut foi
executado trés vezes para cada instancia com diferentes sementes de entrada para
o gerador de numeros pseudo-aleatorios. O método finaliza seu processo quando a
solucao 6tima é encontrada ou apds o tempo limite de 2 horas. As médias dos limites
inferiores e superiores em relagao ao ntimero de cores para as 15 execugoes de cada
classe de grafo estao ilustradas na Figura 5.1. Notamos que o método branch and cut
foi capaz de encontrar a solugao 6tima de todas as instancias até 80 vértices. Para
as instancias maiores, a complexidade do problema cresce e o método nao consegue
chegar a otimalidade no periodo limite de 2 horas, porém a distancia entre os limites
superior e inferior é de exatamente uma cor apenas.

Num segundo experimento, aplicamos o método branch and cut sobre um con-

junto de grafos de 90 vértices distribuidos sobre 45 componentes de dois vértices
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Figura 5.1: Média dos limites inferiores e superiores para o nimero de cores ao

variar o nimero de vértices dos grafos.

cada. Neste conjunto de instancias a densidade de arestas varia entre 0.1 e 0.9.
Novamente cinco instancias sao geradas para cada possibilidade de densidade de
arestas. O método branch and cut é executado trés vezes para cada instancia com
diferentes sementes de entrada para o gerador de niimeros pseudo-aleatorios. Como
no primeiro experimento, as médias dos limites inferiores e superiores em relagao ao
numero de cores para as 15 execugoes de cada classe de grafo estao ilustradas na
Figura 5.2. Notamos que a distancia entre as médias dos limitantes nunca ultrapassa
de uma cor. Esta distancia permanece estavel até os grafos de densidade 0.5 quando
comega a diminuir até quase ser nula nas instancias de densidade 0.6.

O numero de instancias em que a solugao foi encontrada para cada densidade de
aresta é apresentada na Tabela 5.1. Para densidades de arestas de valores pequenos,
o método consegue solucionar alguns grafos devido a pequena complexidade destas
instancias. Neste ponto, a formulacao encontra dificuldades devido a auséncia de
cliques no grafo. As instancias mais dificeis sao aquelas com densidade de aresta
entre 0.3 e 0.5, isto se deve ao fato de que para problemas de coloragao em grafo,
as instancias de densidade de aresta mediana tendem a conter subestruturas que
dificultam a solucao do problema. Vemos que esta caracteristica é herdada pelo

PCP. O numero de instancias resolvidas cresce a partir da densidade de aresta 0.6
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Figura 5.2: Média dos limites inferiores e superiores para o nimero de cores ao

variar o nimero de vértices dos grafos.

pois estes grafos tendem a possuir muitas cliques de tamanho grande que fortificam

o valor da relaxagao linear da formulacao matemaética.

Densidade de Aresta 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09
Instancias Solucionadas 5 3 — 1 — 12 15 15 15

Tabela 5.1: Numero de instancias solucionadas dentro do tempo limite para difer-

entes densidades de arestas.

No préximo grupo de experimentos, foram gerados grafos de 90 vértices e densi-
dade de aresta igual a 0.5. Desta vez, o nimero de vértices em cada componente é
o fator variante entre 1,2,4,5 e 10 vértices por componente. Novamente vemos que
as médias dos limites inferiores e superiores em relacao ao nimero de cores estao
ilustradas na Figura 5.3.

Podemos observar que quanto maior é o tamanho da componente no grafo, mais
facil a instancia se torna de ser solucionada. Esta caracteristica vem do fato de que a
dificuldade do problema aumenta diretamente em relacao ao niimero de componentes
do grafo e nao em relacao ao nimero de vértices. Percebemos que instancias com 1
ou 2 vértices por componente se tornam dificeis de resolver devido a sua proximidade

com o problema cléassico de coloragao, enquanto que instancias onde o numero de
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Figura 5.3: Média dos limites inferiores e superiores para o nimero de cores ao

variar o tamanho de cada componente.

vértices por componente é grande se tornam mais faceis.

Uma maneira de mensurar a qualidade de um algoritmo de planos de cortes ¢é
observar o aumento do limitante inferior produzido pela relaxacao linear do mod-
elo quando adicionamos cortes a ele. Uma relaxacao linear forte geralmente esta
relacionada a um conjunto de restricoes que definem cortes profundos no politopo
relaxado. A Tabela 5.2 apresenta a contribuicao dos cortes externos e dos cortes
internos no valor da relaxacgao linear do modelo de representantes para PCP nos gru-
pos de instancias testadas nos dois primeiros experimentos onde variamos o ntimero
de vértices e a densidade de arestas. As primeiras trés colunas fornecem os valores
do numero de vértices, nimero de arestas e do nimero de componentes de cada
grupo das cinco instancias geradas aleatoriamente. A média da relaxacao linear é
apresentada na quarta coluna. As trés ultimas colunas apresentam o valor da média
da melhora relativa da relaxacao linear do modelo de representantes adicionados
(i) os cortes externos, (ii) os cortes internos e (iii) os cortes externos e internos,
respectivamente. A tabela mostra que a boa performance do algoritmo de planos
de cortes tem como causa principal os cortes externos. Observamos que os cortes
externos melhoraram o valor da relaxacao linear em 32.92% na média, enquanto que

ao incluirmos também os cortes internos vemos que a melhoria tem um acréscimo

44



Vértices Arestas Comps. Relaxacao Melhora Relativa (%)

Linear Cortes Externos Cortes Internos Cortes Ext. e Int.

20 0.5 2 2.33 1.87 0.00 1.87
40 0.5 2 2.83 18.62 0.00 18.40
60 0.5 2 3.21 31.97 0.00 32.37
70 0.5 2 3.41 35.47 0.00 35.50
30 0.5 2 3.56 40.94 0.30 40.96
90 0.5 2 3.68 44.51 0.00 44.54
100 0.5 2 3.76 46.80 0.00 46.80
120 0.5 2 3.94 52.96 0.00 52.97
90 0.1 2 1.28 27.95 0.00 27.97
90 0.2 2 1.67 35.81 0.00 35.89
90 0.3 2 2.18 43.08 0.50 43.08
90 0.4 2 2.80 45.28 0.00 45.32
90 0.5 2 3.68 44.51 0.00 44.54
90 0.6 2 4.92 40.83 0.00 40.84
90 0.7 2 6.66 32.78 0.00 32.79
90 0.8 2 9.65 15.68 2.00 15.72
90 0.9 2 14.77 0.78 0.00 0.78

Média 32.93 0.155 32.96

Tabela 5.2: Desempenho do algoritmo de planos de cortes.

de apenas 0.03%. Visto que os cortes externos representam a forca principal do
algoritmo de planos de corte, executamos a mesma bateria de testes comparando os
valores e os ganhos relativos da relaxagao linear adicionada a (i) os cortes cliques
externos, (ii) os buracos externos e (iii) os cortes cliques e buracos externos. Os
resultados apresentados na Tabela 5.3 deixam claro que a familia de cortes cliques
externos representam o ntcleo do algoritmo de planos de cortes.

Agora, no proximo experimento, instancias PCP sao geradas a partir de instancias
classicas do problema de coloragao através do particionamento do grafo colocando
cada vértice em uma componente diferente. Neste caso, o problema PCP se reduz ao

problema classico de coloracao e o método é comparado com o algoritmo branch and
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Vértices Arestas Comps. Relaxagao Melhora Relativa (%)

Linear Cliques Ext. Buracos Ext. Cliques e Buracos Ext.

20 0.5 2 2.33 1.87 0.00 1.87
40 0.5 2 2.83 13.09 9.54 18.62
60 0.5 2 3.21 28.97 15.62 31.97
70 0.5 2 3.41 35.43 12.90 35.47
80 0.5 2 3.56 40.89 17.13 40.94
90 0.5 2 3.68 44.51 16.57 44.51
100 0.5 2 3.76 46.80 16.75 46.80
120 0.5 2 3.94 52.95 16.24 52.96
90 0.1 2 1.28 25.02 18.11 27.95
90 0.2 2 1.67 35.6 17.46 35.81
90 0.3 2 2.18 43.6 18.34 43.08
90 0.4 2 2.80 45.29 17.14 45.28
90 0.5 2 3.68 44.51 16.57 44.51
90 0.6 2 4.92 40.71 15.27 40.83
90 0.7 2 6.66 32.65 10.67 32.78
90 0.8 2 9.65 14.18 2.79 15.68
90 0.9 2 14.77 0.78 0.00 0.78

Média 30.35 13.01 32.93

Tabela 5.3: Desempenho do algoritmo de planos de cortes.

46



cut proposto por Méndez e Zabala em [44]. Os resultados obtidos para o conjunto
das instancias mais dificeis apresentadas em [44] sao apresentadas na Tabela 5.4
(uma descrigao das instancias pode ser visto na Segao 10.1) . Para cada instancia,
as primeiras trés colunas ilustram o nome, o nimero de vértices e o nimero de
arestas do grafo. As trés colunas seguintes apresentam o limite superior, o limite
inferior e o intervalo relativo entre os limitantes do método. As trés tltimas colunas
apresentam a mesma informacao para o algoritmo de Zabala, apés um tempo limite
de 2 horas de processamento em uma estacao Sun Ultra.

Podemos verificar que o método para PCP obteve resultados melhores que o
algoritmo descrito em [44] nas instancias que continham cliques de grande cardinal-
idade (instancias DSJC) e obteve resultados piores nas instancias em que a clique
maximal possui uma cardinalidade baixa (instancias Mycielsky e algumas Inser-
tions). O motivo deste comportamento vem do fato que os cortes externos cliques
sao responsaveis diretos pela forca do método de planos de cortes do nosso modelo.

Em nossos 2 1iltimos experimentos, apresentaremos os resultados computacionais
para instancias PCP que foram geradas a partir de um problema de roteamento e
atribuicdo de comprimentos de ondas (PRACO) [2]. Primeiro, iremos considerar
topologias de anéis citadas em [45]. Trés topologias de anéis com 10, 15 e 20 nds
sao analisadas onde todas as conexoes nesta rede sao bi-direcionais e os caminhos
Gticos nao sao simétricos [29], i.e., o caminho 6tico estabelecido do né i para o né j
pode ser diferente do caminho 6tico estabelecido do né j para o né <. Inicialmente
foram geradas instancias de PRACO a partir das redes de anéis onde o caminho
otico entre o né ¢ para o né j deve ser estabelecido com uma probabilidade variando
entre os valores 0.1, 0.2, .... 1.0. Cinco instancias PRACO foram geradas para cada
probabilidade. Cada instancia PRACO gerada foi transformada em uma instancia
PCP G = (V, E). Neste processo foi gerado um vértice v € V para cada possivel
rota de um caminho 6tico e uma aresta e € F entre cada par de vértices onde
as rotas associadas a estes compartilham um elo na rede de anéis. Vemos que no
caso de redes de anéis, cada caminho ético possui apenas duas alternativas de rotas
(sentido horério e anti-horario). Por fim todos os vértices associados com o mesmo
caminho 6tico sao colocados na mesma componente da particao. Esta transformagao

garante que a solucao 6tima para o problema PCP corresponde a solugao 6tima para
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Branch and cut para PCP | Branch and cut em [44]

Grafo Vértices Arestas | Ls Ly Intervalo(%) | Ls L;  Intervalo(%)
DSJC125.5 125 3891 | 17 14 214 | 20 13 93.8
DSJC125.9 125 6961 | 43 43 0.0 | 47 42 11.9
DSJC250_1 250 3218 9 5 80.0| 9 5 80.0
DSJC250-5 250 15668 | 29 15 93.3] 36 13 176.9
DSJC250-9 250 27897 | 72 71 1.4 | 88 47 87.2
DSJR500_1c 500 121275 | 85 85 0.0 | 88 47 87.2
queen.9_9 81 2112 | 10 9 11.1 ] 10 9 11.1
myciel6 95 ™5 T A4 70| 7T 5 40.0
myciel7 191 2360 | 8 4 1000 8 5 60.0
1-Insertions-5 202 1227 6 3 1000 6 4 50.0
1-Insertions-6 607 6337 | 7 3 1333 6 4 50.0
2-Insertions-4 149 541 | 5 3 66.7( 5 4 25.0
2-Insertions-5 597 3936 | 6 3 1000 6 3 100.0
3-Insertions-4 281 1046 | 5 3 66.7| 5 3 66.7
4-Insertions-3 79 156 | 4 3 333 4 3 33.3
4-Insertions-4 475 1795 5 3 66.7| 5 3 66.7
1-Fulllns-5 282 3247 6 4 500 6 4 50.0
2-Fulllns-4 212 1621 | 6 5 2000 6 5 20.0
2-Fulllns-5 852 12201 7T 5 40.0 7 5 40.0
3-Fulllns-4 405 3524 | 7 6 16.7| 7 6 16.7
3-Fulllns-5 2030 33751 | 8 6 333 8 6 33.3
4-Fulllns-4 690 6650 | 8 7 143 8 7 14.3
Média 51.06 53.37

Tabela 5.4: Instancias classicas de coloracao
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o respectivo problema PRACO.

O método branch and cut é entao aplicado para cada uma das 150 instancias
do PCP com um tempo limite de duas horas. Os resultados computacionais sao
apresentados na Tabela 5.5. As primeiras duas colunas apresentam o nimero de nés
na rede de anéis e a probabilidade de conexao de um caminho 6tico entre os nés. As
trés colunas seguintes ilustram a média do niimero de vértices, arestas e componentes
das cinco instancias PCP correspondentes. As colunas seguintes mostram o ntimero
médio e maximo de nés analisados na arvore de busca do branch and cut, o intervalo
absoluto médio e maximo entre os limitantes superiores e inferiores ([LS — LI],
onde LS e LI representam o melhor limite superior e inferior respectivamente), o
intervalo relativo médio e méximo dos limitantes ((UB — LB)/LB) e o nimero de

% N

instancias resolvidas. O termo indica que a instancia nao foi resolvida no tempo
limite.

Podemos ver pela Tabela 5.5 que todas as instancias de 10 e 15 nds e 40 das
50 instancias baseadas em anéis de tamanho 20 foram resolvidas. Além disto, o
intervalo entre os limitantes inferiores e superiores das instancias nao solucionadas
dentro do tempo limite nao é maior do que 6%.

No ultimo experimento, analisamos a topologia de uma rede 6tica real chamada
NSFnet que contém 14 nés e 21 conexoes, amplamente utilizada em experimentos
na literatura. Esta rede ¢é ilustrada pela Figura 5.4. Assim como nas redes em
anéis, todas as conexoes nesta rede sao bi-direcionais e os caminhos 6ticos nao sao
simétricos. Logo vemos que existem até 14 - 13 = 182 caminhos 6ticos a serem
estabelecidos.

Novamente foram geradas instancias de PRACO a partir da instancia NSFnet
onde o caminho 6tico entre o né ¢ para o né j deve ser estabelecido com uma proba-
bilidade variando entre os valores 0.1, 0.2, .... 1.0. Cinco instancias PRACO foram
geradas para cada probabilidade. Cada instancia PRACO foi transformada em uma
instancia PCP através do procedimento 2-EDR proposto em [29]. Este procedimento
primeiro calcula duas possiveis rotas para cada caminho 6tico. Entao, uma instancia
PCP é construida com um vértice para cada possivel rota e uma aresta entre cada
par de vértices onde as rotas associadas a estes compartilham um elo na rede ética.

Todos os vértices associados com o mesmo caminho 6tico sdo colocados na mesma
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Anel Prob. Vértices Arestas Comps. B&C nodes Intervalo % Intervalo Resol.

Nos média  média  média média (max.) média (max.) avg. (max.)

10 01 176 63.6 8.8 1(1) () () 5
10 0.2 35.6 2428 7.8 1.2(2) () () 5
10 0.3 406 4772 24.8 1(1) () =) 5
10 04 67.6 8862  33.8 1(1) () () 5
10 05 832 13426 416 1(1) () (=) 5
10 06 1024 2024 51.2 1(1) () NE
10 07 1272 3154  63.6 1(1) () ) 5
10 08 1452 41192 726 1(1) () =) 5
10 09 1644 52974 822 1(1) () () 5
10 1.0 180 6360 90 1(1) () () 5
15 0.1 472 4578 236 1(1) () (=) 5
15 0.2 02.8 17234 464 1(1) () =) 5
15 03 1364 37294  68.2 1(1) () () 5
15 04 178 6358.2 89 1.2(2) ) () 5
15 05 2156 93168  107.8 1(1) () () 5
15 06 2556 13076.8  127.8 1.4(3) () () 5
15 0.7 303.2 18492.6  151.6 1(1) () (=) 5
15 08  339.6 231514  169.8 1(1) () NET
15 09 3816 292852  190.8 1.2(2) () =) 5
15 1.0 420 35490 210 1(1) () () 5
20 0.1 784 1251 30.2 2.2(7) () =) 5
20 0.2 1552 48032  T7.6 1.4(3) () T
20 0.3 232 10925.6 116 8(20) 0.4(1) 206) 3
20 04 3084 103194 1542 2.4(8) 0.2(1) 1(4) 4
20 05 3832 208488  191.6 1(1) () () 5
20 0.6 454 41860.8 227 1.2(2) () (=) 5
20 0.7 5408 595072  270.4 1(1) () ) 5
20 0.8 6128 76398  306.4 1(1) ) () 5
20 0.9  689.2 967028  344.6 1(1) 0.4(1) 12) 3
20 1.0 760 117420 380 1(1) 1.4(2) 3(4) 0

Tabela 5.5: Resultados Computacionaig(para as instancias PCP associadas com

redes em anéis.



Prob. Vértices Arestas Comps. B&C nés Intervalo % Intervalo Resol.
média  média  média média (max.) média (max.) média (max.)
0.1 26.4 36.0 22.2 1 (1) - () - () 5
0.2 526 149.0  39.0 1(1) - () - 5
0.3 79.0 359.6 58.6 1 (1) - (=) - (=) 5
0.4 103.0 6344 754 1 (1) - () () 5
0.5 1252 9476  92.0 1(1) — () -(=) 5
0.6 151.2 14104  109.6 24.2 (75) 0.4 (1) 4(11) 3
0.7 181.0 20938  130.4 0 (16) 0.2 (1) 2 (10) 4
0.8 204.6  2638.2 146.6 (18) 0.6 (1) 5(9) 2
0.9 2248 31182  165.6 6 (8) 0.6 (1) 5(8) 2
1.0 248.8  3885.6 182.0 2 (4) 0.4 (1) 3 (8) 3

Tabela 5.6: Resultados Computacionais para as instancias PCP associadas com a

rede NSFnet.

componente da particao. Ressaltamos que neste caso a solucao 6tima do problema
PCP nao é garantidamente 6tima para o problema PRACO correspondente pois o
método 2-EDR nao gera todas as possiveis rotas de cada caminho ético.

O método branch and cut é entao aplicado para cada uma das 50 instancias do
PCP com um tempo limite de duas horas. Os resultados computacionais sao apresen-
tados na Tabela 5.6. A primeira coluna ilustra a probabilidade de existéncia de cada
caminho Otico. As trés proximas colunas informam a média do nimero de vértices,
arestas e componentes das cinco instancias de PCP. As colunas seguintes mostram
o numero médio e maximo de noés analisados na arvore de busca do branch and
cut, o intervalo absoluto médio e maximo entre os limitantes superiores e inferiores
([LS — LI, onde LS e LI representam o melhor limite superior e inferior respecti-
vamente), o intervalo relativo médio e maximo dos limitantes (UB — LB)/LB) e o
numero de instancias resolvidas.

Vemos pela Tabela 5.6 que todas as instancias de PCP com probabilidade de
caminhos 6ticos até 0.5 foram solucionadas no né raiz da arvore de busca. O fato
de que a relaxacao inicial do modelo assimétrico para PCP junto com a geragao

dos cortes descritos no trabalho alcangar o valor 6timo para o problema expressa a
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forca desta formulacao de representantes. Para as instancias de maior complexidade,
onde a probabilidade de caminhos 6ticos é maior do que 0.6, vemos que o método
branch and cut nao conseguiu resolver algumas instancias dentro do tempo limite
de duas horas. Porém, ao observar os valores de intervalo absoluto maximo entre os
limitantes destas instancias, vemos que seu valor nunca passa de uma unidade (cor)

e que seu intervalo relativo nunca é superior a 5%.
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Figura 5.4: Topologia da NSFnet.
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Capitulo 6

Conclusao

Apresentamos neste trabalho um método branch and cut para o problema de col-
oragao particionada em grafos. Até o momento da divulgacao deste trabalho [46]
[47], este é o unico algoritmo exato para PCP presente na literatura. No trabalho
propomos uma formulacao de programacao inteira 0-1 baseada no modelo de repre-
sentantes para o problema PCP; um estudo poliédrico do modelo com a descrigao
de algumas facetas do politopo; novas heuristicas de separacao para o algoritmo de
planos de cortes; uma nova abordagem de uma heuristica primal para o problema
PCP; e uma nova estratégia de ramificacao para o problema.

Testes computacionais foram exaustivamente realizados sobre varios grafos aleatérios
e sobre instancias PCP originarias do problema de roteamento e atribuicao de com-
primentos de ondas (PRACO). Os resultados demonstraram a eficiéncia e forca da
abordagem. O método branch and cut foi capaz de resolver instancias de grande
porte e quando o método nao obteve éxito em solucionar o problema dentro do
tempo limite, a diferenca entre os limitantes nunca ultrapassaram 6%.

Uma possivel extensao deste trabalho seria investigar como outras formulagoes
matematicas para o problema de coloragao se comportariam se fossem extendidas
para o problema de PCP. Além disto, a criacdo de um método exato para PCP
abre caminhos para futuras aplicagbes do problema em outras areas de problemas

de redes 6ticas ou fora dela.
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Parte 11

Um Algoritmo Branch and Cut
para o Problema de Coloracao

Equilibrada
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Capitulo 7

Introducao

Seja G = (V, E) um grafo nao direcionado onde V' é definido como o conjunto de
vértices e F/ o conjunto de arestas. Uma coloragao equilibrada de G é uma particao
do conjunto de vértices V' em uma familia de conjuntos independentes disjuntos onde
a diferenca entre a cardinalidade de dois cojuntos independentes é de no maximo
1. Cada conjunto independente é associado com uma cor diferente. Denotamos
por classe de cor o conjunto de vértices do grafo coloridos com uma mesma cor em
uma solucao viavel do problema de coloracao equilibrada. O problema de coloracdo
equilibrada (PCE) consiste em encontrar uma coloracao equilibrada de G' com um
nimero minimo de cores. Este nimero é denominado x.,(G).

O fato do PCE ser um problema de coloragao com restricoes adicionais torna o
problema dificil de ser resolvido. Grafos que possuem coloragoes equilibradas com
k cores podem nao possuir uma solugao viavel com (k + 1) cores. Por exemplo, um
grafo bipartite K33 possui uma coloragao equilibrada com 2 cores porém ¢ invidvel

colorir este grafo com 3 cores de forma equilibrada (Figura 7.1).

Figura 7.1: Grafo K33 colorido equilibradamente com 2 cores.

O problema de coloracao equilibrada (PCE) foi primeiro apresentado em [48].

A motivacao para seu estudo veio de um problema de coleta de lixo municipal
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definido em [49]. Neste problema, a cidade é mapeada em um grafo onde os vértices
representam rotas de coletas de lixo, e existe uma aresta entre dois vértices se as
rotas de lixo correspondentes possuem interseccao nas areas da cidade atendida
(Figura 7.2). O problema é decidir quais rotas devem ser executadas a cada dia da
semana de maneira que uma area da cidade nao seja atendida mais de uma vez por
dia e que o nimero de rotas executadas por dia seja aproximadamente igual. Este

problema se reduz a um problema de uma 6-coloracao equilibrada.

Figura 7.2: Mapeamento das rotas de lixo em um grafo

Outra area de aplicacao para o PCE é a construcao de planilhas de alocacao
escolares (school timetable) onde se procura maximizar o uso de salas de aula. Este
outro problema pode ser formulado como um PCE de maneira que as cores corre-
spondem a horarios de aula, os vértices do grafo correspondem as disciplinas a serem
ministradas e existe uma aresta entre dois vértices se as disciplinas correspondentes
nao podem ser lecionadas no mesmo horario. A solucao deste problema ira fornecer
uma particao dos vértices em conjuntos de cardinalidade semelhante com o objetivo
de maximizar o espaco de salas de aula.

Um outro exemplo para uma aplicacao mais recente do uso de coloracao equili-
brada ¢ o problema de distribui¢ao de dados em sistemas de meméria paralela [50].
O problema ocorre quando sistemas que possuem multiprocessadores acessam ban-
cos de memoria de forma paralela. Nestes sistemas é necessario um esquema de
distribuicao de dados eficiente que minimize os conflitos de memoria e garanta uma

distribuicao balanceada de dados. Um conflito de meméria ocorre quando dois pro-
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cessadores tentam acessar um mesmo modulo de meméria simultaneamente. Uma
distribuicao de dados balanceada garante que cada moédulo de memoéria armazena
quantidades aproximadamente iguais de dados. O problema de distribuicao de da-
dos pode ser modelado como um PCE de forma que os dados de uma determinada
aplicacao sao representados por um grafo onde dois vértices sao adjacentes se os
respectivos dados nao podem ser acessados simultaneamente. Neste problema cada
cor representa um modulo de memoria e o objetivo é encontrar uma particao onde
nao exista conflitos de memoria. Além disso, uma particao é dita balanceada se
os vértices do grafo estao distribuidos de forma balanceada entre os mddulos de
memoria, e dita perfeitamente balanceada se a carga de quaisquer dois modulos
difere de apenas uma unidade.

O problema classico de coloragao em grafos pode ser reduzido a um problema
de PCE. Logo, o problema de coloracao equilibrada é um problema da classe NP-
Dificil [51]. Na literatura, algoritmos polinomiais sdo conhecidos apenas para classes
especificas de grafos como arvores [52] e grafos splits [53]. Porém vimos que muitas
aplicacoes que podem ser modeladas como um PCE (problemas de scheduling [49]
[54] e problemas de distribuicao de dados [50]) nescessitam de solugoes para o
problema geral. Estas aplicacoes estimulam a busca por solucoes eficientes para o
problema.

A seguir apresentamos um algoritmo branch and cut exato para o problema de
coloracao equilibrada baseada numa especificagao da formulagao dos representantes
[4] [5]. No Capitulo 8 apresentamos formulagoes de programacdo inteira para o
PCE assim como alguns resultados tedricos. O Capitulo 9 descreve as principais
partes do algoritmo branch and cut proposto. Uma descricao dos resultados com-
putacionais ¢ apresentada no Capitulo 10 enquanto que o Capitulo 11 realiza uma

analise conclusiva do trabalho.
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Capitulo 8

Coloracao Equilibrada em Grafos

No Capitulo 3, nos dedicamos ao estudo do modelo para o problema de coloragao
particionada, assim como um estudo parcial de seu poliedro. No presente capitulo,
descreveremos o problema de coloragao equilibrada e alguns resultados teéricos inici-
ais em relagao a propriedades estruturais do problema na Se¢ao 8.1. Nas Segoes 8.2,
8.3 e 8.4 abordaremos modelos de programacao inteira para o problema baseados
em formulagoes existentes para o problema de coloragao em vértices. Para o mod-
elo baseado em representantes, serao apresentadas familias de desigualdades validas

para a formulacao.

8.1 Problema de Coloracao Equilibrada em Grafos

Dada uma coloracao C' para um grafo G, definimos por ¢(i) o nimero de vértices
coloridos com a cor i. Uma coloragao de G ¢é dita equilibrada se para quaisquer duas
cores i e j temos que |c(i) —¢(j)| < 1. O PCE pode ser agora formalmente definido
como o problema de encontrar uma coloragao equilibrada de G' com x.,(G) cores.
Um dos principais resultados para coloracao equilibrada foi enunciado por Hajnal-

Szemerédi [55]. Este teorema estabelece um limite superior para o valor de x.q(G).

Teorema 8 (Hajnal-Szemerédi [55]) Seja Ag = MAX,ev(] N(v) |) o grau
méaximo do grafo G. Todo grafo G possui uma colorag¢ao equilibrada com (Ag + 1)

cores.

Como visto anteriormente, o Teorema 8 estabelece um limite superior para o

valor de x¢,(G). Além disto, podemos facilmente notar que o valor 2 é um limitante
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inferior para x.,(G) em qualquer grafo conexo G. Estes dois fatos nos levam ao

seguinte resultado:
Corolario 3 Seja G = (V, E) um grafo conexo. A Equagao 8.1 € vdlida para G.
2 < eolG) < Ag+1. (8.1)

O lema a seguir foi desenvolvido com o objetivo de estabelecer limites para a

cardinalidade maxima e minima das classes de cores em uma coloragao equilibrada

do grafo G.

Lema 1 Se C € uma coloragao equilibrada do grafo G = (V, E) com k cores, entdo
a cardinalidade mdrima de uma classe de cor em C éZ = [}], e a cardinalidade

minima de uma classe de cor é z = |7 |, onden =|V |.

Prova:
Seja @ o numero de classes de cores que tenham cardinalidade Z. Como C' é uma
coloracao equilibrada que utiliza k cores, as cardinalidades das classes de cores em

C diferem de no méaximo uma unidade. Logo a equacao a seguir é vélida.
n=a-z+(k—-a) -z (8.2)

Caso k divida n, todas as classes de cores na coloragao C' terao a mesma cardi-

nalidade Z = z. Analisando a Equacao 8.2, temos que

n = a-z+k—a)-z
n = a-z+k-zZ-a-z
n = k-

este fato é vélido se Z = [}] = | }] = z. Caso contrdrio, primeiro mostraremos que
= n 3 _ n
z =[] e depois que z = | 7].

Como C é uma coloragao equilibrada e k£ nao divide n, a seguinte equacao é
valida.

z—z=1 (8.3)

Vamos assumir que z # [7]. Entao temos dois casos a considerar: (i) z > [7] ou

(ii) z < [#]. No primeiro caso temos @ classes de cores de cardinalidade z > [7] e
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k — @ classes de cores de cardinalidade z = Z — 1 > [7]. Pela Equacao 8.2 temos
que
n

n=a-z+k—-@)-z>a- b%t(k—a)- {%W =k- {%W > n.

Por contradigao temos que, Z # [#]. No segundo caso temos @ classes de cores
com cardinalidade Z < [#] e k—a classes de cores com cardinalidade z = z—1 < [7].

Novamente, a partir da Equagao 8.2 temos que

n=a-z+(k—a)-z<a- L%J—i—(lﬂ—@)- L%J =k- L%J < n.

Por contradigao verificamos que z £ [7]. Logo,

I3

A partir deste resultado e da Equacao 8.3 temos que

=xo1=fi]-1- 3]

]

o que finaliza a prova. O

Com o resultado do lema anterior podemos agora estabelecer limites para a

cardinalidade das classes de cores de uma coloragao equilibrada.

Teorema 9 Seja C' uma coloragdo equilibrada do grafo G = (V, E) com k cores e
seja LSy e LI, um limite superior e inferior para k, respectivamente. Temos que

—— | € um limite inferior e | 7% | € um limite superior para a cardinalidade mdxima
LS LI,

de uma classe de cor em C', respectivamente.

Prova:
Seja Z a cardinalidade maxima de uma classe de cor em C'. A partir do Lema 1

temos que

Como

25| <[ < |z

entao a Equacao 8.4 é valida.
n
LSy,

[LLIJ . (8.4)
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O objetivo do teorema anterior é analisar a relacao que existe entre os limitantes
superiores e inferiores de uma coloracao equilibrada de um grafo GG em relacao a car-
dinalidade de suas classes de cores. No corolario a seguir, o Teorema 9 é especificado

em termos de uma coloragao minima.

Corolario 4 Uma coloracdo equilibrada do grafo G = (V,E) com x(G) cores
satisfaz a Equacao 8.5.

n n
" << | 8.5
’VLSXeq(G) —‘ N N ’VL[XE(](G) -‘ ( )

onde Z € a cardinalidade maxima de uma classe de cor numa coloracao equilibrada

com Xeq(G) cores.

8.2 Formulacao de Atribuicao de Cores PCE

A primeira formulagao de programacao inteira para o PCE foi desenvolvida recen-
temente por Bahiense et al. [56]. Nesta formulacao, existem trés tipos de varidveis.
O primeiro tipo sdo as variveis bindrias z,. para todo v € Ve c € {1,...,Ag + 1}

com a seguinte interpretacao.

1 caso a cor c for atribuida ao vértice v
Lye =
0 caso contrario
Sabemos pelo Teorema 8 que Ag + 1 cores sao suficientes para colorir equili-
bradamente um grafo GG. Logo, com o objetivo de minimizar o niimero de cores

usadas nesta formulacao, o segundo tipo de variaveis é definido como as variaveis

bindrias w,, para ¢ € {1,...,Ag + 1} onde:

1 caso x,. = 1 para algum v € V'
We =
0 caso contrario
Uma coloragao equilibrada pode ser definida como uma coloracao de vértices com
uma restricao de equilibrio entre as classes de cores. Com o objetivo de formular

esta condicao, uma classe de variaveis se faz necesséaria para refletir a cardinalidade
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de cada classe de cor da coloracao equilibrada. Logo, o terceiro tipo de variaveis

denominadas y. ¢ definido a seguir:

Yo = vac, para todo ¢ € {1,...,Ag + 1}

veV
A formulacao de atribuicao de cores para o PCE é apresentada a seguir:

Ag+1
FAT =min Y w, (8.6)
c=1
sujeito a:
Ag+1
Y awe=1 YueV (8.7)
c=1
Tpe + Tye KW Y(v,u) € E, ece{l,....A¢+ 1} (8.8)
Yo=Y Ty Vee{l,.,Ag+1} (8.9)
veV
We — weyr >0 Vee{l,...,Aqg} (8.10)
lye —y |<1 Ve, led{l,...,Aq+1} (8.11)

T € {0,1} YoeV, Vee{l,.,Aq¢g+1}ew.€{0,1} Vee{l,..,Aq¢+1}
(8.12)
ye €2 Vee{l,..,A¢+ 1} (8.13)

As restrigoes 8.7 garantem que cada vértice do grafo receberd uma tunica cor
enquanto que as restricoes 8.8 asseguram que os pares adjacentes de vértices recebem
cores distintas. As varidveis do tipo y. indicam a cardinalidade de cada classe de
cor ¢ através das inequagoes 8.9. As inequagoes 8.10 tem como objetivo eliminar em
parte a simetria do modelo induzindo que uma cor ¢ + 1 s6 possa ser atribuida
a algum vértice se a cor c ja tiver sido atribuida. Desta maneira, se tivermos
uma coloragao equilibrada que utiliza k cores, o modelo iré considerar permutacoes
entre as primeiras k cores em seu conjunto de solucoes vidveis, porém eliminara
permutacoes com cores de indices maiores que k. Finalizando, as restrigoes 8.11
garantem que a cardinalidade de duas classes de cores diferem de no maximo uma
unidade.

Notemos que o modelo F'AT é nao linear pela presenca do médulo nas inequagoes
8.11. Com o objetivo de linearizar o modelo, as inequacoes 8.11 sao substituidas

pelas restrigoes a seguir:
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Ye— <1+ M2 —-w.—w;) Ve, le{l,..,Ag+ 1} onde ¢ < I,
Ye—y > —1—=M2—w.—w;) Ve, l€{l,...Ag+ 1} onde ¢ <[,

onde M ¢ grande o suficiente para forcar y. — y; < 1 somente quando w, e wy;
forem diferentes de zero.

O modelo de programacao obtido pela substituicao das restrigoes 8.11 pelas
restrigoes lineares citadas, denominado de F'AT;, possui (| V' | +2)(Ag+ 1) varidveis

e| VI]+( E|+4)(Ag + 1) restrigoes e é definido a seguir.

Ag+1
FAT) = min Y w, (8.14)
c=1
sujeito a:
Inequagoes (8.7)-(8.10)
Ye— <1+ M2 —-w.—w,;) Ve, le{l,...Ag+ 1} onde c <, (8.15)

Ye—y > —1—M2—w.—w;) Ve, le{l,...Ag+ 1} onde ¢ <, (8.16)

Toe €{0,1} Yo eV, Vee{l,..,A¢g+1}ew.€{0,1} Vee{l,..,Ag+1}
(8.17)
y €27 Vee{l,..,A¢+ 1} (8.18)

O fato de este modelo para PCE ser baseado no modelo classico para coloracao
em vértices de um grafo incentivou o desenvolvimento de uma formulacao baseada
no modelo de representantes [4, 5. Na préxima se¢ao apresentaremos a versao

simétrica da formulagao e logo a seguir duas versoes assimétricas para o problema.

8.3 Formulacao dos Representantes Simétrica para

PCE

A formulagao de representantes para PCE é baseada na seguinte idéia: Ao invéz de
associar vértices a cores, escolnemos um vértice para representar todos os vértices
de uma mesma cor. Logo, cada vértice do grafo pode ter um destes dois estados:

(i) ou ele representa sua prépria cor (i) ou existe algum outro vértice que o esta
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representando. A formulagao por representantes tem sido utilizada com sucesso em
outros tipos de problemas de coloragao como [4, 5, 47].

Definimos A(u) = {w € V : (u,w) ¢ E,w # u} como a anti-vizinhanga do
vértice u (i.e., o subconjunto de vértices que nao sao adjacentes a ). Definimos
também A’(u) = A(u)U{u}. Dado um subconjunto de vértices V' C V| denotaremos
por E[V'] o subconjunto de arestas induzidas em G = (V, E) por V'. Um vértice
v € A(u) é dito isolado em A(u) se E[A(u)] = E[A(u) \ {v}] (i.e., o vértice v nao
possui vizinhos em A(u)). Definimos as varidveis binarias z,, para cada u € V e
para cada v € A'(u), tal que x,, = 1 se e somente se o vértice u representa a cor do
vértice v; caso contrario z,, = 0. Definimos também a variavel de equilibrio Z € R,
onde Z indica a cardinalidade da maior classe de cor na coloragao equilibrada, i.e.,
a cardinalidade de cada classe de cor ¢ Z ou Z — 1. Definimos também Z;,,y e Zs,,
como os limitantes inferior e superior para o valor de Z, respectivamente.

O modelo para PCE pode ser formulado como um problema de programacao

matematica definido a seguir:

FSR=min) (8.19)
ucV
sujeito a:

Z Ty =1 YuevV (8.20)

veA’(u)
Typ + Tuw < Ty Yu €V, Y(v,w) € E com v,w € A(u) (8.21)
Ty < Ty, Yu €V, Vv € A(u) tal que v é isolado em A(u) (8.22)
T + Z Tuy < LTy, Yu eV (8.23)

vEA(u)
T + Z Ty 2> (Z = Dayy, YueV (8.24)

veA(u)

Ty € {0,1} YueV, Yve Ap(u) e Z € [Zing...Zsup)- (8.25)

O modelo acima é denominado de formulacdo por representantes para coloracdo
equilibrada. A fungado objetivo (8.19) contabiliza o ntmero de vértices represen-
tantes, i.e., o nimero de cores. As restrigoes (8.20) garantem que cada vértice
u € V precisa ser representado por si mesmo ou por outro vértice v contido na sua
anti-vizinhanca. As inequagoes (8.21) forgam que vértices adjacentes tenham rep-

resentantes diferentes. As restri¢oes (8.21) junto com as restrigoes (8.22) garantem
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que um vértice apenas pode ser representado por um vértice representante. As in-
equagoes (8.23) e (8.24), denominadas restrigoes de equilibrio, garantem o equilibrio
entre as classes de cores.

Novamente iremos aplicar a técnica descrita em [5] com a finalidade de quebrar a
simetria do modelo e construir uma formulacao assimétrica dos representantes para

o problema PCE.

8.4 Formulacao dos Representantes Assimétrica

para PCE

Com o objetivo de quebrar a simetria da formulagao F'SR, adaptamos o modelo de
PCE para a formulacao assimétrica de representantes descrita em [5]. Estabelece-
mos uma ordem < entre os vértices e definimos que um vértice v apenas pode ser
representado por um vértice u se u < v (i.e. se u for anterior a v na ordem <).
Logo, o vértice representante de uma classe de cor sera o vértice de menor indice.
Com a utilizacao desta ordem de representacao entre os vértices conseguimos elimi-
nar solucoes simétricas em que uma mesma classe de cor poderia possuir diferentes
representantes.

Definimos A, (u) = {v € A(u) : v < v} como a anti-vizinhanga maior do
vértice v € V (i.e. o conjunto de vértices que u pode representar) e A_(u) =
{v € A(u) : v < u} como a anti-vizinhan¢a menor do vértice u (i.e. os vértices
que podem representar o vértice w). Definimos também Al (u) = A, (u) U {u} e
A (u) = Ai(u) U {u}. Definimos V* = {u € V : A_(u) = 0} como o conjunto
de vértices fontes que nao possuem vizinhanga menor em G (i.e. o conjunto de
vértices que sempre serdo representantes). Como os vértices v € V*® sdo sempre
representantes, x,, = 1 em qualquer solucao vidvel de PCE. Logo, estas variaveis
sao removidas da formulagao assimétrica e a restri¢ao (8.19) pode ser reescrita como
a restrigao (8.26).

Baseado nestas propriedades, as restri¢oes (8.20)-(8.25) podem ser reescritas

também como as restrigoes (8.27)-(8.30), respectivamente.
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FAR=min Y x4+ |V*| (8.26)

veEV\V'S
sujeito a:
> a=1 YueV\V* (8.27)
veAL (u)
Ty + Tuw < B Yu €V, Y(v,w) € E com v,w € A, (u) (8.28)

Ty < Ty Yu € VAV?®, Vo € A, (u) tal que v é isolado em A, (u) (8.29)

But > tw<ZBs, YuevV (8.30)
vEAs (u)
But D ww>=(Z—1). YueV (8.31)
vEAy (u)
Tuy €{0,1} Yu eV, Yve Al (u), e Z € [Zinf..-"Zsup) (8.32)

onde (3, =1 se u € V?; caso contrario (3, = Xy..

Podemos perceber que o modelo FFAR é nao linear por causa das restrigoes de
equilibrio (8.30) e (8.31). Com o objetivo de linearizar esta formulagao, as inequagoes
de equilibrio s@o reescritas como as inequagoes (8.34) e (8.35). Uma possivel for-

mulagao linear para o problema PCE ¢é apresentada a seguir.

FARy =min Y x4+ |V*| (8.33)
veV\VS

sujeito a:

Inequagoes (8.27)-(8.29)

But Y @uw<Z—Zing(1=Bu), YueV (8.34)
vEAy (u)
But D ww>(Z-1) = (Zupy—D(1—B.), YueV (8.35)
vEAy (u)
Ty € {0,1} YueV, Yve Al (u), e Z € [Zinf-.. Zsup|, (8.36)

onde (3, =1 se u € V?; caso contrario (3, = Xy..
No modelo FAR; utilizamos os limitantes da variavel Z para substituir a mul-
tiplicagao por varidveis por uma aproximacao linear. O ntmero de variaveis deste

modelo é de | V\V*® | +m + 1.
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Uma outra maneira de linearizar as restri¢oes (8.30) e (8.31) é através da criacao
de novas varidveis y;, para todo i € {Zjy, ..., Zsyp}, onde y; = 1 se a maior cardi-
nalidade de uma classe de cor for igual a 7, e y; = 0 caso contrario. Logo, podemos

substituir a variavel Z pelo somatorio a seguir.

Z= > iy (8.37)

i=Zin g Dsup
Além disto, precisamos garantir que apenas uma das variaveis y tenha o valor

igual a 1. Isto ¢ alcancado com a seguinte equacgao.

Yo oyi=1 (8.38)

i=Zin f - Dsup

Apenas a substituicao da variavel Z pelas varidveis y nao torna o problema linear,
porém notemos agora que as multiplicagoes sao entre variaveis binarias do tipo y
e x. Com o objetivo de linearizar esta multiplicacao, apresentamos as variaveis
Zui = Buu - Yi, para todo uw € Ve i € {Ziy5... Zsup ). Esta condigao das varidveis zy

pode ser formulada pelas seguintes inequagoes lineares.

i 2 Y+ Pu—1, YueVei= Ty Loy (8.41)

Agora, reescrevemos as Inequagoes (8.30) como:

ﬁu_’_ Z Luw S Zﬁua YueV

vEAy (u)
vEA, (u) 7;:Zinﬁnzsup

By + Z Tuy < Z 1.2y, VueV
’UEA}(U) 7f:Z7,an9up

Aplicamos agora a mesma substitui¢do na Inequagao (8.31):

68



vEA, (u)

But > Tw > ZBy—Bu, YueEV
vEA, (u)

But D T = Y itifu—Pu, YueEV
vEAs (u) 1=Zinf-Lsup

26+ D ww = ), igife, YueV
vEA, (u) 1=Zinf-Lsup

203, + Z Tuw > Z 1.2ui, YueV
vEAy (u) 1=Zinf o Lsup

Aplicando estas alteragoes no modelo FFAR, o problema de coloracao equilibrada

pode ser reformulado como:

FARy =min Y zy+ | V" (8.42)

veV\VS
sujeito a:

Inequagoes (8.27)-(8.29)

By + Z T < Z i.2ui, YuevV (8.43)
vEAs (u) 1=Zinf--Lsup

28,4+ > ww>= Y dza, YueEV (8.44)
’L}€A>_(’LL) 7;:Zinf“-Zsup

Inequagoes (8.38)-(8.41)
Ty € {0,1} YueV, Vuve Al (u) (8.45)
yi €10,1], e z; € R Vu eV, comi = Zips... 25 (8.46)

onde (5, =1 se u € V?; caso contrario (3, = Xy,.

No modelo FAR,; os valores possiveis que Z pode assumir sao discretizados
através da inclusao das variaveis y e de um novo conjunto de restri¢oes. O nimero
inicial de varidveis do modelo FARy é de |[V\V®| +m + Q(1 4+ |V]), onde Q =
Zsup — Zing. Porém vemos que z,; = y; para todo v € V* e ao eliminarmos estas
variaveis alcangamos o numero de |V\V?®| +m + Q(1 + |V \V?|) varidveis do modelo

FAR,.
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8.4.1 Inequacgoes Validas

Novamente foi percebido que os limitantes das relaxacoes lineares do modelo de
representantes para o PCE ¢ fraco. Logo, utilizamos os cortes desenvolvidos por
Campeélo et al. [4, 5] para fortalecer a relaxacdo linear da formulac¢do. O problema
de coloragao equilibrada é um caso particular do problema de coloragao em grafos
e conseqiientemente o politopo formado pelo conjunto de solugoes viaveis para o
PCE esta contido dentro do politopo de coloragao. Logo, podemos averiguar que
as inequagoes descritas em [5, 4] sdo também vélidas para as formulagoes FAR; e
FAR,.

A familia de cortes internos previamente apresentada pelo Teorema 7 é reescrita

na inequagcao 8.47 para os modelos FAR; e FAR,.

doowwt [HAVI [+ Y a2 X(GIH]). (8.47)

vEH\V'S veH\VS weA(v)\H
Teorema 10 (Campélo et al. [5]) Se H C V induz um buraco ou um anti-buraco

impar em G, entdo a inequagdo (8.47) é vdlida para LFy e LF5.

A familia de cortes externos baseados em estruturas clique estd representada no

modelo para PCE através do Teorema 11.

Teorema 11 (Campélo et al. [5]) Para cada uw € V e para cada clique K C
A>(u)7
> < B (8.48)

veK

€ uma tnequacao valida para LF, e LF5.

Utilizamos também uma segunda familia de cortes externos baseados em estru-

turas buraco e anti-buraco impar apresentados pelo Teorema 12.

Teorema 12 (Campélo et al. [5]) Para cada uw € V e um buraco ou anti-buraco
impar H C A, (u),

veEH

¢ uma inequacao vdlida para LF, e LF,, onde ay corresponde a cardinalidade de

um conjunto independente maximo de H.
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Capitulo 9

Um Método Branch and Cut para
o Problema de Coloracao

Equilibrada

Como descrito na Se¢ao 2.4, os modelos introduzidos no capitulo anterior podem
ser usados dentro de um algoritmo branch and cut junto com as equagoes validas
apresentadas. Neste capitulo apresentamos os principais componentes do algoritmo
de branch and cut para o problema de coloracao equilibrada. Na Secao 9.1 apresen-
tamos uma estratégia de ramificacao para o problema. A seguir, a Secao 9.2 mostra
uma breve nota sobre as rotinas de separacao utilizadas. Finalizando, na Secao 9.3
exibimos algumas estratégias para a obtencao de limites primais para o problema

de coloracao equilibrada.

9.1 Estratégia de Ramificacao

A estratégia de ramificacao é de fundamental importancia para o desempenho de um
algoritmo branch and cut. Infelizmente as propriedades do problema de coloragao
equilibrada dificultam ramificagoes baseadas em estruturas de grafos como a descrita
na Secao 4.2. Além disso, realizar a ramificacao sobre as varidaveis do tipo x,,, para
ue V\V®ewv e Al (u), ndo é eficiente pois a maioria delas assume valores nulos
em solugoes inteiras. Logo, nossa estratégia de ramificagao prioriza as variaveis de

equilibrio Z no modelo LF} e y; no modelo LF,. A ramificacao sobre estas variaveis
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tem a propriedade de gerar subproblemas onde o intervalo em que Z varia é menor,
e quanto menor for este intervalo, menor o espaco de solucao do problema. A
estratégia de ramificacao é descrita a seguir.

Caso Z tenha valor fracional na relaxacao linear de LFj, dois novos subproble-
mas serao gerados: No primeiro, adicionamos a restrigao Z < | Z*|, enquanto que
no segundo adicionamos a restricao Z > [Z*], onde Z* é o valor da varidvel Z na
relaxacao linear de LF). Caso exista alguma variadvel y; fracional em LF3, a ram-
ificacao serd realizada sobre a variavel com valor mais préximo a 0.5 na relaxacao
linear. Novamente dois subproblemas serao gerados: no primeiro a seguinte restrigao

sera adicionada

i—1
> =0

j:Zinf
e no segundo adicionamos a restrigao

Zsup

> ui=0.
j=i

Caso nao exista variaveis de equilibrio com valor fracional na relaxacao linear
dos modelos, a ramificagdo sera realizada primeiramente sobre as variaveis X,
onde u € V\V* com valor da relaxagao mais préximo de 0.5. Mais uma vez dois
subproblemas serao gerados: no primeiro fixamos x,, = 0 e no segundo x,, = 1.
Finalizando, caso nao exista variaveis x,, fracionais, ramificamos sobre as variaveis
Ty, onde u € VAV® and v € A, (u) com o mesmo critério de selegao e ramificacao
descrito para as variaveis x,,. Realizamos a ramificacao sobre as variaveis x,,
primeiro pois a fixagao destas varidveis tem a propriedade de fixar um maior niimero

de variaveis x,, nos modelos.

9.2 Identificacao de Cortes

Vemos que os cortes para coloracao equilibrada descritos nos Teoremos 10, 11 e
12 que utilizamos no algoritmo branch and cut se baseiam em estruturas clique,
buracos e anti-buracos. Logo o problema de separagao destas desigualdades consiste
na identificacao destas estruturas que estejam sendo violadas nas relaxagoes lineares
associadas com cada né da arvore de busca. Para solucionar estes problemas de

separagao utilizamos os algoritmos descritos na Segao 4.4. Basicamente os algoritmos
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descritos anteriormente sao generalizados para buscar estruturas clique, buracos e

anti-buracos genéricos e nao apenas particionados.

9.3 Métodos Primais

A presenca de bons limites primais podem reduzir o tamanho da arvore de busca
significantemente. Além disto, é possivel que o algoritmo de branch and cut nao
finalize seu procedimento dentro de um tempo vidvel, por isso é importante que
o método seja capaz de dar boas solugoes no decorrer do processo. Outro fator
importante e expresso pelo Corolario 4 é que bons limites primais para o problema
de coloracao equilibrada nos levam a limites inferiores da variavel Z mais fortes,
0 que consequentemente nos levam a uma diminuicao do espaco de solucao a ser
percorrido. A seguir apresentaremos alguns métodos de obtencao de solugoes viaveis

para PCE.

9.3.1 Um método Tabu para o problema PCE

Recentemente Touhami [57] apresentou um método Tabu adaptativo para o prob-
lema de alocacao de freqiiéncia em redes de celulares. Os bons resultados obtidos por
Touhami [57] neste problema de coloragao com restrigdes adicionais nos motivaram
a desenvolver uma adaptacao de seu método Tabu adaptativo para o problema PCE.

A seguir apresentaremos as principais componentes do método.

9.3.1.1 Funcao objetivo

Dado um grafo G = (V, E), definimos uma solu¢do (z,%) para o problema PCE

como o conjunto das variaveis binarias x,, do modelo FFAR, onde:
& ={ry,VueVeveA)}

e 7z a cardinalidade méaxima de uma classe de cor na solucao viavel.
Definimos também as fungoes O.1(Z,Z) e O.o(Z,Z) para descrever o grau de

viabilidade da solucao & com respeito as restrigoes de equilibrio como:

Ou(2,2) =) max([(Z—1)— > awl, 0), e

ueV veA’(u)
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Oun(2,7) =Y max([ Y ww—7, 0)
)

uevV veA (u

Notemos que quando a solucao nao viola as restricoes de equilibrio temos que
©.1(2,Z) = Oe(7,Z) = 0. Além disto, definimos uma outra fungido ©.(z,z) para
contabilizar o nimero de restricoes de conflitos em arestas violadas pela solugao z,
onde:

0.(8,2)=> > max([ry + Ty — 1], 0)

ueV (v,w) € E
v,w € Ay (u)

De forma similar, caso a solu¢ao Z nao viole as restricoes de arestas temos que
©.(2,zZ) = 0. Finalizando, definimos a funcéo objetivo global ©,(z,%) do método
como:

O4(2,2) =Z + fte.(Oc1(2,Z) + Oc2(Z, Z)) + 10-Oc(2,Z) (9.1)

onde . e . representam coeficientes de penalidade associados a violagao das re-
stricoes de equilibrio e conflito em arestas respectivamente.

Vemos que o primeiro termo da funcao 9.1 representa o objetivo de minimizar
o numero de cores total utilizadas na solucao z através da minimizacao de Z en-
quanto que o segundo e terceiro termos descrevem a viabilidade da solugao. A
presenca de fatores multiplicativos nas funcoes relativas a viabilidade possibilitarao
ao método visitar solugoes inviaveis durante a busca pela minimizacao da funcao

objetivo O,4(z,Z).

9.3.1.2 Operador de busca

O espago de solucao para o problema PCE é muito vasto, especialmente quando
consideramos solugoes em que a viabilidade nao é requerida, logo um operador de
busca tem como objetivo identificar solugoes interessantes para o método.

O espaco de busca é explorado através de alteragoes na representacao dos vértices
realizadas por movimentos a cada iteracao. Um movimento consiste em trocar o
representante de um determinado vértice v € V' de u para w onde u e w pertencem
a A'(v). Denotaremos este movimento por Troca(v : u — w). Aplicando este
movimento a uma solugao (z, %), obteremos uma nova solucao (#’,z’) definido por

(2',Z') = (2,Z) + Troca(v : u — w).
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O operador de busca aplicado neste método procura identificar o melhor movi-
mento para um determinado vértice v € V' dentre um subconjunto de possiveis rep-
resentantes. Definimos o operador Rep(v)? da seguinte forma: considere o vértice
v € V que possui o representante v € A’(v) numa solucado (#,%). O operador Rep(v)?
identifica o movimento de troca de representante de v, dentre um subconjunto de
H C A'(v), que produz o menor valor da fungao objetivo ©,(z,%). O subconjunto
de representantes é definido através da andlise de uma fragao p das possiveis mu-
dangas de representantes em H. Com esta parametrizagao, conseguimos manipular
a intensidade do operador Rep(v)?. Logo vemos que:
O,((2,2)+Rep(v)?) = O4((2,2)+Troca(v: v — w*)) =  min  Oy((z,2)+Troca(v : v — w))

we H
Rand(w) < p

onde Rand(w) é um numero aleatoriamente gerado no intervalo [0, 1].

O operador Rep(v)? definido acima é utilizado para a composi¢ao do principal
operador de busca denominado MOV?. Dada uma solugao (z,%), este operador
identifica o movimento Rep(v)?, onde v pertence a um subconjunto de V', que nova-
mente produz o menor valor da fungao objetivo ©4(%,%). Similarmente ao operador
Rep(v)P; o subconjunto de vértices analisados sera definido por uma probabilidade
de busca ¢. Logo temos que:

O,((2,2) + MOV?P) = 6,4((%,2) + Rep(v*)P) =  min  ©4((,%) + Rep(v)?)

veV
Rand(v) < ¢q

onde Rand(v) é um numero aleatoriamente gerado no intervalo [0, 1].
Denotamos por NP(%, Z) a vizinhanga da solugao (%, z) perante o operador MOVP.
Este operador seleciona a melhor troca T'roca(v : u — w) na vizinhanga da solugao

NP(#,%Z) que nao seja um movimento proibido (Tabu) pelo método.

9.3.1.3 Algoritmo do método Tabu adaptativo

O método Tabu adaptativo para PCE utiliza o operador MOV para caminhar pelo
espago de solucao do problema, restrito a uma lista de movimentos proibitivos atu-
alizados a cada iteracao. A busca é lentamente intensificada no decorrer do procedi-

mento através do aumento da vizinhanga analisada (i.e., incremento dos parametros

peq).
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Com o objetivo de alcangar uma convergéncia mais rapida, o método alterna en-
tre dois modos: uma busca Tabu normal e uma busca local nao proibitiva. Enquanto
que o modo busca Tabu consegue diversificacao nas solugoes visitadas, o modo de
busca local ¢ uma fase de intensificacao que percorre o espaco de solugao através do
operador MOV movendo-se apenas para solugoes em que haja melhoria na fungao
objetivo.

O procedimento da busca Tabu adaptativa TS,4q,~PCE apresentado pelo Algo-
ritmo 2 segue a estrutura de um método de busca Tabu com a diferenca da al-
ternancia de modos da busca Tabu normal para uma busca local. O algoritmo inicia
seu procedimento na linha 2 construindo uma nova solucao gulosa (#,z) usando uma
atribuigao de representantes (cores) diante uma ordem aleatéria para os vértices do
grafo. A melhor solucdo encontrada (&*,Z*) ¢ inicializada na linha 3, assim como os
contadores de iteracao t, t7 e t* que representam o ntimero de iteracoes do método,
do modo busca Tabu e do modo busca local respectivamente. O modo inicial de
execugao Tabu é estabelecido na linha 4. Este modo continua até que uma das duas
seguintes condigoes seja satisfeita: (i) Uma nova solugao vidvel é encontrada na linha
17 e o algoritmo alterna para o modo busca local com o objetivo de convergir rapi-
damente para um 6timo local ou (ii) foram realizadas T3, 4 iteragoes consecutivas
no modo Tabu sem nenhuma melhoria na melhor solugao (&*,Z*), neste caso o algo-
ritmo alterna para o modo busca local na linha 21. O valor de T}, 45 ¢é estabelicido
de modo que a fase Tabu seja utilizada para escapar de um étimo local alcangado
durante a ttima fase de busca local. Com esse objetivo o valor de T}{; ,y é igual a
dez vezes o numero de iteracoes da ultima fase de busca local. Ao entrar em modo
de busca local o algoritmo inicia uma fase de intensificacao da busca no espaco de
solucao e permanece neste estado até alcangar um niimero maximo de iteragoes sem
melhoria T4,y alternando novamente para o modo Tabu na linha 24. O ntimero
maximo de iteragoes sem melhoria no modo busca local é de | V' |.

O método da busca Tabu adaptativa altera dinamicamente o tamanho da vizin-
hanca analisada Ng(;i:,z) através da alteracao dos parametros p e ¢. No inicio do
método utilizamos os valores p = 0.5 e ¢ = 0.7 para a fase do Tabu. Durante o
decorrer do processo de busca, estes valores sao lentamente ampliados, para inten-

sificar a busca, até atingir os valores de p = ¢ = 1. Sempre que o método alterna
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Algoritmo: TS,4,,~PCE(G)
Constroi solucao inicial (&, %)
(#%,2%) « (2,2),t — 0, tT «— 0 e tF «—0;

Inicialize lista tabu e faca modo « Tabu;

Enquanto t < Ty 4x Faca
(@,7') = (2,2) + MOV;
Atualiza lista Tabu;

Se modo = Tabu Entao

(2,2) « (2,7) e tT —tT +1;
Senao

th—th 4+ 1;

Se ©,(#',7z") < ©4(2,%) Entao

(:ﬁ,f) — (‘%,75,)3
Se 0.1(2,%2) = Oe2(2,2) =0 e O.(2,2) =0 e O4(2,%2) < O4(2%,7*) Entao

(@%,7%) = (&,2);

modo = Local e t¥ — 0;

Se modo = Tabu e tT > T}, , Entao

modo = Local e t* « 0;

Se modo = Local e t¥ > T]\L/[AX Entao

modo = Tabu e tT « 0;

t—1t+1;

Algoritmo 2: Busca Tabu adaptativa para PCE
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para a fase de intensificacao de busca local, os valores de p e ¢ sao atualizados para
1 com o objetivo de alcancgar solugoes viaveis mais facilmente.

Além dos parametros de vizinhanca, os parametros da funcao objetivo sao atu-
alizados a cada iteracao do método. O algoritmo atualiza os coeficientes de multi-
plicacao . € ., assossiados as restrigoes de equilibrio e arestas respectivamente, de
maneira que permita ao método buscar a viabilidade das solugoes caminhando por
espacos inviaveis. Uma vez atingida a viabilidade, o método relaxa as penalizagoes
das restri¢oes e busca minimizar o objetivo principal. No inicio do processo temos
que fie = p. = 2 e a cada iteracao, onde a solugao corrente é definida por (2',%’), os

multiplicadores sao atualizados da seguinte forma:

pe(1.05)  caso O (2,7) > 0 ou On(2/,Z) >0
® [, =
1e(0.97)  caso contrario

pe(1.03)  caso O.(2',7') >0
® [, =
1e(0.97)  caso contrério

Vemos que os parametros multiplicativos variam de acordo com a viabilidade das
restricoes. Além disto, a penalizacao das restri¢oes nao é simétrica. Podemos obser-
var que a penalizacao para solugoes que violam as restrigoes de equilibrio aumenta
rapidamente em relacao a de conflito de cores. Desta forma podemos direcionar
o método para solugoes mais equilibradas e depois tentar focar na viabilidade das
coloragoes.

Com respeito aos parametros Tabu, sempre que um movimento Troca(v : u — w)
é realizado pelo método, a representacao do vértice v pelo vértice u fica proibida
(Tabu) no modo de busca Tabu por determinado ntimero de iteragdes. Este nimero

¢ dinamico e proporcional a ocorréncia do vértice u na representacao do vértice v.

Seu valor é determinado pela expressao:

U(u,v)
¥(v)

onde ¥ (u,v) é o numero de vezes que o vértice u representou o vértice v, ¥ (v) é
o numero de vezes que o vértice v trocou de representante e 1 é uma constante
que indica o tamanho da lista Tabu. Com esta estratégia tentamos priorizar os
representantes que o método considera interessantes em detrimento daqueles pouco

utilizados.
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9.3.2 RINS

Vimos na Secao 9.3.1 como um método baseado em busca local pode ser aplicado
ao problema de coloracao equilibrada em grafos. Um outro algoritmo para calcular
valores primais do problema PCE que utiliza conceitos de busca local e a estrutura
do método branch and bound é descrito nesta secao.

Técnicas de busca local tém sido aplicadas com grande sucesso em uma grande
quantidade de problemas de otimizacao combinatéria. Dado uma solugao vidvel
para um problema de programagao inteira, é natural pensar em como melhorar esta
solucao através de alguma técnica de busca local. Infelizmente a composicao destes
métodos necessita de nogoes de vizinhanca, e estas nogoes sao dependentes da es-
trutura particular do problema a ser solucionado sendo dificil extrair tal informacao
de um modelo de programagao inteira. Entretanto Danna e Rothberg [58] apresen-
taram um método denominado RINS (Relazation Induced Neighborhood Search) que
pode ser visto como um método de busca em vizinhancas que utiliza as relaxacoes do
modelo de programacao inteira para fixar variaveis e assim definir suas vizinhancas.
Esta idéia de unir busca local e programacao inteira foi primeiramente utilizada
numa heuristica anterior denominada Local Branching desenvolvida por Fischetti e
Lodi [59] porém com resultados inferiores. A seguir serd descrito o funcionamento
do método RINS.

Ao se explorar a arvore de busca do branch-and-bound, duas solucoes estao sem-
pre ao nosso alcance. A primeira é a melhor solugao primal que é viavel com respeito
as restricoes de integralidade mas que nao temos garantia de otimalidade até que a
ultima solugao inteira seja encontrada. A segunda é a relaxacao linear que é constan-
temente calculada a cada né da arvore. Estas solucoes geralmente nao sao inteiras
mas seus valores objetivos s@o sempre melhores (menores) que os da melhor solugao
viavel.

Vemos que cada uma destas solucoes alcanca um dos objetivos conflitantes
do problema: integralidade e otimizacao da funcao objetivo. Enquanto algumas
variaveis claramente assumem valores diferentes na melhor solucao viavel e na re-
laxacao, é importante notar que algumas delas assumem os mesmos valores. O
método RINS se baseia na intuicao de que estas variaveis que possuem os mesmos

valores formem uma solucao parcial do problema que pode ser expandida para uma
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solugao completa que possa alcancar os objetivos de integralidade e de uma “boa”
funcao objetivo. Entao o método pode focar sua atengao nas variaveis que diferem
seus valores entre as duas solugoes que intuitivamente sao aquelas que merecem mais
atencao.

O Algoritmo 3 ilustra o método RINS que pode ser aplicado em qualquer né da

arvore de busca do branch and bound.

—_

Algoritmo: RINS
Entrada: Problema de programacao inteira PPI, a melhor solu¢ao primal & e
o valor da melhor solugao primal U

Saida: Solucao primal ' com valor objetivo melhor que U se existir

F1xa_VARIAVEIS(PPI, 2);
MEeLHOR_LIMITE(PPI, U);
SorucioNA(PPI);

Se (SorLucAao(PPI) melhor U) Entao

© ©® N e N

._
e

Retorne SorLucao(PPI)

—_
—_

Senao

—
o

Retorne Nulo

Algoritmo 3: Heuristica RINS

O algoritmo inicialmente fixa as variaveis do modelo de programagao inteira
que possuem o mesmo valor que a melhor solugao primal & através da fungao
FIXA_VARIAVEIS. A seguir a fun¢gdo MELHOR_LIMITE na linha 7 atribui ao PPI o
valor de poda U. Por fim, é acionado um método de otimizagao exato sobre o agora
restrito problema de programacao inteira na linha 8. Caso uma melhor solugao
primal seja encontrada, ela sera retornada pela funcao.

E possivel identificar no método RINS os conceitos que caracterizam uma heurfstica
baseada no paradigma de busca local. Primeiro como ja foi dito, o conceito de viz-
inhanga de uma solugao ¢ alcancado através da fixacao de varidveis em relagao a
melhor solucao primal encontrada. Segundo, vemos que as relaxacoes lineares se
alteram de um noé da arvore de busca para outro, assim é alcancado automatica-

mente uma diversificacao na vizinhancga das solugoes. Por fim, uma intensificagao
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do método é conseguida através da solucao do problema restrito.

O método RINS pode ser visto como um algoritmo hibrido [60] pois combina
conceitos de programacao inteira, arvores de busca e busca local. Entretanto, difer-
ente de outros algoritmos hibridos, ele integra todos estes conceitos em uma tnica

estrutura de otimizagao.
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Capitulo 10

Resultados Computacionais

Neste capitulo discutimos os resultados obtidos pelos algoritmos branch and cut
implementados a partir dos modelos FAR; e FARy. Na Segao 10.1 sao descritas
as instancias do problema de coloracao que utilizamos para testar os métodos. Na
Secao 10.2 sao apresentados os detalhes de implementagao referentes ao método de
solucao. Finalizando, na Secao 10.3 apresentamos os resultados e as andlises do

método branch and cut para PCE.

10.1 Descricao das Instancias

Para testar a robustez do método branch and cut, varios testes foram realizados sobre
uma grande bateria de instancias. Grande parte destas instancias foram extraidas
do conjunto de problemas de coloragao de grafos de DIMACS [61]. A seguir, iremos

descrever rapidamente algumas classes de grafos que foram utilizadas.

Grafos Aleatorios:

Grafos Geométricos Aleatérios: Os grafos DSJCx_y e DSJRx_y sao for-
mados por x vértices aleatoriamente colocados no espaco geométrico
[0, 1]2[0, 1], entao sdo inseridas arestas entre quaisquer dois vértices que
estejam a uma distancia de 0.y. Estes tipos de grafos podem ser usados
para modelar aplicacoes de atribuicao de freqiiéncia para telefonia celular
[62]. Outro tipo de grafo geométrico sdo os grafos milesx, porém estes
grafos nao sao aleatérios. Os vértices representam cidades americanas e

suas respectivas distancias em territério americano.
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Grafos de Registros: Uma aplicacao muito utilizada para coloracao em grafos
¢ o problema de alocacao de registros compartilhados por uma com-
pilacao dado um cédigo sequencial. Os vértices nestes grafos representam
variaveis e dois vértices sao conectados por uma aresta se e somente se as
duas variaveis correspondentes a estes vértices utilizam o mesmo registro
ao mesmo tempo em um fragmento de codigo. O ntimero cromatico da
coloragao classica destes grafos indicam o nimero minimo de registros
necessarios naquele fragmento de cédigo. mulsol.i.x e zeroin.i.x sao

grafos de registros.

Grafos Rainha: Dado um tabuleiro de xadrez ¢ por r, um grafo rainha queen.q_-
r é um grafo com ¢r vértices cada um correspondendo a um quadrado do
tabuleiro, e uma aresta existe se somente se conecta dois quadrados na mesma
linha, coluna ou diagonal. Esta classe de grafos representa o problema de
decidir a questao: Existe uma maneira de se colocar ¢ conjuntos de r rainhas
num tabuleiro ¢ por r onde rainhas de um mesmo conjunto nao possam se
atacar? A resposta é positiva se somente se o grafo correspondente ao problema

tiver nimero cromatico x(G) igual a r.

Grafos Jogos: Grafos que representam jogos da temporada de futebol americano
universitario. Os vértices representam os times de futebol de cada universi-
dade e dois vértices sao conectados por uma aresta se os respectivos times se

enfrentaram durante a temporada. Os grafos gamesx sao grafos de jogos.

Grafos de Mycielski: Dado um grafo G = (V,F) onde n =| V |, definimos a
transformagao de Mycielski [63] como o processo de obtencao do grafo MYg

de G onde
V(MYG> - {x17$27"'7xn7y17y2>"'7ynaz}'

O conjunto de arestas E(MY) é formado pelas arestas x;z; para todo v;v; €
E(G), x;y; para todo v;v; € E(G) e y;z para todo i = {l..n}. Sabemos
que esta transformacao nao afeta o tamanho da maior clique do grafo e in-
crementa o nimero cromatico x(G) em uma unidade [64]. Definimos grafos
de Mycielski, denotados por mycielx, como o conjunto de x transformacoes

de Mycielski sucessivas, a partir de um grafo com dois vértices e uma aresta.
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Esta classe de grafos parece ser dificil de se resolver pois nao possui triangulos
(a clique maxima é 2) mas possui nimero cromético igual a x+1. Os grafos
x-Insertion-y e x-Fulllns-y sao generalizacoes dos grafos de Mycielski com

o incremento de mais vértices para aumentar o tamanho do grafo mas nao sua

densidade.

Grafos Livro: Dado um determinado livro de literatura, um grafo é criado a partir
das letras presentes no livro. Dois vértices sao adjacentes no grafo se as letras
aparecerem juntas em alguma parte do livro. Em nossos testes utilizaremos
quatro destas instancias baseadas em cldssicos: Anna Karenina (anna), David

Copperfield (david), a Iliada de Homero (homer) e (jean).

Grafos Kneser: Dado um conjunto C' = {1,2,...,¢q}, o grafo de Kneser K, , é
o grafo com conjunto de vértices formado por todos os subconjuntos de C
com p elementos e tal qual dois vértices sao adjacentes quando os respectivos

subconjuntos forem disjuntos.

Nas tabelas 10.1 e 10.2 sao listados o numero de vértices e arestas de cada

instancia DIMACS.

10.2 Experimentos Computacionais

Assim como os experimentos descritos na Secao 5.1, a estrutura do algoritmo branch
and cut foi implementada na linguagem de programacao C' AN ST utilizando X PRESS—
M P versao 2005-a para resolver os problemas de programacao linear sobre uma
estacao AMD-Atlon 1.8 Ghz de velocidade e um Gbyte de memoéria RAM.
Ordenacgao de vértices

Como ja visto nos modelos baseados em representantes, a ordem em que os
vértices se encontram possui um grande impacto no desempenho do método. Sim-
ilarmente ao problema de coloracao particionada, consideramos a ordem onde os
vértices de uma clique maximal C;,; sao dispostos nas primeiras posicoes da ordem.
No caso da coloragao equilibrada, o tamanho da maior clique é um limitante inferior
para o valor do nimero cromatico equilibrado. Novamente para a determinacao da

clique inicial Cj,,; foi utilizada a heurista GRASP descrita na Secao 4.4.1. As tabelas
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Grafo Tamanho Grafo Tamanho
n m n m
mulsol.i.1 197 3925 myciel3 11 20
mulsol.i.2 188 3885 myciel4 23 71
mulsol.i.3 184 3916 myciel5 47 236
mulsol.i.4 185 3946 myciel6 95 755
mulsol.i.5 | 186 3973 | DSJC125.1 | 125 736
miles750 128 2113 | DSJC125.5 | 125 3891
miles1000 | 128 3216 | DSJC125.9 | 125 6961
miles1500 | 128 5198 | DSJC250.1 | 250 3218
zeroin.i.1 211 4100 | DSJC250.5 | 250 15668
zeroin.i.2 211 3541 | DSJC250.9 | 250 27897
zeroin.i.3 206 3540 | DSJR500_1 | 500 3555
queen.6_6 36 290 jean 80 508
queen.7_7 49 476 anna 138 493
queen.8_8 64 728 david 87 406
queen.9_9 81 2112 homer 561 1629
queen.8_12 96 1368 | gamesl20 | 120 1276
queen.10_.10 | 100 2940 K52 10 15
queen.11_11 | 121 3960 K7 21 105
queen.12_12 | 144 5192 K73 35 70
queen.13_13 | 169 6656 Ky 4 126 315

Tabela 10.1: Instancias de grafos

Grafo Tamanho Grafo Tamanho
n m n m
1-Insertions-4 | 67 232 | 1-Fulllns-3 | 30 100
1-Insertions-5 | 202 1227 | 1-Fulllns-4 | 93 593
2-Insertions-3 | 37 72 | 2-Fulllns-3 | 52 201
2-Insertions-4 | 149 541 | 2-Fulllns-4 | 212 1621
3-Insertions-3 | 56 110 | 3-Fulllns-3 | 80 346
3-Insertions-4 | 281 1046 | 4-Fulllns-3 | 114 541
4-Insertions-3 | 79 156 | 5-Fulllns-3 | 154 792

Tabela 10.2: Instancias de grafos
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10.3 e 10.4 ilustram o valor da clique maximal encontrada assim como o seu tempo

de processamento em segundos.

Grafo clique | tempo Grafo clique | tempo
mulsol.i.1 49 1 myciel3 2 0
mulsol.i.2 31 0 myciel4 0
mulsol.i.3 31 1 myciel5 2 0
mulsol.i.4 31 1 myciel6 2 0
mulsol.i.5 31 1 DSJC125.1 4 0

miles750 29 0 DSJC125.5 9 0
miles1000 41 0 DSJC125.9 32 0
miles1500 73 2 DSJC250_1 4 0
zeroin.i.1 49 1 DSJC250.5 10 0
zeroin.i.2 30 1 DSJC250.9 34 2
zeroin.i.3 30 0 DSJR500_1 12 0
queen.6_6 6 0 jean 10 0
queen.7_7 7 0 anna 11 0
queen.8_8 8 0 david 11 0
queen.9_ 9 8 0 homer 13 0
queen.8_12 12 0 games120 9 0
queen.10_10 9 0 Kso 2 0
queen.11_11 10 0 K7 3 0
queen.12_12 11 0 K73 2 0
queen.13_13 12 0 Ko 4 2 0

Tabela 10.3: Clique maximal inicial

Limitantes Primais

No método Tabu adaptativo utilizamos os parametros Thyaxy = 500. | V' | e
n = 100. Estes valores foram ajustados empiricamente com o objetivo de alcancar
rapidamente um bom limite superior para o PCE. Além disso, executamos também
a heuristica Tabu adaptativa nos nés da arvore de busca do método de branch and
cut em que pelo menos 40% das varidveis z,, do modelo tenham o valor da relaxacao
linear maior que 0.5. Neste caso, estas variaveis sao utilizadas para a formacao de

uma solugao parcial que servira como solucao inicial do método. Nestas demais
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Grafo clique | tempo Grafo clique | tempo
1-Insertions-4 2 0 1-Fulllns-3 3 0
1-Insertions-5 2 0 1-Fulllns-4 3 0
2-Insertions-3 2 0 2-Fulllns-3 4 0
2-Insertions-4 2 0 2-Fulllns-4 4 0
3-Insertions-3 2 0 3-Fulllns-3 4 0
3-Insertions-4 2 0 4-Fulllns-3 6 0
4-Insertions-3 2 0 5-Fulllns-3 7 0

Tabela 10.4: Clique maximal inicial

execugoes do método Tabu adaptativo utilizamos o parametro Thrax = 100. | V' |.
As Tabelas 10.5 e 10.6 ilustram a comparagao do limite superior Ag + 1 fornecido
pelo Teorema 8 e a execucao inicial do método Tabu adaptativo, assim como o seu
tempo de processamento em segundos.

Embora o método RINS possa ser evocado em cada né da arvore de busca, a
vizinhanga de solugoes induzida pelas relaxacoes lineares de ndés consecutivos sao
bastante similares, logo parametrizamos sua aplicacao a cada 100 nés do método.
Metodologia de Ramificacao

Em nossa implementagao do método para PCE, utilizamos novamente a es-
tratégia de best-search para a escolha do né da arvore de busca a ser verificado.
Ponderamos os nds da arvore de busca pelo limite inferior fornecido pela relaxagao
linear dos modelos.

Planos de Corte

e A geracao do numero de cortes do algoritmo é novamente limitada por um
conjunto de parametros que finaliza o método de planos de corte sempre que a
funcao objetivo do modelo nao alcanca um incremento /nc num determinado
numero P de passos ou se atingir um tempo limite estipulado. Utilizamos
os valores Inc = 0.1 e P = n/20 com o tempo limite de 10 minutos de

processamento.

e Durante a realizacao do trabalho optamos por uma estratégia de geracao de
cortes onde primeiro geramos todos os cortes baseados em estruturas clique

que estavam sendo violados por um valor minimo de 0.05. Ap0s este processo
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Grafo Ag+1 | TSa4qp | tempo Grafo Ag+1 | TSq4qp | tempo
mulsol.i.1 122 77 20 myciel3 6 4 0
mulsol.i.2 157 109 19 myciel4 12 5 0
mulsol.i.3 158 111 20 myciel5 24 7 1
mulsol.i.4 159 114 21 myciel6 48 10 4
mulsol.i.5 160 115 19 DSJC125.1 24 12 5
miles750 65 34 13 DSJC125.5 76 26 13
miles1000 87 52 13 DSJC125.9 121 72 13
miles1500 107 81 13 DSJC250_1 39 16 26
zeroin.i.1 112 76 22 DSJC250.5 148 140 26
zeroin.i.2 141 95 21 DSJC250.9 235 229 27
zeroin.i.3 141 97 23 DSJR500_1 26 12 51
queen.6_6 20 7 1 jean 37 10 6
queen.7_7 25 7 2 anna 72 13 14
queen.8_8 28 10 7 david 83 30 9
queen.9_9 33 11 9 homer 100 71 57

queen.8_12 33 12 10 games120 14 11 6
queen.10_10 36 14 11 Kso 4 4 0
queen.11_11 41 14 13 K7o 6 6 0
queen.12_12 44 17 15 K73 5 5 1
queen.13_13 49 17 17 Ko 4 6 6 3

Tabela 10.5: Limite Superior Inicial
Grafo Ag+1 | TSy4qp | tempo Grafo Ag+1 | TSy4qp | tempo
1-Insertions-4 23 9 1 1-Fulllns-3 12 6 0
1-Insertions-5 68 15 21 1-FullIns-4 33 10 4
2-Insertions-3 10 6 0 2-Fulllns-3 16 8 0
2-Insertions-4 38 12 8 2-Fulllns-4 56 16 22
3-Insertions-3 12 8 0 3-Fulllns-3 20 9 1
3-Insertions-4 o7 17 29 4-Fulllns-3 24 11 )
4-Insertions-3 14 9 1 5-Fulllns-3 28 13 8

Tabela 10.6: Limite Superior Inicial
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iniciamos a geragao dos demais cortes, incluindo os de estrutura clique, que
estivessem sendo violados por um valor de no minimo 0.01. Com esta estratégia
conseguimos diminuir o tempo de execucao do algoritmo de planos de corte.
Além disso, optamos por gerar os cortes internos baseados em buracos e anti-
buracos apenas no no raiz da arvore de busca. Isto se deve porque os limites
inferiores das relaxacoes lineares dos modelos se mostraram pouco sensiveis

aos cortes internos inseridos posteriormente.

e A cada iteracao do método de planos de corte, o valor de Z,, ¢ atualizado
sempre que existe um aumento do limite inferior de x.,(G) fornecido pela
relaxacao linear dos modelos. Com esta atualizacao dinamica conseguimos

uma convergéncia mais rapida do método.

10.3 Resultados Finais

Apés as consideragoes sobre os detalhes de implementagao, investigaremos agora a
robusteza do codigo sobre as instancias de DIMACS. Primeiro apresentamos nas
Tabelas 10.7 e 10.8 uma comparagao entre os valores das relaxacoes lineares dos
3 modelos de programacao inteira apresentados no Capitulo 8. As seguintes in-

formacoes sao apresentadas a seguir:
e Grafo: nome da instancia analisada.
e FAT;: valor da relaxacao linear do modelo de atribuicao de cores.

o ARy e FARYS: valor da relaxacao linear do modelo FFAR; e valor da relaxacao

linear com a geracao dos planos de corte respectivamente.

o ARy e FARS: valor da relaxacao linear do modelo FF AR, e valor da relaxacao

linear com a geracao dos planos de corte respectivamente.

Vemos que o modelo de atribui¢ao de cores F'AT; possui uma relaxagao linear
com valor igual 2.00 para todas as instancias testadas. Mesmo para instancias mais
densas, o modelo F'AT; nao consegue vencer esta barreira. Os modelos FAR; e
F AR5 conseguiram valores de relaxagao linear sempre iguais ou superiores ao modelo

F AT, e esta distancia é ainda maior ao considerarmos os valores das relaxacoes
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Grafo FAT, | FAR, | FAR{ | FARy | FARS
mulsol.i.1 2.00 | 49.00 | 49.00 | 49.00 | 49.00
mulsol.i.2 2.00 | 33.39 | 34.00 | 33.39 | 34.00
mulsol.i.3 2.00 | 34.00 | 34.00 | 34.00 | 34.00
mulsol.i.4 2.00 | 34.00 | 34.00 | 34.00 | 34.00
mulsol.i.5 2.00 | 33.83 | 33.83 | 33.83 | 33.83
miles750 2.00 | 31.00 | 31.00 | 31.00 | 31.00
miles1000 2.00 | 42.00 | 42.00 | 42.00 | 42.00
miles1500 2.00 | 73.00 | 73.00 | 73.00 | 73.00
zeroin.i.1 2.00 | 49.00 | 49.00 | 49.00 | 49.00
zeroin.i.2 2.00 | 32.36 | 32.70 | 32.36 | 32.70
zeroin.i.3 2.00 | 33.32 | 33.32 | 33.32 | 33.32
queen.6_6 2.00 6.00 6.20 6.00 6.21
queen.7_.7 2.00 7.00 7.00 7.00 7.00
queen.8_8 2.00 8.00 8.00 8.00 8.00
queen.9_ 9 2.00 9.00 9.00 9.00 9.00

queen.8_12 | 2.00 | 12.00 | 12.00 | 12.00 | 12.00
queen.10.10 | 2.00 | 10.00 | 10.00 | 10.00 | 10.00
queen.11_11 | 2.00 | 11.00 | 11.00 | 11.00 | 11.00
queen.12 12 | 2.00 | 12.00 | 12.00 | 12.00 | 12.00
queen.13_13 | 2.00 | 13.00 | 13.00 | 13.00 | 13.00

myciel3 2.00 2.75 3.00 2.75 3.00
mycield 2.00 2.85 3.83 2.85 3.83
myciels 2.00 2.86 3.92 2.86 3.92
myciel6 2.00 2.82 3.96 2.82 3.96

DSJC125.1 | 2.00 4.00 5.00 4.00 5.00
DSJC125.5 | 2.00 | 10.05 | 13.89 | 10.05 | 13.89
DSJC1259 | 2.00 | 41.73 | 43.00 | 41.68 | 43.00
DSJC250_1 | 2.00 4.00 5.00 4.00 5.00
DSJC250.5 | 2.00 | 12.00 | 15.24 | 12.00 | 15.21
DSJC2509 | 2.00 | 51.43 | 70.09 | 51.42 | 70.16
DSJR500_1 | 2.00 | 12.00 | 12.00 | 12.00 | 12.00

Tabela 10.7: Valor da relaxagao inicial dos modelos
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Grafo FAT, | FAR, | FAR{ | FARy | FARS
jean 2.00 | 10.00 | 10.00 | 10.00 | 10.00
anna 2.00 | 11.00 | 11.00 | 11.00 | 11.00
david 2.00 | 29.33 | 29.33 | 29.33 | 29.33
homer 2.00 | 13.00 | 13.00 | 21.33 | 21.33
games120 2.00 9.00 9.00 9.00 9.00
K5 2.00 2.50 2.50 2.50 2.50
K7 2.00 3.50 3.50 3.50 3.50
K73 2.00 2.00 2.92 2.00 2.92
Koy 4 2.00 2.00 3.00 2.00 3.00
1-Insertions-4 | 2.00 2.33 291 2.33 2.91
1-Insertions-5 | 2.00 2.33 2.97 2.33 2.97
2-Insertions-3 | 2.00 2.15 2.85 2.15 2.85
2-Insertions-4 | 2.00 2.03 2.98 2.03 2.98
3-Insertions-3 | 2.00 2.07 2.95 2.07 2.95
3-Insertions-4 | 2.00 2.00 2.99 2.00 2.99
4-Insertions-3 | 2.00 2.00 2.93 2.00 2.93
1-Fulllns-3 2.00 3.20 3.75 3.20 3.75
1-Fulllns-4 2.00 3.32 3.88 3.32 3.88
2-Fulllns-3 2.00 4.00 4.73 4.00 4.73
2-Fulllns-4 2.00 4.00 4.93 4.00 4.93
3-Fulllns-3 2.00 5.00 5.71 5.00 5.71
4-Fulllns-3 2.00 6.00 6.71 6.00 6.71
5-Fulllns-3 2.00 7.00 7.70 7.00 7.70

Tabela 10.8: Valor da relaxagao inicial dos modelos
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lineares apds a aplicagao do método de planos de cortes. Outro fator importante
a se considerar é a igualdade entre os valores das relaxacoes lineares dos modelos
FAR, e FAR,. Este fato deve-se a similaridade entre os dois modelos, que diferem
entre si apenas em relagao ao tratamento das restrigoes de equilibrio. Esta diferenca
nao foi notada nos valores das relaxacoes lineares nem nos valores das relaxagoes
com geragao de planos de cortes ja que todos os cortes utilizados foram realizados
sobre as restricoes de coloracao.

Podemos observar também que os modelos baseados em representantes con-
seguem uma grande melhoria do valor da relaxacao linear através do método de
planos de cortes sobre os problemas do tipo DSJCx_y. Os problemas desta classe
possuem estruturas clique muito fortes que servem de base para a principal classe
de cortes dos representantes expressos pelo Teorema 11. Por outro lado, instancias
do tipo mycielx e x-Insertion-y apresentam dificuldades em obter limitantes in-
feriores fortes para o problema. Isto ocorre devido ao fato de que estas instancias
possuem clique maxima de baixa cardinalidade, penalizando assim a familia de cortes
cliques do modelo de representantes.

Nas Tabelas 10.9 e 10.10 apresentamos os resultados da aplicacao do método
branch-and-cut sobre a bateria de instancias descritas anteriormente. Foi utilizado
um tempo limite de 2 horas para o processamento do algoritmo que envolve métodos
primais, planos de cortes e ramificacao. Nestas tabelas ilustramos uma comparagao
entre os modelos FFAR; e F AR, apresentados originalmente neste trabalho. O mod-
elo anterior de atribuigao de cores F'AT; se mostrou inviavel computacionalmente
em resultados preliminares por nao possuir uma familia de cortes para fortificar suas
relaxagoes lineares. As seguintes informagoes sao apresentadas nas Tabelas 10.9 e

10.10:
e Grafo: nome da instancia analisada.
e L;: valor do limite inferior encontrado no final do processamento.
e Lg: valor do limite superior encontrado no final do processamento.

e B&C nds: nimero de nds analisado durante a execucao do método de branch-

and-cut.
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e Tempo: tempo de processamento do método em segundos. O simbolo ”—"
nesta coluna indica que o algoritmo foi encerrado no tempo limite de 2 horas

de processamento.

Analisando primeiramento os resultados dos limites superiores vemos que a nova
heuristica baseada no tabu adaptativo foi capaz de se aproximar da solugao 6tima do
problema em diversas instancias, porém vemos que em outras instancias de grande
porte como as do tipo DSJCx_y e algumas do tipo x-Insertion-y a solugao pri-
mal encontrada estd distante do limite inferior do problema. Duas caracteristicas
intrinsecas do PCE dificultam a criacao de heuristicas para o problema: (i) o prob-
lema pode ter uma solucao viavel com k cores e pode nao possuir uma solugao com
k + 1 cores e (ii) uma solu¢ao parcial para um subgrafo do problema pode nao
ser expansivel para uma solucao inteira do problema. Estas duas caracteristicas
especificas do PCE tendem a dificultar a abordagem heuristica do problema.

Alguns valores de limites primais foram melhorados através de solugoes inteiras
encontradas no processo de busca ou pela aplicacao do método RINS. Em ambos
0s casos isto ocorreu principalmente com o modelo FAR,; que conseguiu resulta-
dos primais superiores ao modelo FAR; nas instancias zeroin.i.2, zeroin.i.3 e
DSJR500_1. Apesar do modelo FFAR, ter um ntimero de variaveis muito superior
ao modelo FFAR;, a estratégia de ramificacao adotada sobre as varidveis de equilibrio
favoreceu a uma maior integralizacao das variaveis do modelo FAR;.

Por ser um modelo mais compacto, a formulacao FFAR; consegue solucionar a
relaxacao linear do problema em um tempo menor do que a formulacao FFAR,. Este
fato pode ser constatado na grande parte das instancias em que ambos os modelos
conseguem solucionar o problema dentro do tempo limite. Porém a medida que a
estratégia de ramificacao age sobre as instancias, foi observado que o modelo FAR,
tende a encontrar a solucao mais rapidamente, seja por chegar mais rapido em
limitantes inferiores fortes como na instancia queen.8_8 ou por alcancar limitantes
superiores mais rapidamente como nas instancias x-FullIns-y. Além disso, vemos
que o modelo FFAR, alcancou limites inferiores melhores que o modelo FAR; nas
instancias zeroin.i.2, zeroin.i.3 e homer dentro do limite de tempo estipulado.

Apesar do método ter encontrado o valor 6timo do problema de varias instancias,

muitas outras permanecem em aberto. Algumas instancias que podem ser facilmente
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Grafo FAR, FAR,
L; | Lg | B&C no6s | Tempo || L; | Ls | B&C nés | Tempo
mulsol.i.1 | 49 | 49 38 1143 49 | 49 62 1727
mulsol.i.2 34 | 56 120 - 34 | 57 118 -
mulsol.i.3 34 | 59 88 - 34 | 58 122 -
mulsol.i.4 | 34 | 63 123 - 34 | 60 121 -
mulsol.i.5 | 34 | 63 122 - 34 | 63 122 -
miles750 31| 31 5 124 31| 31 6 171
miles1000 | 42 | 42 10 214 42 | 42 13 267
miles1500 | 73 | 73 1 13 73| 73 1 13
zeroin.i.1 49 | 49 3 79 49 | 49 1 50
zeroin.i.2 35| 61 97 - 36 | 36 23 510
zeroin.i.3 35 | 61 101 - 36 | 36 28 491
queen.6_6 7 7 1 2 7 7 1 1
queen.7_7 7 7 1 3 7 7 1 0
queen.8_8 9 9 525 572 9 9 297 441
queen.9_9 9 11 634 - 9 10 5027 -
queen.8_ 12 | 12 | 12 1 10 12 | 12 1 11
queen.10_10 | 10 | 12 417 - 10 | 12 412 -
queen.11_11 | 11 | 13 260 - 11| 14 78 -
queen.12_12 | 12 | 15 121 - 12 | 16 129 -
queen.13_13 | 13 | 17 53 - 13 | 16 55 -
myciel3 4 4 ) 0 4 4 7 0
mycield 5 5 255 4 5 5 237 5
myciel5 5 6 1407 - 5 6 982 -
myciel6 4 | 10 1422 - 4 | 10 26 -
DSJC1251 | 5 | 12 216 - 5 | 12 184 -
DSJC1255 | 14 | 22 141 - 14 | 22 113 -
DSJC1259 | 44 | 45 301 - 44 | 45 294 -
DSJC250.1 | 5 | 16 13 - 5 | 16 7 -
DSJC250.5 | 16 | 139 5 - 16 | 138 4 -
DSJC2509 | 71 | 221 74 - 71| 221 75 -
DSJR500.1 | 12 | 23 1 - 12 | 12 1 7213

Tabela 10.9: Resultados do branch-and-cut
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Grafo FAR; FARy
Ly | Ls | B&C nés | Tempo || Ly | Lg | B&C nés | Tempo
jean 10 | 10 1 3 10 | 10 1 4
anna 11 ] 11 1 18 11 | 11 2 26
david 30 | 30 1 11 30 | 30 1 13
homer 13| 71 1 - 22 | 71 1 -
games120 9 9 1 35 9 9 1 30
K5 3| 3 1 0 3| 3 1 0
K7 6 | 6 407 4 6 | 6 357 6
K73 3| 3 4 1 3|3 4 2
Ko 4 3| 3 7 461 3| 3 4 809
1-Insertions-4 | 4 9 706 - 4 5 514 -
1-Insertions-5 | 3 | 15 11 - 3 | 15 9 -
2-Insertions-3 | 4 4 3013 163 4 4 3065 176
2-Insertions-4 | 3 | 13 17 - 3 | 13 4 -
3-Insertions-3 | 3 4 12287 - 3 4 4110 -
3-Insertions-4 | 3 | 17 8 - 3 |17 5 -
4-Insertions-3 | 3 9 689 - 3 9 467
1-Fulllns-3 4 1 4 10 1 4 | 4 34 2
1-Fulllns-4 4 1 6 955 - 4 |10 933 -
2-Fulllns-3 5 5 5 4 51 5 84 25
2-Fulllns-4 5 | 15 13 - 5 | 15 10 -
3-Fulllns-3 6 | 6 121 146 6 | 6 38 85
4-Fulllns-3 7|7 8 98 T 7 3 72
5-Fulllns-3 8 | 8 7 1649 8 | 8 5 268

Tabela 10.10: Resultados do branch-and-cut
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solucionadas para o problema classico de coloragao, como as do tipo mulsol.i.x, se
revelaram de dificil abordagem. Este fato mostra a diferenga entre os dois tipos
de problema que a primeira vista podem ser semelhantes mas as caracteristicas de

equilibrio do PCE tornam o problema dificil de ser resolvido.
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Capitulo 11

Conclusao

Neste trabalho apresentamos dois métodos de branch-and-cut baseados em dois mod-
elos de representantes para o problema PCE. Os novos métodos foram testados frente
a uma bateria de instancias de DIMACS e se mostraram superiores ao modelo ante-
rior baseado numa formulagao de coloracao de atribuigao de cores [56]. No trabalho
propomos duas novas modelagens de programagao inteira 0-1 baseadas no modelo
de representantes para o problema PCE; definicao de limites tedricos para a car-
dinalidade dos conjuntos independentes em uma coloracao equilibrada; um novo
método primal baseado numa heuristica tabu adaptativa; e uma nova estratégia de
remificagao para os modelos propostos.

Nos testes realizados os métodos mostraram forga na solugao de diversas instancias
de coloragao. Além disso, os modelos FAR; e FFAR, mostraram uma particular
eficiéncia nas instancias dos grafos geométricos DSJCx_y. Foi constatado também
uma pequena superioridade do modelo FFAR, que foi o unico a alcangar a solugao
6tima das instancias zeroin.i.2, zeroin.i.3 ¢ DSJR500_1.

Uma possivel extensao deste trabalho seria estudar as familias de cortes exis-
tentes para o modelo de atribuicao de cores e adaptar para o problema PCE. Além
disso, a busca por novos cortes para as restricoes de equilibrio poderia ajudar a
fortificar estes modelos propostos. Uma outra abordagem seria pesquisar novas
heuristicas que possivelmente poderiam se adaptar melhor com as caracteristicas de

equilibrio do problema.
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Parte 111

Um Algoritmo Branch and Cut
para o Problema de Min-Span em

Alocacao de Frequéncias
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Capitulo 12

Introducao

Os sistemas de telefonia mével atuais utilizam uma estrutura de rede sem fio onde
diferentes freqiiéncias de banda eletromagnética sao utilizadas na comunicagao. De-
pendendo da distancia geografica dos pontos de conexao e da distancia entre as
freqiiéncias atribuidas, estas conexoes podem gerar interferéncia entre si. Com o
objetivo de evitar estas interferéncias devemos atribuir freqiiéncias distantes a pon-
tos de conexao fisicamente préximos. Por outro lado, enquanto que o niimero de
freqiiéncias é limitado e caro, o nimero de conexoes é vasto, o que torna interessante
buscar por solugoes que utilizem um ntimero minimo de freqiiéncias.

A aquisicao de freqiiéncias é regulamentada por orgaos governamentais e orga-
nizagoes internacionais que autorizam companhias telefonicas a utilizarem uma faixa
de freqiiéncia [fiin, fmaez] €m determinadas regides do pais. Por ter um custo muito
alto, existe um grande interesse em minimizar esta largura de freqiiéncias em que as
comunicagoes sao realizadas. O problema de alocagao de freqiiéncia (PAF') pode ser
definido como o problema de atribuir freqiiéncias a um conjunto de transmissores de
uma rede de forma que os requisitos de interferéncia sejam respeitados. O problema
de alocagdo de freqiéncia Min-Span (PAFgpa,) ¢ definido como um PAF onde temos
como objetivo a minimizagao da maior freqiiéncia atribuida a um vértice. Muitos
objetivos podem ser considerados no PAF (como por exemplo PAF)o em que o
objetivo é minimizar o numero de freqiiéncias utilizadas) porém ao abordarmos o
problema PAFg,,, estamos diretamente visando a diminuicao da largura de banda
[ fonin, fmaz] utilizada e conseqiientemente, seu custo.

Mesmo o problema PAFfs,,, nao sendo um problema de coloragao em grafos,
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este tipo de problema se enquadra nesta categoria devido a sua semelhanca es-
trutural com o problema de coloragdo. Por ser um problema N P-Dificil [65] de
grande relevancia pratica e financeira [66], muitos trabalhos foram realizados na
busca por eficientes heuristicas para encontrar solugoes vidveis para o problema.
Em particular podemos citar técnicas como Tabu [67] [68], Simulated annealing [67]
e Algoritmos genéticos [69]. Uma outra linha de estudos consiste em desenvolver
limitantes inferiores para o problema PAFg,,, com a finalidade de validar a qual-
idade destas solugoes heuristicas. Limitantes combinatoriais e poliédricos podem
ser vistos nos trabalhos [14], [70], [71] ,[72] ,[73] e [74]. Porém vemos que poucos
trabalhos abordam o problema diretamente com o objetivo de alcancar uma solugao
exata, geralmente estes métodos tendem a falhar quando o tamanho da rede ou a
demanda por freqiiéncias é muito grande. Apesar da dificuldade, métodos de busca
branch and cut, branch and cut and price e enumeracao implicida podem ser vistos
em [75],[76] e [77] respectivamente.

A grande relevancia do problema motivou o desenvolvimento de um método
branch and cut apresentado neste trabalho baseado na formulacao apresentada por
Aardal et al. [75]. No Capitulo 13 apresentamos a formulacao de programacao
inteira para o PAFg,,, assim como algumas familias de cortes validos para o modelo.
O Capitulo 14 é dedicado as principais partes do algoritmo branch and cut proposto.
Apresentamos no Capitulo 15 alguns resultados computacionais enquanto que no

Capitulo 16 analisamos o trabalho realizado.
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Capitulo 13

Problema de Alocacao de

Frequéncias de Min-Span

O PAFgsy,, pode ser representado como o grafo de alocacao de freqiiéncias G =
(V, D, E) onde o conjunto de vértices V corresponde a um conjunto de transmissores
na rede. Para cada vértice v € V' definimos o dominio D,, como o conjunto de todas
as freqiiéncias disponiveis que podem ser atribuidas ao vértice v. A uniao de todos os
dominios é denotada por D. Um par de vértices u,v € V é conectado por uma aresta
uv € E se existe algum requerimento de distancia fisico d,, entre os transmissores
uw e v (Figura 13.1). Uma atribuicao de freqiiéncias é definida como a atribuigao de
uma freqiiéncia f € D, para cada vértice v € V. Uma atribuigao de freqiiéncias é
dita wvidvel se as freqiiéncias f, e f, atribuidas aos vértices u,v € V para uv € F

diferem de pelo menos dy, (i.e., | fu — fu |> duw)-

D, ={1,2,3} D, ={2,3,4} D, ={2,3,4}

v u w
dvu:2 duwzl

Figura 13.1: Grafo de alocacao de freqiiéncias.

13.0.1 Formulacao para PAF Min-Span

Devido a grande dificuldade do problema e do pobre desempenho, poucas for-
mulacoes matematicas foram concebidas para abordar diretamente o problema PAFg,q,.

A formulagao a seguir, apresentada originalmente por Aardal et al. [75] para o prob-
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lema PAFy0 e adaptada para PAFg,,, em [66], ¢ baseada na formulagao cldssica
de atribuigao de cores desenvolvida por Christofides [78].

Definimos a varidvel bindria x,s para todo v € V' e para todo f € D, com a
seguinte interpretagao: z,y = 1 se e somente se a freqliencia f for atribuida ao
vértice v, caso contrario x,; = 0. Definimos também a varidvel bindria y; para todo
f € D para indicar se uma determinada freqiiéncia f é utilizada ou nao (i.e., yy =1
caso exista algum vértice v tal que x,;y = 1, e yy = 0 caso contrario). Além das
varidveis bindrias definimos uma varidvel inteira z,.,, € Z1* que ird representar a
maior freqiiéncia utilizada na solugao do problema. Esta formulagao para PAFg,q,
possui no maximo (| V' | .| D [)+ | D | +1 varidveis e pode ser representada pelo

seguinte modelo de programagao inteira

PAF;, = min 2,4 (13.1)
sujeito a:

d myp=1 WweV (13.2)

f€Dy
Tpf+Tyg <1 Youe E, feD,geD,: |f—gl|<du (13.3)
Zmaz > fyp V[ €D (13.4)
rp <y YweV,feD, (13.5)
z, € {0,1} YoeV,feD,eyrc{0,1} VfeD (13.6)
Zmaz € ZT (13.7)

A fungao objetivo 13.1 busca minimizar a maior freqiiéncia utilizada na solucao
do problema, e conseqiientemente, seu span. As restricoes 13.2, denominadas de
restricoes de unicidade, garantem que cada vértice do grafo recebera uma tnica
freqiiéncia enquanto que as restrigoes de interferéncia 13.3 asseguram que pares de
vértices adjacentes nao receberao freqiiéncias que provoquem interferéncia. As in-
equagoes 13.4 garantem que a variavel z,,,, ird receber o valor da maior freqiiéncia
utilizada. As varidveis do tipo y; indicam se uma determinada freqiiéncia f é uti-

lizada através das inequacgoes 13.5.
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13.0.2 Inequacgoes validas para PAF Min-Span

A relaxagao linear do modelo PAF; ¢ fraca [75], logo é interessante fortalecer a
formulagdo com um conjunto de inequagoes vélidas fortes. Em [75] Aardal apre-
senta uma familia de cortes para o problema PAF)o, que podem ser utilizadas em
PAFg,an, baseadas em estruturas clique de um grafo de conflito das varidveis.
Definimos o grafo de conflito G. = (V,, E.) onde o conjunto V, é composto pelos
vértices z,¢ para cada v € V e para cada f € D,. Uma aresta entre os vértices
Typ € Ty corresponde a: (i) uma violagdo das restricoes de interferéncia 13.3 entre
os vértices v e u do grafo de alocagao de freqiiéncias (i.e., | f — g |< dyy) ou (i)
uma viola¢do das restrigoes de unicidade 13.2 quando v é igual a u (Figura 13.2).
Notemos que uma solucao para o problema PAFg,,, corresponde a um conjunto
independente S C V. no grafo G. onde temos exatamente um vértice x, para cada

vevV.

v, 1 u, 2 w, 1
v, 2 u, 3 w, 2
v,3 u, 4 w, 3

Figura 13.2: Grafo de conflito de variaveis construido a partir do grafo de alocagao

de freqiiéncias.

Seja C' C V, uma clique em G,.. Notemos que sempre que duas variaveis em C'
tiverem o valor igual a 1 teremos uma inconsisténcia na solugao, gerada ou por uma
interferéncia ou por uma violagao na unicidade de um vértice. Logo temos que a

restricao 13.8 ¢ vélida para o problema PAFg,,,,.

PETES! (13.8)

x, f€C
Uma maneira de fortalecer a restricao 13.8 é considerarmos o caso em que todos
os vértices de uma clique Cy C V. possuam uma mesma freqiiéncia f, desta forma ¢é
possivel reduzir o lado direito da inequagao para o valor da varidvel y;. Logo temos

que a restricao 13.9 é também valida para o problema PAFg,q,.
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> wmyp <y (13.9)

xvfGCf
13.0.3 Novas inequacoes para PAF Min-Span

Devido ao fraco desempenho de formulagoes matematicas para o problema PAFg,q,,
muitos estudos foram realizados sobre diversos limitantes inferiores para o prob-
lema. Limitantes calculados isoladamente baseados em cliques [14] [70], caminhos
hamiltonianos [71] [72] [73] e outras estruturas [74] foram utilizados com sucesso
na literatura. Baseado no conceito de limites inferiores para o problema PAFg,q,
foram desenvolvidos dois grupos de equacoes validas visando o fortalecimento do
modelo PAF;.

O primeiro grupo de restrigoes visa o fortalecimento das variaveis x e y através
da utilizagao de limitantes inferiores sobre subproblemas do problema original. Seja
G = (V,E) o grafo de alocagao de freqiiéncias e Zg,,,,(G) o valor 6timo para o
problema PAFg,,, em G. Notemos que para todo subgrafo H = (Vg, Ey) de G
onde Vg CV e By = E[Vy], temos que Llspam(H) < Z&,0,,(H) < Z%,,,,(G), onde
LIspam(H) um limitante inferior para o problema PAFys,,, no subgrafo H. Por este
fato, as variaveis x relacionadas com o subgrafo H podem ser fortalecidas através

da restricao a seguir:

> ay >, (13.10)

veH
f > LISpam(H)

de forma semelhante buscamos o fortalecimento das variaveis y através da seguinte

restricao:

> oyt (13.11)

fZLISpam(H)

A utilizacao das inequagoes 13.10 e 13.11 tem como objetivo refletir a forca de
limitantes inferiores de sub-estruturas sobre as variaveis do modelo. Dessa forma,
limitantes que eram inviaveis de serem computados para o grafo inteiro tornam-se

uteis na composicao da solucao do problema.
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O segundo grupo de restrigoes visa fortalecer diretamente a variavel da funcao
objetivo 2., através novamente de limitantes inferiores do grafo. O teorema a
seguir utiliza a forca de limitantes inferiores junto com a nocgao de cliques no grafo

de conflitos G. para fortalecer a variavel z,,,.

Teorema 13 Seja G um grafo de alocacdao de fregiiéncias e C' C V., uma clique no

seu grafo de conflito G.. A inequacao 13.12 € vdlida para PAF.

Llsam(G)+ D (f = LIspam(G))Tos < Zmas (13.12)
Tyf € C
f> Lfspam(G)

Prova: Vemos que para qualquer solucao vidavel de PAF; temos que

LIspam(G) + (f — Lispam(G))Zuf < Zmax , Para todo v € Ve f > Llgyum(G)
(13.13)

Vemos também que para uma clique C' C V. de G, temos que

1> ) ay > >y (13.14)

:EvfGC Tyf € C

f > LISpam(G)

Logo vemos que por 13.14 apenas uma das parcelas do somatoério do lado esquerdo
da equacao 13.12 estara ativo em uma solucao viavel de PAF}, resultando na in-

equacao 13.13. O

De forma semelhante atingimos o fortalecimento da variavel z,,,, através das

variaveis y pela restricao a seguir:

LIspam(G) + (f — Lispam(G))ys < Zmax , para todo f > Llgpem(G). (13.15)
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Capitulo 14

Um Método Branch and Cut para
PAF Min-Spam

Neste capitulo descrevemos os componentes principais do método de branch and cut
para o problema PAFg,,, baseado no modelo de Aardal et al. [66] com a adigao
dos cortes descritos nas Secoes 13.0.2 e 13.0.3. Na Secgao 14.1 sao explicadas regras
de pré-processamento para diminuir o tamanho das instancias de PAFgp,,. Na
Secao 14.2 apresentamos uma estratégia de ramificagao para o modelo do problema
enquanto que nas Secoes 14.3 e 14.4 mostramos métodos primais para obtencao de
solugoes vidveis. Finalizando, a Secao 14.5 explica uma estratégia de solucao para

acelerar a execucao do método.

14.1 Pré-processamento

O uso de pré-processamento para diminuir o tamanho das instancias de problemas
de otimizacao ¢ bastante comum. Estas técnicas sao utilizadas para diminuir o
esforco computacional e sao cruciais para encontrar a solugao de instancias grandes.
Pré-processamentos para o problema PAFg,,, sao descritas em [75], [66], [77] e [79]
e neste trabalho usamos duas das principais técnicas descritas a seguir.
Eliminacao de Freqiiéncias

Este tipo de pré-processamento permite a reducao do numero de freqiiéncias
disponiveis nos dominios dos vértices. Seja v,u € V onde vu € F e seja D, e

D, seus respectivos dominios de freqiiéncia. Seja também fo = MINscp,f e seja
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f> = MAXycp, f. Dado uma freqiiéncia g € D, dizemos que a freqiiéncia g domina
D, se e somente se (g — dy,) < f< e (g + dw) > f~. Vemos que caso g domine
D, o problema se torna inviavel pois nao teriamos nenhuma freqiiéncia livre para
atribuirmos para u. Logo todos as freqiiéncias dominantes sao retiradas do grafo.
Eliminagao de Vértices

Uma maneira de eliminar vértices no problema PAFg,,, é identificar vértices do
grafo que possam receber a mesma freqiiéncia. Sejav,u € V tal que vu ¢ E, dizemos
que o vértice u domina v se somente se D, C D, e para todo w € (N(v) N N(u))
temos que dy, > d,,.. Vemos que em qualquer atribuicao de freqiiéncias viavel para
o grafo G\{v}, onde u domina v, sempre serd possivel atribuir a mesma freqiiéncia
de u para v no grafo GG. Logo todos os vértices dominados do grafo sao retirados do

problema.

14.2 Estratégia de Ramificagao

No método branch and cut para o problema PAFg,,, é utilizada uma tradicional
ramificagao do problema em que uma variavel bindria fracionéria é selecionada e dois
novos problemas sao gerados através da fixacao dos valores da varidvel em 0 ou 1.
Logo dada uma solucao fracionaria da relaxacao linear do modelo PAF], caso exista
alguma varidvel y; fraciondria, a ramificacao serd realizada na varidvel com o valor
mais préximo de 1. Esta estratégia visa fixar as freqiiéncias em que a relaxagao
linear considera mais apropriadas. Caso nao existam varidveis y; fraciondrias, a

ramificacao serd realizada sobre a varidvel x,s com o valor mais préximo de 0.5.

14.3 Um método Tabu para o problema PAFgs,,,

Devido a dificuldade do problema PAFg,,, diversos trabalhos tem sido realizados
com abordagens meta-heuristicas. Técnicas como métodos Tabu [67] [68], Simulated
annealing [67] e Algoritmos genéticos [69] foram realizadas com sucesso. Mais recen-
temente Touhami [57] apresentou um método Tabu adaptativo para o problema de
alocacao de freqiiéncia em redes de celulares onde busca-se minimizar interferéncias

na solucao. Na Secao 9.3.1 apresentamos uma adaptacao deste método para o
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problema de coloracao equilibrada. A seguir, o método é revisto e suas principais

componentes sao adaptadas para o problema PAFg,q,.

14.3.1 Funcao objetivo

Dado um grafo de alocacao de freqiiéncias G = (V, D, E), definimos uma solugao
2 para o problema PAFg,,, como o conjunto das variaveis bindrias z,; do modelo
PAF|, onde:

t={x,p,Yve Ve feD,}

Definimos também a fungao ©,(Z) para descrever o grau de viabilidade da solugao

Z com respeito as restrigcoes de unicidade como:

0,(2) = Z(l - Z )

veV fEDv

Notemos que quando a solugao nao viola as restricoes de unicidade temos que
©.(2) = 0. Além disto, definimos uma outra funcao ©;(z) para contabilizar o

numero de restricoes de interferéncia violadas pela solucao z, onde:

0E) =) D Tty

VuEE ¢ Dy g€ D
‘f*9|< dvu

De forma similar, caso a solugao & nao viole as restricoes de interferéncia temos que

©,(z) = 0. Finalizando, definimos a fun¢ao objetivo global ©4(Z) do método como:
O4(2) = min(f.zyf) + pu-Ou(T) + 11,.0,(2) (14.1)

onde u, e u; representam coeficientes de penalidade associados a violagao das re-
strigoes de unicidade e interferéncia respectivamente.

Vemos que o primeiro termo da funcao 14.1 representa o objetivo de minimizar
a maior freqiiéncia utilizada na solucao & enquanto que o segundo e terceiro termos
descrevem a viabilidade da solugao. Novamente a presenca de fatores multiplicativos
nas funcoes relativas a viabilidade possibilitarao o método visitar solucoes inviaveis

durante a busca pela minimizacao da funcao objetivo ©4(2).
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14.3.2 Operador de busca

O espago de busca é explorado através de alteragoes na atribuigao das freqiiéncias
realizadas por movimentos a cada iteracao. Para o problema PAFg,,, um movi-
mento consiste em trocar a freqiiéncia de um determinado vértice v € V de f para
g onde f,g € D, U{0}. Denotaremos este movimento por Troca(v : f — g). Apli-
cando este movimento a uma solucao Z, obteremos uma nova solucao &’ definido por
' =a+Troca(v: f — g).

O operador de busca aplicado neste método procura identificar o melhor movi-
mento para um determinado vértice v € V dentre um subconjunto de freqiiéncias.
Seja D! = D, U {0} para todo v € V| definimos o operador Freq(v)? da seguinte
forma: considere o vértice v € V' que possui a freqiiéncia f € D! numa solugao z.
O operador Freq(v)P identifica o movimento de troca de freqiiéncias de v, dentre
um subconjunto de D!, que produz o menor valor da funcao objetivo ©,(z). O sub-
conjunto de freqiiéncias é definido através da andlise de uma fracao p das possiveis
mudangas de freqiiéncias em D!. Com esta parametriza¢ao, conseguimos manipular
a intensidade do operador Freq(v)P. Logo vemos que:

O4(z+Freq(v)?) = O4(c+Troca(v: f — ¢*)) = min  Oy@+Troca(v: f — g))
D
o) <7
onde Rand(g) é um nimero aleatoriamente gerado no intervalo [0, 1].

O operador Freq(v)? definido acima é utilizado para a composi¢ao do principal
operador de busca denominado OPE?. Dado uma solugao i, este operador identifica
o movimento Freq(v)?, onde v pertence a um subconjunto de V', que novamente
produz o menor valor da funcao objetivo ©,(z). Similarmente ao operador F'req(v)?,
o subconjunto de vértices analisados serd definido por uma probabilidade de busca
q. Logo temos que:

Oy(2 + OPEY) = O4(2 + Freq(v*)!) =  min  O,4(& + Freq(v)?)

veV
Rand(v) < ¢

onde Rand(v) é um nimero aleatoriamente gerado no intervalo [0, 1].
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14.3.3 Algoritmo do método Tabu adaptativo

O algoritmo do método Tabu adaptativo para PAFg,,,, denominado TS,4,,~PAF,
¢ o mesmo algoritmo apresentado na Segao 9.3.1, porém uma parametrizacao que
se adapte melhor as propriedades do problema PAFg,,, é utilizada. No inicio do
método utilizamos os valores p = 0.3 e ¢ = 0.5 para a fase do Tabu. Durante o
decorrer do processo de busca, estes valores sao lentamente ampliados, para inten-
sificar a busca, até atingir os valores de p = ¢ = 1. Sempre que o método alterna
para a fase de intensificacao de busca local, os valores de p e ¢ sao atualizados para
1 com o objetivo de alcancar solugoes viaveis mais facilmente.

Além disso, os parametros da funcao objetivo sao atualizados a cada iteragao do

método da seguinte forma.

1y (1.03)  caso ©,(z) > 0

1,(0.97)  caso contrario

wi(1.1)  caso ©;(z) >0

1;(0.97)  caso contrério
Desta forma induzimos o método a caminhar mais facilmente por solugoes que gerem
interferéncia, e através desta liberdade encontrar solugoes viaveis mais rapidamente.
Com respeito aos parametros Tabu, a proibigao do movimento Troca(v : f — g)
é realizada pelo método de forma similar ao método para coloragao equilibrada. A
atribuigao da freqiiéncia f ao vértice v fica proibida (Tabu) no modo de busca Tabu

pelo seguinte nimero de passos:

(v, f)
T ()

onde ¥ (v, f) é o niimero de vezes que a freqiiéncia f foi atribuiada ao vértice v, 1 (v)

¢ o numero de vezes que o vértice v trocou de freqiiéncia e n é uma constante que

indica o tamanho da lista Tabu.

14.4 Um algoritmo enumerativo para PAFs,,,

Uma outra forma de alcancar solugoes viaveis para o problema foi desenvolvida por
Mannino e Sassano através de um simples porém eficiente método enumerativo para

o problema PAFg,,, [77]. Este método se mostrou bastante eficaz para instancias
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em que o numero de freqiiéncias necessarias para uma atribuicao viavel do grafo é
pequeno.

O procedimento recursivo deste método enumerativo Enump 4 apresentado pelo
Algoritmo 4 recebe como entrada o grafo de alocacao de freqiiéncias G = (V, D, F),
um subconjunto de vértices W C V que ja possuem uma frequiéncia atribuida, e
uma solugao parcial corrente . O método retorna a variavel Viavel que indica se
uma solucao viavel foi encontrada e a solucao corrente z. O algoritmo inicia seu
procedimento na linha 5 onde a presenca de uma solucao viavel é verificada, isto é, se
todos os vértices possuem freqiiéncias. Caso uma solugao nao tenha sido encontrada,
um vértice v € V\W é selecionado na linha 10 pelo procedimento Escolhe,(G, W)

de acordo com o seguinte critério:

Apoés esta selecao, atribuimos ao vértice v uma freqiéncia f € D, na linha 12
e chamamos recursivamente o método Enump,pr para esta nova solucao parcial na
linha 14. O procedimento Removes(G,v, f) atualiza os conjuntos de freqiiéncias
vidveis D, onde u € N(v) retirando as freqiiéncias que se tornaram invidveis aos
vizinhos de v devido a atribui¢do da freqiiéncia f, isto é, D, = {g € D, onde
| f—9g|> dy}. Caso uma solucio tenha sido encontrada, o algoritmo retorna com
uma solucao viavel na linha 15. Caso contrario, a atribuicao anterior é desfeita na
linha 17, os conjuntos de freqiiéncias reestabelecidos na linha 18 pelo procedimento
Retornas(G,v, f) e uma nova iteragdo do lago é realizada.

O método de Mannino por ser um procedimento enumerativo pode se tornar uma
alternativa bastante ineficaz em termos computacionais para instancias de grande
porte. Durante o método branch and cut proposto, optamos por utilizar uma es-
tratégia hibrida para o calculo do valor primal inicial. Primeiro uma solugao viavel é
adquirida através da execucao do método Tabu adaptativo descrito na Secao 14.3.3.
Em seguida, executamos o método de Mannino considerando apenas as freqiiéncias
menores que o valor primal alcancado pelo método TS,q4,~PAF. Desta forma, con-
seguimos diminuir o espaco de solucao que o método enumerativo deveria percorrer

na busca por melhores solugoes primais.
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1. Algoritmo Enump 4 p

2. Entrada: G, W, &

3. Saida: z, Viavel

4.

5. Se W =V Entao

6. Viavel =verdade;

7. Retorne;

8.

9. Viavel =falso;

10. v = Escolhe,(G,W);

11. Para f € D, Faga

12. Top =1, W =W U{i};
13. Remove (G, v, f);

14. Enumpapr(G,W,%);

15. Se Viavel =verdade Entao Retorne;
16. Senao

17. Ty = 0; W =W\{i};
18. Retornays(G,v, f);

Algoritmo 4: Algoritmo enumerativo para PAFs,q,
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14.5 Acelerando o método branch and cut

Durante o desenvolvimento do método de branch and cut para PAFg,,, foi utilizada
uma técnica para acelerar o processo de solugao do procedimento. Esta técnica geral-
mente utilizada em problemas de grande porte [76] [77] [80] consiste em solucionar
uma sequéncia de subproblemas G, Gy, ..., G, gerados a partir do problema origi-
nal G onde cada subproblema esta estritamente contido no subproblema posterior.
Logo, uma vez solucionado o subproblema inicial G; = (V4, Dy, Ey), onde V} C V|
Dy C D e E; C E temos que (i) o valor da solu¢ao de Gy é um limitante infe-
rior para o problema G e (ii) a solu¢ao de G; fornece uma solugao parcial de G
que possivelmente pode ser extendida para o problema inteiro. Caso a solucao de
(G1 nao possa ser extendida para GG ou o limitante inferior fornecido por G; nao
prove a otimalidade do problema G, um novo subproblema Gy = (Va, Ds, Es), onde
Vi CcVy, Dy € Dy e Ey C Es, é solucionado e o processo € repetido até que o ultimo
subproblema G}, = G seja alcangado ou a otimalidade do problema G seja provada.

Com o objetivo de encontrar um subproblema pequeno o suficiente para poder
ser solucionado dentro de um tempo aceitavel porém grande o suficiente para poder
representar a dificuldade do problema, Mannino e Sassano [77] elaboraram uma regra
de geracao de subproblemas para PAF ponderada pelas distancias estabelecidas
entre os vértices do grafo. O Algoritmo 5 ilustra o procedimento de criagao do
subproblema G’ = (V’/, D', E’) onde iterativamente sao inseridos vértices v em V' de
acordo com o valor de (v, H), até o nimero de vértices tam desejado ser alcangado,
onde{(v, H) =3_ € N(w) dy.- A regra de selegao da linha 8 seleciona como primeiro

u€H
vértice do subproblema o vértice que tenha a maior soma de pesos das arestas

conectadas a ele. Apds a selecao do vértice inicial, a regra de selecao da linha 10
procura identificar vértices que gerem subproblemas fortemente conectados onde a
soma das arestas tenha o maior peso possivel.

Em nosso algoritmo utilizamos o parametro tam = min(30, %) como tamanho
do subproblema inicial G; e aplicamos o método branch and cut. Caso a solugao
6tima de G; nao prove a otimalidade do problema G, o valor tam é iterativamente

atualizado para tam = tam+10 com o objetivo de gerar os subproblemas posteriores.

Além disso, sempre que um subproblema G; = (V;, D;, E;) é solucionado, tentamos
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1. Algoritmo Encontra_Sub

2. Entrada: G = (V,D, E),tam
3. Saida: G'=(V',D'|E')

4.

5. V' =0;

6. Enquanto | V' |< tam Faca
7. Se | V' |= 0 Entao

8. v = maxuey £(u, V):

9. Senao

10. v = maxyey\v &(u, V');

11. V' =V'U{vh

12.

13. E =E[V'};

14. D' =D[V');

Algoritmo 5: Procedimento para encontrar subproblema PAF de Mannino

expandir sua solucao para o problema G através da aplicacao do método Enump sp
no grafo formado pelos vértices restantes V\V; que ainda ndo foram atribuidos

freqiiéncias.
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Capitulo 15

Resultados Computacionais

Neste capitulo sao discutidos os resultados obtidos pelo método branch and cut para
PAFg,,, descrito nos capitulos anteriores. Na Secao 15.1 apresentamos uma breve
descricao das instancias do problema PAFg,,, que foram utilizadas para testar o
método. Na Secao 15.2 discutimos alguns detalhes de implementacao e finalizando

apresentamos os resultados e uma posterior anédlise do método na Segao 15.3.

15.1 Descricao das Instancias

Com o objetivo de testar o método proposto, escolhemos duas das principais classes
de problemas para PAFfs,,,. Estas instancias utilizadas em nossa bateria de testes

e descritas a seguir podem ser encontradas em [81].

Radio e Televisao: Estas sao instancias fornecidas por uma grande companhia
italiana de Radio e Televisao. Assim como na telefonia mével, seu objetivo é
atribuir frequiéncias a transmissores de sinal de radio e televisao de maneira
que os requerimentos de distancia sejam satisfeitos e que busque minimizar a
maior freqiiéncia utilizada. Denominamos por r_i e t_i as instancias de radio

e televisao respectivamente.

Philadelphia: As instancias Philadelphia sao caracterizadas por 21 hexagonos rep-
resentando uma rede celular de telefonia ao redor de Philadelphia na Pennsyl-
vania (Figura 15.1). Cada hexdgono demanda um grande niimero de freqiiéncias

e a distancia necessaria para nao haver interferéncia é proporcional a distancia
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entre os hexdgonos. As instancias Philadelphia sao uma classe de problemas
de dificil solucao pois o numero de freqiiéncias necessarias para sua solucao
é elevado. Logo abordaremos em nosso trabalho a subclasse de problemas
P_i-x baseadas nas instancias Philadelphia porém com valor de demandas de

freqiiéncia dividivas por um fator x [82].

Figura 15.1: Hexagonos das instancias Philadelphia.

15.2 Detalhes de Implementacao

Seguindo o mesmo padrao dos experimentos anteriores, o método branch and cut foi
implementado utilizando a linguagem de programagao C' ANSI com a biblioteca
XPRESS — MP versao 2005-a para resolver os problemas de programagao linear
em uma estagdo AMD-Atlon 1.8 Ghz de velocidade e um Gbyte de meméria RAM.
Limitantes Primais

O limitante primal inicial é fornecido pelo método hibrido descrito nas Segoes
14.3.3 14.4. Para o método Tabu adaptativo utilizamos os parametros Thjax =
20. | V | e n = 30 enquanto que ao método hibrido total foi imposto um tempo
limite de | V' | /20 segundos. Além deste limitante inicial, executamos também o
método enumerativo nos nés da arvore de busca do método de branch and cut em
que pelo menos 60% das varidveis x,; tenham o valor da relaxacao linear igual a 1.
Neste caso, tentamos encontrar atribuicoes de freqiiéncias para os demais vértices
pelo método Mannino com um tempo limite de 5 segundos. O mesmo procedimento
enumerativo é executado sempre que um subproblema G; é solucionado na tentativa
de expandir a atribuicao encontrada para o problema G. A Tabela 15.1 ilustra uma

comparacao dos limites superiores iniciais obtidos pelo método enumerativo puro e
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em sua forma hibrida para o grupo de instancias Philadelphia. Vemos que dentro do
tempo limite estipulado o método hibrido foi capaz de alcancar limites mais fortes

em 3 instancias (p_9-12, p_10-12 e p_9-10).

Grafo Enumpar | TSudqp—PAF + Enumpap
p-1-12 12 12
p_2-12 19 19
p-3-12 32 32
p_4-12 73 73
p_5-12 158 158
p-6-12 11 11
p_7-12 19 19
p_8-12 32 32
p_9-12 43 39

p-10-12 34 32
p_1-10 25 25
p_2-10 27 27
p_3-10 40 40
p_4-10 94 94
p_6-10 22 22
p_-7-10 25 25
p_8-10 40 40
p_9-10 52 48

p-10-10 39 39

Tabela 15.1: Resultados do limite superior inicial para PAFgq,,

Metodologia de Ramificagao

Para o método branch and cut utilizamos a estratégia de best-search para a
escolha do proximo né da arvore de busca a ser verificado. Ao contrario dos prob-
lemas dos capitulos anteriores, ponderamos os nos da arvore de busca pela média
entre limite inferior fornecido pela relaxacao linear do modelo e o limite superior
dos problemas. Esta abordagem levou a resultados ligeiramente melhores do que a
ponderacao apenas pelo limite inferior.

Planos de Corte
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tailing-off O numero de cortes gerados em instancias grandes do problema PAFfs,,, po-

Cortes

Nowvos Cortes

dem impossibilitar a resolugao até da relaxacao inicial. Por isso, limitamos o
numero de cortes gerados por iteracao para 300 e o tempo limite de geragao
total de cortes para 10 minutos. Além disso, se a a fungao objetivo do modelo
nao alcancar um incremento de 0.1 em 5 iteracoes das familias de cortes, a

geracao serd finalizada.

O problema de separacao dos cortes baseados em estruturas cliques das in-
equacoes 13.8 e 13.9 é resolvido heuristicamente por uma generalizacao do
algoritmo descrito na Secao 4.4.1. Este algoritmo generalizado é aplicado so-
bre o grafo de conflito com a finalidade de identificar cortes clique violados pela
inequagao 13.8 e sobre o grafo de alocacao de freqiiéncias para identificar cortes
clique violados pela inequacgao 13.9. Devido ao tamanho do grafo de conflito
para certas instancias, apenas uma parte de seus cortes clique sao gerados.
A busca por cliques violadas no grafo de conflito é realizada em subgrafos de
sua estrutura que correspondem as variaveis com valor nao nulo na relaxacao
linear do problema. Esta estratégia é adotada pois a geracao explicitada do

grafo de conflitos se mostrou impraticavel.

Os novos cortes expressos pelas inequacoes 13.10, 13.11, 13.12 e 13.15 sao
baseados na identificacao de estruturas cliques violadas no grafo de conflito e
em limites inferiores de subestruturas do grafo de alocacao de freqiiéncias. No
primeiro caso adotamos a mesma estratégia para identificar estruturas clique
no grafo de conflito para os cortes da inequagao 13.8. No segundo caso uti-
lizamos uma outra generalizacao do algoritmo descrito na Secao 4.4.1 para
encontrar cliques no grafo de alocacao de freqiiéncias que maximizem o limi-
tante inferior de clique descrito por Gamst [14]: em uma clique de tamanho k
e com uma distancia minima de aresta d temos que (k — 1)d é um limitante
inferior para PAFgp,,. Além disso, utilizamos uma versao do algoritmo enu-
merativo descrito na Secao 14.4 sobre subgrafos H de tamanho até 15 vértices
para encontrar as solucoes exatas destes subproblemas. Estes valores servirao
de limitantes inferiores para o problema. Por ser uma técnica custosa, o pro-
cesso enumerativo € realizado apenas na relaxacao inicial do problema sobre

um conjunto de subgrafos que irao cobrir todos os vértices de G.
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15.3 Resultados computacionais

Nesta se¢ao, apresentaremos os resultados da execucao do algoritmo branch and cut
descrito para o problema PAFg,,, analisando suas vantagens e limitagdes quando
aplicado sobre o grupo de instancias da literatura [82] [81] apresentado neste capitulo.

Em nosso primeiro experimento analisamos o desempenho do método branch and
cut junto as instancias de radio e televisao descritas na secao anterior. O objetivo
deste teste é mensurar a qualidade dos novos cortes baseados em limites inferiores
para o problema PAFg,,,. A tabela 15.2 apresenta uma comparacao dos resultados
obtidos pelo método com e sem os novos cortes em um processamento com tempo
limite de 2 horas. Para cada instancia, as primeiras trés colunas ilustram o nome,
o numero de vértices e o nimero de arestas do grafo. A quarta coluna ilustra o
valor da melhor solucao primal encontrada. As trés colunas seguintes apresentam o
valor da relaxacao linear do modelo para o subgrafo inicial G, o valor do limitante
inferior final e o tempo de processamento do método branch and cut sob o modelo
PAF; sem os novos cortes. As trés ultimas colunas da tabela apresentam a mesma
informacao para o método branch and cut sob o modelo PAF; com os novos cortes
de limitantes inferiores. O simbolo ”—" na coluna Tempo indica que o algoritmo foi
encerrado no tempo limite de 2 horas de processamento.

Podemos verificar que o método para PAFyg,,, sem os novos cortes (PAF;) nao
foi capaz de solucionar nenhuma instancia de radio e televisao dentro do tempo limite
de 2 horas. Vemos que seus limitantes baseados apenas nos cortes cliques tradicionais
manteve um grande intervalo em relacao a melhor solugao primal encontrada. Por
outro lado o método branch and cut com os novos cortes (PAFY) foi capaz de
encontrar a solugao o6tima do problema de todas as instancias de radio e algumas
de televisao. O motivo deste comportamento vem dos fortes limitantes inferiores
fornecidos pelo algoritmo enumerativo que obteve bons resultados em subgrafos de
até 15 vértices nestas instancias e gerou cortes que fortificaram a relaxacao linear do
problema. O bom desempenho do algoritmo enumerativo vem do fato de que estas
instancias utilizam poucas freqiiéncias nas suas solugoes 6timas e da existéncia de
arestas com valor de distancia elevado que diminuem o numero de solugoes viaveis.

A Tabela 15.3 apresenta as mesmas informagoes da tabela anterior abordando

agora as instancias do tipo Philadelphia. Nesta classe de problemas o niimero total
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Grafo | n m | Lg PAF, PAFY

G7 | Ly | Tempo | G} Ly | Tempo
r1 20 | 134 | 18 | 4.25 | 13 - 18.00 | 18.00 | 2.58
r-2 30 | 228 | 18 | 4.25 | 12 - 18.00 | 18.00 | 6.46
r.3 45 | 336 | 18 | 4.25 | 12 - 18.00 | 18.00 4.81
r4 | 100 | 697 | 18 | 4.25 | 12 - 18.00 | 18.00 | 29.97
r-5 | 200 | 1363 | 18 | 4.25 | 12 - 18.00 | 18.00 | 50.00
r 6 | 350 | 2405 | 18 | 4.25 | 12 - 18.00 | 18.00 | 115.33
r 7 | 857 4023 | 18 | 4.25 | 10 - 18.00 | 18.00 | 410.71
t-1 20 | 110 | 14 | 3.53 | 11 - 13.33 | 14.00 | 0.95
t_2 30 | 180 | 14 | 3.53 | 10 - 13.07 | 14.00 | 1.38
t3 45 | 310 | 16 | 4.62 | 11 - 15.25 | 16.00 | 11.31
t4 | 100 | 710 | 18 | 4.25 | 11 - 16.00 | 16.00 -
t_5 200 | 1425 | 16 | 4.25 | 11 - 14.00 | 14.00 -
t_6 350 | 2419 | 18 | 4.25 | 11 - 16.00 | 16.00 -
t_7 | 857 | 4023 | 18 | 4.25 | 10 - 16.00 | 16.00 -

Tabela 15.2: Resultados do branch-and-cut para PAFsy,,
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de freqiiéncias utilizadas nas solugoes 6timas é superior as instancias de radio e tele-
visao. Por este motivo, os novos cortes mais fortes fornecidos para estas instancias
foram originados a partir dos limitantes inferiores de clique descrito por Gamst [14].
O algoritmo enumerativo teve dificuldades em encontrar limitantes inferiores fortes
em instancias onde o espaco de freqiiéncias viaveis é amplo. Novamente podemos
observar que o desempenho do método com os novos cortes é superior a sua versao
original, principalmente em instancias que nao possuem estruturas cliques muito
fortes como as instancias p_3, p_8 e p_10. Este fato penalizou os cortes cliques
das inequacoes 13.8 e 13.9, porém os limitantes de clique conseguiram fortalecer a

relaxacao através dos novos cortes das equagoes 13.10, 13.11, 13.12 e 13.15.

Grafo n m Lg PAR PAFY
G Ly Tempo G Ly Tempo
p-1-12 | 21 58 12 | 12.00 | 12.00 | 0.62 12.00 | 12.00 0.26
p-2-12 31 340 19 | 13.60 | 18.00 - 19.00 19.00 4.54
p-3-12 | 31 | 407 | 32 | 13.66 | 21.00 - 26.00 | 26.00 -
p-4-12 | 72 | 2192 | 73 | 10.28 | 56.00 - 56.00 | 56.00 -
p-5-12 | 153 | 9960 | 158 | 27.61 | 93.00 - 111.00 | 111.00 -
p_6-12 21 118 11 4.27 | 10.00 - 11.00 11.00 0.52
p-7-12 | 31 | 268 | 19 | 7.33 | 16.00 - 19.00 | 19.00 5.84
p-8-12 | 31 | 339 | 32 | 10.62 | 17.00 - 27.00 | 27.00 -
p-9-12 | 31 | 407 | 39 | 11.12 | 35.00 - 35.00 | 35.00 -
p-10-12 | 31 407 | 32 | 13.21 | 21.00 - 27.00 | 27.00 -
p-1-10 42 653 | 25 | 18.70 | 24.00 - 24.00 | 24.00 -
p-2-10 | 41 | 599 | 26 | 15.70 | 23.00 - 23.00 | 23.00 -
p-3-10 | 36 | 551 | 54 | 14.61 | 29.00 - 35.00 | 35.00 -
p-4-10 | 88 | 3279 | 94 | 7.89 | 41.00 - 43.00 | 43.00 -
p-_6-10 42 493 | 22 8.22 | 17.00 - 22.00 | 22.00 9.61
p-7-10 | 41 | 479 | 25 | 10.15 | 19.00 - 23.00 | 23.00 -
p-8-10 | 36 | 462 | 39 | 11.92 | 17.00 33.00 | 33.00 -
p-9-10 | 36 | 551 | 48 | 12.74 | 43.00 - 43.00 | 43.00 -
p-10-10 | 38 | 560 | 39 | 14.97 | 21.00 - 29.00 | 29.00 -

Tabela 15.3: Resultados do branch-and-cut para PAFsp,,
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Queremos deixar claro que estes resultados apresentados deste algoritmo exato
nao sao competitivos com outros métodos ja apresentados para o problema. Para o
leitor com este interesse sugerimos o trabalho de Avenali et al. [76] que apresenta
um branch and cut and price baseado numa formulagao de caminhos hamiltonianos
no grafo para resolver o problema PAFg,q,.

Apesar dos resultados superiores de Avenali et al. [76], principalmente para o
grupo de instancias Philadelphia, seu modelo baseado em caminhos hamiltoneanos é
uma abordagem indireta ao problema PAFs,,,, 0 que torna inviavel sua adaptacao
para outras classes de problemas PAF (PAFy 0, PAFiNTER, €tc). Por outro lado, é
possivel adaptar o modelo clédssico apresentado por Aardal et al. [66] para as outras
classes de problemas. Mesmo com as novas classes de desigualdades apresentadas
neste trabalho, o algoritmo branch and cut nao se mostrou competitivo com o método
de Avenali. Possivelmente o conhecimento de outras classes de desigualdades validas
e definidoras de facetas sao ainda necessarias para definirmos uma boa aproximagao
do politopo associado ao modelo. Este trabalho representa o passo inicial na tarefa

de obter um modelo forte e competitivo para a classe de problemas PAF'.
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Capitulo 16

Conclusao

Neste trabalho apresentamos um novo método branch and cut para o problema de
P AFgpq, baseado na formulagao de Aardal et al. [66]. Além disto apresentamos uma
rapida nova abordagem heuristica para o problema e novas classes de cortes para
o modelo baseadas em limites inferiores fortes existentes na literatura. Os testes
computacionais demonstraram a for¢a dos novos cortes para o modelo de Aardal e
apesar dos resultados obtidos nao estarem competitivos com a melhor solucao da
literatura, sabemos que o modelo abordado pode ser adaptado para outras classes
de problemas PAF', o que nao ocorre com o modelo de Avenali et al. [76]. Logo
este trabalho representa o primeiro passo para a criacao de uma formulacao forte
para a classe de problemas PAF'.

A extensao natural deste trabalho seria continuar a estudar novas classes de
desigualdades validas para o modelo de PAFg,,, que sejam capazes de tornar o
modelo competitivo com os métodos existentes na literatura. Além disso, adaptar os

novos cortes para as outras versoes de problemas PAF para verificar sua eficiéncia.
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