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Resumo da Dissertação apresentada B CQIPPE/UFRJ como parte dos requisitos 

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.) 

ALGORITMO DE CLASS~CAÇÃO MÁQUINA DE VETORES SUPORTE 

VIA SUAVIZAÇÃO HIPERBÓLICA 

Victor Stroele de Andrade Menezes 

Dezembro/2007 

Orientador: Adilson Elias Xavier 

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

Este trabalho é destinado a mostrar uma nova abordagem para a resolução do 

problema linear de Máquina de Vetores Suporte (SVM) O modelo matemático 

considerado conduz a uma formulação que tem uma característica significante, de ser 

não-diferenciável. Para superar esta dificuldade, o método de resolução proposto adota 

uma estratégia de suavização usando uma função suavizadora especial pertencente à 

classe de funções C". 

A solução final é obtida através da resolução de uma seqüência de subproblemas 

de otimização diferenciáveis irrestritos, definidos em um espaço com dimensão 

pequena, que gradativamente se aproximam do problema original. A utilização dessa 

técnica, denominada Suavização Hiperbólica, permite superar as principais dificuldades 

presentes no problema original. Um algoritmo simplificado contendo somente o 

essencial do método é apresentado. Com o objetivo de ilustrar tanto a confiabilidade e 

eficiência do método, realizou-se um conjunto de experimentos computacionais para 

problemas teste padrão existentes na literatura. 



Abstract of Dissertation presented to COPPEKFRJ as a partial fulfillrnent of d e  

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.) 

SUPPORT VECTOR MACHINE CLASSIFICATION ALGORITHM BY 

HYPERBOLIC SMOOTHING APPROACH 

Victor S tr6ele de Andrade Menezes 

Advisor: Adilson Elias Xavier 

Department: Systems Engineering and Computer 

This work is intended to show a new approach for solving the linear Support 

Vector Machine (SVM) problem. The mathematical modeling of this problem leads to a 

formulation which has the significant characteristic of being non-differentiable. In order 

to overcome these difficulties, the resolution method proposed adopts a smoothing 

strategy using a special C" differentiable class function. 

The final solution is obtained by solving a sequence of low dimension 

differentiable unconstraineà optirnization subproblems which gradually approach d e  

original problem. The use of this technique, called Hyperbolic Smoothing, allows the 

maim difficulties presented by the original problem to bbe overcome. A simplified 

algorithm containing only the essential of the method is presented. For the purpose of 

illustrating both the reliability and the efficiency of the method, a set of computational 

experiments was performed m&g use of &aditiond test problems described in the 

literature. 
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Capítulo I - Introdução 

Um problema muito comum nos dias atuais está relacionado à tomada de 

decisão em ambientes cercados de incertezas e de imprecisões. O ser humano, ao se ver 

cercado de alternativas e opgões, não é capaz de tomar uma decisão com a certeza de 

que ela seja a mais correta. Isso ocorre por ele não ser capaz de analisar todos os dados 

que estão ao seu redor. Para evitar enganos que podem até mesmo ser fatais em alguns 

casos, esses problemas têm sido resolvidos utilizando-se técnicas que empregam, 

sobretudo, o conceito de aprendizado. O aprendizado se dá a partir de dados 

experimentais ou da experiência do agente com o ambiente no qual o problema está 

inserido. Assim, é desenvolvido um sistema, a partir de um conjunto de dados, 

denominado conjunto de treinamento, capaz de extrair informaçfies mais precisas sobre 

o problema. 

Neste contexto, procura-se o desenvolvimento de técnicas e algoritmos no 

sentido de solucionar problemas relacionados B identificação, classificação e predição e 

controle de sistemas adaptativos. Esse algoritmo é desenvolvido através de um processo 

contínuo de treinamento, considerando a existência de um conjunto de dados ou 

informações do ambiente do problema. 

Particularmente, em problemas de classificação relacionados a um conjunto de 

treinamento, há um processo inicial, onde se busca inferir uma hipótese caracterizada 

pelo projeto de um classificador, que possui um conjunto de parâmetros. Essa hipótese é 

construída representando os dados do conjunto de entrada em vetores e treinando o 

classificador para que ele classifique corretamente todos, ou a maioria dos dados do 

conjunto de treinamento. Posteriomente, o classincador pode estabelecer uma 

categorização para uma nova amostra, desde que esta seja representada de forma 

vetorial como os dados de entrada. 

A Figura 1.1 ilustra a etapa de aprendizado do classificador. Nesse exemplo, 

pode ser observado que existe um conjunto de classes distintas do mundo real. O 

objetivo é representar cada uma dessas classes de forma vetorial, passar por uma etapa 

de treinamento e construir o classificador. A etapa de treinamento tem a função de 



"ensinar" o classificador para que ele "aprenda" sobre as características de cada classe 

do conjunto de entrada. 

Treinamento 

Representacão 
Dados de Entrada 

Figura 1.1 - Representação da etapa de aprendizado de um classificador. 

Na maioria das vezes, esses classificadores são treinados para atribuir os dados a 

duas classes diferentes. Assim, ele é representado por uma função discriminante que 

será um hiperplano, quando os dados forem linearmente separáveis, ou uma outra 

função, para dados não linearmente separáveis. 

Outra questão importante na resolução de problemas de classificação é o 

tamanho do conjunto de treinamento do classificador- Alguns problemas possuem 

muitos dados de entrada, o que torna o processo de treinamento extremamente lento. 

Para driblar esse problema do tamanho do conjunto de treinamento, a maioria 

dos softwares desenvolvidos para solucionar problemas de classificação utilizam 

técnicas de redução do conjunto de treinamento, a fim de melhorar a eficiência do 

software. 

Uma das estratégias de maior sucesso no equacionamento de problemas de 

classificação é a denominada Máquina de Vetor Suporte, mais conhecida por 

denominação em inglês Support Vector Machine (SVM) (VAPNIK, 1995). 

Um dos softwares de mais amplo uso na resolução de problemas de 

classificação, segundo a abordagem SVM, é o SVMLight. No decorrer do 

aprimoramento desse software, também foram desenvolvidas técnicas para redução do 

conjunto de treinamento, de forma a reduzir o tempo de processamento gasto pelo 

classificador durante a fase de treinamento. Assim, esse software tornou-se um dos mais 

eficientes na resolução de problemas S W  dentre os softwares conhecidos na literatura. 



Neste trabalho será apresentada uma técnica, segundo uma nova metodologia, 

para resolução do problema de classificação, que igualmente inclui estratégias para a 

redução do conjunto de treinamento, de forma a melhorar a eficiência do classificador 

na obtenção de soluções. 

1.2 - Problemas de classificação 

Existe uma grande variedade de problemas que podem ser solucionados por 

métodos de classificação de dados. Neste tópico, serão descritos, de forma ampla, 

alguns problemas, de áreas distintas, que são solucionados com o auxílio das máquinas 

de vetores suporte. 

1 2.1 - Classifica@o de Texto 

O grande crescimento da quantidade de informação eletrônica frente à falta de 

ferramentas que possam manuseá-la de forma eficiente, acaba por originar um 

fenômeno conhecido como sobrecarga de infoma@o. Diversas áreas sofrem com esse 

excesso de dados, sem ter como extrair informações importantes a partir deles, ou até 

mesmo sem conseguirem inferir um resultado satisfatório. 

Esse crescimento dificulta a localização de informações importantes disponíveis, 

por exemplo, na WEB, que tem crescido exponencialmente em conjunto com a Internet. 

Os sistemas de mensagens eletrônicas, como e-mail, estão entre os mais prejudicados, 

não só pelo crescimento intrínseco da quantidade de informação, mas também pelo 

crescimento do número de spams. Existem algumas metodologias capazes de extrair as 

informações necessárias e classificar os dados que estão sendo analisados a fim de 

diminuir essa sobrecarga, como é o caso das máquinas de vetores suporte. 

1.2.2 - Analise de Sequências biolelgicas 

Outra área que sofre com o excesso de informação é a área biológica. Com o 

mapeamento do genoma humano rima série de perguntas e dúvidas surgiram. Para 

solucionar grande parte dessas questões é necessário que existam formas de extrair 

informações desses novos dados. Seqüências protéicas homólogas, por exemplo, são 

classificadas como seqüências que compartilham de um ancestral comum, isto é, em 



algum ponto da história evolucionária houve uma sequência protéica 6nica, a qual, 

através de processos de especialização ou duplicação gênica e divergência, produziu as 

duas sequências homólogas atuais. 

A inferência de homologia, ancestralidade comum, é a conclusão mais poderosa 

que pode ser inferida através do processo de busca por similaridade entre seqüências 

protéicas. A importância desse resultado deve-se ao fato de proteínas hornólogas 

compartilharem estnituras similares. Como as funções das proteínas são determinadas 

por suas estruturas, ao concluir que duas proteínas são homólogas, pode-se afirmar que 

elas possuem funções semelhantes. Assim, o uso do classificador SVM pode ajudar na 

formação de gnrpos de proteínas, permitindo que uma nova proteína possa ser analisada 

a partir de informações de outras proteínas analisadas e conhecidas previamente. 

Outro resultado importante é que a partir da descoberta de homologia entre 

sequências de arninoácidos pode se determinar a que família protéica a nova proteína 

pertence, fornecendo os primeiros indícios sobre a funcionalidade da proteína. Nos 

últimos anos, os bancos de dados de sequências protéicas e de DNA cresceram tanto em 

tamanho quanto em importância. Esse crescimento está relacionado à maior facilidade 

de se encontrar sequências homólogas, mas por outro lado, houve uma maior exigência 

para o desenvolvimento de técnicas cada vez mais eficientes para a solução destes tipos 

de problemas. 

Na Figura 1.2 é exibido um exemplo do funcionamento de um classificador para 

o caso da análise de uma seqiiência de DNA. O dado de entrada, ou amostra, é 

representado por um vetor e aplicado à função do classificador. Essa função retoma um 

valor que será referente à classe mais indicada para a amostra. 

Figura 1.2 - Aplicação de uma am&a de DNA a um classificador. 



Utilizando um sistema semelhante ao ilustrado na Figura 1.2 é possível unir as 

seqüências biológicas em grupos de acordo com suas similaridade. Sendo possível 

inferir qual a funcionalidade da nova seqiiência classificada. 

1.2.3 - Diagnóstico de doenças 

O uso de classificadores para inferir diagnósticos também tem sido bastante 

estudado. Basicamente, o classificador tem como dados de entrada um conjunto de 

informações de um paciente e como resultado informa se o mesmo está doente ou não. 

O problema Breast Cancer Diagnosis, ou Diagnóstico de Câncer de Mama 

tornou-se um dos problemas mais importantes e utilizados pelos softwares de 

classificação. Esse problema foi estudado por Bennett e Mangasatian (BENNETT et al., 

1992) e por Bradley, Fayyad e Mangasarian (BRADLEY et al., 1998), dentre outros. 

O SVM tem sido utilizado com grande sucesso na definição de uma função 

capaz de diagnosticar se um indivíduo possui câncer de mama ou não. De maneira 

reduzida, uma amostra celular de um paciente é classifícada ou como benigno ou como 

maligno. 

Primeiramente, é extraída uma amostra da mama do paciente, através de um 

procedimento ambulatorial, utilizando-se uma pequena agulha. A amostra é analisada 

fazendo um contraste no núcleo das células. Esse contraste é então digitalizado 

produzindo imagens que serão utilizadas no processo de obtenção das características das 

células que estão sendo analisadas. 

Com a imagem obtida, são definidos os limites exatos dos núcleos e dez 

características são computadas para cada núcleo. O valor médio, o valor extremo e o 

erro padrão são então computados para os núcleos de uma imagem, para cada uma das 

características. Dessa forma, esse procedimento mapeia cada amostra da mama em um 

vetor de dimensão igual a trinta, sendo cada posição do vetor ocupada por valores reais. 

A base de dados do problema de diagnóstico de câncer contém 198 observações 

e cada uma delas possui 32 caracteristicas, sendo cada observação obtida pelo método 

descrito anteriormente. Cada um desses casos possui diagnóstico conhecido e são 

classificados como malignos ou benignos. Esse problema de diagnóstico de câncer de 

mama é, em particular, não linearmente separável, ou seja, a função de separação dos 

dados é não linear. 



A partir do uso desse conjunto de dados é possível treinar um classificador de 

forma que ele seja capaz de inferir a qual grupo um novo paciente pertence. Assim, 

tendo como entrada a análise feita para as células da mama de um paciente, é possível 

determinar se ele está doente ou não. 

Em geral, todos os classificadores possuem a mesma lógica de funcionamento 

descrito na Figura 1.2. 

1.3 - Seqüência da apresentação 

No presente trabalho, considera-se a resolucão do problema conhecido como 

Máquinas de Vetores Suporte, ou Szípport Vectur Muchina (SVM). Esse problema é 

relativamente novo na literatura, sendo a sua proposição original apresentada por 

Vapnils. em 1995 (VAPNIK, 1995). 

Desde então, a comunidade científica tem dedicado uma aten~ão extremamente 

expressiva ao tema. Esse grande interesse sobre o problema SVM decorre do mais 

amplo escopo de suas aplicações práticas, podendo ser aplicado em diversas áreas na 

solução de problemas distintos, como visto anteriormente. 

A formulação matemática do problema S W  apresenta algumas particularidades 

como a não lineandade, não convexidade e não diferenciabilidade. Essas características 

impedem a solução desse problema pelos métodos padrões de solução de problemas 

com restrição. 

No presente trabalho, a técnica de suavização hiperbólica será adotada como a 

alternativa para a solução do problema S W .  Essa técnica corresponde a um 

desdobramento direto do método da penalização hiperbúlica, destinado à solução do 

problema geral de programação não linear com restrições, originalmente apresentado 

por Xavier em 1982 (XAVIER, 1982). 

A suavização hiperbólica tem sido usada para a solução de diversos problemas 

de programação matemática não diferenciável. Primeiramente foi utilizado para a 

resolução de um problema de calibração automgtica de modelos hidrológicos, como 

apresentado em (DIB, 1994) e em (SILVA et al., 1990). Logo a seguir, foi adotada para 

resolver um problema de controle elétrico, conforme apresentado em (MOTA et ai-, 

1992), e para a rninimização de funções definidas por mais de uma cláusula, conforme 

em (XAVIER, 1993). 



Como os resultados obtidos inicialmente foram de fato satisfatórios, essa 

abordagem foi a seguir utilizada para a resolução de um problema de grande 

importância teórica e prática, o problema min-max. A descrição detalhada desse 

problema, bem como sua resolução através da técnica de suavização hiperbólica são 

encontrados em (CHAVES, 1987) e em (CHAVES et al., 1998). 

Uma síntese desse conjunto de aplicações é apresentada em (SANTOS, 1997). 

Mais recentemente, essa técnica tem sido utilizada na resolução de problemas de 

recobrimento, simples e múltiplo, de uma região plana por círculos, conforme 

apresentado em (XAVIER, 2000), (XAVIER et al., 20031, (XAVIER et al., 2005) e 

(BRITO, 2004). As aplicações mais recentes dessa abordagem consideram a resolução 

de problemas de agrupamento (Clustering), em (XAVIER, 2005), e o de classificação 

segundo critério de máquina de vetor suporte, em (XAVlER et al., 2006). 

Na técnica de suavização hiperbólica, em todos os problemas acima citados, a 

solução é obtida através da resolução de uma sequência infinita de problemas 

continuamente diferenciáveis, classe C", que gradativamente se aproximam do 

problema original. Registra-se que o desempenho computacional dessa técnica, frente a 

todos esses problemas, sempre obteve êxito. 

Neste trabalho de dissertação, considera-se, em particular, a extensão e o 

aprimoramento do uso da abordagem da suavização hiperbólica para a resolução do 

problema SVM, primeiramente utilizada rio artigo (XAVER et al., 206). Para melhor 

descrever essa técnica este trabalho está organizado de acordo com a seguinte 

seqüência. No capítulo 2 é dada a definição de classificação, bem como a descrição de 

algumas técnicas utilizadas na solução desses problemas de classificação. Além disso, é 

feita uma revisão bibliográfica, de forma resumida, sobre diversos métodos de 

classificação, onde estão definidos de maneira formal os problemas SVM e 

agrupamento (Clusfering). 

No capítulo 3 é feita uma descxição formal do problema matemático associado 

ao SVM, bem como suas principais caractefísticas e a metodologia de solução utilizada 

na sua resolução. 

No capítulo 4 são apresentados os primeiros experimentos computacionriis 

desenvolvidos e os correspondentes resultados obtidos comparando-os com os 

resultados apresentados pelo SVMLight, que é um software desenvolvido há cerca de 

dez anos, sendo amplamente utilizado na solução do problema SVM. O SVMLght 

também é descrito com maiores detalhes nesse capítulo. 



No capítulo 5 é desenvolvi& uma técnica de redução do conjunto de 

treinamento, utilizada para melhora a eficiência do sofrware desenvolvido. Os novos 

resultados obtidos após a aplicação dessa nova técnica também são exibidos nesse 

capítu10, comparando-os, novamente, com o SVMLight. 

Finamente, no capítulo 6 são apresentadas as conclusões e sugestões para futuros 

trabalhos. 



Capítulo 2 - Técnicas de Organização de Dados 

2.1 - Introdução 

O crescimento da quantidade de informações disponibilizadas pelos meios de 

comunicação, como Internet, é uma das motivações para o estudo de técnicas de 

classificação. Esses dados são disponibilizados de forma desordenada, tornando di£ícil 

obter informações relevantes a respeito de um assunto específico. 

Existem dois tipos de erdoques básicos e naturais para a organização desses 

dados: agrupamento e chssifica@o. A técnica de agrupamento consiste em apupar os 

dados através de uma métrica qualquer que informe a similaridade entre eles, de forma 

que os dados mais semelhantes fiquem no mesmo gnipo. Já na classz~ca@o tem-se um 

conjunto de dados em que a informação de pertinência a urna particular classe de um 

conjunto de classes é conhecida. A problemática se destina a  iass si ficar um dado em 

que a classe é desconhecida. Em princípio, esse dado deve ser atribuído à classe na qual 

o seu perfil melhor se encaixa. 

A diferença principal entre classificação e agrupamento está na forma como os 

dados de entrada são fornecidos. Nos problemas de classificação cada dado esd 

rotulado com alguma informação que especifica a qual classe ele pertence. Já nos 

problemas de grupamento os dados não são rotulados. Através do uso de uma métrica é 

que se determina o grau de semelhança entre eles. Assim, os dados mais semelhantes 

são agrupados em grupos comuns, de forma que os dados com menor similaridade 

ficam em grupos diferentes. 

2.2 - Técnicas de Classificação 

Existem várias metodologias diferentes utilizadas para solucionar o problema de 

classificação. Essas metodologias são classificadas basicamente em quatro áreas: análise 

exploratória, predição de modelos, otirnização e análise de decisão (ISAAC, 2003). As 

quatro áreas são descritas sucintamente a seguir: 



Análise Exploratoria: as metodologias desse grupo não utilizam informações 

externas, elas extraem dos dados as infoma~ões necessárias para o processo de 

classificação. Um exemplo de uma técnica deste gupo é a análise de cluster 

(agrupamento), onde os dados mais semelhantes são agrupados no mesmo 

grupo- 

Predi@o de Modelos: nesse grupo os dados são identificados e representados 

matematicamente. As técnicas deste grupo utilizam informações externas no 

processo de classifica@o e geralmente são utilizadas para fazer predições ou 

classificações sobre um novo dado desconhecido. Essas técnicas são, em sua 

maioria, aplicadas a problemas com grandes quantidades de dados de entrada. 

Alguns exemplos deste grupo são boosting, análise discriminante, redes neurais, 

reconhecimento de padrões, regressão, máquinas de vetores suporte e análise 

supervisionada. 

* Técnicas de otimização: nessas técnicas se busca um conjunto de possíveis 

solugões para um problema restrito ou irrestrito com o objetivo de maximizar ou 

minimizar uma função matemática particular. Dentre as técnicas deste grupo 

destacam-se os algoritmos genéticos, programação linear e programação não 

linear. Várias técnicas de predição de modelo e análise de decisão utilizam 

técnicas de otimização para obter suas solu~ões. 

Análise de decisão: a proposta dessas técnicas é de avaliar as alternativas de 

tomada de decisão, fazendo a melhor opção em situac;ões complexas, usualmente 

sobre incertezas. Alguns exemplos são modelos gráficos de decisão, análise de 

decisão de objetivos múltiplos e decisão sequencial. 

2.3 - Boosting 

Boosting é uma técnica utilizada para melhorar a performance de uma 

metodologia de predição já existente. Essa técnica utiliza uma seqüência de algoritmos 

de classificação para atualizar os pesos dos dados dos conjuntos de treinamento. A 

técnica de Boosting produz bons resultados quando os algoritmos utilizados para 

atualizar os pesos dos dados do conjunto de treinamento são desenvolvidos a partir de 

metodologias simples de classificação. 



O objetivo dessa metodologia é articular um conjunto de classijicadores simples, 

que não são capazes de apresentarem bons resultados sozinhos, e, por essa articulação, 

produzir um classificador final eficiente. Essa técnica é útil na solução de problemas 

onde a obtenção de um único classificador eficiente é lenta e complexa. Assim, outras 

técnicas são utilizadas para produzirem classificadores que, embora não sejam capazes 

de solucionar o problema original, representam uma estrutura simplificada do problema. 

Boosting organiza esses diversos classificadores simples e produz um 

classificador geral e eficiente para solucionar o problema. A solução de um problema de 

classificação complexo, por exemplo, utilizando a tecnologia de áwose produzirá uma 

árvore complicada e com grande profundidade1. A árvore gerada será um bom 

classificador, porém muito complexo. Para solucionar o mesmo problema de 

classificação pode ser produzida uma árvore rasa que embora seja simples não é um 

classificador eficiente. Como esses classificadores não são eficientes eles são chamados 

de clussifica&res fracos. A idéia da metodologia de BosstBng é agrupar vários 

classificadores fracos e produzir um classificador que tenha a precisão dos 

classificadores complexos e a simplicidade dos class5cadores fracos. 

Como outro exemplo, seja o problema de estimar log odds, que é uma função 

definida no espaço de entrada das variáveis de predição. A técriica de boosting irá 

produzir essa estimativa da seguinte forma 

onde gi(x) são os resultados produzidos pelas tecnologias de predição utilizadas na 

obtengão dos resultados parciais e /I, são os pesos associados aos resultados de cada 

classificador. Se árvore é a tecnologia utilizada para obter os resultados parciais, então 

gi(x) é uma árvore rasa, como descrito no exemplo anterior. Assim, será obtida uma 

estimativa completa a partir da junção de v&os resultados parciais, onde esses 

resultados são produzidos por classificadores simples. 

1 A profundidade de um nó de uma árvore é definída pelo maior número de nós existentes entre a 

raiz e o nó. A profundidade da árvore 6 dada pelo maior número de nós existentes entre a raiz a as folhas 

da árvore. Assim, uma árvore é dita profunda quando é grande o número de nós existentes entre a raiz e 

as folhas, e é dita rasa quando existem poucos nós entre a raiz e as folhas. 



AdaBoost (ADAptive BOOSting) foi uma das primeiras técnicas de boosting a ser 

desenvolvida e é, também, uma das mais utilizadas (REYZIN, 2005). Essa técnica 

trabalha da seguinte maneira: seja D, o vetor de pesos d, que representa os pesos de 

cada uma das observações do conjunto de treinamento, onde df(i)  é O peso da 

observação i na iteração t. Para cada observação do conjunto de treinamento faça 

inicialmente D,(i) = l/N, i = 1, ..., N , onde N é o número de elementos do conjunto de 

treinamento. Seja, também, a, o peso do resultado produzido (hipótese h,) pelos 

classificadores fracos na iteragão t. A cada iteração encontre h, com o menor erro em 

relação ao vetor de pesos D, e então atualize a,, o peso da hipótese, da regra: 

onde é o somatório de todos os pesos pela hipótese h, das observações classificadas 

erroneamente na iteração t: 

tal que: 

Para cada elemento do conjunto de treinamento atualize D para a próxima 

iteração da seguinte maneira: 

onde Z, é a norma de Dt . 



O processo iterativo continua até que termine a etapa de treinamento. O 

classificador final será definido por: 

H(x)=sinal x a h  (r)  L:* f t  1 
onde T é o número de ciclos do boosting. 

2.4 - Análise Cluster (Agrupamento) 

Agrupamento ou análise de agrupamento é uma técnica que busca identificar 

subconjuntos de dados de acordo com o grau de similaridade entre esses dados. As 

observações pertencentes a um mesmo subconjunto apresentam um grau de similaridade 

maior entre si que em relação aos dados dos demais subconjuntos. A técnica de 

agrupamento é distinta das técnicas de classificação. O agrupamento é conduzido de 

forma não supervisionada, ou seja, os dados do conjunto de treinamento não possuem 

rótulos indicando a qual classe eles pertencem e, além disso, não há, em alguns casos, 

informações sobre o número de classes do problema. A similaridade entre os dados é 

extraída de sua própria estnitura. Elementos pertencentes a uma determinada classe são 

mais homogêneos, mantendo grande simiIaxidade entre si, enquanto que elementos 

pertencentes a classes distintas apresentam maiores diferenças. 

O objetivo da técnica de análise de agrupamento é descobrir grupos naturais de 

observações de forma que as observações de um dado grupo tendem a serem similares 

entre si e dissimilares às observações dos outros grupos. Os modelos de agrupamento 

têm sido utilizados em aplicações de biologia, em estatistica, em marketing para 

caracterizar grupos de consumidores similares, dentre outros. Assim, com o lançamento 

de um novo produto, por exemplo, se tem a infomação de qual grupo de consumidores 

irá se interessar mais ou menos pelo novo produto. 

Existem, basicamente, duas técnicas de agrupamento, que serão descritas nos 

tópicos abaixo: agrupamento hierárquico e agrupamento via particionamento. 



2.4.1 - Algoritmos Hierârqaiicos 

A técnica de agrupamento hierárquico é um procedimento que constrói uma 

"árvore" onde em cada nível dessa árvore representa uma alteração na estrutura dos 

grupos. Existem dois tipos de agrupamento hie15rquico. O primeiro é chamado de 

agrupamento hierárquico aglomerutivo que adiciona os dados aos grupos em cada nível 

da árvore. O segundo é denominado agrupamento hierárquico particionudo que realiza 

sucessivas divisões nos grupos. 

Figura 2.1 - Agrupamento Hierárquico Aglomerativo e Particionado 

Seja N o número de elementos de um problema de gnrpamento. Os métodos 

hierárquicos aglomerativos começam com N grupos, onde cada um dos grupos possui 

uma única observação. O número de grupos é então reduzido para N-I pela junção de 

duas observações em um único grupo baseado em algum critério de similaridade entre 

elas. O processo continua até que o número desejado de grupos seja atingido ou até que 



seja obtido um único gnrpo que co~tenha todas as observações. Nessa técnica a árvore é 

consm'da das folhas para a raiz, onde cada folha representa uma observação. 

Um exemplo do funcionamento dos métodos aglomerativos é ilustrado na Figura 

2.1. O processo inicia de cima para baixo e pode ser observado no primeiro quadro que 

cada observação representa um grupo, ou seja, no começo do procedimento têm-se oito 

grupos distintos. Em cada etapa do procedimento aglomerativo os dois grupos mais 

próximos são unificados em um único grupo e o processo continua até que todos as 

observações façam parte do mesmo grupo como ilustrado no último quadro. Entretanto, 

não se deseja ter como resultado todas as observações em um mesmo grupo. Pode ser 

observado que o sexto quadro apresenta a melhor formação, onde as observações mais 

próximas estão nos mesmos grupos. 

Os métodos hierárquicos particionados trabalham no sentido oposto dos métodos 

aglomerativos. Esses métodos começam com um grupo de N elementos e divide esse 

grupo em p p o s  menores usando um critgrio de dissll-nilaridade entre os dados. Um 

critério bastante utilizado de dissimilaridade é a distância entre os dados. Várias funções 

de distância podem ser utilizadas, sendo a mais tradicional a distância Euclidiana. O 

processo de particionamento continua até que algum critério seja atingido ou até que 

sejam obtidos N grupos com um elemento cada um. O processo dos métodos 

hierárquicos particionados também é ilustrado na Figura 2.1, pela ordem inversa, 

começando do oitavo quadro até o primeiro quadro. 

2.4.2 - Algoritmos nas Hierárquicos 

As técnicas de agrupamento não hierárquico buscam minipnizar a distância 

intragrupos, ou seja, miriimizar a distância entre as observações pertencentes ao mesmo 

grupo. Essas técnicas exigem que o número K de grupos seja definido no começo do 

processo. Após ser definido o número de grupos as observações são separadas em K 

grupos. Em cada iteração, a distância entre as observações e os centros dos grupos são 

calculadas. Cada observação será então associada ao grupo do centro mais próximo. 

Assim, a observação pode permanecer no mesmo gnipo ou ser associada a um outro 

grupo. Os centros dos grupos são recalculados e as distâncias são novamente obtidas. 

As iterações continuam até que n5o haja nenhuma troca entre os grupos. As técnicas de 

agrupamento não hierárquico podem trabalhar com conjuntos de dados muito maiores 

que as técnicas de agrupamento hierárquico. 



Vários algoritmos foram desenvolvidos para solucionar o problema de 

grupamento. O algoritmo k-Means, embora não seja o mais eficiente, é o mais utilizado. 

Este algoritmo tem como entrada o número de grupos k e em primeiro lugar são 

determinados k centróides c', j = 1, ..., k . Após a determinação inicial dos centróides 

em cada iteração i as observações xi, i = 1, ..., m,  são associadas ao grupo l(i) seguindo 

o critério que o centróide c"" é o mais próximo da observação xi. Os centróides são 

novamente determinados e as observa@es são novamente associadas aos grupos. Esse 

processo continua até que não haja alterações entre os centróides. 

2.4.3 - Formulaçâo Matemática 

Agrupamento é definido como sendo um problema de associar rn pontos 

{x1,x2, ..., xm), definidos em um espaço real de dimensão n (W), a k grupos 

{c1,c2, ..., c k )  de tal forma que a soma das distâncias de cada ponto ao centróide mais 

próximo seja mínima. Cenrróide é um ponto que melhor representa o grupo ao qual ele 

pertence. Este ponto terá as principais propriedades do grupo e este grupo passa a ser 

representado por ele. Assumindo 11.11 uma norma arbitrária no <nn, o problema de 

agrupamento é então definido na forma 

m 

min C min 12 -ciII 
c' ,-.,ck i W - 2 . k  

A equação (2.7) possui um somatório do mfnimo de um conjunto de funções 

convexas que, na maioria dos casos, não é nem convexo e nem côncavo. Assim, esse 

problema torna-se bastante complexo, sendo de difícil resolução. 

O critério mais natural, intuitivo e frequentemente adotado para (2.7) é de 

rninimizar a soma de quadrados das distâncias das observações ao seu centróide mais 

próximo. Esse problema é conhecido na literatura como minimum sim-of-squares 

clustering (MSSC). Este critério corresponde Li minimização da variância intragrupos. 

É um critério que contempla simultaneamente os objetivos de homogeneidade e 

de separação, pois de acordo com o Teorema de Huygens, minimizar a variança intra 

(homogeneidade dentro dos grupos) é equivalente a miullmizar a variança entre grupos 

(separação entre os grupos). 



Trata-se de um problema niio-convexo e não-diferenciável. Xavier (XAVIER, 

2005), apresenta uma metodologia de resoluqão baseada em suavizagão das não 

diferenciabilidades. 

2.5 - Máquina de Vetor suporte (SVM) 

SVM é um problema particular de classificação relativamente novo na literatura, 

pois foi proposta por Vapnik em 1995 (VAPNIK, 1995). Esta técnica será discutida com 

mais detalhes no capítulo 3. 

De forma simplificada, pode-se dizer que essa técnica é utilizada para separar 

dois conjuntos e esses conjuntos são separáveis linearmente por um hiperplano. O 

objetivo é produzir um classificador que irá trabalhar bem para exemplos não 

conhecidos. Para tal o SVM determina esse hiperplano separador de forma que a 

distância do hiperplano às classes seja minimizada. 

Figura 2.2 - Hiperplanos separadores para dois conjuntos de dados 

No caso simples tem-se dois conjuntos de dados linearmente separáveis A e B. 

Os dados dessas duas classes são representados por um par (si, yi) , onde si representa 

as coordenadas da observação i e yi é o rótulo da observação. O rótulo indicará a qual 

classe si pertence e, geralmente é dado por yi = f 1. Como mostra na Figura 2.2, 

existem infinitos hiperplanos capazes de separar as classes A e B linearmente. 

Entretanto, existe somente um hiperplano que rnaximize a margem separando as duas 



classes- Esse é o objetivo do S W ,  determinar o hiperplano que gere a maior margem 

entre as classes. A margem é definida como sendo a distância entre o hiperplano e o 

ponto mais prdximo da classe A somado à distância do hiperplano ao ponto mais 

próximo da classe B. Ao maximizar a margem, o poder de generalização do 

classificador aumenta, ou seja, a chance do classificador acertar ao definir a qual classe 

um dado desconhecido pertence aumenta. Assim, o número de erros produzidos pelo 

classificador diminui. 

Vapnik propôs em 1995 (VAPNIK, 1995) uma nova técnica para classifica@o 

de dados denominada S u j p r t  Vector Machine (SVM). Esta técnica é utilizada, na 

maioria dos casos, para classificar dados em classes diferentes. A complexidade do 

SVM está relacionada à forma pela qual os dados estão distribuídos. O caso mais 

simples ocorre quando os dados podem ser separados linearmente por um hiperplano 

(Figura 2.3). 

Figura 2.3 - SVM Linear 

A entrada do SVM consiste em um conjunto de dados, onde cada um é rotulado 

com um valor indicando a qual classe d e  pertence. Estes dados de entrada são 

denominados como conjunto de treinantento. Em geral, os problemas SVM separam, 

por um hiperplano, dois conjuntos de observações, onde essas observações são definidas 

da seguinte forma: 

D ={(sl, $), ..., (s', IJ')), SE %", YE {-1.1). 



O conjunta de observações será separado de forma ótima pelo hiperplano 

quando não existirem erros na separação e a soma das distâncias entre os pontos mais 

próximos ao hiperplano seja máxima. Assim, o SVM fornece como solução um 

hiperplano que separa os dados com a mikirna margem. Esta margem é definida, no 

caso linear, pela soma da distância do ponto mais próximo ao hiperplano da classe 

positiva e da distância do ponto mais próximo ao hiperplano da classe negativa, como 

mostra a Figura 2.3. Estes pontos que fornecem a disthcia mínima da classe ao 

hiperplano são denominados Vetores Suporte. 

2.5.2 - Fsrmula~ão 

O SVM linear apresenta uma formulação bastante simples, dada como segue: 

onde x é o vetor normal ao hiperplano separador, s é o vetor do conjunto de pontos de 

entrada e y determina o deslocamento do hipeplano em relação a origem. 0 s  pontos 

mais próximos ao hiperplano estão sobre os planos u = l ,  para os pontos da classe 

positiva, e u = - 1 para os pontos da classe negativa. Assim, tem-se a seguinte relação: 

x.si - y2 1 si E Classe 1 
s j~CZwse-1 .  

onde si representa o i-ésimo elemento do conjunto de treinamento. Em particular, como 

exibido na Figura 2.4, x.si - y = +I para todos os pontos suporte da classe 1 e 

x.sj - y = -1 para os pontos suporte da classe 2. A margem então pode ser calculada 

pela soma destas equações: 



Como na solução ótima I(x, %) - 4 = 1(5 S )  - 4 =I, no final do processo de otimização 

a margem será dada por: 

Figura 2.4 - Definição da máxima margem 

A margem pode ser rnaximizada através do seguinte problema de otimização 

(BURGES, 1998): 

onde L representa o número de elementos do conjunto de treinamento e y, é o rótulo que 

indica a qual classe o elemento si está associado. Tem-se yi =+1 para os exemplos 

positivos e y, =-1 para os exemplos negativos. 

Pode ser observado que esta metodologia representa um problema de otimização 

quadrática. Usando a função Lagrangeana, esse problema de otimização pode ser 



transformado em m a  fomulação dual, onde a função objetivo depende unicamente do 

conjunto de multiplicadores de Lagrange. Esta formulaqão é dada por (PLATT, 1998): 

Nesta formulação a é um vetor com 1 componentes, onde cada uma representa 

um elemento do conjunto de treinamento, ou seja, a componente ai corresponde ao 

elemento (si, yi) . 

Existe uma relação um para um entre cada multiplicador de Lagrange e cada 

elemento do conjunto de treinamento. Uma vez que os multiplicadores de Lagrange são 

calculados, o vetor normal x e podem ser determinados a partir da seguinte 

relação: 

y = x.sk - y, para algum a, > 0. 

Como x pode ser calculado, pela equação (2.14), a partir do conjunto de 

treinamento, o custo computacional para calcular um SVM linear é constante e está 

diretamente relacionado ao número de vetores suporte. 

É claro que o SVM não é utilizado somente para solucionar problemas 

linearmente separáveis. Muito pelo contrário, a maioria dos problemas estudados 

apresenta a característica de serem não lineamsnte separáveis e para estes casos a 

formulação anterior fornecerá uma solução infinita. 

Em 1995, Cortes e Vapnik (CORTES et al., 1995) sugeriram uma modificação 

na formulação do problema de otimização anterior (2.13) permitindo que um ponto seja 

classificado de forma emda, mas penalizando essas ocorrências. Dentro desse 

referencial, o novo problema é dado por: 



onde Si é uma variável de folga que permite a observação i violar a margem e C é o 

fator de penalidade, que estabelece um compromisso entre o erro de treinamento e a 

margem. Esse parâmetro C pode ser visto também como um parâmetro que penaliza os 

pontos que violam a margem. 

Quando este novo problema é transformado em sua forma dual, somente a 

restrição de desigualdade do problema, em relação ao problema (2.14), é modificada e a 

variável 6 ,  que possibilita que uma observagão viole a margem, não aparece nessa 

formialação. O novo problema é dado por (PLATT, 1998): 

A formulação SVM pode ser generalizada também para utilizar separadores não 

lineares (BURGES, 1998). A classificação de uma nova observação desconhecida s, 

através de um classificador não linear, é feita explicitamente pelos multiplicadores de 

Lagrange, como segue: 

onde K, denominadafunção kernel, indica a similaridade ou distância entre o vetor de 

entrada s e o vetor do conjunto de treinamento si. Dessa forma, caso u 2 1 sabe-se que 

s pertence à classe 1, por outro lado, caso u I -1 a observação s será classificada 

como sendo da classe -1. 
































































































































