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é conhecida por reduzir consideravelmente a complexidade de diversos pro-
blemas distribuidos. Neste trabalho, estudamos uma insténcia particular
de senso de direcdo denominada senso de diregdo cordal (SDC). Em espe-
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construtivo para geragao de grafos ctibicos que admitem 6-CDC (CDC onde
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Capitulo 1

Introducao

A pesquisa na drea de sistemas distribuidos é uma necessidade crescente e
patente nos modelos e sistemas computacionais atuais. O conceito de distri-
buigao do processamento entre varias entidades se fortalece na medida em que
as tecnologias de redes de computadores e processamento paralelo avangam
a estdgios anteriormente inimagindveis. Os progressos destas areas de pes-
quisa tém impulsionado o desenvolvimento (ou, ao menos, a revisitagio) de
algoritmos, mecanismos, técnicas, dispositivos, etc., que tratem este novo
paradigma de forma eficiente.

Por outro lado, a modelagem de um sistema distribuido através de um
grafo permite a imediata obtengdo de resultados de suma relevancia. A
interag8o entre as dreas de teoria dos grafos e sistemas distribuidos nao é nova
[7, 9, 66, 101], mas profundamente edificante para ambas as partes. Tanto
o estudo de algoritmos distribuidos ganha novas e poderosas ferramentas,
quanto a anélise de problemas em grafos vé aplicacdes reais de seus resultados
e conceitos.

Neste trabalho, analisaremos o conceito de senso de direcdo em sistemas

distribuidos, o qual j& foi demonstrado ser eficaz em reduzir a complexidade



da solugdo de diversos problemas distribuidos [92]. Em especial, caracteriza-
remos de forma completa a classe dos grafos cibicos que admitem senso de
dire¢do cordal minimal (SDCM), generalizando posteriormente véarios con-
ceitos para grafos k-regulares. Com estas generalizagGes, explicitaremos a
equivaléncia entre os grafos que admitem SDCM e a classe dos grafos circu-
lantes.

Mostraremos também a relacdo da classe dos grafos cibicos que admitem
SDCM com o conceito de cobertura dupla por ciclos [105], provando que,
na verdade, tal classe é um subconjunto (com apenas 1 excecdo) da classe
dos grafos que admitem uma cobertura dupla por ciclos de comprimento 6.
Apresentaremos um método recursivo para a geragao de uma familia infinita
de grafos ciibicos que admitem 6-CDC. Provaremos, ainda, que os grafos de
ambas as classes sao hamiltonianos.

Descreveremos, a seguir, como o trabalho estd organizado, destacando a
contribui¢do de cada capitulo.

No Capitulo 1, é apresentada uma visao geral do que trataremos neste
trabalho, além de fornecer as defini¢Ges e notagoes utilizadas por todo o texto.

No Capitulo 2, introduziremos o conceito de senso de diregéo (SD). Para
isso, comecaremos descrevendo o conceito de rotulagéo local de arestas. De-
finiremos SD de maneira informal, demonstrando o seu impacto na com-
plexidade de problemas distribuidos e o atual estado da pesquisa dos seus
problemas ainda abertos. Descreveremos, neste capitulo, todas as instdncias
de SD encontradas na literatura sobre o assunto. Analisaremos, especifica-
mente, a instdncia do senso de diregéo cordal (SDC) no contexto dos grafos

ctbicos, chegando a caracterizacao da classe dos grafos ciibicos que admitem

SDCM.



No Capitulo 3, seré apresentado o conceito de cobertura dupla por ciclos
(CDC). Focalizaremos, entéo, o estudo da CDC cujos ciclos possuem com-
primento 6 (6-CDC) no contexto dos grafos ciibicos. Apresentaremos uma
forma, construtiva de gerar grafos cibicos que admitem 6-CDC, dividindo os
casos conforme a cintura do grafo.

No Capitulo 4, relacionaremos os conceitos do SDCM com a 6-CDC,
utilizando e consolidando os resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3. Explici-
taremos a intercessdo entre a classe dos grafos cibicos que admitem SDCM
e a classe dos grafos ctibicos que admitem 6-CDC, mostrando que a primeira
é praticamente um subconjunto da segunda.

No Capitulo 5, expandiremos os resultados do Capitulo 2 para a classe dos
grafos k-regulares. Apresentaremos a classe dos grafos circulantes e o pro-
blema. do seu reconhecimento, o qual continua aberto. Demonstraremos que
os circulantes sdo equivalentes aos grafos k-regulares que admitem SDCM,
evidenciando a importéncia da caracterizagao desta classe de grafos.

No Capitulo 6, serdo expostas as conclustes deste trabalho. Apresenta-
remos o impacto dos resultados obtidos e as dire¢oes futuras de pesquisa no
tema que se abrem com estas contribuigdes.

No Apéndice A, definiremos formalmente o conceito do SD (conforme
[41]), exemplificando o seu emprego e mostrando a consisténcia do SDC com
esta definicao. Esta formalizagao néo foi inserida nos capitulos anteriores por

nao ser necessiria para a compreensao dos resultados deste trabalho.



1.1 Definicoes basicas e notacao

1.1.1 Sistemas distribuidos

Um sistema distribuido é um conjunto de processadores interligados de
alguma forma por uma rede de canais de comunicagdo. Neste trabalho
serdao considerados sistemas distribuidos onde cada processador possui uma
memdria local ndo-compartilhada, e cada canal de comunicagdo conecta ex-
clusivamente dois processadores distintos. Como os processadores ndo com-
partilham memdria, a tnica forma de intercaAmbio de informagcéo entre eles é
através da troca de mensagens pela rede de comunicagao.

A complezidade de mensagens e a complexidade de tempo de um pro-
blema, distribuido referem-se, respectivamente, & quantidade de mensagens
e de tempo requerida na solugao. As complexidades de tempo referenciadas
neste trabalho sdo todas sobre sistemas assincronos, ou seja, onde nao ha
uma referéncia global de tempo e cada processador pode, sempre que ne-
cessario, enviar uma mensagem imediatamente. O tempo de processamento
local (isto é, o tempo gasto em outras tarefas que nfo a comunicagio) nestes
sistemas, em geral, é desprezivel e desconsiderado no célculo da complexi-
dade assintética, assim como o tempo de transmissdo (e propagagdo). Em
geral, também é considerado que as mensagens tém comprimento O(1). As-
sim, nestes sistemas, a complexidade de tempo é medida pelo nimero de
mensagens na maior cadeia causal da forma “recebe uma mensagem e envia
uma mensagem como conseqiiéncia” [9].

Sistemas distribuidos s@o usualmente modelados utilizando-se grafos [7,
9, 66, 101]. O mesmo ocorre neste trabalho e, por isso, alguns conceitos de
teoria dos grafos serdo fundamentais para a compreensao dos resultados aqui

expostos.



1.1.2 Teoria dos grafos

Um grafo simples G é um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) con-
siste de um conjunto finito e nfo-vazio de vértices, e E(G) consiste de um
conjunto de arestas. Uma aresta é um par nao-ordenado de elementos dis-
tintos de V(G), tais que arestas distintas nunca sdo formadas por um mesmo
par de vértices. Todos os grafos tratados neste trabalho serdo simples, as-
sim seréo chamados simplesmente de grafos. Por todo o texto, o literal G
denotard um grafo qualquer sempre que omitida a sua especificagao.

Dois vértices distintos u e v, pertencentes a V(G), sdo ditos adjacentes
(ou wizinhos) se a aresta e = uv pertence a E(G). Neste caso, dizemos ainda
que u € v sdo os extremos de e, e que a aresta e é incidente aos vértices u
e v. Como uma aresta é um par nao-ordenado, podemos representa-la como
e = uv = vu. Duas arestas sao ditas adjacentes se possuem um extremo em
comum. Denotaremos por n o valor |V(G)| e por m o valor |E(G)|, e tais
literais terdo este significado sempre que omitida a sua especificagao.

Seja G um grafo e S um subconjunto de V(G). A vizinhanga de S em G,
denotada por Ng(S), é o conjunto de todos os vértices adjacentes a algum
vértice de S em G.

Um grafo G é dito completo quando quaisquer dois vértices distintos em
G sao adjacentes. O grafo completo com n vértices serd representado por
K,.

Um grafo H é dito um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e
E(H) C E(G). Nesse caso, dizemos ainda que G é um supergrafo de H.
Suponhamos que V' seja um subconjunto ndo-vazio de V(G). O subgrafo de
G cujo conjunto de vértices é V' e cujo conjunto de arestas é o conjunto das
arestas de G' que possuem seus dois extremos em V' é chamado de subgrafo

induzido de G, denotado por G[V']. Agora, suponhamos que E’ seja um



subconjunto nao-vazio de E(G). O subgrafo de G cujo conjunto de vértices
é o conjunto de extremos das arestas em E’ e cujo conjunto de arestas é E’
é chamado de subgrafo de G induzido por arestas de E'.

Sejam G e H grafos com pelo menos 1 vértice em comum. O supergrafo
S = GUH é tal que E(S) = E(G)UE(H) e V(S) = V(G) U V(H).
Denotaremos por G — E' o grafo obtido de G pela remocao das arestas em E’
e dos vértices que, devido a esta operagio, tiverem todas as arestas incidentes
a eles removidas (para que o grafo resultante sempre seja conexo).

Seja H um subgrafo de G. Chamamos H de subgrafo gerador de G se
V(H) = V(G). Uma cligue de G é um subconjunto V' C V(G), tal que G[V"]
é completo. Um conjunto independente de G é um subconjunto V' C V(G),
tal que se u,v € V', entdo uwv ¢ E(G).

Sejam G e H grafos quaisquer. Dizemos que S se decompoe em G e H
quando G e H sio subgrafos geradores de S e E(G) N E(H) = .

Dois grafos G e H sao ditos isomorfos entre si, denotado por G & H,
caso exista uma fungdo bijetora 6 : V(G) — V(H) tal que uv € E(G)
se e somente se f(u)f(v) € E(H). Chamamos de automorfismo de G um
isomorfismo de G consigo préprio, ou seja, uma permutagdo em V(G) que
preserva as adjacéncias.

O grau de um vértice v € V(G), denotado por dg(u) é a quantidade de
arestas de G incidentes a u. O grau mdzimo de G, denotado por A(G), é
o maior entre todos os graus dos vértices em V(G). O grau minimo de G,
denotado por §(G), é o menor entre todos os graus dos vértices em V(G).
Um grafo G é dito regular se existe um inteiro k tal que dg(u) = k, para
todo u € V(G). Neste caso, dizemos que G é k-reqular, e A(G) = 6(G) = k.
Grafos 3-regulares sdo chamados de grafos cibicos. Por todo o texto, o literal

k significard o grau de G, quando G for regular.



O fato de cada aresta uwv contribuir para o grau de dois vértices distintos
(u e v), faz com que a soma dos graus de todos os vértices de G seja o dobro

do nimero de arestas. Segue-se, entéo, o teorema [24] enunciado a seguir.

Teorema 1.1.

Z d(v) = 2m

veV(Q)
Pela definigao de grafo regular, podemos facilmente inferir o corolério

abaixo.

Coroldrio 1.2. Todo grafo k-reqular, onde k é impar, possui um nimero par

de vértices.

Um emparelhamento em G é um conjunto de arestas ndo-adjacentes duas
a duas. Dizemos que um emparelhamento M em G satura um vértice
u € V(G) se existe uma aresta e € M tal que e é incidente a u. Um
emparelhamento M em G é dito perfeito se satura todos os vértices de G.

Um k-fator de G é um subgrafo k-regular gerador de G. Temos, entéo,
que o subgrafo induzido pelas arestas de um emparelhamento perfeito de um
grafo G é um 1—fat0r de G.

Um passeio em G é uma seqiiéncia vy, .. .v; de vértices de G onde cada
qual é adjacente a seus vizinhos na seqiiéncia. Um caminho é um passeio onde
todos os vértices sdo distintos. Chamamos de ciclo um passeio vgv; . . . v; onde
Vp...U—1 € um caminho, v; = vg e [ > 3. O comprimento de um caminho,
assim como o comprimento de um ciclo, é dado pelo nimero [ de arestas que
o formam. Dizemos que um ciclo C é par (émpar) se o comprimento de C é
par (impar). Um ciclo de comprimento 3 serd chamado de tridngulo, assim
como um ciclo de comprimento 4 é um quadrado, e assim por diante.

Dizemos que um ciclo é hamiltoniano se ele possui comprimento n. E

G é hamiltoniano se possui ciclo hamiltoniano. A cintura de G, denotada
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por g(G), é o comprimento do menor ciclo em G. Se G ndo possui ciclos,
definimos a cintura de G como infinita.

Seja C um ciclo de comprimento maior que 3. Chamamos de corda uma
aresta uv onde u e v sdo vértices nao-consecutivos de C.

Sejam vy, vy, ...,Un—1 08 vértices de G. A mairiz de adjacéncias de G
é uma matriz n X n tal que A(G) = [ay), onde a;; é o nimero de arestas
incidentes a v; e v;. Como estamos lidando apenas com grafos simples, a
matriz de adjacéncias s6 pode conter 0 e 1 como elementos.

Um grafo G é dito conezo se existe um caminho entre qualquer par de
vértices distintos pertencentes a V(G), e desconezo caso contrdrio. Uma
componente conexa de G é um subgrafo conexo H C G tal que G nao possui
subgrafo H' D H conexo. Um corte de vértices de G é um subconjunto
V' C V(G) tal que a remogéo dos vértices pertencentes a V' aumenta o
nimero de componentes conexas de G. Um corte de arestas de G é um
subconjunto E' C E(G) tal que a remogdo das arestas pertencentes a E’
aumenta o nimero de componentes conexas de G.

A conectividade de vértices de G, denotada por x(G), é a cardinalidade
de seu corte de vértices minimo. Por definigdo, a conectividade de um grafo
completo é igual a n. Seja um inteiro p < k(G). Dizemos que G é p-conezo.
A conectividade de arestas de G, denotada por £'(G), é a cardinalidade de
seu corte de arestas minimo. Seja um inteiro p < £'(G). Dizemos que G é
p-conexo em arestas.

Seja um ciclo de comprimento 7, onde n € par. Uma escada de Mobius M,
é o grafo obtido pela adigao de cordas entre os pares de vértices que distam
n/2 neste ciclo. Claramente, M,, é ctibico. Um exemplo pode ser observado
na Figura 1.1(a). B f4cil representar este grafo na forma de escada, conforme

a Figura 1.1(b).



(a)

Figura 1.1: Escada de Mobius Mip (a) e sua representagio em forma de escada

(b).

(b)

Um toro T,,; é uma malha retangular [ x n/l, onde vértices opostos na

mesma linha ou coluna séo conectados. Na Figura 1.2 é mostrado o Tia 3.

ATNATINATINA
Ueo oo o
Co—1o ¢ o
d

J

J

J

\I_J

Figura 1.2: Exemplo de toro (T12,3).

Um sistema distribufdo serd representado por um grafo conexo G, no

qual cada vértice representa um processador e cada aresta uv corresponde a

um canal de comunicagdo que conecta os processadores representados pelos

vértices u e v [7, 9, 66, 101].



1.1.3 Teoria dos numeros

Sejam a e b ntimeros inteiros. Dizemos que a divide b (ou que a é divisor
de b ou, ainda, que b é divistvel por a), denotado por a | b, se a > 0 e o
quociente b/a é um ndmero inteiro. Caso contrario, denotaremos por a { b.
Assim, escrevemos

a|lb < a>0¢e b=at

para algum inteiro £.

Outra relacao semelhante é quando dizemos que b é maltiplo de a, que
difere apenas pelo fato de que a néo precisa ser positivo. Neste caso, queremos
simplesmente dizer que b = at para algum inteiro ¢.

O mdzimo divisor comum de dois inteiros a e b, denotado por mdc(a, b),
¢ o maior inteiro que divide ambos. De forma andloga, o minimo mailtiplo
comum de dois inteiros, denotado por mmc(a, b), é o menor inteiro divisivel
por ambos.

Em vérias partes deste trabalho, especialmente nos Capitulos 2 e 5, uti-
lizaremos a nocdo de primalidade relativa. Dizemos que dois inteiros a e b
sao primos entre si, denotando por a L b, se mdc(a, b) = 1. I interessante
ressaltar que apesar de o nimero 1 ndo ser considerado um ndmero primo
(absoluto), temos que 1 L a para qualquer inteiro a > 0.

A operagao bindria @ mod b é definida como o resto da divisao a/b. A
operagao mod ocorrerd com muita freqiiéncia neste trabalho. Portanto, vi-
sando a simplificacdo e leveza do texto, utilizaremos os operadores +,, —, €
‘n, Para representar a soma, subtragdo e multiplicacdo mddulo n, respectiva-

mente. Podemos escrever, entéo,
(a+b) mod n=a +, b,

(a —b) modn=a —, b,
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(a-b) modn=a-,bd.

Em diversas proposicoes deste trabalho, serd utilizada uma relagao entre
primalidade relativa e multiplicacdo na aritmética modular. Visando evitar a
duplicidade da demonstragao desta relagio durante as provas de varios lemas,
a colocamos aqui em forma de lema, referenciando devidamente sempre que

for utilizada.

Lema 1.3. Sejam a, b e n inteiros. Entdo a L n se e somente se o menor

b que satisfaz a equagdo b, a =0 € n.

Prova. (=) Suponhamos que a 1 n, logo a € n ndo possuem divisor em
comum. Podemos afirmar, entdo, que mmc(a,n) = an. Como an mod n = 0,
n é o menor inteiro b que satisfaz b -, a = 0.

(<) Suponhamos que o menor b que satisfaz b -, @ = 0 seja n. Sabemos
que cn mod n = 0, para qualquer inteiro c. Logo, para qualquer b tal que
b -, a =0, o produto ba deve ser miltiplo tanto de n quanto de a. O menor
inteiro que é miltiplo de a e n é mmc(a,n). Suponhamos (por absurdo) que
mdc(a,n) = d > 1. Neste caso, mmc(a,n)/d é miltiplo de a e n, o que é

uma contradigdo. Logo, mdc(a,n) =1 e, conseqiientemente, a L n. O

Um dos algoritmos mais antigos (mais de 2300 anos de idade), e ainda
muito eficiente, é o algoritmo de Euclides para calcular mdc(a, b) [49]. Neste

algoritmo, € utilizado implicitamente o teorema a seguir.

Teorema 1.4 (Euclides).
mdc(a, b) = mdc(a, b mod a)

Esta igualdade sera utilizada na prova do Lema 5.11. Para aprofunda-

mento no assunto de teoria dos niimeros sugerimos [49] e [104].

11



Capitulo 2

Senso de Direcao Cordal

Neste capitulo serdo introduzidos conceitos e apresentados resultados so-
bre senso de dire¢do cordal e o problema do senso de direcdo cordal minimal
sera abordado. Analisaremos, em especial, o caso dos grafos cubicos, carac-
terizando de forma completa os grafos desta classe que admitem senso de
direcéo cordal minimal.

Pelo fato de o conceito de senso de diregao se referir a uma propriedade
em rotulages de arestas, inicialmente abordaremos algumas nogoes deste as-
sunto. Em seguida, serdo introduzidos conceitos gerais de senso de direcdo
utilizados no desenvolvimento deste trabalho e importantes para a compre-
ensao do mesmo. Uma defini¢do mais formal do conceito de senso de dire¢éo

pode ser encontrada no Apéndice A.

2.1 Rotulacao de arestas

Seja um vértice u € V(G). Denotaremos por E[u] o conjunto de arestas de
G incidentes a u. Dado um conjunto I denominado conjunto de rétulos, uma

Jungdo de rotulagdo de arestas para u é uma fungdo da forma A, : Efu] — T
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Sejam Ay, Ay, ..., A, fungdes de rotulacdo de arestas de todos os vértices
pertencentes a V(G). O conjunto A = {A\y, Ay, ..., A} é dito uma rotulagdo
de G. Note que em uma rotulagdo cada aresta de G possui dois rétulos

associados, um para cada extremo.

Figura 2.1: Exemplo de grafo rotulado.

Na Figura 2.1 é representado um grafo cuja rotulagdo é dada por:

Malw) = 1
Mo(uw) = 2
Ao(vn) = 2
Ao(ow) = 1
Mo(w) = 1
Aolww) = 2,

onde I' = {1, 2}.

Dizemos que uma rotulagao possui orientacdo local se seus elementos sao
fungoes injetoras, ou seja, se em cada vértice u € V(G) os rétulos atribuidos
as arestas incidentes sdo todos distintos. Uma rotulagdo A possui simetria de
arestas se existe uma bijegdo 9 : I' — T, tal que para toda aresta uv € E(G),
Au(uv) = P (A, (vu)). Assim, dada uma aresta uv € E(G) e uma rotulagio

A com simetria de arestas, podemos inferir o rétulo que o vértice v associa a
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uv, a partir do rétulo que o vértice u associa a esta mesma aresta, aplicando
a fungao de simetria 9. Dizemos que uma rotulagio A é uma orientagdo
localmente simétrica se ela possui tanto orientacdo local quanto simetria de
arestas. B fécil verificar que a rotulagdo da Figura 2.1 é uma orientacio

localmente simétrica, cuja fun¢do de simetria é dada por

1 sey=2
P(y) =
2 sey=1,

onde v € T.
Seja A uma rotulagdo para G. Um grafo rotulado é denotado pelo par

ordenado (G, A).

2.2 Senso de direcao

Em [92] foi verificada uma propriedade denominada senso de direcdo que,
quando presente em sistemas distribuidos, reduz consideravelmente a com-
plexidade da solugdo de diversos problemas. Esta propriedade refere-se &
capacidade de os processadores distinguirem os canais de comunicacio in-
cidentes a eles segundo algum esquema global consistente. Dado um grafo
rotulado (G, A), dizemos que o sistema possui senso de dire¢do (SD) quando
€ possivel inferir, através dos rétulos associados as arestas de G, se diferentes
passeios iniciados em um vértice v terminam ou ndo em um mesmo vértice.
Neste caso, dizemos ainda que A é um SD para G. Uma condi¢do claramente
necessaria para a existéncia de SD é que X seja uma, orientacdo local. E se A
é uma orientagdo localmente simétrica, temos uma forma mais forte de SD
chamado de SD simétrico.

Existem algumas instancias classicas de SD em topologias especificas que

ja eram exploradas anteriormente & generalizacdo do conceito. Por exemplo,
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em uma topologia de anel, esta propriedade, usualmente chamada simples-
mente de orientacdo, expressa a capacidade de os processadores distinguirem
“esquerda” de “direita”, onde “esquerda” tem o mesmo significado para to-
dos os processadores. J4 na orientagdo de um toro, sdo acrescentados ainda
os rotulos “cima” e “baixo”. Exemplos de orientagdo em anéis e toros sao

mostrados nas Figuras 2.2(a) e 2.2(b), respectivamente.

/N /N
cimal cima cimal
dir. dir. dir,

esq. e5q. esq. ]
baixo baixo baixo
< cima cima cima
___Ldic | vl di di
esq. €5q. esq] .
baixo baixo baixo
( cima cima cima
ul dir. dir. dir,
€5q. esd.| | esq.| |
baixo aixo baixo
esq. dir.
(a) (b)

Figura 2.2: Orientagdo de anel (a) e toro (b).

Outro caso particular de SD de especial interesse é a coloracdo de arestas
[35], onde a fungéo de simetria de arestas é a identidade. Desta forma, os
rétulos associados a cada aresta sao idénticos nos seus dois extremos.

Neste trabalho, trataremos, em especial, da instancia de SD Cordal, onde
os rétulos sdo definidos pela distdncia entre os vértices em uma dada or-
denagéo ciclica (a ser formalizado adiante).

Durante as tltimas duas décadas, varias novas evidéncias da influéncia
positiva do senso de diregdo na complexidade de problemas distribuidos se

sucederam. No entanto, este conceito sé foi completamente formalizado em
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[41]. Uma das fortes evidéncias iniciais do impacto do senso de direcdo foi
o problema da eleicdo de lider em grafos completos. Em [55] foi estabele-
cido que (nlogn) mensagens sao necessdrias para a solucdo deste problema
quando nada é assumido sobre a rotulagdo das arestas. No entanto, em [64]
foi demonstrado que, assumindo a existéncia de um SD!, O(n) mensagens
sao suficientes para o mesmo problema.

Muitos resultados na literatura sobre redugédo de complexidade de proble-
mas distribuidos cléssicos (como eleigdo, broadcast, busca em profundidade,
arvore geradora minima, etc.) atacaram topologias especificas como grafos
completos [30, 40, 53, 64, 66, 73, 74, 95], anéis cordais [6, 54, 71, 83, 100],
hipercubos [8, 30, 37, 89, 98], dentre outras. Entretanto, as propriedades e
algoritmos que exploram o SD em topologias arbitrarias também possui vasta
literatura [38, 39, 40, 45, 58, 91, 94, 100]. Diversas pesquisas tém se dedicado
ainda ao estudo da computabilidade em sistemas anénimos, ou seja, o estudo
de quais problemas podem ser resolvidos quando nao hé identificadores dis-
tintos associados aos vértices [5, 15, 17, 43, 56, 57, 103].

Em [22], foi exibido um algoritmo de complexidade de tempo O(n!4?%6)
para o problema de, dado um grafo rotulado (G, A), decidir se A é um SD para
G. Apesar de polinomial, esta complexidade é relativamente alta. E esta foi
a motivagio para que em [47] fosse investigada a relacdo entre a topologia de
G e as propriedades que uma rotulagdo deve satisfazer para ser um SD para
G. Com isso, algoritmos de teste mais simples poderiam ser desenvolvidos
para determinadas classes de grafos.

Pelo fato de a presenca de SD reduzir a complexidade de diversos pro-
blemas distribuidos, o custo computacional da sua construcao em grafos néo

rotulados é de ébvia relevancia. Este problema foi estudado em [99, 100],

1Do tipo Cordal.
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onde foi demonstrado que £2(m — n/2) mensagens séo necessarias para cons-
truir um SD. O mesmo resultado se aplica ao SD Cordal (serd definido na
Secdo 2.3). Em [96], foi apresentado um algoritmo polinomial para encontrar
uma orientagdo localmente simétrica em um grafo com o menor niimero de
rétulos possivel. Este resultado complementa o estudo em [47], onde séo ca-
racterizadas grandes classes de grafos onde a orientagao localmente simétrica
é suficiente para a existéncia de SD.

Seria de especial interesse utilizar um SD que possuisse o menor nimero
possivel de rétulos. E facil verificar que este nimero (cardinalidade de T")
possui limite inferior A(G), que é o minimo para se garantir a orientagéo
local, necessaria para os vértices distinguirem os seus vizinhos e, conseqiien-
temente, necessaria para o SD. O limite superior é dado por n, ji que na
pior hipdtese podemos arbitrar identificadores inicos aos vértices e rotular
a aresta uv em u com o identificador do vértice v (A (uv) = v). Assim,
A(G) < |I'l £ n. Um SD que utiliza A(G) rétulos é denominado SD mini-
mal® [18, 20, 21, 42]. Em [18] foi provado que a classe dos grafos regulares que
admitem SD simétrico minimal coincide com a classe dos grafos de Cayley
(seréd definido na Segéo 5.2), e seus autores implementaram uma ferramenta
aberta que encontra o SD minimal em grafos razoavelmente pequenos [23].
No entanto, ainda nao foi descoberto um algoritmo polinomial para o reco-
nhecimento de grafos de Cayley. A relagdo entre propriedades topolégicas do
grafo e o SD minimal também foi estudada em [16, 19, 36, 44].

Contudo, o problema genérico de reconhecimento dos grafos que admitem

SD minimal continua em aberto, ja tendo sido conjecturado ser NP-completo

2Apesar do termo “minimal” nfo estar completamente condizente com o seu uso em
otimizagdo combinatdria, seguiremos esta nomenclatura pela sua ampla utilizacao na li-
teratura. Note que nem todo grafo possui SD minimal. Talvez um termo melhor seria

“5timo” ou “minimo”.
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[42] e pelo menos t&o dificil quanto isomorfismo [18]. Em [20] e [21] foi der-
rubada a conjectura de que A(G) + 1 rétulos seriam sempre suficientes para
construir um SD, mostrando que para n suficientemente grande existem gra-
fos que requerem (}(nloglogn/logn) rétulos a mais que A(G). Neste tra-
balho, serd caracterizada a classe de grafos ciibicos que admitem SD Cordal
minimal.

A aplicabilidade do senso de dire¢do é bastante ampla. Podem ser en-
contrados na literatura desde resultados sobre sua utilizagdo na construgao
de esquemas de nomeagao eficientes em sistemas de objetos distribuidos [13],
até o seu estudo na area de auto-estabilizacgo [25, 29]. Como referéncia sobre

o estado atual da pesquisa sobre senso de diregéo, sugerimos [42].

2.2.1 Instancias de senso de direcao

Introduziremos agora vérias instancias de SD. Estas instancias incluem
todas as rotulagbes usadas na literatura sobre senso de diregao.

Uma instancia de SD é dita universal se pode ser aplicada em qualquer
topologia de rede. Dentre as instancias que serdo apresentadas, quatro delas
sao universais: SD Cordal, SD de Vizinhanca, SD Coordenado e SD Polar.
Outras sao especificas para determinadas topologias como anéis, hipercubos,
toros e malhas.

O SD Cordal (SDC) é definido fixando-se uma ordenagao ciclica arbitraria
dos vértices e rotulando cada aresta com a distdncia (médulo n) entre seus
extremos na ordenagao definida. Em outras palavras, para cada vértice u €
V(G) é associado um rétulo distinto r(u), onde 1 < r(u) < n, e a aresta uv
sera rotulada em u com A\, (uv) = r(v) —, r(u). Na Figura 2.3(a) temos um
exemplo de rotulagdo que é um SD Cordal (a ordenagdo ciclica é definida pelo

caminho mais externo no sentido horario, fazendo, por exemplo, r(a) = 1,
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r(b) = 2, e assim por diante). Seja A,(uv) = 7 o rétulo que o vértice
u atribui & aresta ww. Note que, por definicdo, y modn = v — n|y/n].
Sabemos que |y| < n, pois r(u), r(v) < n. Logo, se v < 0, entédo |y/n] = —1
e ymodn = v+ n. Podemos observar que no SDC existe uma fung¢do de
simetria ¥(y) = n — «. Assim, o SDC é um SD simétrico.

Esta instancia de SD, algumas vezes chamada de SD de Distancia, é a
natural para os grafos circulantes [14] (serdo definidos na Segdo 5.2), também
chamados de anéis cordais (de onde veio o termo cordal) e loop networks
[11]. O SDC € a insténcia mais presente na literatura sobre SD, tendo sido
estudado e explorado em grafos completos [39, 53, 64, 73, 74, 95|, circulantes
[6, 54, 83, 100], hipercubos [37] e topologias arbitrarias [70].

Nosso enfoque neste trabalho recairé sobre o SDC pela sua ampla uti-
lizagao, facil construgdo [100], relagdo intrinseca com a classe de grafos cir-
culantes (demonstrada na Se¢ao 2.3) e com o conceito de cobertura dupla por
ciclos (assunto do Capitulo 4).

Outra instancia universal é o SD de Vizinhanga, no qual todas as arestas
que terminam em um mesmo vértice v sdo rotuladas com o mesmo rétulo r(v).
Mais formalmente, uma rotulagdo A é um SD de Vizinhanga se e somente se,

para toda aresta uv € FEfu] e wz € Efw],
Ap(uv) = Ay(wz) <= v=2z.

Um exemplo de rotulagdo que é um SD de Vizinhanca pode ser observado
na Figura 2.3(b). Este SD claramente ndo é simétrico. 1 interessante notar
que a presenga do SD de Vizinhanca em sistemas andnimos sempre destréi o
anonimato. Um sistema anonimo é aquele onde os vértices séo totalmente in-
distingiifveis. Em tais sistemas, o SD de Vizinhanca permite a construgéo de
identificadores distintos para os vértices. Na literatura, o SD de Vizinhanga

foi estudado apenas em sistemas de topologia arbitraria [58, 94].
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Iq
() (b)
Figura 2.3: SD Cordal (a) e SD de Vizinhanga (b).

Dada uma projegdo do grafo G no plano cartesiano, uma rotulagio é
chamada de SD Coordenado se cada aresta uv é rotulada em u com as coor-
denadas relativas a v. Formalizando, temos que uma rotulagdo A é um SD

Coordenado se e somente se, para toda aresta uv € Flu],

Au(wv) = (21 — To, Y1 — o),

onde (zo,¥0) € (%1,y1) sdo as coordenadas de u e v, respectivamente, na
projecao. Na Figura 2.4(a) pode ser observado um exemplo de SD Coorde-

nado. A simetria neste SD é dada por

P(Au(w)) = P((z1 — 0,11 — o))
= (%o —%1,% — Y1)

Ap(uv).

Uma insténcia particular das projegbes de G sobre um plano é obtida
dispondo os vértices de G no circulo trigonométrico (circulo de raio 1 e centro

na origem (0, 0)) e conectando cada par de vértices adjacentes por uma, reta,
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(Figura 2.4(b)). Qualquer projecdo deste tipo é denominada representacdo
polar de G. Dada uma representacdo polar de um grafo G, uma rotulacao é

chamada de SD Polar se e somente se, para toda aresta uv € E(Q),
A(U0) = iy,

onde ay, € o angulo do arco uwv (Figura 2.4(b)). O SD Polar é claramente

simétrico, e sua simetria é dada por

"»b (/\u(uv)) = "»b(a’u'v)

= 2T —
= Ay(uw).
A A
y y
u = (X0,Yo) ou(u,¥). g
)
X =X, -X,
Y =Yi-Yo Vel
v =(X,y1) (l(u,v)

» H - H »
H »

» H H
ZQ‘X -

(a) (b)
Figura 2.4: SD Coordenado (a) e SD Polar (b).

No inicio desta sec¢ao, foram comentados exemplos de SD em anéis e toros.
Tais instancias nado séo universais, pois se aplicam apenas a determinadas

topologias. No caso dos anéis, a rotulagao natural de cada aresta uv é dada
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pelos rétulos “esquerda” ou “direita”, de acordo com o sentido (horirio ou

anti-horério) pré-estabelecido (Figura 2.2(a)). Assim,

“esquerda” se v estd a esquerda de u
Au(uv) =
“direita” caso contrario.
A simetria desta rotulagéo é bastante simples, e é dada por ¥(“esquerda”) =
“direita” e 9(“direita”) = “esquerda”.

No caso de malhas e toros, séo acrescentadas ainda as diregdes “cima”
e “baixo”, onde 9(“cima”) = “baixo” e 1(“baixo”) = “cima”. Note que o
rétulo em si tem pouca importancia, mas a sua coeréncia com o esquema
global deve ser preservada. Poderiamos utilizar, por exemplo, os rétulos
“norte”, “sul”, “leste”, “oeste”. Este SD para toros e malhas também é
chamado de SD de Bissola na literatura [41].

Outra topologia muito abordada na literatura pelas suas propriedades e
simetria é o hipercubo [37, 89, 98]. A rotulagdo tradicional de um hipercubo
d-dimensional, mostrado na Figura 2.5 para d = 3, é denominada de SD
Dimensional. Os rétulos, neste caso, sdo associados as arestas baseados na
dimensao a qual pertencem. Com isso, a funcdo de simetria 7 é a funcido

identidade.

2.2.2 Problemas abertos

O desenvolvimento de protocolos genéricos que explorem o SD é um amplo
campo de pesquisa. Qualquer resultado neste sentido forneceria tanto uma
solugdo eficiente e portatil quanto maiores informacgtes sobre a esséncia do
SD.

A influéncia do SD j4 foi investigada em diversos problemas distribuidos
(por exemplo: elei¢do, drvore geradora minima, broadcast, busca em profun-

didade, etc.). A aplicagio do SD em outros problemas ou a generalizacio

22



Figura 2.5: Hipercubo com SD Dimensional.

dos problemas j& estudados para topologias arbitrarias seriam resultados in-
teressantes.

Muitos resultados na literatura foram voltados para instancias especificas
de SD. Alcancar os mesmos resultados em outras instancias, ou possivelmente
em todas, é algo a ser estudado. Em alguns casos, como no caso dos grafos
circulantes, os resultados sdo conhecidos apenas para determinadas estrutu-
ras de cordas particulares. Um grande problema especifico ainda aberto é o
estabelecimento de um algoritmo de eleigao que explore o SDC em topologias
mais genéricas.

Existem resultados sobre a insensibilidade de algumas topologias ou clas-
ses de grafos ao SD. Como exemplo, o problema da eleigdo em toros pode
ser resolvido utilizando ©(n) mensagens [68], mesmo na auséncia de SD. As-
sim, a defini¢do de quais propriedades levam & insensibilidade ao SD é uma
promissora dire¢do de pesquisa. Uma questao intrigante é se existem gra-

fos insensiveis ao SD em todo e qualquer problema, ou se existe uma outra
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propriedade ou conhecimento topolégico ou estrutural que substituiria o SD,
mesmo em algumas instancias particulares.

Para redes sincronas ndo existem maiores resultados estabelecidos, com
excecao do estudo do problema de “wake-up” [52].

A relagdo em termos de computabilidade do SD com outras formas de
consisténcia é um interessante problema aberto. Alguns resultados nesta
diregao foram obtidos em [46].

Existe uma clara necessidade por técnicas de teste mais eficientes para
o SD do que aquela estabelecida em [22]. Determinar uma propriedade de
facil verificagdo e pela qual possa-se inferir que o grafo possui SD é um dos
problemas abertos de maior vulto.

O custo da construgdo do SD é conhecido somente para determinadas
topologias ou rotulagoes especificas. O desenvolvimento de métodos mais
genéricos € uma diregdo de pesquisa ainda aberta.

Em [44] foi caracterizada a classe de grafos regulares com SD simétrico
minimal em termos dos grafos de Cayley. No entanto, nfo existem algoritmos
polinomiais conhecidos que decidam se um determinado grafo regular é um
grafo de Cayley. Um problema ainda maior seria expandir esta caracterizagao
para grafos nao-regulares.

Um problema também aberto é se, dado um grafo G e um inteiro k,
G admite SD utilizando até k rétulos. Suspeita-se que este problema seja

NP-completo {42].

2.3 SDC minimal em grafos ctbicos

Na Segao 2.2.1 foi apresentada a definigdo de SDC, que é uma instancia

simétrica de SD largamente utilizada na literatura. Nesta se¢do apresen-
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taremos alguns resultados obtidos sobre SDC minimal (SDCM) em grafos
ctibicos. Quando restringimos nossa atencdo aos grafos cibicos que admitem
SDCM, percebemos vérias peculiaridades e propriedades interessantes. O
principal objetivo desta segdo é caracterizar de forma exata os grafos cibicos
que admitem SDCM.

Durante toda esta se¢do, GG representard um grafo ciibico que admite
SDCM e A uma rotulacio que fornece SDCM para G. Para simplificar a
notagao, diremos que a aresta uv € E(G) é rotulada com A(uv) = (Ay(uwv),
)\v(uv)). Por exemplo, na Figura 2.6 a aresta uv é rotulada com (1,9), ou

simplesmente A(uv) = (1,9).

Figura 2.6: Exemplo de grafo que admite SDCM.

Lema 2.1. Todas as arestas de G sdo rotuladas com (y,n—=) ou (n/2,n/2),
onde y €N, 1 <~vy<n/2.

Prova. Seja A uma rdtula(;éo que é um SDCM para G. Como A é minimal
e G & ctibico, T' possui apenas 3 rétulos (|T'| = A(G) = 3). Sabemos que a
funcdo de simetria para o caso do SDC é dada por 9(y) = n — . Se uma

aresta utiliza um par de rétulos (vy,n — ) distintos, entdo v # n — . Para
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conseguirmos um nimero impar de rétulos, devemos utilizar um rétulo cujo
simétrico seja ele préprio, ou seja, (y,m — ) = (v,7), 0 que possibilita que
uma aresta seja rotulada utilizando apenas 1 rétulo. E facil verificar pela
funcao de simetria que a tnica possibilidade desta condigéo ocorrer é quando
v = n/2. Vale lembrar que, pelo Corolério 1.2, n é par. Assim, deve haver

em A um par de rétulos (v, n—y), onde 7y # n~, e outro par (n/2,n/2). O

Na Figura 2.6 podemos confirmar este resultado, onde temos todas as
arestas rotuladas com (1,9) ou (5,5).

Agora que sabemos a configuragdo da rotulagdo A, podemos descobrir
mais a respeito da estrutura de G. E exatamente o que faremos a seguir,

até que tenhamos caracterizado de forma exata todos os grafos cibicos que

admitem SDCM.
Teorema 2.2. G se decompée em um 2-fator e um emparelhamento perfeito.

Prova. Como G é 3-regular e X utiliza apenas 3 rétulos, podemos afirmar
que para todo u € V(G) existe um v € V(G) tal que A(uv) = (y,n — 7).
Assim, podemos definir um passeio P que se inicia em vy, e 0s vértices vy,
s8o tais que Ay, (viv;41) = 7. Desta forma, P é um percurso de G através das
arestas rotuladas (localmente em cada vértice) com 7. Podemos notar que
em algum momento serd alcangado o vértice inicial vy, gerando um ciclo C.

Caso C contenha todos os vértices de G, C' é hamiltoniano e, conseqliente-
mente, um 2-fator de G. Caso contrério, apds o percurso do ciclo C, podemos
escolher um vértice ndo pertencente a C para iniciar um novo percurso uti-
lizando novamente as arestas rotuladas com vy até que se forme um novo
ciclo.

Este procedimento pode ser repetido até que todos os vértices tenham

sido percorridos por algum ciclo. Tais ciclos constituirdo um 2-fator para G,
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pois cobrirdo todos os vértices. As arestas que néo forem cobertas por este
2-fator seréo exatamente as rotuladas com (n/2,n/2). Como todo vértice
possui uma aresta rotulada localmente com n/2, tais arestas formardo um

emparelhamento perfeito. O

Na defini¢do do SDC (Segdo 2.2.1) dissemos que hé uma ordenagéo ciclica
dos vértices, onde cada um deles recebe um rétulo no intervalo {1,...,n}.
Mostraremos agora a relagdo destes rétulos dos vértices com os ciclos do

2-fator.

Lema 2.3. Seja r(u) o rdétulo do vértice u € V(G), segundo a ordenagio
ciclica imposta pelo SD cordal, onde u pertence a um ciclo C de um 2-fator de
G gerado pelas arestas rotuladas com (y,n—7y). Para todo vértice v € V(G),

v € C se e somente se r(v) = r(u) +n ty, para algumt € N, 1 <t < mn.

Prova. (=) Se v pertence ao ciclo C entdo ele pode ser alcangado a partir de
um percurso que se inicia em u e utiliza as arestas rotuladas com  localmente
nos vértices. Na primeira aresta percorrida, é alcancado o vértice rotulado
com 7(u) +, 7. Apés t iteragoes, 1 < ¢ < n, é alcancado o vértice v rotulado
com r(u) +n ty.

(<) Seja v um vértice de G rotulado com 7(v) = r(u) +, ty, para algum
t € N, 1<t < n. Seja P um passeio, a partir de u, que utiliza apenas arestas
rotuladas com + localmente nos vértices. Entéo, P deverd alcancar o vértice
cujo rétulo é r(v) = r(u) +n ty apds t arestas percorridas, retornando ao
vértice u quando ¢ for o menor inteiro tal que ¢ -, v = 0, formando o ciclo C

de um 2-fator de G. O
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E interessante observar que se ¢ = n entdo u = v, pois, neste caso,

r(v) = 7r(u) 4, ny
= r(u) mod n
= r(u).
Podemos observar ainda que para ¢t > n os vértices de C comegam a ser

repetidos, pois

r(v) = r(u) 4, (n+1i)y

l

r(u) +n 1,

onde 7 < n.

Analisaremos agora a relagdo da primalidade relativa entre n e v com
a estrutura do 2-fator gerado pelas arestas rotuladas com (y,n — ). Para
demonstrar a existéncia de ciclo hamiltoniano em G, separaremos dois casos:
quando v L n (Teorema 2.4) e quando v £ n (Lema 2.5 e Teorema 2.6).
Esta separacdo foi feita tdo somente para ndo tornar a prova do Corolario

2.7 demasiadamente grande.

Teorema 2.4. Se v L n, entdo G possui um ciclo hamiltoniano gerado pelas

arestas rotuladas com (y,n — ).

Prova. Pelo Lema 1.3, o menor inteiro ¢ que satisfaz a equagdo ¢ -, v =0 €
n. Assim, o menor t que satisfaz r(u) +, ty = r(u) também é n. Pelo Lema
2.3, existe um ciclo C do 2-fator que passa pelo vértice u e s retorna a ele

apés passar por n — 1 vértices distintos. Portanto, C' é hamiltoniano. O
Neste caso (y L n), é importante notar que, como n é par, v é impar.

Lema 2.5. Se v X n, entdo o 2-fator gerado pelas arestas rotuladas com

(v,m — 7y) consiste de 2 ciclos de mesmo comprimento.
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Prova. Pelo Lema 1.3 existe um inteiro ¢t < n, tal que ¢ -, v = 0. Assim,
percebemos que um ciclo gerado pelas arestas rotuladas com (vy,n — ) é
“fechado” antes de percorrer todos os vértices. Com isso, podemos inferir
que existe mais de um ciclo neste 2-fator.

Seja u um vértice pertencente ao ciclo C' do 2-fator. Suponhamos (por
absurdo) que a aresta rotulada com n/2 em u (uv tal que A\, (uv) = n/2)
o conecte ao vértice v pertencente a C. Neste caso, n/2 é miltiplo de «
(basta, a partir de u, percorrer t/2 arestas rotuladas com « para alcangar v)
e, sendo assim, em todo vértice u € C as arestas rotuladas com n/2 ficardo
restritas ao ciclo C. No entanto, como o 2-fator possui mais de um ciclo e G
é ctibico, G nfo seria conexo (pela nossa definigéo inicial G' deve ser sempre
conexo). Portanto, as arestas rotuladas com n/2 devem conectar vértices de
ciclos distintos do 2-fator.

Precisamos mostrar ainda que existem exatamente 2 ciclos distintos no
2-fator. Seja u € C e v/,v € C’, onde C e C’ sdo ciclos distintos do 2-fator.
Seja P um caminho que se inicia em u, percorre a aresta rotulada com n/2
em v alcangando v, depois percorre a aresta rotulada com v alcancando v/, e
finalmente percorre a aresta rotulada com n/2 em v’ alcancando um vértice
v (Figura 2.7). Se calcularmos a soma (médulo n) de r(u) com os rétulos

das arestas utilizadas, teremos:

r(w) +n (n/2+7+n/2) = r(u)+a (n+7)
= T(/u')"l_n')’

= r{v),

onde podemos verificar (pelo Lema 2.3) que v € C. Logo, para todo vértice

v’ € ', a aresta rotulada com n/2 o conectard a um vértice v € C.

29



Como G é conexo e cibico, C' e C' sdo os tnicos ciclos do 2-fator. Clara-
mente, C e C’ sdo de mesmo comprimento (n/2), o que pode ser verificado

pelo emparelhamento perfeito gerado pelas arestas rotuladas com n/2. [

Figura 2.7: Os 2 ciclos gerados pelo 2-fator quando v £ n.

O Lema 5.6 é uma generalizagio deste lema para grafos k-regulares, e a
sua prova é feita de maneira mais formal.

I interessante observar que, como neste caso os ciclos do 2-fator tém
comprimento n/2, se percorrermos n/2 arestas rotuladas com -y retornaremos
ao vértice de origem. Logo, o menor inteiro ¢ que satisfaz a equacao ¢ -, ¥
é n/2. Pelo Lema 1.3, v L n/2. E como n é par (Corolario 1.2), y £ n e
v L n/2, podemos concluir que y € par (o divisor comum com n é 2) e n/2
é fmpar.

Na Figura 2.8 podemos observar um exemplo de grafo onde v Y n e

que admite SDCM. E fécil identificar os dois ciclos do 2-fator pelos dois

pentigonos intercalados.
Teorema 2.6. Se v £ n, entdo G possui ciclo hamiltoniano.

Prova. Pelo Lema, 2.5, G possui um 2-fator com 2 ciclos, os quais chama-
remos de C e C’. Sejam u e v vértices pertencentes a C, e u' e v/ vértices

pertencentes a C’. Seja um passeio P que inicia em um vértice u e percorre
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Figura 2.8: Grafo que admite SDCM onde v £ n.

a aresta rotulada localmente com n/2 chegando ao vértice ', depois per-
corre n — 1 arestas rotuladas com v chegando ao vértice v’, onde percorre
novamente a aresta rotulada com n/2 alcangando o vértice v, e finalmente
percorre n — 1 arestas rotuladas com n — v voltando ao vértice inicial u. P

é claramente um ciclo hamiltoniano (Figura 2.9). Algebricamente, temos:

r) 44 [n/2+ (n—1)y+n/2+ (n = 1)(n —7)]
= r(u) +» [n+'yn—’y+(n2—n) — (yn — )]
= r(u) +n 0’
(u).

=T

Corolario 2.7. G possui ciclo hamiltoniano.
Prova. Pelos Teoremas 2.4 e 2.6. 1

Observe que apesar de a existéncia do ciclo hamiltoniano ser necessaria,

para o SDCM, ela ndo é suficiente. O grafo da Figura 2.10 é uma prova disto,
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Figura 2.9: Ciclo hamiltoniano em G onde v L n.

pois possui ciclo hamiltoniano, mas ndo admite rotulagdo que seja um SDC

com 3 rétulos.

Figura 2.10: Exemplo de grafo que possui ciclo hamiltoniano mas nfo admite

SDCM.

Agora, podemos caracterizar de forma exata os grafos ciibicos que admi-

tem SDCM.
Teorema 2.8. G € isomorfo ao M, (seyLn)ouTyy (sey L nedin).

Prova. Para o caso onde v 1 n, pelo Teorema 2.4 sabemos que o 2-fator

gerado pelas arestas rotuladas com (y,n —7) é um ciclo hamiltoniano, e
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as arestas rotuladas com (n/2,n/2) sdo um emparelhamento perfeito, cujos
extremos estdo & distdncia n/2 no ciclo. Assim, neste caso, G serd isomorfo
ao M, e ters a forma representada na Figura 2.6 para n = 10 (My,). E
facil perceber que o M, sempre admitird um SDCM, para qualquer n par,
bastando rotular as arestas do ciclo hamiltoniano com (v, n—+y) e suas cordas
com (n/2,n/2).

No caso onde v £ n, pelo Teorema 2.5 sabemos que o 2-fator gerado pelas
arestas rotuladas com (v, n—) é constituido de 2 ciclos de comprimento n/2,
onde cada vértice de um ciclo estd conectado por uma aresta rotulada com
(n/2,n/2) ao outro ciclo. Neste caso, G terd a forma representada na Figura
2.8 paran = 10 e v = 2, e é facil perceber que G é isomorfo ao T;, 2. Conforme

j& comentamos, neste caso n/2 é fmpar, logo 4 { n. O
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Capitulo 3

Cobertura Dupla por Ciclos

Neste capitulo, introduziremos o conceito de cobertura dupla por ciclos e
analisaremos o caso especial onde todos os ciclos da cobertura dupla possuem
comprimento 6 (6-CDC) em grafos cidbicos. Apresentaremos um método
para gerar uma familia infinita de grafos ctibicos que admitem este tipo de
cobertura. Esta geragao mostrard uma relagio intrinseca entre a 6-CDC e o
SDCM em grafos ctbicos, a qual seré discutida no Capitulo 4.

Inicialmente, apresentaremos algumas definiges e notagao, para depois
introduzirmos resultados preliminares sobre adjacéncia de ciclos e, final-
mente, descrevermos um método recursivo para gerar grafos ciibicos que
admitem 6-CDC. A aplicagdo do método serd dividida em casos baseados

na cintura do grafo.

3.1 Definicoes basicas e notacao

Uma cobertura dupla por ciclos (CDC) de um grafo G é uma colecao de
ciclos Cy,Cy, ..., C; em G tal que toda aresta de G pertence a exatamente 2

ciclos da colegao. Note que pela defini¢do os ciclos ndo sdo necessariamente
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distintos. Assim, por exemplo, um anel admite uma CDC definida por 2
ciclos isomorfos ao préprio grafo. Mas como nosso trabalho abordara espe-
cificamente grafos ciibicos (onde néo existe CDC com repetigao de ciclos), e
para nao sobrecarregar ainda mais a notagao, assumiremos que os ciclos da
CDC séo distintos.

Podemos verificar facilmente que uma condigdo necesséria para que um
grafo admita uma CDC é que ele seja 2-conexo. Szekeres [97] e Seymour
[93] conjecturaram (de forma independente) que esta condi¢io também é
suficiente, ou seja, que todo grafo 2-conexo admite CDC.

Sobre esta conjectura foram construidas diversas outras, de tal modo
que formou-se uma grande area de pesquisa no tema. Vérias relagoes foram
estabelecidas entre a CDC e outros problemas, como coloragio de arestas
[97], problemas de fluxo, planaridade [102], etc. Para um aprofundamento
no assunto, sugerimos [105].

Em [97], a primeira abordagem do tema, foram tratados apenas os gra-
fos ctibicos e denominada decomposi¢ao poliédrica uma CDC para um grafo
ctibico. Esta denominagdo para a CDC é motivada pela relacdo dos seus
ciclos com as faces do poliedro definido pelo grafo. No entanto, adotaremos
a nomenclatura CDC pela sua ampla utilizacdo na literatura.

Dizemos que uma decomposi¢ao poliédrica é par se todos os seus ciclos
possuirem comprimento par. E uma 3-coloracdo de arestas de um grafo é
uma coloragdo de arestas [35] que utilize apenas 3 cores. Temos, entdo, o

teorema a seguir.

Teorema 3.1 (Szekeres). Um grafo cubico G possui uma 3-coloracdo de

arestas se e somente se G possui uma decomposicdo poliédrica par.

Chamaremos de [-CDC uma CDC onde todos os seus ciclos possuem

comprimento .
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Nas préximas segoes utilizaremos conceitos de adjacéncia entre ciclos.
Assim, cabem algumas defini¢oes e notagoes. Dois ciclos sdo ditos adjacen-
tes quando possuem ao menos uma aresta em comum. Denotaremos por
1(Ci, C;) a quantidade de arestas em comum entre C; e Cj, e por o(C;) o

ntimero de ciclos (da CDC) adjacentes a C;.

3.2 6-CDC em grafos cubicos

Estaremos restringindo nossa atengdo agora aos grafos ctbicos que ad-
mitem uma 6-CDC, ou seja, possuem uma CDC onde todos os ciclos séo de
comprimento 6. Portanto, ao longo deste capitulo, G representa um grafo
ctibico que admite uma 6-CDC, e C; e C; séo ciclos de uma 6-CDC de G.

A motivagdo para o estudo da 6-CDC em grafos ciibicos surgiu da ca-
racterizagdo dos grafos ctibicos que admitem SDCM, abordada no Capitulo
2. Naqueles grafos, ciclos de comprimento 6 podem ser identificados per-
correndo um caminho cujos rétulos nas arestas formem a seqiiéncia v, n/2,
n—-, n—+, n/2, v, conforme Figura 3.1. I fécil verificar que cada aresta
do grafo serd atravessada por 2 destes ciclos, formando uma 6-CDC. Este
fato aponta para uma forte relacdo entre SDCM e 6-CDC em grafos cibicos
(analisada no Capitulo 4) e naturalmente surge a questdo reciproca: todo
grafo que admite 6-CDC possui SDCM? Em outras palavras, estas propri-
edades s@o equivalentes? No Capitulo 4 daremos uma resposta negativa a
esta pergunta.

Como G é ctibico, pelo Teorema 1.1 temos que 2m = 3n. Sabemos que os
ciclos da 6-CDC possuem comprimento 6 e cada aresta aparece exatamente
em 2 ciclos, portanto, 2m = 6t, onde ¢ é o ntimero de ciclos da 6-CDC. Logo,

t=m/3=mn/2.
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(a) (b)
Figura 3.1: Hexdgono presente nos grafos cibicos que admitem SDCM nos casos

onde y L n (a) ey L n (b).

Analisemos agora a adjacéncia entre os ciclos da 6-CDC.

Lema 3.2. Nenhum par de ciclos C;,C; possui caminho de comprimento

maior que 1 em comum.

Prova. Suponhamos (por absurdo) que uvw seja um caminho de compri-
mento 2 em G tal que uvw esteja presente tanto em C; quanto em C;. Agora,
seja z outro vértice adjacente a v. Como G é clbico, os ciclos da 6-CDC que
atravessam a aresta zv deverao conter a aresta uv ou vw. No entanto, tanto
uma, quanto a outra ja foram cobertas por C; e C; (contradigdo). Logo, néo
pode haver caminho de comprimento 2 pertencente a dois ciclos distintos da
6-CDC. O mesmo, obviamente, vale para caminhos de comprimento maior

que 2. O

Este lema nos revela um outro resultado, conforme o lema a seguir.

Lema 3.3. Todo vérticev € V(QG) pertence a exatamente 3 ciclos da 6-CDC.
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Prova. Pelo Lema 3.2, cada ciclo que passa por v deve utilizar um par de
arestas distinto. Como G é ciibico, cada vértice v possui 3 arestas incidentes.

Assim, deve haver (g) = 3 ciclos da 6-CDC passando por v. 0l
O valor de p(C;, C;) pode ser limitado conforme o lema a seguir.

Lema 3.4.
(G, C;) £ 3

Prova. Pelo fato de todos ciclos da 6-CDC possuirem comprimento 6, se
temos p(C;, C;) > 3, entdo C; e C; possuem necessariamente um caminho de
comprimento 2 em comum (basta verificar que um emparelhamento perfeito
de C; jé possui 3 arestas). Pelo Lema 3.2 isto ndo pode ocorrer. Assim,

Caracterizaremos, no teorema a seguir, os grafos que efetivamente atin-

gem este limite.

Teorema 3.5. Se existem C; e C; tais que 1(C;, C;) = 3, entdo G € isomorfo

a0 M6 ou T6’2.

(a) M6 (b) T6,2

Figura 3.2: Unicos grafos onde existem Cj e C; tais que p(C;, C;) = 3.
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Prova. Seja u(C;, C;) = 3. Para identificarmos as 3 arestas de C; que podem
pertencer também a C;, basta encontrarmos um emparelhamento (perfeito)
em Cj, pois ndo pode haver arestas adjacentes em comum (Lema 3.2). Sabe-
mos que qualquer ciclo par s6 possui 2 possiveis emparelhamentos perfeitos
(disjuntos em arestas). Como os emparelhamentos identificardo 3 arestas
de Cj, as demais arestas deste ciclo deverdo interligar os vértices do empa-
relhamento. Assim, ambos os emparelhamentos possiveis de C; forcardo a
existéncia de cordas para formarem o ciclo C;. H4 2 possibilidades para esta
interligacao entre os vértices de C;, conforme a Figura 3.3 (as arestas grifadas

pertencem a C; e Cj).

(a) (b)

Figura 3.3: Possibilidades para a formacéo do ciclo Cj, onde u(C3, C;) = 3.

I fécil verificar que os grafos das Figuras 3.3(a) e 3.3(b) sdo isomorfos

aos das Figuras 3.2(a) e 3.2(b), respectivamente. O

Quando maximizamos p(C;, C;), conseqilentemente minimizamos o(C;) e

a(Cj). O corolério a seguir nos dé o limite inferior para o(C;).
Coroldrio 3.6. Se u(C;, Cy) = 3, entdo o(C;) = o(C;) = 2.

Prova. Pela Figura 3.2 podemos perceber que, nos casos onde p(C;, C;) = 3,

s6 existem 3 ciclos na 6-CDC e todos adjacentes entre si. O
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Podemos, entéo, estabelecer os limites superiores e inferiores para u(C;, C;)

e (C;) na forma de teorema.
Teorema 3.7. 0 < u(C;,C;) <3 e2<0(C;) <6.

Prova. O limite inferior de u(C;, C;) é trivialmente 0, e basta C; e C; néo
serem adjacentes para alcangar este minimo. Pelo Lema 3.4, o limite superior
é 3.

Pelo Corolério 3.6, o minimo ¢(C;) é 2. E o seu limite superior é atin-
gido quando cada aresta de C; pertence a um outro ciclo distinto. Como o

comprimento de C; é 6, este também serd o mximo o(C;). O

3.2.1 Um método recursivo

Com os conceitos e limites de adjacéncia entre ciclos apresentados, pode-
mos partir para a busca por grafos ctbicos que admitem 6-CDC. Antes de
explicarmos o método empregado, explicitaremos alguns conceitos importan-
tes sobre a configuragéo dos ciclos da 6-CDC.

Utilizaremos uma rotulagfo nas arestas para identificar a quais ciclos elas
pertencem. Assim, as arestas rotuladas com {i,;} pertencem aos ciclos C;
e C; da 6-CDC. Para néio haver confusdo desta rotulagio com as utilizadas
no SDCM, denotaremos por Agpe(uv) = {4, 5} a rotulagéo da aresta uv com
{1,5}-

Seja G um grafo ctibico genérico que admite uma 6-CDC e H um subgrafo
de G tal que 1 < |E(H)| < |E(G)|. Podemos perceber facilmente que se
aplicarmos em H a mesma configuracdo de ciclos da 6-CDC de G, teremos
uma configuracao incompleta em H com fragmentos de ciclos da 6-CDC de G,
conforme exemplo da Figura 3.4. O mesmo ocorre com o subgrafo G — E(H)

(tridngulo defd na Figura 3.4(a)).
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(a) (b)
Figura 3.4: Configuracdo da 6-CDC de G (a) aplicada a H (b).

Observe que H (assim como G—E(H )) nao pode ser ctbico, caso contrario,
ou H é isomorfo a G (contrariando nossa definigdo de H) ou G é desco-
nexo (contrariando nossa definigdo de G). Chamaremos de vértice deficiente
aquele que possui grau menor que 3 em H, ou seja, v € V(H) tal que

du(v) < 3. E diremos que a deficiéncia de H é igual a

> 3 —dgu(v),

onde v € V(H). Assim, a deficiéncia significa o quao distante o subgrafo esté.
de ser cubico.

Note que os vértices deficientes do subgrafo G — E(H) sdo exatamente os
mesmos de H. E, ao fazermos H U [G — E(H)] (obtendo G), os fragmentos
de ciclos em H sdo adequadamente completados com a configuracao de ciclos
em G — E(H), formando uma 6-CDC.

Podemos, agora, vislumbrar a possibilidade de existir um novo grafo H’
tal que H' U [G — E(H)] possua uma 6-CDC. Basta, para isso, que H e
H' possuam a mesma deficiéncia (para que o grafo resultante da unido seja

clbico) e que haja uma configuragao de ciclos da 6-CDC incompletos para
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H' que seja devidamente completada pela configuracao, também incompleta,

definida em G — E(H), conforme exemplo na figura 3.5.

(a) (b)
Figura 3.5: Grafo H' (a) tal que H' U [G — E(H)] (b) admite 6-CDC.

Esta equivaléncia entre as configuragoes de ciclos de H e H' pode ser ava-
liada pelo comprimento dos fragmentos de seus ciclos. E trivial verificarmos
que todo ciclo incompleto nestas configuragoes deve terminar em um vértice
deficiente (do contrério, este ciclo néo se fecharia). Assim, basta atentarmos
para o comprimento dos ciclos incompletos nos vértices deficientes.

No entanto, devemos lembrar que, pela defini¢do de 6-CDC, cada aresta
é atravessada por 2 ciclos. E sabemos, pelo Lema 3.3, que cada vértice
pertence a 3 ciclos da 6-CDC. Portanto, no caso de um vértice deficiente
v possuir uma, Unica, aresta incidente em H, os 2 ciclos que atravessam esta
aresta devem atravessar também as arestas incidentes a v no grafo G— E(H).
No caso de v possuir duas arestas incidentes em H, ele possuird uma tnica

aresta incidente em G — FE(H), a qual serd atravessada por 2 ciclos. Assim,
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em ambos os casos, 2 ciclos incompletos C; e C; em H que passam por v
deverdo atravessar as arestas incidentes a v em G — E(H).

Logo, para que haja equivaléncia entre as configuracoes de H e H', para
todo vértice deficiente v € V(H), por onde passam 2 ciclos incompletos da 6-
CDC C; e C}, deve haver um vértice deficiente v’ € V(H’), por onde passam
os ciclos incompletos C} e C}, tal que os fragmentos de C; e C] possuem o
mesmo comprimento, assim como os fragmentos de C; e C;. Fica claro que,
ao unirmos os grafos, devemos fazer v' = v.

Por exemplo, na Figura 3.4, temos um grafo G com sua configuragéo de
6-CDC e seu subgrafo H. Os vértices deficientes em H sdo d, e, e f. Por d,
passam C; e Cy. Por e, passam Cy e C3. E por f, passam C; e C3. Repare
que C1, Cy e C5 possuem, cada um, 4 arestas definidas. Observe agora o
grafo H' na Figura 3.5(a), onde hé os vértices deficientes m, n e o. Por m,
passam Cy e Cg. Por n, passam Cy e Cg. Por o, passam Cy e Cs. Tanto Cy
quanto Cy e Cg possuem 4 arestas definidas. Assim, podemos fazer m = d,
n=-eeo=f,ecompletar H com G — E(H) (tridangulo defd). Note que os
ciclos Cy, Cy e C3 em G — E(H) puderam ser devidamente substituidos por
Cs, Cs e Cy, respectivamente. Repare, ainda, que H e H' possuem deficiéncia
igual a 6.

Para a geracao de grafos que admitem 6-CDC, dividiremos os casos con-
forme a cintura do grafo (g(G)). Sabemos que o limite inferior para g(G)
em grafos simples é 3, dado que ndo podemos ter ciclos em G de compri-
mento menor que isso. O limite superior de g(G) para que G admita uma
6-CDC ¢ 6, ja que a 6-CDC é formada por ciclos deste comprimento. Assim,
analisaremos os casos onde 3 < g(G) < 6.

Em cada caso, utilizaremos um método recursivo para a geragdo de uma

familia de grafos que admitem 6-CDC com a cintura g(G). O método con-
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siste, simplesmente, em identificar um subgrafo S de GG, com seus fragmentos
de ciclos da 6-CDC de G, e procurar outro grafo I que possa completar o

subgrafo G — E(S) de tal forma que I U [G — E(S5)]
(i) seja cubico,
(ii) possua cintura g(G),
(iii) admita 6-CDC.

Dado ¢g(G), seja B o menor grafo que satisfaz a estas 3 condicoes e C' um
ciclo de comprimento g(G) sem cordas em B. Definimos S como o subgrafo
que tem V(S) = V(C) U Ng(C), onde Ng(C) é a vizinhanca de C em B, e
E(S) formado pelas arestas do ciclo C e pelas arestas que “saem” dele. Note
que B necessariamente possui um subgrafo S, pois g(B) = ¢g(G). Definimos,
entdo, I como o menor supergrafo de S, tal que I U [B — E(S)] satisfaz as
condigbes enumeradas.

Observe que esta escolha de I garante a infinidade da familia gerada,
pois I possuird S como subgrafo. Assim, podemos fazer G = I U [B — E(S)]
e repetir o processo de substituicdo de S por I em G. Note, ainda, pela
condigdo (iii), que S e I devem possuir a mesma deficiéncia e configuragoes
de ciclos da 6-CDC equivalentes.

Como, inicialmente, ndo conhecemos B nem I, partiremos do subgrafo
S, analisando todas as suas possiveis configuragbes de ciclos da 6-CDC, e
procuraremos expandir S até que seja gerado o menor supergrafo B de S
que satisfaca as 3 condigdes enumeradas, ou o menor supergrafo I de S tal
que I U[B — E(S)] satisfaca &8s mesmas 3 condigbes. Denotaremos por By(a),

Iy e Sy os grafos B, I e S de cintura g(G).
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3.2.2 Grafos cibicos de cintura 3 com 6-CDC

Comegaremos analisando a configuragdo dos ciclos em S3, um tridngulo
abca e sua vizinhanga, conforme indicado na Figura 3.6. Mais adiante mos-

traremos que os vértices d, e e f sdo necessariamente distintos.

Figura 3.6: Um tridngulo (S3) e os ciclos da 6-CDC que o atravessam.

Como este é o primeiro caso, mostraremos passo a passo a unicidade da
configuracdo dos ciclos da 6-CDC que atravessam o tridngulo. A intui¢do
obtida no caso do tridngulo podera ser utilizada para o caso do quadrado, do
pentagono e do hexagono.

Iniciemos nossa analise pela aresta ad. Sabemos que toda aresta sera
atravessada por 2 ciclos da 6-CDC. Fagamos, entdo, Agpc(ad) = {1,2}, por
exemplo. Assim, sabemos que C; e C; atravessam ad. No entanto, no vértice
a estes ciclos devem se separar, escolhendo arestas distintas para atravessa-
rem, caso contrario, C; e Cy possuiriam um caminho de comprimento 2 em

comum, contrariando o Lema 3.2. Portanto, podemos arbitrariamente fa-
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zer Acopo(ab) = {1,z} e Aopc(ac) = {2,y}, onde z e y sdo rétulos ainda
desconhecidos.

Analisemos a possibilidade onde z # y. Neste caso, tanto o ciclo C,
quanto C, utilizariam o vértice a, além de C; e Cy. Ou seja, o vértice a
pertenceria a 4 ciclos distintos, contrariando o Lema 3.3. Logo, z = .
Fagamos z = 3. Entdo podemos completar as rotulages Agpo(ab) = {1, 3}
e Aopc(ac) = {2,3}.

Observe agora, que os ciclos C; e C3 nao podem atravessar juntos a aresta
be, pois isto infringiria o Lema 3.2. Assim, C; ou Cs deve utilizar a aresta
be. Caso Cj utilize esta aresta, ele fecharia um ciclo (abca) de comprimento
3, impedindo-o de formar um ciclo simples de comprimento 6. Logo, C; deve
utilizar a aresta bc e C5 deve utilizar be. De forma simétrica, Cy e C3, que
atravessam juntos a aresta ac, devem tomar arestas distintas ao chegarem
em c. E, caso Cs utilize bc, ele fecharia um ciclo (abca) de comprimento 3.
Logo, C3 deve utilizar a aresta cf.

Para nao contrariar o Lema 3.2, C; é for¢ado a utilizar as arestas bc e be,
e (' devera utilizar, como tnica opg¢éo, a aresta cf.

Assim, chegamos & tnica configuragio possivel para os ciclos da 6-CDC

atravessarem o tridngulo (Figura 3.6), que é:

= {12}
= {1,3}
= {1,2}
= {23}
= {2,3}
= {1,3}.

Aepc(ad
Aopc(ab
Aepe(be
Aopc(be
Aope(ac

)
)
)
)
)
Acpc(cf)
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Precisamos ainda provar que d, e e f sfo distintos. Trivialmente, estes
vértices ndo podem ser todos iguais, pois o grafo formado (uma pirdmide
de base triangular) possuiria apenas 4 vértices e os graus de todos os seus
vértices estariam completos. Assim, seria impossivel termos ciclos de com-
primento 6 para a 6-CDC. Suponhamos que apenas e e f sejam um mesmo
vértice (vamos referencid-lo apenas como e) e d seja um vértice distinto de
e. Claramente, terfamos dois tridngulos compartilhando uma aresta (bc),

conforme a Figura 3.7.

Figura 3.7: Tridngulos com aresta em comum deixam a 6-CDC inconsistente.

Podemos verificar que o tridngulo abca deve manter as rotulagées de suas
arestas, pois ela é inica para qualquer triangulo em G. No entanto, as arestas
be e ce, que agora convergem para o mesmo vértice, pertenciam necessaria-
mente a C3. Com isso, C3 forma um quadrado (abeca), o que ndo poderia
ocorrer (C3 deve ser um hexdgono). Logo, os vértices d, ¢ e f so necessa-
riamente distintos e a Figura 3.6 representa a tnica configuracdo de ciclos
possivel que atravessa um triangulo. Note que a deficiéncia daquele grafo é
6.

Uma vez identificada a tnica forma de rotular S, devemos tentar expan-
dir o grafo, ou seja, determinarmos as formas de completar os ciclos Cy, Cs

e C3. Analisemos, inicialmente, as possibilidades de completar C}. Sabemos
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que este ciclo jé possui 4 arestas definidas (da, ab, be, cf), restando apenas 2
para completi-lo. As 2 arestas restantes devem, necessariamente, ser adja-
centes para que C seja um ciclo de comprimento 6. Assim, devemos ter um
caminho de comprimento 2 entre d e f. Como este caminho envolve mais um
vértice, temos 2 possibilidades: escolher um vértice j4 existente (neste caso,
e seria a dnica opg¢ao), ou incluir um novo vértice. Como Bs e I3 devem ser
escolhidos de forma a minimizar o nimero de vértices, escolheremos utilizar
o vértice e ja existente.

Se analisarmos agora Cj, verificaremos que ele deve seguir o mesmo pro-
cedimento adotado por (), mas neste caso ele precisa de um caminho de
comprimento 2 entre d e e. Mais wma vez, para preservar a minimalidade,
devemos escolher o vértice f ji existente. Note que a aresta ef ja havia
sido acrescentada para C; e devera ser atravessada por Cy também. Assim,
basta acrescentarmos a aresta df para completarmos C,. Com isso, o grafo
se completou, ou seja, os graus de todos os vértices ja é 3, conforme pode ser

observado na Figura 3.8.

f 1,2 €

Figura 3.8: Menor grafo (Bs) de cintura 3 que admite 6-CDC.
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Basta, entao, verificarmos se Cs consegue se completar com as arestas
inseridas. Isto é efetivamente obtido pelas arestas df e de. Logo, todos os
ciclos estao completos. Portanto, temos uma 6-CDC e o grafo da Figura 3.8
é o grafo Bj. E interessante notar que este é um menor® grafo cibico que
admite 6-CDC e é isomorfo ao T .

Agora, devemos identificar I3, ou seja, o menor grafo tal que I3 U [Bs —
E(S3)] é cibico, possui cintura 3 e admite 6-CDC. Para isso, devemos retor-
nar ao estagio da Figura 3.6, onde fizemos a escolha de utilizar um vértice
existente. Sabemos que, neste estagio, a escolha de um vértice existente sem-
pre conduzird a Bj (inica possibilidade de continuagéo dos ciclos). Por isso,
para descobrirmos um grafo que substitua um tridngulo de Bs e mantenha
a configuragéio de ciclos (rotulagéo) nas demais arestas, devemos incluir um
novo vértice g no grafo. Assim, para completarmos C; utilizaremos as arestas
dgegf.

O ciclo Cs precisa de um caminho de comprimento 2 entre d ¢ e. As
possibilidades do vértice central deste caminho sdo: f, g ou um novo vértice
h. O vértice f claramente ndo pode ser utilizado, pois j4 possui grau 2.
Se utilizarmos o vértice g, podemos observar que C; e Cy compartilhariam
as arestas adjacentes ad e dg, o que contraria o Lema 3.2. Logo, a tnica
possibilidade para C; é incluir um novo vértice h e utilizar as arestas dh e
he.

Finalmente, o ciclo C3 precisa de um caminho de comprimento 2 entre e
e f. Nenhum dos vértices existentes podem ser utilizados, pois j4 possuem
grau maior que 1. Entdo, C3 deve, necessariamente, utilizar um novo vértice

1 e acrescentar as arestas fi e ie.

Mostraremos adiante que o Mg, que possui 0 mesmo tamanho deste grafo, também

admite 6-CDC.
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Figura 3.9: Menor grafo (I3) de cintura 3 equivalente a um tridngulo.

Note que as novas arestas inseridas sdo atravessadas ainda por apenas
1 ciclo da 6-CDC e os vértices g, h e i ainda sdo deficientes. Como d ji
completou seu grau, um novo ciclo que atravesse dg devera também atravessar
dh. Repare que isto ndo fere o Lema 3.2, pois o ciclo que j4 passa por dg (C1)
é diferente do que passa por dh (C3). Seja Cj o ciclo que passa por dg e dh.
Pelo Lema 3.2, C4y ndo pode continuar por ¢gf nem por he, devendo tomar
as arestas que faltam em g e h (identificadas na Figura 3.9 por gj e hk). De
forma andloga, teremos Cjy passando por he e ei e tomando as arestas que
faltam em h e i (atravessando hk e il), e Cg passando por gf e fi e saindo
em g e 4 (atravessando gj e il), gerando o grafo rotulado da Figura 3.9.

Observe que tanto o triangulo da Figura 3.6 quanto o grafo da Figura
3.9 possuem 3 vértices deficientes de grau 1, possuindo ambos deficiéncia 6.
E se analisarmos, na Figura 3.9, os ciclos incompletos Cy, Cs e Cg, veremos

que eles tém a mesma estrutura dos ciclos C;, Cy e C3 quando ainda estavam
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incompletos na Figura 3.6, ou seja, eles possuem 4 arestas definidas, sendo 2
na estrutura interna e 2 a serem conectadas externamente. Assim, os vértices
deficientes j,k e [, do grafo da Figura 3.9, correspondem aos vértices d, ¢ e
f do grafo da Figura 3.6. Por esta razao, podemos substituir S3 em Bj pelo
grafo da Figura 3.9, gerando um grafo ctibico, com cintura 3 e que admite
6-CDC. Portanto, o grafo da Figura 3.9 é I3. Note que I3 também possui
um triangulo, garantindo a possibilidade de futuras iteragdes e mantendo
a cintura do grafo, além de preservar um nimero constante (igual a 2) de
triangulos em toda a familia gerada.

Na Figura 3.10 temos o resultado da primeira iteragdo (substituicdo de
S3 por I3 em Bs) e nas Figuras 3.11 e 3.12 temos os resultados da segunda e
terceira iteragGes (substituigao de S5 por I no resultado da iteragéo anterior),

respectivamente.

Figura 3.10: Resultado da primeira itera¢io em Bs.

3.2.3 Grafos cubicos de cintura 4 com 6-CDC

De forma anéloga ao que foi feito no caso de cintura 3, devemos identificar
B, e 1. Para isso, iniciamos analisando as configuragdes possiveis (excluidas

as permutagoes de rétulos) para os ciclos da 6-CDC atravessarem Sy (um
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Figura 3.11: Resultado da segunda iteragdo em Bs.

Figura 3.12: Resultado da terceira iteragdo em Bs.

quadrado com as arestas externas). Nas Figuras 3.13(a), 3.13(b) e 3.13(c)
estao representadas as rotulagoes de S4 que néo infringem os Lemas 3.3 e
3.2 nem obrigam um ciclo da 6-CDC a ser fechado com comprimento menor
que 6. Com isto, temos 4 ciclos (Cy, Cy, Cs, C4) representados em cada
configuragao.

Note que, nos grafos da Figura 3.13, os vértices e, f, g e h sdo distintos.
Mais adiante, trataremos os casos onde eles podem coincidir. Observe, ainda,

que todos os casos da Figura 3.13 possuem deficiéncia 8.
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Figura 3.13: Um quadrado (S4) e as possiveis configuragdes de ciclos da 6-CDC

que o atravessarn.

Para cada caso mostrado na Figura 3.13, estaremos identificando By e
I;. Chamaremos de Sy, o grafo rotulado da Figura 3.13(a), e de By, € I4,
suas respectivas expansoes, fazendo o mesmo para os casos da figura 3.13(b)
e 3.13(c).

Em Sy,, podemos verificar facilmente (e de forma semelhante ao caso do
tridngulo) que se escolhermos utilizar um vértice ja existente para completar
C; (podem ser escolhidos tanto f quanto h, devido & simetria do quadrado),
seremos forcados a utilizar novamente vértices existentes para completar Cs,
C3 e Cy. Temos, assim, o grafo By,, conforme a Figura 3.14 (isomorfo ao
Ts,2).

Devemos agora encontrar I,. Para isso, voltamos ao estagio da Figura
3.13(a) e, em vez de escolhermos um vértice existente para completar Ci,
incluimos um novo vértice i e as arestas ei e ig. Com esta nova escolha, somos
obrigados a utilizar um novo vértice j e as arestas ej e jg para completarmos
Cy. Neste ponto, j4 podemos analisar a deficiéncia e os ciclos incompletos,

percebendo que sdo equivalentes & configuragao inicial de Sy,. Os 4 vértices
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h 2,3 g

Figura 3.14: Menor grafo (By,) de cintura 4 que admite 6-CDC e possui Sy, (com

suas rotulagdes) como subgrafo.

deficientes com grau 1 (f, h, k e l) deixam a deficiéncia igual a 8 e todos
os ciclos incompletos possuem 4 arestas definidas, conforme a Figura 3.15.
Assim, podemos substituir S;, em By, pelo grafo da Figura 3.15, gerando
um grafo ctiibico, com cintura 4 e que admite 6-CDC. Portanto, o grafo da
Figura 3.15 é I4,.

Repare que, tanto os 2 quadrados presentes em I, quanto o quadrado
em By, — E(S4,), possuem a mesma configurago de Sy,. Assim, todos os
grafos gerados pelas sucessivas substituigdes de Sy, por Iy, possuirao todos
os seus quadrados com a mesma configuracio de ciclos de Sy, (Big é 0 tnico
membro desta famﬂié onde isto ndo ocorre).

Verificaremos agora o caso de Sy;. Neste caso, podemos observar que
os ciclos C e Cs ja possuem 5 arestas definidas, faltando-lhes apenas uma
aresta para completar o ciclo. Desta forma, ndo nos resta outra alternativa,

a nao ser conectar o vértice e ao f e o vértice g ao h, conforme a Figura 3.16.
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Figura 3.16: As arestas ef e gh devem fechar C; e Cj3, respectivamente.

Analisando Cs, verificamos que ele jé possui 3 arestas definidas, mas nao
pode utilizar a aresta recém-adicionada ef (na Figura 3.16, z # 2), pois

além de se fechar com comprimento 4, infringiria o Lema 3.2 com o ciclo C.
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Portanto, Cy deve utilizar uma nova, aresta, tanto em e quanto em f criando
um novo caminho de comprimento 3 entre estes vértices. E para fazé-lo de
forma a minimizar o nimero de vértices, este caminho deve passar por g e
h j4 existentes. Existem 2 formas de estabelecer este caminho, conforme as
Figuras 3.17(a) e 3.17(b).

No caso da Figura 3.17(a), o caminho que completa Cy é dado por ehgf.
Resta, entdo, apenas completarmos Cjy, o que pode ser feito facilmente pelo
caminho gfeh. Assim, a Figura 3.17(a) é o grafo By. Note que By €
isomorfo a By, (e ao Tg2), apenas as rotulagbes diferem.

No caso da Figura 3.17(b), o caminho que completa Cy é dado por eghf.
Neste caso, C4 pode ser completado de forma simétrica pelo caminho gefh.
Com isto, o grafo da Figura 3.17(b) (isomorfo ao Mjg) serd chamado de By,
pois também é um menor grafo que admite 6-CDC e completa Sy, mantendo

a cintura 4.

(a) By (b) Buy

Figura 3.17: Menores grafos (B, € Byy) de cintura 4 que admitem 6-CDC e

possuem Sy (com suas rotulagdes) como subgrafo.
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Devemos agora descobrir I,. Para isso, voltamos ao estigio da Figura
3.13(b). Sabemos que as arestas ef e gh sio obrigatdrias para completar os
ciclos Cy e C3 (conforme Figura 3.16). No entanto, acrescentemos apenas
a aresta ef, completando C1, e analisemos a deficiéncia e configuragiao dos
ciclos (Figura 3.18). Temos agora 4 vértices deficientes com grau 1 (g, A,
i e j), ou seja, a deficiéncia é 8. Além disso, todos os vértices deficientes
pertencem a algum ciclo incompleto com 5 arestas definidas (Cy ou Cs) e a
outro com 3 arestas definidas (Cy ou Cj), de forma similar ao Sy,. Assim,
podemos substituir Sy, tanto em By, quanto em By, pelo grafo da Figura
3.18, gerando um grafo cibico, com cintura 4 e que admite 6-CDC. Portanto,

o grafo da Figura 3.18 é I,.

Figura 3.18: Menor grafo (Iy;) de cintura 4 equivalente ao Syp.
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Repare que, tanto os 2 quadrados presentes em I, quanto os quadrados
em By, — E(S4,) e em Byy, possuem a mesma configura¢io de Syp. Assim,
todos os grafos gerados pelas sucessivas substituigbes de Sy por Iy, possuirao
todos os seus quadrados com a mesma, configuracio de ciclos de Sy (Bas é 0
tinico membro desta familia onde isto néo ocorre).

Verificaremos agora o caso de Sy.. Neste caso, podemos observar que o
ciclo C; ja possui b arestas definidas, restando-lhe apenas uma aresta para
completar o ciclo. Desta forma, ndo nos resta outra alternativa, a nao ser
conectar o vértice e ao f.

Neste momento, Cs, que ji possui 4 arestas definidas, pode ser completado
tanto pelo caminho efg quanto por ehg. E f4cil verificar que estas escolhas
sdo simétricas, logo, podemos arbitrar a utilizagdo do caminho ehg.

O ciclo C5 também possui 4 arestas definidas e pode ser completado pelo
caminho hef ou hgf. Repare que a escolha de hef utiliza as arestas he e ef
jé existentes, ja a escolha de hgf implica na criagdo da aresta gf.

Para garantir a minimalidade, tentaremos primeiro o caminho hef. Com
esta escolha (Figura 3.19), percebemos que Cy deve, a partir do vértice h,
utilizar a aresta hg. Mas isto faz com que ele feche um ciclo de comprimento
4, além de infringir o Lema 3.2 no caminho hgc com Cj.

Portanto, Cs deve utilizar o caminho hgf. Com isto, C; pode ser com-
pletado com o caminho hef, gerando By, (Figura 3.20).

Devemos agora descobrir I;.. Para isso, voltamos ao estagio da Figura
3.13(c). Sabemos que a aresta ef é obrigatdria para completar o ciclo Cj.
No entanto, para completar Cy; podemos escolher utilizar um vértices novo
i e tomando o caminho eig. Com isto, C3 ndo pode utilizar os vértices

existentes para se completar, pois os vértices deficientes (g e %) j& possuem
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h 2,4 g

Figura 3.19: Se Cj utiliza o caminho hef, Cy4 fica inconsistente.

h 23 g

Figura 3.20: Menor grafo (By,.) de cintura 4 que admite 6-CDC e possui Sy, (com

suas rotulagdes) como subgrafo.

grau 2. Assim, C3 deverd acrescentar o vértice j e utilizar o caminho hjf
para se completar.
O ciclo Cy ndo conseguira se completar com os vértices existentes, pois

j4 tém grau maior que 1. Por isso, deverdo ser acrescentados os vértices k e
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[ e Cy se completard com o caminho hklg, gerando o grafo da Figura 3.21.
Neste grafo, existem 4 vértices deficientes com grau 1 (a deficiéncia é 8). Os
vértices m e p pertencem a um ciclo com 5 arestas definidas (Cs) e a outro
com 4 arestas definidas (Cs ou C7), da mesma forma que os vértices e e f
de S4.. E os vértices deficientes n e o pertencem a um ciclo com 4 arestas
definidas (Cg ou Cy) e a outro com 3 arestas definidas (Cs), da mesma forma
que os vértices g ¢ h de Sy.. Assim, podemos substituir Sy, em By, pelo
grafo da Figura 3.21, gerando um grafo cibico, com cintura 4 e que admite

6-CDC. Portanto, o grafo da Figura 3.21 é I,,.

Figura 3.21: Menor grafo (Is.) de cintura 4 equivalente ao Sye.

Uma forma mais simples de representarmos Is. pode ser observada na
Figura 3.22.
Note que, tanto os 2 quadrados presentes em Iz, quanto o quadrado em

By — E(S54.), possuem a mesma configuragdo de Sy.. Assim, todos os grafos
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Figura 3.22: Outra representacdo para I4..

gerados pelas sucessivas substitui¢oes de Sy, por I, possuirao todos os seus
quadrados com a mesma configuracao de ciclos de Sy, (Bac € 0 tinico membro
desta familia onde isto ndo ocorre).

Observe que By, = By & By, = Tya, apenas as rotulagoes diferem.
Assim, tanto Iy, quanto Iy, ou Iy, podem substituir um quadrado no Tg ;.
No entanto, uma vez substituido um quadrado do Ts, por algum destes
grafos, nas préximas iteracoes deverd ser utilizado sempre o mesmo grafo,
nao havendo casos hibridos com a utilizagdo de combinagGes dos casos. Vale
ressaltar que apenas Iy, pode substituir um quadrado no Mg (& Bay).

Conforme comentamos no inicio do estudo do caso de cintura 4, nos grafos
da Figura 3.13 os vértices e, f, g e h s8o distintos, e precisamos tratar os casos

onde isso néo ocorre. Suponhamos que dois destes vértices, sejam idénticos,
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por exemplo e = f. Claramente, formariamos um tridngulo abea e, com
isso, o grafo deixaria de ter cintura 4, recaindo em um dos grafos da familia
gerada por Bs e I3 (neste caso, em especial, recairia justamente em Bs). E
fécil verificar que a tnica possibilidade de nao formar triangulos é fazer e = g
ou f = h (ou ambos).

Suponhamos e = g e f # h. Sabemos que as tnicas configuragoes
possiveis para os ciclos da 6-CDC atravessarem um quadrado s&o as exibidas
na Figura 3.13 (independentemente dos vértices externos serem distintos ou
ndo). Se tentarmos aplicar as configuragdes das Figuras 3.13(a) ou 3.13(c),
veremos que ciclos da 6-CDC serdo fechados com comprimento 4, invali-
dando estas possibilidades. Se aplicarmos a configuracio da Figura 3.13(b),
perceberemos que os dois ciclos de comprimento 5 exigirao que sejam acres-
centadas as arestas ef e fh, o que deixaria dg(e) = 4, o que invalida esta
possibilidade, pois G é cibico.

Suponhamos, agora, e = g e f = h. Da mesma forma, as configuragoes
das Figuras 3.13(a) e 3.13(c) fechariam um ciclo da 6-CDC com comprimento
4. No entanto, a configuragéo da Figura 3.13(b) seria vélida, apenas forgando
a existéncia da aresta ef (e fazendo Cy = Cy), o que completaria o grau de
todos os vértices, gerando o Mg, conforme a Figura 3.23.

Note que a primeira iteragdo de I, sobre o Mg ja gera o Mg, o qual é
isomorfo a Byy. Assim, o tnico grafo de cintura 4 desta familia que nao

possui Siq, Sgp ou Sy, como subgrafo é o M.

3.2.4 Grafos ciibicos de cintura 5 com 6-CDC

Trataremos agora os grafos ciibicos com cintura 5. Partimos, entdo, de Ss,
que é um pentagono, representado na Figura 3.24 ja com os vértices externos

f, g, h,ie j. Note que estes vértices sdo necessariamente distintos para que
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Figura 3.23: Grafo (Mg) gerado quando e =ge f = h em S4.

o grafo mantenha a cintura 5 (caso contrario, seriam formados tridngulos ou
quadrados).

Nas Figuras 3.24(a), 3.24(b) e 3.24(c) estdo representadas as rotulacdes
de S5 que ndo infringem os Lemas 3.3 e 3.2 nem obrigam um ciclo da 6-CDC
a ser fechado com comprimento menor que 6. Assim, temos 5 ciclos (Cy, Cs,
Cs, Cy, Cs) representados em cada configuracio. Note que todos os grafos
da Figura 3.24 possuem deficiéncia 10.

Para cada caso exibido na Figura 3.24, estaremos analisando Bs e I5. Da
mesma forma que no caso de cintura 4, chamaremos de Ss, o grafo rotulado
da Figura 3.24(a), e de Bs, e I5, suas respectivas expansdes, fazendo o mesmo
para os casos das figuras 3.24(b) e 3.24(c).

Em S;,, podemos verificar que os ciclos C; e C, possuem 5 arestas de-
finidas, tornando obrigatéria a criagio das arestas fi e fh, para que Cj e
(', respectivamente, sejam completos. Analisando o ciclo Cs3, o qual possui
4 arestas definidas, percebemos que ele ndo pode ser conectado a nenhum
vértice existente, visto que todos os vértices deficientes j4 possuem grau 2.
Logo, serd necessario inserir um novo vértice k para que Cs utilize o caminho

Jkg para completar seu comprimento. Com isto, obtemos o grafo da Figura,
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(a) (b)

()

Figura 3.24: Pentégono (Ss) com as possiveis configuragdes de ciclos da 6-CDC

que o atravessam.

3.25 (ja incluidos os vértices I, m, n, o e p, externos ao pentdgono, para
melhor visualizacgo).

Note que, ao analisarmos os ciclos que atravessam este grafo, percebemos
que a configuracao parece equivalente & do pentagono inicial (Ss, ), pois temos
2 ciclos com 5 arestas definidas (Cy e Cs), 1 ciclo com 4 arestas definidas (Cs)

e 2 ciclos com 3 arestas definidas (Cy e Cg). Além disso, temos 5 vértices
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Figura 3.25: Candidato a I5,.

deficientes com grau 1, logo, a deficiéncia é 10. No entanto, se tentarmos fazer
a correspondéncia dos vértices deficientes de S5, com os vértices deficientes
da Figura 3.25 verificaremos que néo é possivel. Em Ss,, temos o vértice f
pertencente a 2 ciclos com 5 arestas definidas (C; e Cj), os vértices g e j
pertencentes a um ciclo com 4 arestas definidas (Cj3) e a outro ciclo com 3
arestas definidas (C4 ou Cs), os vértices h e  pertencentes a um ciclo com 5
arestas definidas (C; ou C3) e a outro ciclo com 3 arestas definidas (Cy ou
C5). Contudo, o grafo da Figura 3.25 possui os vértices | e m pertencentes
a um ciclo com 5 arestas definidas (Cy ou Cs) e a outro ciclo com 3 arestas
definidas (C7 ou Cs), os vértices n e p pertencentes a um ciclo com 5 arestas

definidas (Cy ou Cs) e a outro ciclo com 4 arestas definidas (Cg), o vértice o
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pertencente a 2 ciclos com 3 arestas definidas (Cy e Cg). Portanto, o grafo
da Figura 3.25 ndo é Ix,.

Continuemos nossa analise de crescimento deste grafo, completando o
ciclo 4y com a aresta mn. Note que ao acrescentarmos as outras arestas
incidentes a m e n, chegando ao grafo da Figura 3.26, podemos reavaliar a
configuracao do ciclo e verificarmos que ela é equivalente & do Sy,. Logo,

este grafo é Is,.

Pe®

Figura 3.26: Menor grafo (I5,) de cintura 5 equivalente ao Ss,.

Observe que chegamos a Iy, antes de Bs,. E todas as arestas e vértices
inseridos sao inevitdveis, ou seja, ndo hé outra forma de S5, se expandir.
Como I, é equivalente a Ss,, podemos expandi-lo repetindo o mesmo proce-
dimento (fechando os ciclos andlogos) que levou a I5,. No entanto, fazendo

isto, o grafo nunca se completara.
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Repare que a tnica possibilidade de haver uma outra forma (diferente da
que fizemos para Ss,) de conectarmos os vértices deficientes em I, seria se
tivéssemos deixado de criar alguma aresta na expanséo de Sy, por conta da
restricao de cintura. Note que a formacao de um ciclo de comprimento menor
que 5 ao conectar vértices deficientes u e v de S5, néo leva, necessariamente,
a formag8o de um ciclo de mesmo comprimento ao conectar os vértices u' e
v’ correspondentes a u e v em Ig,.

Podemos exemplificar com os vértices h e 2 em S5, e l e r em Is,. Observe,
em Skq, que h e ¢ pertencem, cada um, a um ciclo com 5 arestas definidas e
a outro com 3 arestas definidas. O mesmo ocorre com os vértices [ e 7 em
Is,. Se conectarmos h e i em Ss,, claramente teriamos um quadrado hidci,
diminuindo a cintura do grafo. No entanto, se conectarmos os vértices [ e r
em I5,, nao alterarfamos a sua cintura.

Porém, quando expandimos Ss,, a restrigdo de manter a cintura nao foi
utilizada, apenas a prépria consisténcia dos ciclos da 6-CDC. Portanto, ndo
haverd outra forma de expansio para I, diferente da que foi feita em Ss,.
Logo, este grafo nunca se completara. Isto mostra que a configuragao de Ss,
nao é valida para um pentagono.

Prossigamos, entdo, com a analise de Ss;. O ciclo C; possui 5 arestas
definidas e deve acrescentar a aresta fi para se completar. J4 o ciclo Cy
possui 4 arestas definidas e deve escolher um caminho de comprimento 2
para se completar. Tentando garantir a minimalidade de arestas, utilizare-
mos inicialmente um vértice existente para compor este caminho. Temos 3
alternativas para completar Cy com vértices existentes: fgi, fhi e fji. Va-
mos generalizar estes trés casos, para verificar que todos eles implicardo em
inconsisténcia da 6-CDC. Os vértices g, h e j serdo genericamente chamados

de z.
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Utilizemos o vértice existente 2z para completar Cy, atravessando o cami-
nho fzi. Como a aresta fi ja havia sido adicionada, teremos um tridngulo
fzif. Sabemos que a aresta fi ja é atravessada por Cj, seja C; o outro ciclo
que a atravessa. Obviamente, C; # Cs, caso contrario, Cy seria fechado com
comprimento 5. Como as arestas fa e id ja estdo sendo atravessadas por C}
e Oy, C; necessariamente utilizard as arestas fz e 1z. Com isto, C; se fecharia
no triangulo fzif, além de infringir o Lema 3.2 nas arestas fz e iz com o
ciclo (5.

A inclusdo de um novo vértice para completar Cy recairia no mesmo
problema. Para verificar este fato, basta substituir o vértice novo por z na
andlise anterior. Assim, a configuragao inicial de S5; também nao é vélida.

Considere, agora, Ss.. Nele, todos os ciclos da 6-CDC representados
possuem 4 arestas definidas. Para expandir este grafo, podemos escolher
arbitrariamente C; para iniciar nossa andlise. Se tentarmos fechar C; com
vértices existentes, criaremos tridngulos ou quadrados. Considere agora o
caso de completarmos C} com um novo vértice k. Assim, C; é completado
pelo caminho fkh.

Pelo mesmo motivo, C;, C5, C4 e C5 também deverdo utilizar novos
vértices [, m, n e o (respectivamente) para se completarem. Desta forma,
obtemos o grafo da Figura 3.27. Podemos verificar facilmente que os novos
ciclos incompletos que surgem séo equivalentes aos de Ss., possuindo 5 ciclos,
cada um com 4 arestas definidas, e 5 vértices deficientes de grau 1, fazendo a
deficiéncia ser 10. Assim, podemos substituir S5 em Bj pelo grafo da Figura
3.27, gerando um grafo ctbico, com cintura 5 e que admite 6-CDC. Portanto,
o grafo da Figura 3.27 é Iy (o subscrito ¢ foi omitido devido & invalidez dos

demais casos).
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Figura 3.27: Menor grafo (I5) de cintura 5 equivalente ao Sj..

Devemos, ainda, descobrir Bs. Para isso, ndo necessitamos retornar a
configuragao inicial de Sy, pois ja sabemos que I5 é a tinica forma de expandi-
lo. Portanto, o que devemos fazer é continuar a expansdo até que o grafo se
complete.

Observe que, de forma semelhante a Sy,, a expansédo de Sy, nos conduziu
a Is. antes de Bs.. No entanto, diferentemente do que ocorreu com Ss,, na
expansdo de Ss. fomos proibidos de completar os ciclos com vértices exis-
tentes devido & diminuigdo da cintura. Conforme ja comentamos no caso
de Ss,, esta restrigdo ndo ocorrerd necessariamente em I5.. Portanto, neste

caso, devemos continuar a expansao até que o grafo se complete.
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Partindo, entfo, de I5, procuremos completar Cg. Para garantir a mini-
malidade de By, tentaremos, inicialmente, utilizar vértices existentes. Como
Cs possui 4 arestas definidas, temos 3 vértices candidatos a completa-lo: r,
sep.

Se tentarmos completar Cg com o vértice r, criando as arestas gr e rt, Cg
deverd utilizar gr para continuar seu caminho (caso contrario, seria fechado
com comprimento 5). Assim, Cg posuiria 5 arestas definidas, devendo, ne-
cessariamente, se fechar com a inclusao da aresta gt, conforme a Figura 3.28.
Esta nova aresta, claramente, formaria um tridngulo (¢girq), diminuindo sua

cintura e tornando esta configuragdo invalida.

Figura 3.28: Completando Cg com r forma um tridngulo (gtrq).
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Por simetria, podemos perceber que a opgéo de utilizar o vértice s para
completar Cg resultaria em configuragéo invélida (Cy forgaria a existéncia de
um tridngulo qtsq).

Considere, agora, a utilizagdo do vértice p para completar Cg, criando as
arestas pq e pt. Desta forma, C%, para garantir a minimalidade de By, deverd
utilizar r, criando gr e rs. Entdo, Cg deverd utilizar s, criando a aresta st
(rs j4 havia sido incluida). Isto completa o grau do grafo. Devemos apenas
avaliar se Cg e C10 sdo devidamente completados, o que é efetivamente obtido
pelos caminhos pts e pgr, respectivamente, conforme a Figura 3.29. Assim,
finalizamos a construgdo da 6-CDC, sendo este o grafo By (eliminamos o ¢
subscrito devido & invalidez dos demais casos).

Note que Bs possui apenas 2 pentdgonos, ambos com a mesma confi-
guragéo de ciclos (iguais ao Sy;). E como I5 possui 1 pentdgono (Ss.), estd
garantida a infinidade de membros da familia gerada, além de deixar cons-

tante (igual a 2) o ndmero de pentdgonos em todos estes grafos.

3.2.5 Grafos cubicos de cintura 6 com 6-CDC

Os casos de cintura 3, 4 e 5 foram examinados de forma exaustiva, abor-
dando todos os casos e configuragdes possiveis de ciclos da 6-CDC de forma
didatica. A mesma intui¢do adquirida naqueles casos pode ser aplicada no
caso de cintura 6. No entanto, para néo sobrecarregar o texto desnecessaria-
mente, apresentaremos apenas as configuragoes possiveis para o hexagono e
as configuragoes finais de Bg e Ig para cada caso desta cintura.

As 5 configuragbes possiveis para o hexdgono estéo representadas na Fi-
gura 3.30. Nas Figuras 3.31, 3.32, 3.33 e 3.34 sao exibidos Bg, e Ig,, By €

Igy, Bge € Ige, Bgq € Igq, respectivamente. Os grafos Bg, e Ig, serdo trata-
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S 7,8 r

Figura 3.29: Menor grafo (Bs) de cintura 5 que admite 6-CDC.

dos de forma especial devido as restrigdes impostas por Sg., as quais serdo
explicitadas a seguir.

Observe que a configuragdo de Sg, representa um ciclo da 6-CDC com-
pleto (C1). Sabemos que qualquer ciclo da 6-CDC de um grafo de cintura 6
deverd possuir a configuragio de Sg.. Note que este fato faz com que Bg,, por
defini¢ao, seja isomorfo ao menor grafo dentre Bg,, Bgy, Bg. € Bgq, N0 caso, o
menor é Bg (16 vértices). No entanto, existem grafos que possuem Sg. como

subgrafo (e suas rotulagdes) mas nao podem ser gerados pelos casos anterio-
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(e)

Figura 3.30: Hexdgono com as possiveis configuragoes de ciclos da 6-CDC que o

atravessam.
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Figura 3.31: Bg, (a) e I, (b).

res. Trata-se da possibilidade de todos os hexdgonos do grafo apresentarem a
configuragdo de Sg.. Neste caso, todos os ciclos de comprimento 6 pertencem
8 6-CDC e séo adjacentes a 6 outros ciclos. Repare que se existir algum ciclo
de comprimento 6 que ndo pertenca a 6-CDC, ele possuird, inevitavelmente,
uma das outras configuragdes mostradas na Figura 3.30.
Por isso, redefiniremos Bg, como o menor grafo G que atenda &s seguintes

restrigoes:

(i) G é ctbico;

(i) possui cintura 6;

(iii) admite 6-CDC;

(iv) todos os ciclos de comprimento 6 pertencem & 6-CDC;
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Figura 3.32: Bg;, (a) e Igp (b).

(v) todo ciclo da 6-CDC é adjacente a 6 outros.

A Dbusca por Bg, terd uma abordagem diferente das anteriores, pois as res-
trigoes impostas por este caso sdo mais rigidas.

Podemos provar que qualquer 6-CDC em grafos de cintura maior que 4
possui todos os seus ciclos adjacentes a outros 6, ou seja, o(C;) = 6, para
todo ciclo C; da 6-CDC. Com isto, a condi¢do (v) seria uma conseqiiéncia
natural das condigdes (i), (ii) e (iil). Faremos esta demonstracdo na forma

de um lema (3.8) e um teorema (3.9).
Lema 3.8. Se eziste C; tal que 0(C;) < 6, entdo g(G) < 5.

Prova. Para o caso onde C; possui corda, a proposicido vale trivialmente
(qualquer corda num ciclo de comprimento 6 gera outro ciclo de comprimento

menor que 5). Suponhamos C; sem cordas e tal que o(C;) < 6. Entéo
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Figura 3.33: Bg. (a) € Igc (b).

existe um outro ciclo C; da 6-CDC tal que p(C;,C;) > 1. Pelo Lema 3.4,
1(Ci, C;) < 3, e pelo Lema 3.5, se p(C;, C;) = 3, G é isomorfo ao Mg ou Tp 9,
e ambos possuem corda, contradizendo nossa hipétese. Assim, u(C;, C;) = 2.

Sabemos, pelo Lema 3.2, que dois ciclos de uma mesma 6-CDC néo podem
possuir arestas adjacentes em comum. Sejam e e f arestas de G tais que
ambas pertencem a C; e C;. Como todos os extremos de e e f sdo vértices de
C; e como C; nao possui cordas, para completar C; devem ser inseridos dois
caminhos distintos ndo pertencentes a C;, de comprimento 2, que iniciam em
um extremo de e e terminam em um extremo de f. Seja u um extremo de e
e v um extremo de f tais que existe um caminho P, ndo pertencente a C;,
de comprimento 2, entre u e v.

E facil verificar que em qualquer ciclo de comprimento 6 existe um ca-

minho de comprimento menor ou igual a 3 entre qualquer par de vértices
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pertencentes ao ciclo. Logo, existe um caminho P, pertencente a C; entre u
e v. Portanto, existe um ciclo C, em G que passa por u e v com comprimento
menor ou igual a 5 (basta tomar P; e P).

No entanto, s6 existe um caso em que o subgrafo induzido pelas arestas

de C; e C; possuird cintura 5, o qual é mostrado na Figura 3.35.

Figura 3.35: Unico caso onde C; e C; induzem um grafo de cintura 5.

E existe apenas uma configura¢io possivel para que os demais ciclos da
6-CDC atravessem este subgrafo, a qual é idéntica ao S5, (Figura 3.24(a)).
Esta configuragéo j4 foi demonstrada ser invdlida. Assim, a configurac¢éo da
Figura 3.35 também é invalida, e existe um ciclo de comprimento menor que

5 em G, ou seja, a cintura de G é menor que 5. O

Teorema 3.9. g(Q) > 5 se somente se o(C;) = 6, para todo C; pertencente
a4 6-CDC.

Prova. (=) Forma contra-positiva do Lema 3.8, pois, pelo Teorema 3.7,
o(C;) < 6.

(<) Suponhamos (por contra-posi¢do), que g(G) < 5. Podemos verificar
facilmente, tanto para o caso onde g(G) = 3 (Figura 3.6), quanto para os
casos onde g(G) = 4 (Figuras 3.13(a), 3.13(b) e 3.13(c)), que existem ciclos
da 6-CDC que possuem mais de uma aresta em comum. Logo, existe um

ciclo C; pertencente & 6-CDC tal que o(C;) < 6. O
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Este teorema nos poupa muito trabalho, pois s6 precisamos verificar a
configuracéo onde todos os ciclos da 6-CDC sao adjacentes a outros 6. Vale
ressaltar que o teorema se aplica ao caso de cintura 5, e podemos verificar,
agora de forma mais simples, que S5, e Ssp (Figuras 3.24(a) e 3.24(b)) ndo
sao configuragoes validas, pois existem ciclos adjacentes a menos de 6 outros
ciclos. Isto pode ser percebido pela existéncia de ciclos C; e C; que compar-
tilham mais de uma aresta. E se u(C;, C;) > 2, entdo o(C;) < 6, ferindo o
Teorema 3.9. No entanto, observe que néao poderiamos apresentar este teo-
rema, antes da andlise da cintura 5, pois a prova do Lema 3.8 utiliza aquela
analise.

Com este resultado, simplificamos a busca pelo menor grafo (Bs.) que
atende as condiges do caso (e). Podemos simplificar ainda mais, definindo
um grafo Dg. de forma similar ao conceito de grafo dual [24]. Facamos
V(Dge) = {C1,Ca,...,C}, onde C; é um ciclo da 6-CDC de Bg, ou seja,
os vértices de Dg, representam os ciclos da 6-CDC de Bg, (que sio todos os
seus ciclos de comprimento 6). Fagamos, ainda, ¢ = C;C; € E(Dg.) <=
w(Ci, C;) = 1, isto é, as arestas de Dg, representam a adjacéncia entre os
ciclos de Bg.. Temos, entdo, a partir da configuracio de Sg., um subgrafo de
Dg., representado na Figura 3.36 (Sg. estd representado com arestas trace-
jadas).

Como todos os ciclos da 6-CDC de Bg, sdo adjacentes a outros 6, Deg.
é 6-regular. Conforme ja comentamos anteriormente, em qualquer 6-CDC
cada vértice v pertencerd a 3 ciclos distintos. E facil ver que estes 3 ciclos
serdo adjacentes entre si (pois compartilham uma das arestas incidentes a
v). Assim, todo vértice de Bg, corresponderd a um tridngulo em Dg, (e

vice-versa).
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Figura 3.36: Subgrafo de Dge.

Como Bg, é cubico, cada tridngulo em D, 86 pode ser adjacente (em
arestas) a 3 outros. Note que, da mesma forma que ocorre nos grafos duais,
cada aresta de Dg, corresponde a uma aresta de Bg.. Portanto, cada aresta
de Dg. s6 pode ser compartilhada por 2 tridngulos (pois Bg. néo possui
arestas paralelas). Devido a esta restrigdo, ndo podemos conectar os vértices
com grau 3 do subgrafo de Dg. na Figura 3.36. E, conseqiientemente, os
ciclos Oy, ...,Cy deverao se completar independentemente, isto é, sem criar
novas adjacéncias, gerando o subgrafo de B, indicado na Figura 3.37 (as
arestas de Dg, estdo tracejadas).

Agora devemos estudar como este subgrafo pode crescer mantendo a cin-
tura 6, a consisténcia da 6-CDC e a restrigdo imposta pelo Teorema 3.9.
Sabemos que Bg. deve ser o menor grafo que satisfaz estas condigbes. Assim,
devemos tentar, inicialmente, completar este subgrafo sem adicionar novos
vértices.

Para facilitar a visualizagdo das possibilidades, tomemos o subgrafo in-
duzido pelas arestas que ainda nao pertencem a 2 ciclos, que é o ciclo de 18

vértices que contorna o grafo da Figura 3.37. Para destacar os vértices que
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Figura 3.37: Subgrafo de Bge.

podemos utilizar nas novas conexodes, representaremos os vértices deficientes

como circulos sem preenchimento, conforme a Figura 3.38.

Figura 3.38: Subgrafo de Bg. a ser completado e seus vértices deficientes.

Observe que nosso objetivo agora é conectar vértices sem preenchimento
de forma que seja mantida a consisténcia da 6-CDC e a cintura 6. Podemos
perceber, facilmente, que as arestas uv e vz, incidentes a um vértice cheio

(néo deficiente) v, devem, necessariamente, pertencer a um mesmo ciclo novo
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C;, ja que no grafo da Figura 3.37 nenhum ciclo utiliza este mesmo par de
arestas. No entanto, C; ndo podera utilizar as outras arestas incidentes a u
e z que pertencem ao ciclo original de 18 vértices, pois fariam C; infringir o
Lema 3.2 com ciclos definidos na Figura 3.37. Desta forma, as novas arestas
que incidirdo sobre u e z pertencerdo a C;, o qual se completard com um
outro caminho u/'v'2’ pertencente ao ciclo de 18 vértices, onde v’ é um vértice
cheio.

Assim, precisamos apenas testar os pares de vértices cheios que podem
ter seus vizinhos conectados. Repare que vértices cheios que estdo a uma
distancia menor que 6 no ciclo de 18 vértices ndo podem ter seus vizinhos
conectados sem formar um ciclo menor que 6. Note, ainda, que os vértices
cheios que estdo & distancia 6 s6 podem conectar seus vizinhos de forma
cruzada, conforme a Figura 3.39. No entanto, vértices que estdo & distancia 9
podem se conectar diretamente (Figura 3.40(a)) ou de forma cruzada (Figura

3.40(b)).

Figura 3.39: Vértices cheios & distancia 6 com seus vizinhos conectados de forma

cruzada.
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Figura 3.40: Vértices a distancia 9 com seus vizinhos conectados de forma direta

(a) e cruzada (b).

Se conectarmos diretamente os vizinhos de todos os vértices cheios a
distancia 9, obtemos o grafo da Figura 3.41. Observe que as arestas que co-
nectam vértices sem preenchimento também devem formar ciclos da 6-CDC.
Por exemplo, temos o ciclo benohib. Note que as arestas inseridas devem ser
atravessadas por 2 novos ciclos, enquanto as arestas do ciclo original (de 18
vértices) s6 devem ser atravessadas por 1 novo ciclo, ja que elas pertencem
a algum outro ciclo do grafo original da Figura 3.37.

E f4cil verificar que se conectarmos qualquer destes ciclos de forma cru-
zada (por exemplo, fazendo rabkjir), a configuragio dos ciclos que utilizam
as arestas entre vértices sem preenchimento fica inconsistente. E se conectar-
mos mais de um destes ciclos de forma cruzada, fecharemos um ciclo menor
que 6. Assim, a tnica forma de combinarmos todos os vértices cheios &
distancia 9 é a apresentada na Figura 3.41.

No caso de combinarmos vértices cheios u e v, a distancia 6, de forma cru-

zada (conforme os vértices p e d da Figura 3.39), devemos, necessariamente,
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Figura 3.41: Todos os vértices cheios & distdncia 9 com seus vizinhos conectados

de forma direta.

combinar o vértice cheio z (a na Figura 3.39), que se encontra & distincia 4
de u e v, com o vértice cheio que estd & distancia 9 de z (j na Figura 3.39).
Caso contrario, formaremos um ciclo menor que 6. Com esta ligacio, s nos
resta conectar os vértices cheios restantes (m e g na Figura 3.39) de forma
cruzada (pois estdo a distincia 6 um do outro), chegando ao grafo da Figura
3.42 que possui uma 6-CDC consistente.

Note que se combinarmos de forma cruzada os vértices cheios a distancia
9 que estao conectados de forma direta, deixamos a 6-CDC inconsistente.
Portanto, como ja analisamos todas as possibilidades dos vértices cheios se
combinarem, as unicas formas de completarmos o grafo da Figura 3.37, man-
tendo a consisténcia da 6-CDC e a cintura, sdo as indicadas nas Figuras 3.41
e 3.42. Assim, temos os grafos das Figuras 3.43(a) e 3.43(b) como Bg, € Bge:.

Precisamos ainda descobrir Ig, para definir como Bg, pode crescer man-
tendo as restrigées deste caso (cintura 6, todos os ciclos de comprimento 6
pertencem a 6-CDC e séo adjacentes a outros 6). Para isso, voltemos ao Sg,.

E facil verificar que entre qualquer par de vértices daquele grafo existe um
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Figura 3.42: Unica possibilidade de combinar 2 vértices cheios 3 distdncia 6 de

forma cruzada.

(a) BSe (b) BGe’

Figura 3.43: Menores grafos (Bge € Bger) de cintura 6 que admitem 6-CDC e onde

todos os hexdgonos pertencem a 6-CDC.

caminho menor que 6 (o didmetro do grafo é 5). Isto impede a adigdo de
arestas entre os vértices existentes. Podemos, arbitrariamente, determinar
que o vértice h seréd conectado a novos vértices m e n. Com isto, Cj fica com

4 arestas definidas e deve ser fechado (pois a configuragdo que procuramos
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s6 possui ciclos com 3 arestas definidas). N&o podemos fechar C5 com os
vértices existentes sem formar um ciclo de comprimento menor que 6 ou ferir
o Lema 3.2. Assim, devemos acrescentar o vértice o e as arestas no e io,
fechando o ciclo Cj, e chegando a configuracdo da Figura 3.44. Repare que

os vértices p, g e 7 sdo necessariamente adicionados.

Figura 3.44: Configuragao parcial do Ig.

Observe que o grafo da Figura 3.44 ja possui 6 ciclos incompletos com 3
arestas definidas, similarmente ao Sg.. No entanto, ainda ha 2 ciclos (Cy e Cy)
com 4 arestas definidas que devem ser fechados acrescentando os vértices s e
t. Isto deixa o grafo com deficiéncia 14, contudo, o hexdgono original possui
deficiéncia 12. Podemos alcancar esta deficiéncia conectando os vértices s e
t, conforme a Figura 3.45. Repare que esta € a tnica conexdo que mantém a
cintura e a consisténcia da 6-CDC.

O grafo da Figura 3.45 possui deficiéncia 12 e todos os ciclos da 6-CDC
incompletos possuem 3 arestas definidas, da mesma forma que no grafo da
Figura 3.30(e). Assim, este é o Is.. Note que, apesar de este grafo possuir 2
ciclos da 6-CDC incompletos a mais do que o hexdgono original, estes ciclos

sao fechados de forma consistente nas iteragdes sobre Bg, e Bg... Nas Figuras
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Figura 3.45: Menor grafo (lg.) de cintura 6 equivalente ao Se,.

3.46 e 3.47 podemos observar o resultado da iteracgao de I, sobre Bg, € Bger,

respectivamente.

Figura 3.46: Primeira iteracdo sobre Bge.
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Figura 3.47: Primeira iteracfo sobre Bger.
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Capitulo 4

Relacao entre o SD Cordal e a

CDC

Até agora, tratamos isoladamente os conceitos de SDC e CDC. Neste
capitulo, abordaremos algumas relagdes entre estes conceitos e mostraremos
que, na verdade, o conjunto de grafos cibicos (n > 4) que admitem SDCM
é um subconjunto bem definido dos grafos ctibicos que admitem 6-CDC.

A correlagdo entre SDCM e 6-CDC em grafos cubicos pode ser vislum-
brada em véarios resultados deste trabalho. Algumas relagbes sdo secundarias,
como a existéncia de ciclo hamiltoniano, outras mais fortes, como a caracte-
rizagdo de classes de grafos que satisfazem as definicoes.

Neste capitulo, chamaremos a 3-coloracdo de arestas simplesmente de

3-coloragio. Um grafo é dito 3-colorivel se admite uma 3-coloracao.

4.1 Ciclo hamiltoniano e 3-coloragao

O conceito de decomposicdo poliédrica par, definida por Szekeres em [97],

jé nos proporciona um resultado imediato. No Teorema 3.1 esta estabelecido
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que a existéncia de decomposigio poliédrica par é equivalente & 3-coloragao
em grafos cibicos. Assim, todos os grafos ciibicos que admitem 6-CDC pos-
suem uma 3-coloragao de arestas.

Para verificarmos que todo grafo cibico que admite 6-CDC e pertence a
familia gerada no pelo método descrito no Capitulo 3 é hamiltoniano, po-
demos utilizar o préprio método construtivo apresentado. Basta, para isso,
exibirmos um ciclo hamiltoniano em By e identificarmos, em I (), cami-
nhos equivalentes aos percorridos pelo ciclo hamiltoniano no subgrafo Sgq)
de By(), para toda cintura 3 < g(G) < 6. Como nas iteragdes definidas
Sy ¢é substituido por Iy, isto garante que em todas as iteragdes o ciclo
hamiltoniano poderd ser construido. Nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6,
4.7 e 4.8 exibimos os ciclos hamiltonianos em By e caminhos equivalentes

em I4), para cada cintura considerada.

(a) (b)

Figura 4.1: Ciclo hamiltoniano em Bjs (a) e caminho equivalente em I3 (b).

Note que, em todas as cinturas, o caminho indicado em I, (G) atravessa o
seu subgrafo isomorfo a Sy() de forma idéntica a0 mesmo subgrafo em Byg).
Isto garante a existéncia de ciclos hamiltonianos em todas as iteragoes.

No caso dos grafos ciibicos que admitem SDCM, jé demonstramos (Co-

roldrio 2.7) que possuem ciclo hamiltoniano. E facil verificar que todo grafo
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(a) (b) o

(c) (d)
Figura 4.2: Ciclo hamiltoniano em By (a) e caminhos equivalentes em Iy, (b), Iy

(c) e Iy (d).

() (b)

Figura 4.3: Ciclo hamiltoniano em By (a) e caminho equivalente em Iy (b).

cubico hamiltoniano é 3-colorivel. Basta, para isso, colorir as arestas do ciclo
hamiltoniano com 2 cores (como n é par, sempre conseguimos) e as arestas
restantes (um emparelhamento perfeito) com uma terceira cor. Logo, todo

grafo cibico que admite SDCM também possui 3-coloragao.
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(a) (b)

Figura 4.4: Ciclo hamiltoniano em Bg, (a) e caminho equivalente em Ig, (b).

1

(a) (b)

Figura 4.5: Ciclo hamiltoniano em Bg;, (a) e caminho equivalente em Igy (b).
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() (b)

Figura 4.6: Ciclo hamiltoniano em Bg, (a) e caminho equivalente em I, (b).

E interessante observar que no caso onde v L n podemos obter natural-
mente uma 3-colorag@o: basta colorirmos o ciclo hamiltoniano formado pelas
arestas rotuladas com y com 2 cores. No entanto, no caso onde v £ n ndo
podemos proceder da mesma forma. Neste caso, temos um 2-fator (com 2
ciclos) € um emparelhamento perfeito explicitados pelo SDC (conforme Teo-
rema 2.2 e Lema 2.5). Contudo, os dois ciclos do 2-fator sdo impares (vide
comentdrio do Lema 2.5), impossibilitando suas arestas de serem coloridas
com 2 cores. Entretanto, a existéncia de ciclo hamiltoniano neste caso (Lema
2.6) garante a existéncia de 3-coloracdo. E com o ciclo identificado na Figura
2.9 podemos construir facilmente uma 3-coloracao.

Assim, tanto os grafos cubicos que admitem SDC quanto os que admitem

6-CDC gerados pelo método descrito, sdo 3-coloriveis e hamiltonianos.
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(c)
Figura 4.7: Ciclo hamiltoniano em Bgg (a) e Bgg (b), € caminho equivalente em

IGd (C)
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(c)
Figura 4.8: Ciclos hamiltonianos em Bs. (a) € Bges (b), € caminhos equivalentes

em IGe-

4.2 Grafos que admitem SDCM e 6-CDC

Na Segéo 3.2.2, destacamos que o Tg 5 é um menor grafo ctibico que admite
6-CDC (juntamente com o Mg). Curiosamente, s6 existem 2 grafos de cintura
3 que possuem SDCM, e o T52 é um deles. Demonstraremos esta afirmagao

a seguir.
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Teorema 4.1. Os 1nicos grafos cubicos de cintura 3 que admitem SDCM,

sdo o K4 e 0 T .

Figura 4.9: Unico grafo de cintura 3, n > 4, que admite SDCM (Ts,2)-

Prova. Inicialmente, analisaremos o caso onde algum triangulo possui aresta
pertencente ao emparelhamento perfeito gerado pelas arestas rotuladas com
n/2. Seja a aresta wwv, representada na Figura 4.10, rotulada com n/2 e

pertencente a um triangulo uvwu em G.

Figura 4.10: Aresta uv, rotulada com n/2, pertencendo a um tridngulo.

As arestas uw e wv, como nao pertencem ao emparelhamento, devem ser
rotuladas com o mesmo rétulo (n/4), assim como uz e zv. Isto faz com que

os vértices u, w, v € z completem os seus graus, gerando o K (ou tornando G

96



desconexo). Suponhamos, entéo, que os tridngulos sejam formados somente
pelas arestas do 2-fator, ou seja, rotuladas com . Como ji provamos no
Lema 2.5, quando o 2-fator ndo é hamiltoniano, ele s6 pode conter 2 ciclos
de igual comprimento (tridngulos, neste caso). Logo, a tnica possibilidade
de geragao dos tridngulos é construindo o grafo da Figura 4.11, o qual é

facilmente identificado como isomorfo ao grafo da Figura 4.10.

Figura 4.11: n =6, v = 2.

O

Assim, o T§ 5 é 0 tinico grafo de cintura 3 que admite tanto SDCM quanto
6-CDC. Pelo Teorema 2.8 sabemos que se G é cibico e admite SDCM, entao
G é isomorfo a0 M, ou T, 5. Podemos verificar facilmente que ambos es-
tes grafos possuem quadrados, para qualquer n considerado. Assim, se G
(cibico) admite SDCM, entdo g(@) < 4. Como j4 identificamos os tinicos
casos de cintura 3, resta relacionarmos os casos de cintura 4.

E facil verificar, na Se¢do 3.2.3, que Bup (Figura 3.17(a)) é um toro Ty
e as iteragbes de Iy, (Figura 3.18) gerardo todos os toros 7,2, onde n > 8.
Da mesma forma, podemos observar que By (Figura 3.17(b)) é uma escada
de Mobius (Ms) e Iy, gerard todas as escadas de Mobius M, onde n > 8.
Note que o K4, apesar de ser uma escada de Mdbius (M,), possui apenas

4 vértices, impossibilitando a formagdo de uma 6-CDC. Observe ainda que,
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conforme discutido na Segéo 3.2.3, o Mg admite 6-CDC. Assim, o Mg € 0 Tg2
sao os tUnicos grafos de 6 vértices que admitem 6-CDC.

Por outro lado, sabemos pelo Teorema 2.8 que toda escada de Mobius M,
admite SDCM. No entanto, o toro 7, » sé admite SDCM se n néo é multiplo
de 4. Portanto, o tnico grafo cibico que admite SDCM e néo admite 6-CDC
é o My (=2 K,). E todos os demais grafos ctibicos que admitem SDCM podem
ser gerados por um nimero qualquer de iteragoes de Iy; sobre By, ou por um
nimero par de iteragdes de Iy, sobre By, excetuando-se apenas o Mg.

Esta relagao intrinseca entre o SDCM e 6-CDC nos permite transportar
resultados de um conceito para outro, ou utilizar provas mais simples para

resultados estabelecidos sobre um contexto isolado.
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Capitulo 5

Generalizacoes para Grafos

Regulares

Neste capitulo, estaremos ampliando os resultados do Capitulo 2, que
eram restritos aos grafos ciibicos, para a classe dos grafos k-regulares. Para
evitar redundancia de demonstragoes, varias provas deste capitulo fardo re-
feréncia direta a provas de lemas ou teoremas do Capitulo 2, indicando,
quando necessario, as modificagbes adequadas. Apontaremos também a es-
treita relagdo entre o SDCM e a classe dos grafos circulantes.

J& mostramos que todos os grafos ctibicos que admitem SDCM possuem
ciclo hamiltoniano. Mostraremos, neste capitulo, que o mesmo resultado se
mantém para grafos k-regulares. Além disso, serd introduzido o conceito de
equivaléncia entre rotulagdes, o qual foi estudado na literatura apenas no
contexto da classe de grafos circulantes [77, 78, 79].

Este capitulo também pode servir como ponto de partida para avangos na
determinagdo da complexidade do reconhecimento dos grafos que admitem
SDCM, problema que é equivalente a reconhecer circulantes, conforme Teo-

rema 5.14. HEste é um problema que vem sendo estudado independentemente
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do SDCM, ha pelo menos duas décadas, com poucos avancgos, e resultados

apenas para classes muito especificas de grafos [10, 34, 80, 81].

5.1 SDCM em grafos k-regulares

Durante toda esta se¢do, GG representarda um grafo k-regular que admite
SDCM e A uma rotulacao que fornece SDCM a G. Assim como no Capitulo

2, comegaremos estudando a estrutura de G e sua rotulagao.

Lema 5.1. Se k € impar, entao G possui suas arestas rotuladas da forma

(Y5, —=71), - oo (Miky2 ™ — Ng2y) 0U (n/2,1/2), onde y; €N, 1 <y < n/2.

Prova. Andloga & prova do Lema 2.1, considerando que A, neste caso, utiliza

k roétulos. O

Lema 5.2. Se k € par, entdo G possui suas arestas rotuladas da forma

(Y1, =), -+ 0w (Yrj2,m —Yisa), onde 1, €N, 1 < y; < n/2.

Prova. Andloga & prova do Lema 2.1, considerando que A, neste caso, utiliza
k rétulos e, como k é par, ndo pode conter aresta rotulada com (n/2,n/2),
pois cada vértice s6 pode possuir 1 aresta incidente com este rétulo, enquanto
existem 2 arestas incidentes com os demais rétulos (y;,n — ;). Assim, a

existéncia de aresta rotulada com (n/2,n/2) deixaria k impar. O

Com isso, o conjunto de rétulos I', que antes era formado por {y,n —
7v,n/2}, agora consistird de {y1,...,Yk/2/s" — V1,.++>7 — Yk/2/} € caso k
seja fmpar, {n/2}. Para simplificar a notagdo, o literal -y; sempre representara
qualquer rétulo pertencente a I" (gerado por A) menor que n/2 e freqiiente-
mente serd omitida a notagdo (y;,n — ;) quando ndo houver ambigiiidade,
j& que a fungdo de simetria sempre se mantém.

Vejamos agora como fica a decomposi¢ao de G em 2-fatores.
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Teorema 5.3. G se decompée em | k/2] 2-fatores e, caso k seja impar, um

emparelhamento perfeito.

Prova. Andloga a prova do Lema 2.2, considerando que o procedimento efe-
tuado para o rétulo v devera, neste caso, ser repetido para todo y; € T', 13 <
n/2. Deve ser desconsiderado o emparelhamento perfeito (arestas rotuladas

com n/2) no caso onde k é par. O

Lema 5.4. Seja r(u) o rdtulo do vértice u € V(Q), seqgundo a ordenagdo
ciclica tmposta pelo SD cordal, onde u pertence a um ciclo C de um 2-fator
gerado pelas arestas de determinado vy;. Para todo vértice v € V(QG), v
pertence ao ciclo C se e somente se existe um inteiro t > 0, tal que r(v) =

r(u) +4 t.

Prova. Anéloga & prova do Lema 2.3, considerando que o procedimento efe-

tuado para o rétulo 7y deverd, neste caso, ser repetido para todo y; € T',y; <

n/2. O

Da mesma forma que no caso cibico, podemos separar a demonstracao
da existéncia de ciclo hamiltoniano em dois casos: quando existe um rétulo
v; L n (Teorema 5.5) e quando, para todo rétulo 7;, v; £ n (Teorema 5.9).

Comecgaremos pelo caso onde 7; L n.

Teorema 5.5. Se existe um ;, tal que vv; L n, entdo G possui um ciclo

hamiltoniano gerado pelas arestas rotuladas com ;.

Prova. Pelo Teorema 1.3, o menor inteiro ¢ que satisfaz a equagéo t +, v; = 0
én. Assim, o menor ¢ que satisfaz r(u) +, t; = r(u) também é n. Pelo Lema
5.4, existe um ciclo C' de um 2-fator que passa pelo vértice u e s retorna a

ele ap6s passar por n — 1 vértices distintos. Portanto, C' é hamiltoniano. [

101



Vejamos agora o que ocorre na estrutura de G quando existe pelo menos

um -y; tal que 7v; £ n. Esta é uma generalizacdo do Lema 2.5.

Lema 5.6. Se existe um ~;, tal que v; X n, entdo existe um 2-fator em
G (formado pelas arestas rotuladas com ;) que possui d ciclos de mesmo

comprimento, onde d = mdc(y;,n).

Prova. Sabemos, pela defini¢do de primalidade relativa, que d > 1. Podemos
reescrever a equagio t +, v; = 0 por ¢t /g ¥i/d = 0. Como v;/d L n/d (o
divisor comum foi retirado), entdo, pelo Teorema 1.3, ¢ = n/d é o menor
inteiro que satisfaz a equagdo inicial. Logo, os ciclos do 2-fator formado
pelas arestas rotuladas com +; sdo de comprimento n/d, havendo, portanto,

d ciclos. U

I interessante observar que, nos casos onde 7 é multiplo de ~y;, o tamanho
dos ciclos serd n/v; e o ntimero de ciclos deste 2-fator serd -;, pois se n é
miultiplo de «y;, entdo mdc(y;,n) = ;. Note, ainda, que o Lema 2.5 é um
caso especifico onde mdc(vy, n) = 2, logo o 2-fator tera dois ciclos de tamanho
n/2, o que é coerente com o enunciado daquele lema.

Fagamos v; X n, para todo 7;, para verificarmos a restrigdo que esta
condicdo impoe sobre G. Dividiremos esta anélise em dois casos, dependendo

da paridade de k.

Lema 5.7. Se k é fmpar e v; X n, para todo v;, entdo dy L n/2, onde
d,y = mdc(’yl, ceny ’)’Lk/gj)

Prova. Seja d' = mdc(dy,n/2) e um inteiro ¢; > 0, onde 1 < i < [k/2].

Logo,
Lk/2]

n
Z Liys + Tir/2) 3

i=1
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é multiplo de d’. Note que, sendo ~y; miltiplo de d', entdo n — 7y; também o é,
j4 que n é miltiplo de d’. Assim, se existe um caminho em G que inicia em
1 e termina em v, entdo a distdncia entre estes vértices na ordenacao ciclica,
denotada por dist(u,v) = 7(v) —, 7(u), é miltipla (mod n) de d'.

Para que GG seja conexo, deve haver um caminho entre qualquer par de
vértices. Portanto, deve existir um inteiro £, tal que dist(u,v) =1t -, d’, para
todo u,v € V(G) (ou seja, para toda dist(u,v), 0 < dist(u,v) < n —1).
Como dist(u,v) também é miltiplo (mod n) de mde(d’,n), para que todo
inteiro dist(u,v), 0 < dist(u,v) < n — 1 seja gerado pelo produto ¢ -, d,
devemos ter! mde(d’,n) = 1, ou seja, d’' L n.

Suponhamos (por absurdo) que d’' > 1, logo d' é um divisor de n/2, assim
como de n, contradizendo nossa afirmacdo anterior de que d L n. Assim,

d =1, ou seja, n/2 e d sdo primos entre si. |

Note, na prova do Lema 5.7, que a condi¢do d, = 1, em geral, nao é
equivalente a d' = 1. E certo que se d = 1, ou seja, se existem +; e vy;, tais
que y; L v;, entdo d' = 1, pois mdc(n/2,7;,7;) = 1. No entanto, a recfproca
nédo é verdadeira. H4 a possibilidade de «; £ v;, para todo v; € ;, e, ainda
assim, d, L n/2. O grafo com 30 vértices da Figura 5.1 é o menor grafo onde
isso ocorre.

Porém, para o caso ctbico, estas condices sdo equivalentes, ja que d, = vy
(maior divisor de 7y é ele préprio), entdo d' = mdc(y,n/2) = 1, logo v L n/2
(veja Lema 2.5).

Lema 5.8. Se k € par e v; £ n, para todo vy;, entdo dy L n, onde d, =

mde(y1, - .-, Vr/2)-

'Uma prova mais formal desta implicagao pode ser encontrada na Segdo 4.8 de [49].
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Figura 5.1: Menor G onde dy > 1 e d =1 (n = 30,71 = 6,72 = 10).

Prova. Pelo Lema 5.6, as arestas rotuladas com «y; formam um 2-fator com
mais de um ciclo (ndo formam ciclo hamiltoniano). Seja um inteiro ¢; > 0,

onde 1 <4 < k/2. Logo,
k/2

> ot

i=1
é miultiplo de d,. Assim, se existe um caminho em G que inicia em u e
termina em v, entdo a distdncia entre estes vértices na ordenagao ciclica,
definida por dist(u,v) = r(v) —, 7(u), é miltipla (mod n) de d,.

Para que G seja conexo, deve haver um caminho entre qualquer par de

vértices. Portanto, deve existir um inteiro ¢, tal que dist(u,v) =t -, do,
para todo u,v € V(G) (ou seja, para toda dist(u,v), 0 < dist(u,v) <n—1).

Como dist(u,v) também é miltiplo (mod n) de mdc(dy,n), para que todo
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inteiro dist(u,v), 0 < dist(u,v) < n — 1 seja gerado pelo produto ¢ -, dy,

devemos ter? mdc(d,,n) = 1, ou seja, dy L n. O

Podemos agora provar a existéncia de ciclo hamiltoniano quando ~; £ n,

para todo 7; em I', conforme o teorema a seguir.

Teorema 5.9. Se v; £ n, para todo v; € ', entdo G possui ciclo hamiltoni-

ano.

Prova. Seja d, = mdc(vi,...,7¥|g/e)). Dividiremos a prove em dois casos:
dy=1ed,>1.

Seja dy = 1. Entéo existem v; e ; em I', tais que «; L «y;. Suponha (por
absurdo) que os vértices u e v sdo conectados por uma aresta rotulada com ~;
e pertengam a um mesmo ciclo C; do 2-fator gerado pelas arestas rotuladas
com ;. lemos 7v; =t -, 7;, para algum inteiro ¢. Mas +; ndo pode ser
multiplo (médulo n) de ; se «; L «y; (contradigdo). Isto nos leva a concluir
que os extremos de uma aresta rotulada com -y; pertencem a diferentes ciclos
do 2-fator gerado pelas arestas rotuladas com +; (e vice-versa). Podemos
afirmar também que se os vértices u e v sdo adjacentes em um ciclo C; do
2-fator gerado por +;, entdo havers arestas rotuladas com -y; que os conectam
aos vértices u' e v/, respectivamente, onde 1’ e v’ sdo adjacentes em um ciclo

Cy do mesmo 2-fator. Isto pode ser verificado pela igualdade:

Y +n Y% +a (=) =%

A Figura 5.2 ilustra um caminho percorrido através da seqiiéncia de rétulos
{7, %i,n — 7;}, onde podemos verificar que tanto este caminho quanto a

aresta uv, cujo rétulo é ~;, conduzirdo a um mesmo vértice v.

*Uma prova mais formal desta implicagio pode ser encontrada na Secéo 4.8 de [49].
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Figura 5.2: Caminho percorrido pelos rétulos {v;,v:,n — ;}-

Desta forma, sejam C4,...,Cy os ciclos do 2-fator gerado por +; (pelo
Lema 5.6, d = mde(~;, n)) Podemos facilmente identificar um ciclo hamilto-
niano utilizando o 2-fator gerado por ; e conectando seus ciclos através de

arestas rotuladas com +;, conforme a Figura 5.3.

Figura 5.3: Ciclo hamiltoniano utilizando os ciclos gerados por ; e as arestas

rotuladas com ;.

Seja d, > 1. Entao ; X «;, para todo v; e v; em . Seja £; > 0 inteiro,

onde 1 <4 < |k/2]. Logo,
[k/2]

Z L
=1

é miltiplo (médulo n) de d,. Assim, se existe um caminho de u para v

que ndo utilize arestas rotuladas com n/2 em G, entdo a distancia entre u
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e v na ordenacéo ciclica, definida por dist(u,v) = r(v) —, r(u), é mdltipla
(mod n) de d,. Portanto, somente haverd um caminho entre u e v se estes
estiverem a uma distdncia multipla de d, entre si. Com isto, teremos d,
componentes conexas, e como d, > 1, para que G seja conexo, deve haver
arestas com rétulo n/2 interconectando as componentes conexas. Neste caso,
k deve ser impar (Lema 5.1), d, L n/2 (Lema 5.7) e as arestas n/2 conectarao
componentes conexas distintas.

Suponha, inicialmente, que 7; = ;v1, para todo 1 < i < |k/2]. Ou seja,
todos os rétulos sdo miltiplos de um tnico rétulo (7;). Entéo, d, = ;. Pela
nossa hipétese inicial, v; £ n, para todo v; € I', logo 1 £ n e mdc(vy;,n) > 1.
Pelo Lema 5.7, 1 L n/2, portanto mdc(vy;,n) = 2. Pelo Lema 5.6, o 2-fator
gerado pelas arestas rotuladas com ; é formado por 2 ciclos distintos. Ainda
devido ao fato de que v; L n/2, as arestas rotuladas com n/2 conectam

vértices de ciclos distintos deste 2-fator. Pela igualdade
N2 +n Y 4a /2 =1,

percebemos que é facil construir um ciclo hamiltoniano, conforme a Figura

5.4.

. n/2 .
. Yi Y .

Figura 5.4: Ciclo hamiltoniano utilizando os ciclos gerados por ; e as arestas

rotuladas com n/2.
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Suponhamos, agora, que existem <; e -y; tais que um nao é miltiplo
(médulo n) do outro. Assim, arestas rotuladas com +y; conectam vértices
de ciclos distintos do 2-fator gerado por 7y;. No entanto, o subgrafo induzido
pelas arestas dos 2-fatores gerados por -; e y; possui, neste caso, d, compo-
nentes conexas. Como supomos que d, > 1, as arestas rotuladas com n/2
sdo necessérias para conectar os 2-fatores (portanto, k é impar). Observe
que, apesar de as arestas n/2 conectarem diferentes componentes conexas do
subgrafo induzido pelas arestas rotuladas com -; e +y;, elas s6 as conectam
duas a duas, pois cada vértice s6 possui uma Unica aresta incidente rotulada
com n/2. Isto inviabiliza a existéncia de um ciclo hamiltoniano utilizando
apenas os ciclos gerados por <; e as arestas n/2, sendo necessdria a utilizagao
de arestas com outro rétulo (vy;, por exemplo). Uma solu¢éio possivel é tomar
o 2-fator gerado por -; e conectar seus ciclos, alternadamente, com arestas

rotuladas com n/2 e «y;, conforme a Figura 5.5.

Figura 5.5: Ciclo hamiltoniano utilizando os ciclos gerados por ; € as arestas

rotuladas com n/2 e v;, alternadamente.

O

Assim, podemos generalizar, no corolario a seguir, os resultados para
os casos estudados isoladamente (apenas para nio tornar demasiadamente

grande a demonstragdo deste resultado genérico).
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Corolario 5.10. G possui ciclo hamiltoniano.
Prova. Pelos Teoremas 5.5 e 5.9. O

Conforme demonstrado no Capitulo 2, a existéncia do ciclo hamiltoniano,
apesar de necessaria, nao é suficiente para o SDCM. Uma possivel diregao
para o desenvolvimento de um algoritmo que verifique a existéncia do SDCM
em grafos k-regulares seria utilizar a mesma idéia empregada no caso cibico.
Naquele caso, o teste de SDCM poderia ser abordado como um teste de
isomorfismo do grafo de entrada com dois outros grafos bem definidos (M,
e Tp2). Entretanto, para o caso k-regular, ainda é necessério estabelecer
quais serao estes grafos basicos. Isto requer que antes sejam identificadas as
combinagoes de valores de «; que sdo equivalentes, ou seja, que irdo gerar
grafos isomorfos, para que sejam evitados testes redundantes.

Por exemplo, é facil verificar que um grafo 5-regular com 10 vértices, que
admite SDCM, e onde y; = 1 e y2 = 2, também pode ser rotulado com v; = 3
e v, = 4, mantendo o SDCM, conforme indicado na Figura 5.6. Isto se deve
ao fato de que v = 3 -, 71 (note que 3 L n) e, se multiplicarmos 7y, da
mesma, forma, teremos 3 -, 2 = 6, porém o simétrico (mod n) de 6, menor
que n/2, neste caso, é 4. Por isso, 75 = 4.

Assim, podemos definir uma transformagéo sobre determinada rotulagio
A, gerando ), que mantenha a propriedade do SDCM. Diremos que X é
equivalente a A, denotando por A = X. Inicialmente, mostraremos que existe
uma transformagao que mantém a primalidade relativa de cada rétulo «; com

n.
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Figura 5.6: Grafos isomorfos que admitem SDCM.

Lema 5.11. Seja um inteiro a < n/2, a 1 n, e N uma nova rotulagio de

G tal que, para todo v, em 1",

. QY se Y <n/2
N—Q Y Sea-,y>n/2

Entdo, v; 1 n se e somente se vy, L n.

Prova. Pelo Teorema 1.4 (Euclides), temos que mde(n, « +, ;) = mdce(n, ay;).
Mas como a L n (por hipétese), mdc(n,ay;) = mde(n,v;). Dado que
Vi = @ n v, entdo mde(n,v;) = mde(n,y;). Assim, v; L n se e somente
se v, L n.

£ importante observar que se +y; é primo de n, entdao n — -; também o
é. Podemos demonstrar esta afirmagdo por contra-posi¢do. Suponhamos
n —; £ n, ou seja, d = mde(n — ;,n) > 1. Entdo, (n —v;)/d e n/d séo
inteiros. Isto implica que «y;/d é inteiro. Como -y; e n sdo divisiveis por d > 1,
mde(y;,n) > 1.

Note que a transformacdo definida néo especifica o caso onde 7y, = n/2.

Por isso, provaremos ainda que -y, # n/2, para quaisquer -y; e n. No caso onde
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n é impar, isto é trivialmente verdade, pois o operador mod sempre resulta
em um inteiro. Suponhamos, entéo, n par. Suponhamos ainda (por absurdo)
que 7y, = n/2. Logo, temos « -, y; = n/2. Pela defini¢cio do operador mod,

existe um inteiro ¢, tal que

ay;, = tn+n/2
= 2t(n/2)+n/2
= (2t+1)n/2. (5.1)

Assim, ay; é multiplo de n/2. Podemos, entdo, afirmar que mdc(ary;, n/2) #
1, ou seja, a e/ou 7y; possuem um divisor em comum com n/2. Como a L n
(por definigéo), entdo o L n/2. Logo, v; £ n/2. Da Equacdo 5.1, a divide
(2t + 1). Portanto, -y; é miltiplo de n/2. Mas isto é uma contradicdo, pois

v < n/2 por defini¢do. Logo, v, # n/2. O
Agora podemos demonstrar que A’ = A, através do teorema a seguir.

Teorema 5.12. Seja um inteiro o < n/2, @ L n, e N uma nova rotulagdo
de G tal que, para todo i, 1 <1 < |k/2],

, Vi se Yy < /2

Y =

N —p & n Y S€a-p7Y>n/2

Entao, X' é um SDCM para G.

Prova. Pelo Lema 5.11, os ciclos hamiltonianos de G serdo cobertos adequa-
damente pelos novos rétulos, ja que A é um SDCM para G e se y; L n, entao
v; L n. De igual forma, os 2-fatores com d ciclos serdo devidamente cobertos
pelos rétulos de X, pois se a L ; entdo mde(y;, n) = mde(a -, 3, 1) = d.
Assim, a transformagdo apresentada é uma funcdo bijetora que mapeia
os rétulos de A para A’ e o niimero de rétulos utilizados por A’ também sers

k. O
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Na prova do Lema 5.11, pudemos verificar que se ; L n, entdo (n—=;) L
n. O mesmo vale para «. Logo, como a L n, entéo (n — &) L n. Também
é facil verificar que o simétrico (médulo n) de qualquer inteiro a < n/2 serd
maior que n/2, pois a +,, (n —a) = nmodn = 0. Assim, todo @ < n/2
possui um simétrico n — @, onde (n —a) L n e (n — ) > n/2. Substituindo

a pelo seu simétrico nas equagdes que determinam -y}, temos

(n - a) nYi = (n7z) —n (a')'i)

= —O0-'n%,
e, no segundo caso,
n—rpnm—0)n% = n—n(—anm)
= & 'n Y-

Assim, podemos notar que se « for substituido pelo seu simétrico (médulo
n), a rotulagdo A gerada se manterd inalterada. E os inteiros a > n/2, tais
que o L m, repetirdo os rétulos gerados pelos inteiros o < n/2, tais que
aln.

De forma anéloga & funcéo que define os rétulos (7;) das arestas, podemos
perceber que existe uma fungéo bijetora que mapeia os rétulos ('r(v)) dos

vértices de G em A e N. Esta fungdo é definida da seguinte forma:

r'(v) =7(v) +n (@ — 1) (r(v) —1).

Ou ainda, de forma simétrica:

r'(v) =2~ [r(v) + (e = 1) (r(v) — 1)].

A fim de ressaltar o impacto desta equivaléncia de rotulagoes, colocamos

o corolario a seguir.
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Corolario 5.13. Se X\ utiliza um rdtulo v; tal que v; L n, entdao eriste uma

rotulacdo X' que € um SD cordal para G e onde v; = 1.

Prova. No caso trivial, onde A j4 utiliza um ~; = 1, a proposic¢éo é verdadeira,
bastando permutar os rétulos de forma que i = 1. Nos demais casos, A utiliza,
um y; > 1, tal que ; L n. Seja o o inverso multiplicativo (mod n) de ~;,
caso este inverso seja menor que m/2, ou o seu simétrico, caso contrario.
Segue que o L n, pois @, v, =1, e (n — 1) L n. Logo, existe um o < n/2,
tal que @+, v, = 1lou @+, v = n — 1. Assim, a transformacgio do Teorema,
5.12 aplicada a A gerard uma rotulacio X, tal que X = )\, e onde v, = 1.

Basta, entao, permutar os rétulos de forma que i = 1. O

B importante observar que mesmo duas rotulagbes A e M, onde vy =1 e
v; = 1, podem ser tais que A = X. Um exemplo pode ser obtido com um
grafo G onde n = 14,k = 7. Seja A tal que y1 = 1,79 = 2,3 = 5, e X tal
que v, = 1,7, = 3,44 = 6 (Figura 5.7). E f4cil verificar, pelo isomorfismo

dos grafos da Figura 5.7, que A = ).
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(a’) 71=1)72=2’73=5 (b) 711:177523» é:6

Figura 5.7: Exemplo de equivaléncia onde v; = v = 1.
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Este resultado torna evidente a necessidade de uma melhor caracterizacao
do real conjunto de rotulagdes que geram SDCM para G, isto é, quando
forem eliminadas todas as equivaléncias. Tal caracterizacao poderia indicar
o caminho na busca de um algoritmo polinomial para o reconhecimento de
grafos que admitem SDCM, caso o numero de rotulagdes nao-equivalentes
seja polinomial. Esta é uma drea promissora de pesquisa devido a sua relacao
com o reconhecimento de grafos circulantes (Segéo 5.2), sendo indicada como
trabalho futuro.

Quando fixamos o grau de G, ou seja, quando k£ é uma constante, o
niimero maximo de rotulagdes candidatas a serem um SDCM (sem desconsi-

derar as equivaléncias) é dado por

(1)

Deste modo, teremos O(n*) rotulagdes a serem testadas num algoritmo de
verificagdo de SDCM em G, para um dado grau k.

Dado um conjunto I' de rétulos e n, podemos facilmente (em tempo po-
linomial) construir um grafo H com 7 vértices que admita um SDCM uti-
lizando os rétulos em I'. Para isso, basta dispormos os vértices em uma
ordenacdo ciclica arbitraria e, para cada <; em I', conectarmos os vértices
a distancia ; entre si. Na Secdo 5.2 serd mostrada uma forma ainda mais
simples de construirmos H pela sua matriz de adjacéncias.

Em [65] foi provado que o teste de isomorfismo para grafos com grau
limitado pode ser feito em tempo polinomial. Assim, podemos decidir po-
linomialmente se G e H sdo isomorfos entre si. Isto nos d4 um algoritmo
polinomial para verificar se G admite SDCM, quando o grau de G é fixo.
Serd demonstrada, na se¢do a seguir, que este resultado se estende para a

classe dos grafos circulantes.
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5.2 Grafos circulantes

Antes de definirmos a classe dos grafos circulantes, algumas definigtes
se tornam necessarias. Alguns conceitos se utilizardo da teoria dos grupos.
Para um maior aprofundamento nestes conceitos, sugerimos [67].

Dizemos que um grafo G é um grafo de Cayley se os vértices de G cor-
respondem aos elementos de um grupo e as arestas correspondem & agéo dos
geradores deste grupo. Mais formalmente, seja A um grupo finito e S um
conjunto gerador de A, onde S C A, tal que se s € S, entdo st € S (S é
fechado sob inversos). G é um grafo de Cayley se V(G) = A e E(G) = {uv |
ds € S,v = s*u}, onde * é a operagdo definida para A.

A classe dos grafos de Cayley é bastante extensa e engloba os ciclos (Cy,),
toros, hipercubos, grafos estrela, grafos bubble sort, ciclos cubo-conexos (cube-
connected cycles), grafos panqueca (pancake), circulantes, dentre outros [10].

Uma rotulagao A é dita uma rotulacdo de Cayley quando os rétulos das
arestas correspondem aos geradores do grupo, ou seja, se v = § * u entao
Au(uv) = 8. Como S é fechado sob inversos, logo 9(s) = s71.

Em [36] foi demonstrado que um grafo rotulado (G, \), onde G é k-regular
e A é uma orientagdo localmente simétrica, ¢ um SD minimal se e somente se
G ¢é um grafo de Cayley e A uma rotulagdo de Cayley. Em [18] este resultado
foi estendido para grafos direcionados.

Seja Z, = {0,1,...,n — 1} o grupo ciclico de ordem n sob a operacao
da adiggo. Um grafo circulante é um grafo de Cayley sobre Z,. Neste caso
particular, F(G) = {uv | v = u +, s}, onde s € § C Z,.

Existem diversas defini¢cbes equivalentes de grafos circulantes na litera-
tura. Uma delas é que um grafo G é circulante se e somente se existe uma
permutagao ciclica dos vértices que é um automorfismo de G. Outra carac-

terizagao utiliza o conceito de matriz circulante. Uma matriz n x n é dita
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circulante se a i-ésima linha é o deslocamento ciclico da primeira linha de
i posicoes, ou seja, a;; = agj—,i, onde ¢,5 = 0,...,n — 1. Um exemplo de

matriz circulante (correspondente ao grafo da Figura 5.7(a)) é dado a seguir.

1)

(0110010001001
1011001000100 1
11011001000100
AG)=l011011001000T10
0011011001000 1
10011011001000

\EEEEEEEEEESEEE)

Um grafo G ¢ dito circulante se a sua matriz de adjacéncias é circulante.
Assim, o conjunto gerador S de um grafo circulante G pode ser associado as
colunas com o valor 1 na primeira linha da matriz de adjacéncias de G. Esta
caracterizacdo também nos indica que um grafo circulante pode ser comple-
tamente caracterizado pela primeira linha da sua matriz de adjacéncias.

A relevéncia dos grafos circulantes torna-se evidente pelas suas proprie-
dades de conectividade e forte simetria, sendo considerados como uma ex-
celente topologia para interconexao de rede, VLSI, e sistemas distribuidos
[11, 59, 61, 62, 68]. Caracteristicas como pequeno didmetro, alta conectivi-
dade, esquemas de roteamento implicito, dentre outras, podem ser obtidas
pela escolha adequada do conjunto gerador e séo algumas das motivagoes
para o seu uso.

Como exemplos do seu emprego na teoria dos grafos, temos os grafos de
Harary e de Ramsey [24]. Em [50] foi demonstrado que todo grafo de Harary
Hy, ,, ¢ um grafo k-conexo (em vértices e arestas) com n vértices e com o menor
ndmero de arestas possivel. Todos os grafos Hy,, k-regulares s@o circulantes

(Hy,n 86 néo é regular se k e n forem {mpares e, mesmo neste caso, ele possui
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um subgrafo circulante). Em [88], Ramsey mostrou que, dados os inteiros c e
i, existe um menor inteiro 7(c, ¢) tal que todo grafo com 7(c, %) vértices contém
uma clique com ¢ vértices ou um conjunto independente com 4 vértices. O
ndmero r(c, %) ficou conhecido como nimero de Ramsey. Os grafos utilizados
para provar que 7(3,3) = 6, r(3,4) =9, r(3,5) = 14, r(4,4) = 18 séo todos
circulantes [24].

Grafos circulantes tém sido estudados amplamente e de vérias formas na,
literatura. Muitos resultados analisam os circulantes sob a 6tica da, dlgebra, li-
near, estudando as propriedades da sua matriz de adjacéncias e, muitas vezes,
utilizando a teoria espectral de grafos (andlise dos autovalores e autovetores
da matriz) [27, 32, 33, 62, 69]. Diversos outros avangos foram obtidos pela
teoria dos grupos [2, 31, 48, 60, 63, 72, 77, 78, 79, 80, 81, 90]. Alguns outros
analisaram propriedades especificas, como planaridade, coloracio, hamilto-
nicidade, etc. [3, 4, 12, 51, 86]. Nossa abordagem neste trabalho se diferencia
pela utilizacdo de conceitos de teoria dos grafos e teoria dos nimeros para
apresentar novos resultados e correlagoes com o SDC.

Apesar da clara equivaléncia entre os circulantes e os grafos regulares que

admitem SDCM, formalizaremos esta relagdo no teorema a seguir.

Teorema 5.14. G € circulante se e somente se G € k-regular e admite

SDCM.

Prova. (=) Seja G circulante. Entdo E(G) = {ww | v = v +, s}, onde
s € § C Zy. Seja A uma rotulagdo para G tal que A\, (uv) = s. Como os
vértices de G sdo elementos de Z,, eles j4 possuem uma ordenacéo ciclica
natural, onde 7(u) = u para todo u € V(G). Desta forma, a aresta uv seré
rotulada com A, (uv) = r(v) —, 7(u). Logo, A é um SDC para G. Como
todo vértice estd conectado ao vértice a disténcia s (mod n), G é k-regular

e A utiliza k rétulos. Logo, A é um SDCM.
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(<) Seja G um grafo k-regular que admite SDCM. Entdo existe uma or-
denagdo ciclica dos vértices e cada aresta uv € E(G) é rotulada com A\, (uv) =
r(v) —n r(u), onde 0 < r(u) < n — 1. Facamos os vértices de G elementos
de Z,, de forma que v = r(u). Com isto, A\y(uwv) = s = v —, u. Logo,
v = u +, § para toda aresta uv € E(G). Assim, podemos dizer que S =1 ¢é

um subconjunto gerador de Z,. Portanto, G é circulante. O

A constatagdo desta equivaléncia faz convergir os resultados anterior-
mente aplicados isoladamente aos circulantes para os grafos regulares com
SDCM (e vice-versa). Como exemplo, podemos redefinir o problema de re-
conhecimento de grafos regulares que admitem SDCM. O isomorfismo entre
dois grafos G e H pode ser visto como uma permutagéo de linhas e colunas
da matriz de adjacéncias de G (A(G)) que gere A(H). Assim, dado um
grafo regular G, testar se G admite SDCM é equivalente a encontrar uma,
permutacdo das linhas e colunas de A(G) tal que a matriz resultante seja
circulante.

Outro exemplo da consisténcia entre os dois conceitos é o resultado em
[14], onde é estabelecido que mdc(vp,71,---,7, 1) = 1. Mais precisamente,
existem mdc(vo, 1, - - -, ) componentes conexas isomorfas. Estes resultados
sao coerentes com os Lemas 5.7 e 5.8. A implicagéo direta destes resultados
é que um grafo circulante é hamiltoniano se e somente se ele é conexo [26].

A demonstragdo de que todo grafo que admite SDCM é hamiltoniano
(Corolério 5.10), se aplica diretamente aos circulantes, ndo sé confirmando
um resultado ja estabelecido (de fato, todo grafo de Cayley é hamiltoniano
[28]), como fornecendo novas formas de construir ciclos hamiltonianos nesta
classe.

A transformagéo definida no Lema 5.11 também possui sua analogia no

contexto dos circulantes. Sejam G e H circulantes cujos conjuntos geradores
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sao R e S, respectivamente, onde R, S C Z,. Dizemos que R e S sdo pro-
porcionais, denotando por R ~ S, se para algum inteiro a L. n, R=a -, S.
Claramente, se R e S séo proporcionais, entdo G(R) e G(S) séo isomorfos
(R ~ S = G(R) = G(5)), onde G(X) é o grafo circulante cujo conjunto
gerador é X. Uma prova mais direta desta propriedade, utilizando conceitos
de teoria dos grupos, pode ser encontrada em [60].

A reciproca desta proposigao (G(R) & G(S) = R ~ S) foi conjecturada
em [1] e ficou conhecida como a Conjectura de Addm. Contudo, em [33] foi
mostrado um contra-exemplo com os geradores R = {+1,+2,+7} ¢ § =
{£1,16,+7}, R, S C Zg, que demonstra que a conjectura, é falsa. Os grafos
G(R) e G(S) deste contra-exemplo estdo representados nas Figuras 5.8(a) e
5.8(b), respectivamente. F facil verificar neste exemplo que o isomorfismo

G(R) =2 G(S5) é obtido pela permutagio em Z;5 dada por

—51% se i é par
—b5i —4 se i é impar,
onde 7 € Zjg, mas R o S. Ou seja, ndo existe inteiro a 1L n, tal que
R =a-, S, apesar de estes conjuntos gerarem grafos isomorfos entre si.
Apés a constatagdo de que a conjectura de Adam é falsa, varios resulta-
dos se sucederam na caracterizacio de diversas classes de circulantes onde a
conjectura é verdadeira [14, 62, 76, 77, 78, 82]. Em alguns destes resultados,
a andlise é baseada no espectro do grafo (por exemplo, [32, 33, 62, 69]). Sabe-
se que todo grafo isomorfo possui 0 mesmo espectro; no entanto, a reciproca
é falsa.
Um problema de grande interesse é o reconhecimento de grafos circulan-
tes, isto é, dado um grafo G decidir se G é ou néo circulante. O caso geral

continua sem solugao polinomial. Por outro lado, também n&o foi estabele-
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N1\

(a) R = {£1,+2,+7} (b) 8 = {&1, 46,47}

Figura 5.8: Contra-exemplo da Conjectura de Adam.

cido que este problema é NP-completo. No entanto, alguns resultados para
classes especificas de circulantes foram solucionados polinomialmente.

O primeiro resultado na diregdo do reconhecimento de circulantes pode ser
encontrado em [87], onde torneios circulantes foram tratados (torneios sdo
orientagdes de um grafo completo [24]). O caso onde G possui um nimero
primo de vértices foi resolvido em [80] e [27]. O algoritmo de [80] possui
complexidade de tempo O(n®In®n). Outros resultados sobre circulantes com
n primo podem ser encontrados em [63, 72, 79).

Dizemos que G(S) é um circulante geométrico se S = {&1,%r,£r%, ...,
+rt} C Z, é o seu conjunto gerador, onde 1 < r < n/2 e t é tal que
r"+1 < n < r**! 4+ 1. O reconhecimento de circulantes geométricos foi
abordado em [81], onde foi apresentado um algoritmo para o problema com
complexidade de tempo O(n®Ilnn).

Uma classe especial de circulantes geométricos é gerada se colocamos a
restricdo n = cr? para algum inteiro ¢, 1 < ¢ < t. Os grafos que satisfazem

esta condigdo sdo chamados de circulantes recursivos, e o seu emprego em
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redes de interconexao é fortemente recomendado na literatura, tendo sido
proposto em [84] e suas propriedades estudadas em [3, 4, 75, 85]. O reconhe-
cimento de circulantes recursivos é tratado em [34].

No caso onde G é regular de grau fixo k, podemos aproveitar o algoritmo
citado anteriormente, que verifica se G admite SDCM, para utilizé-lo no
reconhecimento de circulantes arbitrarios, devido & equivaléncia demonstrada
no Teorema 5.14. Este resultado, além de ser vdlido por si s6, proporciona
uma nova dire¢do na busca de algoritmo polinomial para o caso genérico
(onde k é varidvel).

Um problema mais abrangente do que o reconhecimento de circulantes é
o reconhecimento de grafos de Cayley arbitrarios. Muito pouco se sabe sobre
a complexidade deste problema e suspeita-se que seja NP-completo [18]. O
problema de verificar se uma dada rotulagio é uma rotulacdo de Cayley (e,
conseqiientemente, um SDCM), foi primeiramente solucionado em [18] com
um algoritmo de complexidade de tempo O(n*™?). Em [10] este resultado

foi aprimorado para O(mlogn).
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Capitulo 6

Conclusao

Neste capitulo, explicitaremos os resultados obtidos neste trabalho e as
novas dire¢Oes de pesquisa que se abrem com 0s mesmos.

O primeiro resultado deste trabalho é a completa caracterizagao da classe
de grafos cibicos que admitem SDCM. Com este resultado, podemos facil-
mente testar se um dado grafo ciibico admite SDCM. De modo andlogo, dado
um ndmero par de vértices, podemos identificar de forma imediata os grafos
ctibicos (no minimo 1 e no maximo 2) daquele tamanho que admitem SDCM.

Identificamos, de modo independente do resultado anterior, uma classe
infinita de grafos ctibicos que admitem uma 6-CDC. Este resultado foi obtido
de forma construtiva, fornecendo um modo simples de gerar uma familia de
grafos cdbicos com esta propriedade.

Baseados nestes dois resultados, analisamos as relagbes intrinsecas entre
0 SDCM e a 6-CDC, mostrando que a classe dos grafos ctbicos que admitem
SDCM é praticamente um subconjunto da classe dos cubicos que admitem
6-CDC, havendo apenas uma excecao bem definida (Kj}).

De forma independente desta relagio, estabelecemos que os grafos ciibicos

que admitem SDCM sédo hamiltonianos e, conseqiientemente, 3-coloriveis em
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arestas. Mostramos o mesmo resultado para a familia definida de grafos
cubicos que admitem 6-CDC.

Através da generalizacio dos resultados sobre SDCM do caso ctibico para,
o caso k-regular, pudemos observar outra relago, desta vez entre a classe
de grafos k-regulares que admitem SDCM e a classe dos grafos circulan-
tes. Demonstramos que tais classes sdo equivalentes. Através desta equi-
valéncia, estabelecemos um método de reconhecimento de circulantes (e gra-
fos k-regulares que admitem SDCM) com complexidade de tempo O(nF),
quando o grau k do grafo é fixo. Este resultado, além de ser o tinico método
eficiente conhecido para o reconhecimento de circulantes arbitrarios, indica
um novo caminho na busca de um algoritmo polinomial para o caso onde
k é variavel. Acreditamos que uma anslise mais profunda das rotulacdes
equivalentes seria uma diregdo promissora.

Além do problema do reconhecimento, com os resultados obtidos adqui-
rimos uma melhor visdo da estrutura e propriedades dos grafos circulantes
e dos k-regulares que admitem SDCM. As decomposigbes (em 2-fatores e
emparelhamento perfeito) relacionadas com a primalidade relativa entre n
e os rétulos (ou geradores, no caso dos circulantes) nos fornecem uma nova,
perspectiva da topologia destes grafos.

O estudo sobre circulantes possui vasta literatura, a maior parte cons-
tituida por abordagens sobre a matriz de adjacéncias (élgebra linear e teoria
espectral de grafos) ou sobre teoria dos grupos (grafos de Cayley, grupos
ciclicos, etc.). Nossa abordagem utilizou apenas conceitos de teoria de grafos
e teoria dos nimeros para obter novos resultados, abrindo uma nova frente
de pesquisa no tema.

As pontes criadas entre conceitos téo distintos (SDC, CDC e circulantes)

nos permitem aproveitar resultados sobre um assunto e aplici-los em outro,
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ou ainda, utilizar provas mais simples do que aquelas estabelecidas sobre
um contexto isolado. Note que pelas relagoes aqui estabelecidas, podemos
afirmar que todo grafo circulante, n > 6, possui 6-CDC. Portanto, o impacto
deste trabalho é percebido tanto na drea de sistemas distribuidos (SDC),
quanto em teoria dos grafos (CDC e circulantes).

Varias diregoes de trabalhos futuros podem ser exploradas. Dentre elas,
temos a definicao exata das classes de equivaléncia das rotulagdes de um
grafo k-regular que admite SDCM. Conforme jé mencionamos, este resul-
tado poderia fornecer um algoritmo eficiente tanto para o reconhecimento de
circulantes arbitrarios, quanto para o teste de SDCM em grafos regulares.

Outro caminho interessante seria a analise da relagdo entre o SDCM em
grafos regulares arbitrarios e a CDC. Neste trabalho, abrangemos apenas
os grafos cibicos, onde relacionamos o SDCM com a 6-CDC. No entanto,
a mesma andlise poderia ser feita sobre grafos k-regulares e uma CDC com
ciclos de outro comprimento (2k-CDC, por exemplo). Podemos estender
ainda mais a abrangéncia e caracterizar os grafos arbitrdrios que admitem
SDCM.

Como a geragao da classe de grafos que admitem 6-CDC foi feita de
forma construtiva, considerando todas as possibilidades sobre as restricoes
definidas, poderiam ainda ser exploradas formas algébricas de estabelecer as
mesmas restri¢oes e definir esta classe. Tal definigfo, provavelmente, seria de
mais facil assimilagdo e mais genérica do que a construcdo exaustiva.

A prova (ou exibigdo de contra-exemplo) de que o método recursivo em-
pregado neste trabalho é capaz de gerar todos os grafos ciibicos que admitem
6-CDC € um problema ainda aberto. No caso de uma resposta negativa, a
busca por um outro método, ou uma modificagdo deste, que efetivamente

alcangasse este objetivo seria de especial interesse.
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Os resultados sobre SDC aqui apresentados poderiam também ser esten-
didos para cobrir um SD genérico (qualquer instdncia de SD). A caracte-
rizagdo do SD minimal teria impacto ainda maior. E um problema ainda
mais complexo (e interessante) seria o de testar se um grafo qualquer possui
SD minimal. Este tltimo problema j4 foi conjecturado ser NP-completo [42]

e tdo dificil quanto isomorfismo de grafos [18].
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Apéndice A

Definicao Formal de Senso de

Direcao

Quando definimos, no Capitulo 2, o conceito de senso de diregao, o fize-
mos de maneira informal para evitar que fossem inseridos conceitos desne-
cessérios para o entendimento do presente trabalho. De fato, em [41] o SD foi
formalmente descrito e suas propriedades fundamentais foram explicitadas.
Neste apéndice, procuramos incluir a caracterizagdo formal do SD para que
o conceito possa ser mais bem compreendido. Seguiremos, em sua maioria,

a notagao utilizada em [41].

A.1 Definicoes e notagao

Seja Plu] o conjunto de todos os passeios que se originam no vértice u,
e Plu,v] o conjunto de todos os passeios que se originam em u e terminam
em v. Da mesma forma que definimos a funcgdo de rotulagao de arestas A,
podemos estender esta defini¢do para passeios. Dada uma rotulagao A para

G, e um vértice u € V(G), uma funcdo de rotulagdo de passeios para u é
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uma, fungéo A, : Pfu] — I't tal que, para todo passeio p € Plul,

Au(®) = (Mu(uvr), Aoy (V102), - - <5 Agyy (vi—1w1)),

onde p = uvyvs...v; e I't é 0 conjunto de todas as seqiiéncias ndo vazias (ou
cadeias) de rétulos de T
Considere o grafo rotulado da Figura 2.1, e um passeio p = uvwv naquele

grafo. Pela defini¢cdo da funcéo de rotulacao de passeios, temos

Au(p) = (/\u(uv)»/\v(vw):/\w(w”))
= (1,1,2).

De forma anéloga & rotulagdo de arestas, consideremos que todo vértice
associa (localmente) um nome a cada um dos vértices do grafo. Uma fun¢do
de nomeacgdo local de vértices para u € V(G) é uma fungdo injetora G, :
V(G) — N, onde N é o conjunto de nomes. Assim, f,(v) = B,(w) se
e somente se v = w. Note que os nomes locais ndo sdo necessariamente
identificadores tinicos no grafo (apenas localmente distintos) e, portanto, o
sistema poderia ser anénimo.

Uma nomeagdo [ para (G, A) é o conjunto de fungdes de nomeagao locais
de todos os vértices de G, ou seja, § = {Bu, B, -..,0:}- Denotaremos por
(G, A, #) um grafo com rotulagio A e nomeagio .

Uma funcgdo de codificagdo [ para (G, A, ) é uma fungdo que associa
nomes a seqiiéncias de rétulos de passeios em G. Mais formalmente, é uma

fungdo f: 't — N U{e}, tal que
flo) e N <= FueV(G),p€ Plu]: 0 =A,(p),

onde € ¢ N é um elemento distinto denominado nome nulo.
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Dizemos que uma funcdo de codificacdo é consistente em (G, A, B) se e

somente se, para todo par de vértices u,v € V(G), e passeio p € Plu, )],

f(Au(p)) = /Bu('u)‘

De forma mais intuitiva, uma funcdo de codificacdo é dita consistente se
possibilita a um vértice u (origem do passeio p) inferir, baseado nos rétulos
associados s arestas, se diferentes passeios p terminam ou nao em um mesmo
vértice v.

Como conseqiiéncia direta desta definicdo, temos a proposi¢ao que se

segue.

Lema A.l. Se f é consistente entdo, para todo u,v,w € V(G), p1 € Pluv]
e ps € Pluw),
F(Au(p) = f(Aulp2)) = v=w.

Uma fungdo de decodificacdo h para f em (G, A, () é uma funcdo que
associa um nome a um dado par de nome e rétulo. Mais formalmente, é uma

funcdo h: T'x N — N U {e}, tal que
h(l,q) € N <= Juv € E[u], p € P[] : I = M (uv) e g = F(Aus(D)).

Dada uma funcdo de codificagao f, dizemos que uma fungdo de decodi-
ficacdo h para f é consistente se e somente se, para todo par de vértices

u,v € V(QG), e passeio p € Plvw],

B(M(wo), £ (8o()) ) = Buluw).

A.2 Senso de direcao

Dado (G, A, 3), A é um senso de dire¢do para G se e somente se as se-

guintes condigdes sdo satisfeitas:
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(i) existe uma fungéo de codificagfo consistente f para A,

(ii) existe uma fungdo de decodificacdo consistente h para f.

L L

B.(w)
u ~3—

o<

A (vw)

Figura A.l: Comunicagdo entre u e v a respeito de w.

A influéncia do SD, assim como o objetivo da fun¢éo de decodificagdo (in-
clusive a sua nomenclatura), podem ser mais facilmente entendidos através
do exemplo da Figura A.1. Considere, nesta figura, a situagdo do vértice
2 enviando uma informagdo ao vértice v a respeito do vértice w. O vértice
w é conhecido em u por G,(w) (resultado da fungdo de codificagdo sobre a
seqiiéncia de rétulos do caminho que o conecta a w). Assim, a mensagem en-
viada por u conterd informacao sobre um vértice chamado “G,(w)”. Suponha
que esta informacao seja recebida por v pela aresta rotulada localmente com
Mo(vu). Se existe SD, entdo o vértice v pode, baseado no rétulo A,(vu) e no
nome [, (w), deduzir (utilizando a fungdo de decodificagéo) que a informagéo
recebida diz respeito ao vértice conhecido localmente como &,(w). Esta pro-
priedade do SD é também chamada de tradug¢do da visdo local, porque cada

vértice pode traduzir a percepgao local de seus vizinhos.

A.3 Exemplo da presenca de SD

Para exemplificar o conceito de funcdes de codificagdo e decodificagao

consistentes, considere o toro rotulado da Figura 2.2(b). Vamos mostrar,
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pela defini¢iio formal de SD, que a rotulagdio natural do toro (indicada na
figura) é um SD.

Seja A a associagéo natural de rétulos I' = {cima, baizo, direita, esquerda}.
Esta rotulagéio possui claramente simetria de arestas 1 : cima = ¥(baizo), direita =
P (esquerda).

Seja B a seguinte fungéo: para todo par de vértices u,v € V(G), se
u # v, entdo [B,(v) é a seqiiéncia (ordenada lexicograficamente) de rétulos
correspondentes ao menor caminho entre u e v; se u = v, entdo F,(v) é
a seqiiéncia vazia. Por exemplo, na Figura 2.2(b), 8,(v) = |[direita, cimal].
Note que, neste sistema, N C I't,

Agora mostraremos que esta rotulagdo A é um SD. Dada uma seqiiéncia
o de rétulos, seja 7 a seqiiéncia obtida de ¢ removendo todo par de rétulos
7,7 tal que v = 9¥(v') e ordenando lexicograficamente a seqiiéncia resul-
tante. Para mostrar que A é um SD, mostraremos que existe uma funcdo
de codificagdo consistente f em (G, A, 3). Considere, por exemplo, a funcio

f: Tt — NU({e} tal que

(o) = o se ueV(G), pe Plu]: o= A(p)

€ caso contrario.

Pode ser verificado facilmente que esta fungéo f, aplicada a qualquer pas-
seio entre u e v, coincide com ,(v). No exemplo da Figura 2.2(b), temos
f([cima, direita, cima, baizo]) = [direita, cima] = B,(v) e f([direita, esquerda,
cima, direita]) = [direita, cima] = B, (v).

Podemos perceber, claramente, que a funcéo h(l,q) = f(l o g), onde o é
o operador de concatenagdo, é uma funcdo de decodifica¢io consistente para

f. Portanto, A é um SD.
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A.4 Exemplo da auséncia de SD

Considere agora o sistema (G, A) da Figura A.2. Para verificar que A
nao pode ser um SD para qualquer escolha de 3, sejam os quatro caminhos
p, = abe, py = ac, ps = def e py = dg. Para estes caminhos devemos ter
f(Aa(pl)) = f(Aa(p2)) = fa(c) e f(Ad(p3)) # f(Ad(p4))-

Por outro lado, temos Ay(p1) = [1,2] = Ag(ps), € Au(p2) = [3] = Ad(pa),
provando que a fun¢do de codificagdo néo é consistente, independentemente

de (.

Figura A.2: Exemplo de rotulacao que néo é um SD.

A.5 SD fraco

Uma forma mais fraca de SD em um sistema (G, A, ) é representada por
uma rotulagdo tal que exista um funcao de codificacdo consistente f, mas
nao necessariamente uma funcgao de decodificacdo consistente. Assim, dado
(G, A, ), dizemos que A é um SD fraco (SDF) se e somente se existe uma
fungao de codificagdo consistente para (G, A, ).

B importante notar que todo SD é um SD fraco, mas a reciproca nao é
verdadeira, ou seja, existem sistemas onde nenhuma fungéo de codificacao
consistente pode ser consistentemente decodificada. Considere o exemplo da

Figura A.3. Podemos facilmente encontrar uma func¢éo de nomeacéo (3 e
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uma fungdo de codificagdo tal que A é um SDF em (G, A, 8), utilizando, por
exemplo, o algoritmo de reconhecimento descrito em [22]. Seja f uma fungéo
de codificacdio consistente para A. Pelo vértice a, devemos ter f([1,2]) =
1([3,4]), e pelo vértice b, f([5,6]) = f([3,4]). Segue que f([1,2]) = f([5, 6])-

Seja. h uma fungdo de decodificagdo consistente. Pelo vértice ¢, devemos ter

h(7, £(11,2) = £(8), assim,
w7, £(15,6)) = /(®) (A1)

Considerando agora o vértice d, temos h(7, f([5, 6])) = f(10). Da Equaggo
A.1, temos que f(8) = f(10), mas isto contradiz o fato de que, pelo vértice

e, f(8) # f(10). Isto prova que A é um SDF mas ndo um SD.

Figura A.3: Exemplo de rotulagdo que é um SDF mas néo é um SD.

A.6 Consisténcia do SD cordal

Podemos, entéo, utilizar as defini¢des introduzidas neste apéndice para
demonstrar formalmente a consisténcia do SD cordal, ou seja, provar que ele

realmente é um SD.
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Seja A a rotulagao cordal (descrita no Capitulo 2) e dist(u,v) a distancia
a qual o vértice v estd do vértice u na ordenagdo ciclica. Fagamos £, (v) =
dist(u,v). Considere a funcdo de codificagdo f definida da seguinte forma:

Vp € Plvg], p = vov1 ... V104,

f (Avo(P)) = f (/\vo(’l)ovl),/\m(vlvz),---,/\vt_l(’Ut—l’Ut))

-1
= [Z Au; (v¢v¢+1)] mod n
=0

= dist(vg,v;)

= B (vt)'
Logo, f é consistente.

Considere agora a seguinte fungéo de decodificagdo h: Yuv € Efu], Vp €

P,

(M), f(Au(P))) = Mu(uo) +n f(Au(p)

= dist(u,v)

= IBU(,U)'

Logo, h é consistente. Portanto, A é um SD.
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