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Senso de direção é uma propriedade de grafos rotulados na qual a ro- 

tulação das arestas segue um esquema global consistente. Esta propriedade 

é conhecida por reduzir consideravelmente a complexidade de diversos pro- 

blemas distribuídos. Neste trabalho, estudamos uma instância particular 

de senso de direção denominada senso de direção corda1 (SDC). Em espe- 

cial, caracterizamos a classe de grafos cúbicos que admitem SDC minimal 

(com o menor número possível de rótulos). Generalizamos vários resultados 

para a classe dos grafos regulares. Demonstramos que a classe dos grafos 

regulares que admitem SDC minimal é equivalente à classe dos grafos cir- 

d a n t e s ,  apresentando uma forma eficiente (polinomial) de reconhecimento 

desta classe quando o grau do grafo é fixo. Analisamos outra propriedade, 

denominada cobertura dupla por ciclos (CDC), e descrevemos um método 

construtivo para geração de grafos cúbicos que admitem 6-CDC (CDC onde 

todos os ciclos possuem comprimento 6). Relacionamos o SDC minimal com 

a 6-CDC em grafos cúbicos, e mostramos que existe apenas um grafo cúbico 

(K4) que admite SDC minimal e não admite 6-CDC. 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partia1 fulfillment of the 

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.) 

CHORDAL SENSE OF DIRECTION IN DISTRIBUTED SYSTEMS 

Rodrigo Simões Camara Leão 

September/2004 

Advisor : Valmir Carneiro Barbosa 

Department: Systerns Engineering and Computer Science 

Sense of direction is a property of labeled graphs in which the edge la- 

beling follows a consistent global scheme. This property is known to consid- 

erably reduce the complexity of severa1 distributed problems. In this work, 

we study a particular instance of sense of direction called chordal sense of 

direction (CSD). In special, we characterize the class of cubic graphs that 

admit a minimal CSD (a CSD with the minimum possible nurnber of labels). 

We generalize many results to the class of regular graphs. We prove that the 

class of regular graphs that admit a minimal CSD and the class of circulant 

graphs are equivalent, presenting an efficient (polynomial) way of recogniz- 

ing this class when the graph's degree is fixed. We analyze another property, 

called the cycle double cover (CDC), and we describe a constructive method 

for generating cubic graphs that have a 6-CDC (a CDC in which every cycle 

has length 6). We relate minimal CSD with 6-CDC in cubic graphs, and 

show that there is only one cubic graph (K4)  that has a minimal SDC but 

does not admit a BCDC. 
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Capítulo 1 

A pesquisa na área de sistemas distribuídos é uma necessidade crescente e 

patente nos modelos e sistemas computacionais atuais. O conceito de distri- 

buição do processamento entre várias entidades se fortalece na medida em que 

as tecnologias de redes de computadores e processamento paralelo avançam 

a estágios anteriormente inimagináveis. Os progressos destas áreas de pes- 

quisa têm impulsionado o desenvolvimento (ou, ao menos, a revisitação) de 

algoritmos, mecanismos, técnicas, dispositivos, etc., que tratem este novo 

paradigma de forma eficiente. 

Por outro lado, a modelagem de um sistema distribuído através de um 

grafo permite a imediata obtenção de resultados de suma relevância. A 

interação entre as áreas de teoria dos grafos e sistemas distribuídos não é nova 

[7, 9, 66, 1011, mas profundamente edificante para ambas as partes. Tanto 

o estudo de algoritmos distribuídos ganha novas e poderosas ferramentas, 

quanto a análise de problemas em grafos vê aplicações reais de seus resultados 

e conceitos. 

Neste trabalho, analisaremos o conceito de senso de direção em sistemas 

distribuídos, o qual já foi demonstrado ser eficaz em reduzir a complexidade 



da solução de diversos problemas distribuídos [92]. Em especial, caracteriza- 

remos de forma completa a classe dos grafos cúbicos que admitem senso de 

direção cordal minimal (SDCM), generalizando posteriormente vários con- 

ceitos para grafos k-regulares. Com estas generalizações, explicitaremos a 

equivalência entre os grafos que admitem SDCM e a classe dos grafos circu- 

lant es. 

Mostraremos também a relação da classe dos grafos cúbicos que admitem 

SDCM com o conceito de cobertura dupla por ciclos [105], provando que, 

na verdade, tal classe é um subconjunto (com apenas 1 exceção) da classe 

dos grafos que admitem uma cobertura dupla por ciclos de comprimento 6. 

Apresentaremos um método recursivo para a geração de uma fam'lia infinita 

de grafos cúbicos que admitem 6-CDC. Provaremos, ainda, que os grafos de 

ambas as classes são hamiltonianos. 

Descreveremos, a seguir, como o trabalho está organizado, destacando a 

contribuição de cada capítulo. 

No Capítulo 1, é apresentada uma visão geral do que trataremos neste 

trabalho, além de fornecer as definições e notações utilizadas por todo o texto. 

No Capítulo 2, introduziremos o conceito de senso de direção (SD). Para 

isso, começaremos descrevendo o conceito de rotulação local de arestas. De- 

finiremos SD de maneira informal, demonstrando o seu impacto na com- 

plexidade de problemas distribuídos e o atual estado da pesquisa dos seus 

problemas ainda abertos. Descreveremos, neste capítulo, todas as instâncias 

de SD encontradas na literatura sobre o assunto. Analisaremos, especifica- 

mente, a instância do senso de direção cordal (SDC) no contexto dos grafos 

cúbicos, chegando à caracterização da classe dos grafos cúbicos que admitem 

SDCM. 



No Capítulo 3, será apresentado o conceito de cobertura dupla por ciclos 

(CDC) . Focalizaremos, então, o estudo da CDC cujos ciclos possuem com- 

primento 6 (6-CDC) no contexto dos grafos cúbicos. Apresentaremos urna 

forma construtiva de gerar grafos cúbicos que admitem 6-CDC, dividindo os 

casos conforme a cintura do grafo. 

No Capítulo 4, relacionaremos os conceitos do SDCM com a 6-CDC, 

utilizando e consolidando os resultados obtidos nos Capítulos 2 e 3. Explici- 

taremos a intercessão entre a classe dos grafos cúbicos que admitem SDCM 

e a classe dos grafos cúbicos que admitem 6-CDC, mostrando que a primeira 

é praticamente um subconjunto da segunda. 

No Capítulo 5, expandiremos os resultados do Capítulo 2 para a classe dos 

grafos I%-regulares. Apresentaremos a classe dos grafos circulantes e o pro- 

blema do seu reconhecimento, o qual continua aberto. Demonstraremos que 

os circulantes são equivalentes aos grafos k-regulares que admitem SDCM, 

evidenciando a importância da caracterização desta classe de grafos. 

No Capítulo 6, serão expostas as conclusões deste trabalho. Apresenta- 

remos o impacto dos resultados obtidos e as direções futuras de pesquisa no 

tema que se abrem com estas contribuições. 

No Apêndice A, definiremos formalmente o conceito do SD (conforme 

[41]), exemplificando o seu emprego e mostrando a consistência do SDC com 

esta definição. Esta formalização não foi inserida nos capítulos anteriores por 

não ser necessária para a compreensão dos resultados deste trabalho. 



1.1 Definições básicas e notação 

1.1.1 Sistemas distribuídos 

Um sistema distribuido é um conjunto de processadores interligados de 

alguma forma por uma rede de canais de comunicação. Neste trabalho 

serão considerados sistemas distribuídos onde cada processador possui uma 

memória local não-compartilhada, e cada canal de comunicação conecta ex- 

clusivamente dois processadores distintos. Como os processadores não com- 

partilham memória, a única forma de intercâmbio de informação entre eles é 

através da troca de mensagens pela rede de comunicação. 

A complexzdade de mensagens e a complexidade de tempo de um pro- 

blema distribuído referem-se, respectivamente, à quantidade de mensagens 

e de tempo requerida na solução. As complexidades de tempo referenciadas 

neste trabalho são todas sobre sistemas asshcronos, ou seja, onde não há 

uma referência global de tempo e cada processador pode, sempre que ne- 

cessário, enviar uma mensagem imediatamente. O tempo de processament o 

local (isto é, o tempo gasto em outras tarefas que não a comunicação) nestes 

sistemas, em geral, é desprezível e desconsiderado no cálculo da complexi- 

dade assintótica, assim como o tempo de transmissão (e propagação). Em 

geral, também é considerado que as mensagens têm comprimento O(1). As- 

sim, nestes sistemas, a complexidade de tempo é medida pelo número de 

mensagens na maior cadeia causal da forma "recebe uma mensagem e envia 

uma mensagem como conseqüência" [9]. 

Sistemas distribuídos são usualmente modelados utilizando-se grafos [7, 

9, 66, 1011. O mesmo ocorre neste trabalho e, por isso, alguns conceitos de 

teoria dos grafos serão fundamentais para a compreensão dos resultados aqui 

expostos. 



1.1.2 Teoria dos grafos 

Um grafo simples G é um par ordenado (v(G), E(G)), onde V(G) con- 

siste de um conjunto finito e não-vazio de vértices, e E(G) consiste de um 

conjunto de arestas. Uma aresta é um par não-ordenado de elementos dis- 

tintos de V(G), tais que arestas distintas nunca são formadas por um mesmo 

par de vértices. Todos os grafos tratados neste trabalho serão simples, as- 

sim serão chamados simplesmente de grafos. Por todo o texto, o literal G 

denotará um grafo qualquer sempre que omitida a sua especificação. 

Dois vértices distintos u e v, pertencentes a V(G), são ditos adjacentes 

(ou vizinhos) se a aresta e = uv pertence a E(G). Neste caso, dizemos ainda 

que u e v são os extremos de e, e que a aresta e é incidente aos vértices u 

e v. Como uma aresta é um par não-ordenado, podemos representá-la como 

e = uv = vu. Duas arestas são ditas adjacentes se possuem um extremo em 

comum. Denotaremos por n o valor IV(G) I e por m o valor I E(G) 1, e tais 

literais terão este significado sempre que omitida a sua especificação. 

Seja G um grafo e S um subconjunto de V(G). A vixinhança de S em G, 

denotada por NG(S), é o conjunto de todos os vértices adjacentes a algum 

vértice de S em G. 

Um grafo G é dito completo quando quaisquer dois vértices distintos em 

G são adjacentes. O grafo completo com n vértices será representado por 

Kn . 
Um grafo H é dito um subgrafo de um grafo G se V(H) c V(G) e 

E(H) c E(G). Nesse caso, dizemos ainda que G é um supergrafo de H. 

Suponhamos que V' seja um subconjunto não-vazio de V(G). O subgrafo de 

G cujo conjunto de vértices é V' e cujo conjunto de arestas é o conjunto das 

arestas de G que possuem seus dois extremos em V' é chamado de subgrafo 

induzido de G, denotado por GIV1]. Agora, suponhamos que E' seja um 



subconjunto não-vazio de E (G) . O subgrafo de G cujo conjunto de vértices 

é o conjunto de extremos das arestas em E' e cujo conjunto de arestas é E' 

é chamado de subgrafo de G induzido por arestas de E'. 

Sejam G e H grafos com pelo menos 1 vértice em comum. O supergrafo 

S = G U H é tal que E(S) = E(G) U E(H) e V(S) = V(G) U V(H). 

Denotaremos por G - E' o grafo obtido de G pela remoção das arestas em E' 

e dos vértices que, devido a esta operação, tiverem todas as arestas incidentes 

a eles removidas (para que o grafo resultante sempre seja conexo). 

Seja H um subgrafo de G. Chamamos H de subgrafo gerador de G se 

V(H) = V(G) . Uma clique de G é um subconjunto V' c V(G) , tal que GIV1] 

é completo. Um conjunto independente de G é um subconjunto V' E V(G), 

tal que se u, v E V', então uv 6 E(G). 

Sejam G e H grafos quaisquer. Dizemos que S se decompõe em G e H 

quando G e H são subgrafos geradores de S e E(G) n E(H)  = 0. 

Dois grafos G e H são ditos isomorfos entre si, denotado por G E H ,  

caso exista uma função bijetora 0 : V(G) + V(H) tal que uv E E(G) 

se e somente se f (u) f (v) E E(H). Chamamos de automorfismo de G um 

isomorfismo de G consigo próprio, ou seja, uma permutação em V(G) que 

preserva as adjacências. 

O grau de um vértice u E V(G), denotado por dG(u) é a quantidade de 

arestas de G incidentes a u. O grau máximo de G, denotado por A(G), é 

o maior entre todos os graus dos vértices em V(G). O grau mz'nimo de G, 

denotado por 6(G), é o menor entre todos os graus dos vértices em V(G). 

Um grafo G é dito regular se existe um inteiro k tal que dG(u) = k ,  para 

todo u E V(G). Neste caso, dizemos que G é k-regular, e A(G) = 6(G) = k .  

Grafos 3-regulares são chamados de grafos cúbicos. Por todo o texto, o literal 

k significará o grau de G, quando G for regular. 



O fato de cada aresta uv contribuir para o grau de dois vértices distintos 

(u e v), faz com que a soma dos graus de todos os vértices de G seja o dobro 

do número de arestas. Segue-se, então, o teorema [24] enunciado a seguir. 

Teorema 1.1. 

Pela definição de grafo regular, podemos facilmente inferir o corolário 

abaixo. 

Corolário 1.2. Todo grafo k-regular, onde k é impar, possui um número par 

de vértices. 

Um emparelhamento em G é um conjunto de arestas não-adjacentes duas 

a duas. Dizemos que um emparelhamento M em G satura um vértice 

u E V(G) se existe uma aresta e E M tal que e é incidente a u. Um 

emparelhamento M em G é dito perfeito se satura todos os vértices de G. 

Um k-fator de G é um subgrafo k-regular gerador de G. Temos, então, 

que o subgrafo induzido pelas arestas de um emparelhamento perfeito de um 

grafo G é um 1-fator de G. 

Um passeio em G é uma sequência vovl. . . v1 de vértices de G onde cada 

qual é adjacente a seus vizinhos na sequência. Um caminho é um passeio onde 

todos os vértices são distintos. Chamamos de ciclo um passeio vovl. . . v1 onde 

v0 . . . vl-1 é um caminho, vl = v0 e 1 2 3. O comprimento de um caminho, 

assim como o comprimento de um ciclo, é dado pelo número 1 de arestas que 

o formam. Dizemos que um ciclo C é par (impar) se o comprimento de C é 

par (ímpar). Um ciclo de comprimento 3 será chamado de triângulo, assim 

como um ciclo de comprimento 4 é um quadrado, e assim por diante. 

Dizemos que um ciclo é hamiltoniano se ele possui comprimento n. E 

G é hamiltoniano se possui ciclo hamiltoniano. A cintura de G, denotada 



por g(G), é o comprimento do menor ciclo em G. Se G não possui ciclos, 

definimos a cintura de G como infinita. 

Seja C um ciclo de comprimento maior que 3. Chamamos de corda uma 

aresta uv onde u e v são vértices não-consecutivos de C. 

Sejam vo, vi, . . . , v,-1 os vértices de G. A matriz de adjacências de G 

é uma matriz n x n tal que A(G) = [aij], onde a, é o número de arestas 

incidentes a vi e vj. Como estamos lidando apenas com grafos simples, a 

matriz de adjacências só pode conter O e 1 como elementos. 

Um grafo G é dito conexo se existe um caminho entre qualquer par de 

vértices distintos pertencentes a V(G) , e desconexo caso contrário. Uma 

componente conexa de G é um subgrafo conexo H c G tal que G não possui 

subgrafo H' > H conexo. Um corte de vértices de G é um subconjunto 

V' c V(G) tal que a remoção dos vértices pertencentes a V' aumenta o 

número de componentes conexas de G. Um corte de arestas de G é um 

subconjunto E' C E(G) tal que a remoção das arestas pertencentes a E' 

aumenta o número de componentes conexas de G. 

A conectividade de vértices de G, denotada por K(G), é a cardinalidade 

de seu corte de vértices mínimo. Por definição, a conectividade de um grafo 

completo é igual a n. Seja um inteiro p 5 K(G). Dizemos que G é p-conexo. 

A conectividade de arestas de G, denotada por K'(G), é a cardinalidade de 

seu corte de arestas mínimo. Seja um inteiro p < K'(G). Dizemos que G é 

p-conexo e m  arestas. 

Seja um ciclo de comprimento n, onde n é par. Uma escada de Mobius Mn 

é o grafo obtido pela adição de cordas entre os pares de vértices que distam 

n / 2  neste ciclo. Claramente, Mn é cúbico. Um exemplo pode ser observado 

na Figura 1.1 (a). E fácil representar este grafo na forma de escada, conforme 

a Figura 1.1 (b) . 
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Figura 1.1: Escada de Mobius MIO (a) e sua representação em forma de escada 

(b) 

Um toro T,,J é uma malha retangular 1 x nl l ,  onde vértices opostos na 

mesma linha ou coluna são conectados. Na Figura 1.2 é mostrado o T12,3. 

Figura 1.2: Exemplo de toro (T12,3). 

Um sistema distribuído será representado por um grafo conexo G, no 

qual cada vértice representa um processador e cada aresta uv corresponde a 

um canal de comunicação que conecta os processadores representados pelos 

vértices u e v [7, 9, 66, 1011. 



1.1.3 Teoria dos números 

Sejam a e b números inteiros. Dizemos que a divide b (ou que a é divisor 

de b ou, ainda, que b é divis2vel por a), denotado por a I b, se a > O e o 

quociente b/a é um número inteiro. Caso contrário, denotaremos por a b. 

Assim, escrevemos 

a I b  ¢=. a>O e b = a t  

para algum inteiro t. 

Outra relação semelhante é quando dizemos que b é múltiplo de a,  que 

difere apenas pelo fato de que a não precisa ser positivo. Neste caso, queremos 

simplesmente dizer que b = at para algum inteiro t. 

O máximo divisor comum de dois inteiros a e b, denotado por mdc(a, b), 

é o maior inteiro que divide ambos. De forma análoga, o m2nimo múltiplo 

comum de dois inteiros, denotado por mmc(a, b) , é o menor inteiro divisível 

por ambos. 

Em várias partes deste trabalho, especialmente nos Capítulos 2 e 5, uti- 

lizaremos a noção de primalidade relativa. Dizemos que dois inteiros a e b 

são primos entre si, denotando por a I b, se mdc(a, b) = 1. E interessante 

ressaltar que apesar de o número 1 não ser considerado um número primo 

(absoluto), temos que 1 I a para qualquer inteiro a > 0. 

A operação binária a mod b é definida como o resto da divisão a/b. A 

operação mod ocorrerá com muita freqüência neste trabalho. Portanto, vi- 

sando a simplificação e leveza do texto, utilizaremos os operadores +,, -, e 

e, para representar a soma, subtração e multiplicação módulo n, respectiva- 

mente. Podemos escrever, ent ão, 



(a b) mod n = a a, b. 

Em diversas proposições deste trabalho, será utilizada uma relação entre 

primalidade relativa e multiplicação na aritmética modular. Visando evitar a 

duplicidade da demonstração desta relação durante as provas de vários lemas, 

a colocamos aqui em forma de lema, referenciando devidamente sempre que 

for utilizada. 

Lema 1.3. Sejam a, b e n inteiros. Então a I n se e somente se o menor 

b que satisfaz a equação b a, a = O é n. 

Prova. (+) Suponhamos que a I n, logo a e n não possuem divisor em 

comum. Podemos afirmar, então, que mmc(a, n) = an. Como an mod n = 0, 

n é o menor inteiro b que satisfaz b v, a = 0. 

(e) Suponhamos que o menor b que satisfaz b ., a = O seja n. Sabemos 

que cn mod n = 0, para qualquer inteiro c. Logo, para qualquer b tal que 

b e, a = O, o produto ba deve ser múltiplo tanto de n quanto de a. O menor 

inteiro que é múltiplo de a e n é mmc(a, n). Suponhamos (por absurdo) que 

mdc(a, n)  = d > 1. Neste caso, mmc(a, n)/d é múltiplo de a e n,  o que é 

uma contradição. Logo, mdc(a, n) = 1 e, conseqüentemente, a I n. O 

Um dos algoritmos mais antigos (mais de 2300 anos de idade), e ainda 

muito eficiente, é o algoritmo de Euclides para calcular mdc(a, b) [49]. Neste 

algoritmo, é utilizado implicitamente o teorema a seguir. 

Teorema 1.4 (Euclides) . 

mdc(a, b) = mdc(a, b mod a) 

Esta igualdade será utilizada na prova do Lema 5.11. Para aprofunda- 

mento no assunto de teoria dos números sugerimos [49] e [104]. 



Capítulo 2 

Senso de Direção Corda1 

Neste capítulo serão introduzidos conceitos e apresentados resultados so- 

bre senso de direção cordal e o problema do senso de direção cordal minimal 

será abordado. Analisaremos, em especial, o caso dos grafos cúbicos, carac- 

terizando de forma completa os grafos desta classe que admitem senso de 

direção cordal minimal. 

Pelo fato de o conceito de senso de direção se referir a uma propriedade 

em rotulações de arestas, inicialmente abordaremos algumas noções deste as- 

sunto. Em seguida, serão introduzidos conceitos gerais de senso de direção 

utilizados no desenvolvimento deste trabalho e importantes para a compre- 

ensão do mesmo. Uma definição mais formal do conceito de senso de direção 

pode ser encontrada no Apêndice A. 

2.1 Rotulação de arestas 

Seja um vértice u E V ( G )  . Denotaremos por E [u] o conjunto de arestas de 

G incidentes a u .  Dado um conjunto r denominado conjunto de rótulos, uma 

função de rotulação de arestas para u é uma função da forma A, : E[u] 4 r. 



Sejam A,, A,, . . . , A, funções de rotulação de arestas de todos os vértices 

pertencentes a V(G). O conjunto X = {A,, A,, . . . , A,) é dito uma rotulação 

de G. Note que em uma rotulação cada aresta de G possui dois rótulos 

associados, um para cada extremo. 

Figura 2.1: Exemplo de grafo rotulado. 

Na Figura 2.1 é representado um grafo cuja rotulação é dada por: 

onde I? = {1,2). 

Dizemos que uma rotulação possui orientação local se seus elementos são 

funções injetoras, ou seja, se em cada vértice u E V(G) os rótulos atribuídos 

às arestas incidentes são todos distintos. Uma rotulação X possui simetria de 

arestas se existe uma bijeção .SI : I' + I', tal que para toda aresta uv E E (G) , 
XU(uv) = (X,(VU)). Assim, dada uma aresta uv E E(G) e uma rotulação 

X com simetria de arestas, podemos inferir o rótulo que o vértice v associa a 



uv, a partir do rótulo que o vértice u associa a esta mesma aresta, aplicando 

a função de simetria $. Dizemos que uma rotulação X é uma orientação 

localmente simétrica se ela possui tanto orientação local quanto simetria de 

arestas. É fácil verificar que a rotulação da Figura 2.1 é uma orientação 

localmente simétrica, cuja função de simetria é dada por 

onde y E I'. 

Seja X uma rotulação para G. Um grafo rotulado é denotado pelo par 

ordenado (G, A). 

Senso de direção 

Em [92] foi verificada uma propriedade denominada senso de direção que, 

quando presente em sistemas distribuídos, reduz consideravelmente a com- 

plexidade da solução de diversos problemas. Esta propriedade refere-se à 

capacidade de os processadores distinguirem os canais de comunicação in- 

cidentes a eles segundo algum esquema global consistente. Dado um grafo 

rotulado (G, A), dizemos que o sistema possui senso de direção (SD) quando 

é possível inferir, através dos rótulos associados às arestas de G, se diferentes 

passeios iniciados em um vértice v terminam ou não em um mesmo vértice. 

Neste caso, dizemos ainda que X é um SD para G. Uma condição claramente 

necessária para a existência de SD é que X seja urna orientação local. E se X 

é uma orientação localmente simétrica, temos uma forma mais forte de SD 

chamado de SD simétrico. 

Existem algumas instâncias clássicas de SD em topologias específicas que 

j á eram exploradas anteriormente à generalização do conceito. Por exemplo, 



em uma topologia de anel, esta propriedade, usualmente chamada simples- 

mente de orientação, expressa a capacidade de os processadores distinguirem 

"esquerda" de "direita", onde "esquerda" tem o mesmo significado para to- 

dos os processadores. Já na orientação de um toro, são acrescentados ainda 

OS rótulos LL~ima') e "baixo". Exemplos de orientação em anéis e toros são 

mostrados nas Figuras 2.2(a) e 2.2(b), respectivamente. 

(4 (b) 

Figura 2.2: Orientação de anel (a) e toro (b). 

Outro caso particular de SD de especial interesse é a coloração de arestas 

[35], onde a função de simetria de arestas é a identidade. Desta forma, os 

rótulos associados a cada aresta são idênticos nos seus dois extremos. 

Neste trabalho, trataremos, em especial, da instância de SD Cordal, onde 

os rótulos são definidos pela distância entre os vértices em uma dada or- 

denação cíclica (a ser formalizado adiante). 

Durante as últimas duas décadas, várias novas evidências da influência 

positiva do senso de direção na complexidade de problemas distribuídos se 

sucederam. No entanto, este conceito só foi completamente formalizado em 



[41]. Uma das fortes evidências iniciais do impacto do senso de direção foi 

o problema da eleição de lider em grafos completos. Em [55] foi estabele- 

cido que R(n log n) mensagens são necessárias para a solução deste problema 

quando nada é assumido sobre a rotulação das arestas. No entanto, em [64] 

foi demonstrado que, assumindo a existência de um SD1, O(n) mensagens 

são suficientes para o mesmo problema. 

Muitos resultados na literatura sobre redução de complexidade de proble- 

mas distribuídos clássicos (como eleição, broadcast, busca em profundidade, 

árvore geradora mínima, etc.) atacaram topologias específicas como grafos 

completos [30, 40, 53, 64, 66, 73, 74, 951, anéis cordais [6, 54, 71, 83, 1001, 

hipercubos [8, 30, 37, 89, 981, dentre outras. Entretanto, as propriedades e 

algoritmos que exploram o SD em topologias arbitrárias também possui vasta 

literatura [38, 39,40, 45, 58, 91,94, 1001. Diversas pesquisas têm se dedicado 

ainda ao estudo da computabilidade em sistemas anônimos, ou seja, o estudo 

de quais problemas podem ser resolvidos quando não há identificadores dis- 

tintos associados aos vértices [5, 15, 17, 43, 56, 57, 1031. 

Em [22], foi exibido um algoritmo de complexidade de tempo O(n141256) 

para o problema de, dado um grafo rotulado (G, A), decidir se X é um SD para 

G. Apesar de polinomial, esta complexidade é relativamente alta. E esta foi 

a motivação para que em [47] fosse investigada a relação entre a topologia de 

G e as propriedades que uma rotulação deve satisfazer para ser um SD para 

G. Com isso, algoritmos de teste mais simples poderiam ser desenvolvidos 

para determinadas classes de grafos. 

Pelo fato de a presença de SD reduzir a complexidade de diversos pro- 

blemas distribuídos, o custo computacional da sua construção em grafos não 

rotulados é de óbvia relevância. Este problema foi estudado em [99, 1001, 

'Do tipo Cordal. 



onde foi demonstrado que R(m - n/2) mensagens são necessárias para cons- 

truir um SD. O mesmo resultado se aplica ao SD Corda1 (será definido na 

Seção 2.3). Em [96], foi apresentado um algoritmo polinomial para encontrar 

uma orientação localmente simétrica em um grafo com o menor número de 

rótulos possível. Este resultado complementa o estudo em [47], onde são ca- 

racterizadas grandes classes de grafos onde a orientação localmente simétrica 

é suficiente para a existência de SD. 

Seria de especial interesse utilizar um SD que possuísse o menor número 

possível de rótulos. E fácil verificar que este número (cardinalidade de r) 
possui limite inferior A(G), que é o mínimo para se garantir a orientação 

local, necessária para os vértices distinguirem os seus vizinhos e, consequen- 

temente, necessária para o SD. O limite superior é dado por n, já que na 

pior hipótese podemos arbitrar identificadores únicos aos vértices e rotular 

a aresta uv em u com o identificador do vértice v (X,(uv) = v). Assim, 

A(G) 5 Ir1 5 n. Um SD que utiliza A(G) rótulos é denominado SD mini- 

mal2 [18,20, 21,421. Em [18] foi provado que a classe dos grafos regulares que 

admitem SD simétrico minimal coincide com a classe dos grafos de Cayley 

(será definido na Seção 5.2)) e seus autores implementaram uma ferramenta 

aberta que encontra o SD minimal em grafos razoavelmente pequenos [23]. 

No entanto, ainda não foi descoberto um algoritmo polinomial para o reco- 

nhecimento de grafos de Cayley. A relação entre propriedades topológicas do 

grafo e o SD minimal também foi estudada em [16, 19, 36, 441. 

Contudo, o problema genérico de reconhecimento dos grafos que admitem 

SD minimal continua em aberto, já tendo sido conjecturado ser NP-completo 

2Apesar do termo "minimal" não estar completamente condizente com o seu uso em 

otimização combinatória, seguiremos esta nomenclatura pela sua ampla utilização na li- 

teratura. Note que nem todo grafo possui SD minimal. Talvez um termo melhor seria 

"Ótimo" OU "mínimo". 



[42] e pelo menos tão difícil quanto isomorfismo [18]. Em [20] e [21] foi der- 

rubada a conjectura de que A(G) + 1 rótulos seriam sempre suficientes para 

construir um SD, mostrando que para n suficientemente grande existem gra- 

fos que requerem R(n log log n/  log n) rótulos a mais que A(G). Neste tra- 

balho, será caracterizada a classe de grafos cúbicos que admitem SD Cordal 

minimal. 

A aplicabilidade do senso de direção é bastante ampla. Podem ser en- 

contrados na literatura desde resultados sobre sua utilização na construção 

de esquemas de nomeação eficientes em sistemas de objetos distribuídos [13], 

até o seu estudo na área de auto-estabilização [25, 291. Como referência sobre 

o estado atual da pesquisa sobre senso de direção, sugerimos [42]. 

2.2.1 Instâncias de senso de direção 

Introduziremos agora várias instâncias de SD. Estas instâncias incluem 

todas as rotulações usadas na literatura sobre senso de direção. 

Uma instância de SD é dita universal se pode ser aplicada em qualquer 

topologia de rede. Dentre as instâncias que serão apresentadas, quatro delas 

são universais: SD Cordal, SD de Vizinhança, SD Coordenado e SD Polar. 

Outras são específicas para determinadas topologias como anéis, hipercubos, 

toros e malhas. 

O SD Cordal (SDC) é definido fixando-se uma ordenação cíclica arbitrária 

dos vértices e rotulando cada aresta com a distância (módulo n)  entre seus 

extremos na ordenação definida. Em outras palavras, para cada vértice u E 

V(G)  é associado um rótulo distinto r(u), onde 1 L r(u) 5 n, e a aresta uv 

será rotulada em u com X,(uv) = r(v) -, r(u). Na Figura 2.3(a) temos um 

exemplo de rotulação que é um SD Cordal (a ordenação cíclica é definida pelo 

caminho mais externo no sentido horário, fazendo, por exemplo, r(a) = 1, 



r ( b )  = 2, e assim por diante). Seja X,(uv) = y o rótulo que o vértice 

u atribui à aresta uv. Note que, por definição, y mod n = y - n LylnJ. 

Sabemos que lyl < n, pois r(u),r(v) 5 n. Logo, se y < 0, então Lyln] = -1 

e y mod n = y + n. Podemos observar que no SDC existe uma função de 

simetria $(y) = n - y. Assim, o SDC é um SD simétrico. 

Esta instância de SD, algumas vezes chamada de SD de Distância, é a 

natural para os grafos circulantes [14] (serão definidos na Seção 5.2), também 

chamados de anéis cordais (de onde veio o termo cordal) e loop networks 

[l l] .  O SDC é a instância mais presente na literatura sobre SD, tendo sido 

estudado e explorado em grafos completos [39, 53, 64, 73, 74, 951, circulantes 

[6, 54, 83, 1001, hipercubos [37] e topologias arbitrárias [70]. 

Nosso enfoque neste trabalho recairá sobre o SDC pela sua ampla uti- 

lização, fácil construção [100], relação intrínseca com a classe de grafos cir- 

culantes (demonstrada na Seção 2.3) e com o conceito de cobertura dupla por 

ciclos (assunto do Capítulo 4). 

Outra instância universal é o SD de Vizinhança, no qual todas as arestas 

que terminam em um mesmo vértice v são rotuladas com o mesmo rótulo r (v). 

Mais formalmente, uma rotulação X é um SD de Vizinhança se e somente se, 

para toda aresta uv E E[u] e wx E E[w], 

Um exemplo de rotulação que é um SD de Vizinhança pode ser observado 

na Figura 2.3(b). Este SD claramente não é simétrico. É interessante notar 

que a presença do SD de Vizinhança em sistemas anônimos sempre destrói o 

anonimato. Um sistema anônimo é aquele onde os vértices são totalmente in- 

distinguíveis. Em tais sistemas, o SD de Vizinhança permite a construção de 

identificadores distintos para os vértices. Na literatura, o SD de Vizinhança 

foi estudado apenas em sistemas de topologia arbitrária [58, 941. 
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Figura 2.3: SD Corda1 (a) e SD de Vizinhança (b). 

Dada uma projeção do grafo G no plano cartesiano, uma rotulação é 

chamada de SD Coordenado se cada aresta uv é rotulada em u com as coor- 

denadas relativas a v. Formalizando, temos que uma rotulação X é um SD 

Coordenado se e somente se, para toda aresta uv E E [u] , 

onde (xo, yo) e (xl, yl) são as coordenadas de u e v, respectivamente, na 

projeção. Na Figura 2.4(a) pode ser observado um exemplo de SD Coorde- 

nado. A simetria neste SD é dada por 

Uma instância particular das projeções de G sobre um plano é obtida 

dispondo os vértices de G no circulo trigonométrico (circulo de raio 1 e centro 

na origem (0, O)) e conectando cada par de vértices adjacentes por uma reta 
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(F'igura 2.4(b)) . Qualquer projeção deste tipo é denominada representação 

polar de G. Dada uma representação polar de um grafo G, uma rotulação é 

chamada de SD Polar se e somente se, para toda aresta uv E E(G) , 

onde a, é o ângulo do arco uv (Figura 2.4(b)). O SD Polar é claramente 

simétrico, e sua simetria é dada por 

( 4  (b) 

Figura 2.4: SD Coordenado (a) e SD Polar (b). 

No início desta seção, foram comentados exemplos de SD em anéis e toros. 

Tais instâncias não são universais, pois se aplicam apenas a determinadas 

topologias. No caso dos anéis, a rotulação natural de cada aresta uv é dada 

2 1 



pelos rótulos "esquerda" ou "direita", de acordo com o sentido (horário ou 

anti- horário) pré-est abelecido ( ~ i ~ u r a  2.2 (a)) . Assim, 

LLe~querda" se v está à esquerda de u 
X,(uv) = 

"direita" caso contrário. 

A simetria desta rotulação é bastante simples, e é dada por $("esquerdan) = 

"direita" e $("direitan) = "esquerda". 

No caso de malhas e toros, são acrescentadas ainda as direções "cima" 

e "baixo", onde $("cimav) = "baixo" e $("baixon) = "cima". Note que o 

rótulo em si tem pouca importância, mas a sua coerência com o esquema 

global deve ser preservada. Poderíamos utilizar, por exemplo, os rótulos 

"norte", "sul", "leste", "oeste". Este SD para toros e malhas também é 

chamado de SD de Bússola na literatura [41]. 

Outra topologia muito abordada na literatura pelas suas propriedades e 

simetria é o hzpercubo [37, 89, 981. A rotulação tradicional de um hipercubo 

d-dzmensional, mostrado na Figura 2.5 para d = 3, é denominada de SD 

Dimensional. Os rótulos, neste caso, são associados às arestas baseados na 

dimensão à qual pertencem. Com isso, a função de simetria $ é a função 

identidade. 

2.2.2 Problemas abertos 

O desenvolvimento de protocolos genéricos que explorem o SD é um amplo 

campo de pesquisa. Qualquer resultado neste sentido forneceria tanto uma 

solução eficiente e portátil quanto maiores informações sobre a essência do 

SD. 

A influência do SD já foi investigada em diversos problemas distribuídos 

(por exemplo: eleição, árvore geradora mínima, broadcast, busca em profun- 

didade, etc.). A aplicação do SD em outros problemas ou a generalização 



Figura 2.5: Hipercubo com SD Dimensional. 

dos problemas já estudados para topologias arbitrárias seriam resultados in- 

teressantes. 

Muitos resultados na literatura foram voltados para instâncias específicas 

de SD. Alcançar os mesmos resultados em outras instâncias, ou possivelmente 

em todas, é algo a ser estudado. Em alguns casos, como no caso dos grafos 

circulantes, os resultados são conhecidos apenas para determinadas estrutu- 

ras de cordas particulares. Um grande problema específico ainda aberto é o 

estabelecimento de um algoritmo de eleição que explore o SDC em topologias 

mais genéricas. 

Existem resultados sobre a insensibilidade de algumas topologias ou clas- 

ses de grafos ao SD. Como exemplo, o problema da eleição em toros pode 

ser resolvido utilizando O(n)  mensagens [68], mesmo na ausência de SD. As- 

sim, a definição de quais propriedades levam à insensibilidade ao SD é uma 

promissora direção de pesquisa. Uma questão intrigante é se existem gra- 

fos insensíveis ao SD em todo e qualquer problema, ou se existe uma outra 



propriedade ou conhecimento topológico ou estrutural que substituiria o SD, 

mesmo em algumas instâncias particulares. 

Para redes síncronas não existem maiores resultados estabelecidos, com 

exceção do estudo do problema de "walce-up" [52]. 

A relação em termos de computabilidade do SD com outras formas de 

consistência é um interessante problema aberto. Alguns resultados nesta 

direção foram obtidos em [46]. 

Existe uma clara necessidade por técnicas de teste mais eficientes para 

o SD do que aquela estabelecida em [22]. Determinar uma propriedade de 

fácil verificação e pela qual possa-se inferir que o grafo possui SD é um dos 

problemas abertos de maior vulto. 

O custo da construção do SD é conhecido somente para determinadas 

topologias ou rotulações específicas. O desenvolvimento de métodos mais 

genéricos é uma direção de pesquisa ainda aberta. 

Em [44] foi caracterizada a classe de grafos regulares com SD simétrico 

minimal em termos dos grafos de Cayley. No entanto, não existem algoritmos 

polinomiais conhecidos que decidam se um determinado grafo regular é um 

grafo de Cayley. Um problema ainda maior seria expandir esta caracterização 

para grafos não-regulares. 

Um problema também aberto é se, dado um grafo G e um inteiro k ,  

G admite SD utilizando até k rótulos. Suspeita-se que este problema seja 

NP-completo [42]. 

SDC minimal em grafos cúbicos 

Na Seçao 2.2.1 foi apresentada a definição de SDC, que é urna instância 

simétrica de SD largamente utilizada na literatura. Nesta seção apresen- 



taremos alguns resultados obtidos sobre SDC minimal (SDCM) em grafos 

cúbicos. Quando restringimos nossa atenção aos grafos cúbicos que admitem 

SDCM, percebemos várias peculiaridades e propriedades interessantes. O 

principal objetivo desta seção é caracterizar de forma exata os grafos cúbicos 

que admitem SDCM. 

Durante toda esta seção, G representará um grafo cúbico que admite 

SDCM e X uma rotulação que fornece SDCM para G. Para simplificar a 

notação, diremos que a aresta uv t E(G) é rotulada com X(uv) = (Xu(uv), 

XV(uv)). Por exemplo, na Figura 2.6 a aresta uv é rotulada com (1,9), ou 

simplesmente X(uv) = (1,9). 

Figura 2.6: Exemplo de grafo que admite SDCM. 

Lema 2.1. Todas as arestas de G são rotuladas com (y, n- y) ou (n/2, n/2), 

onde y E N, 1 5 y < n/2. 

Prova. Seja X uma rotulação que é um SDCM para G. Como X é minimal 

e G é cúbico, r possui apenas 3 rótulos (Ir1 = A(G) = 3). Sabemos que a 

função de simetria para o caso do SDC é dada por $(y) = n - y. Se uma 

aresta utiliza um par de rótulos (y , n - y) distintos, então y # n - y. Para 



conseguirmos um número ímpar de rótulos, devemos utilizar um rótulo cujo 

simétrico seja ele próprio, ou seja, (y, n - y) = (y, y), o que possibilita que 

uma aresta seja rotulada utilizando apenas 1 rótulo. É fácil verificar pela 

função de simetria que a única possibilidade desta condição ocorrer é quando 

y = 7112. Vale lembrar que, pelo Corolário 1.2, n é par. Assim, deve haver 

em X um par de rótulos (y, n - y), onde y # n - y, e outro par (n/2, n/2). O 

Na Figura 2.6 podemos confirmar este resultado, onde temos todas as 

arestas rotuladas com (1,9) ou (5,5). 

Agora que sabemos a configuração da rotulação A, podemos descobrir 

mais a respeito da estrutura de G. E exatamente o que faremos a seguir, 

até que tenhamos caracterizado de forma exata todos os grafos cúbicos que 

admitem SDCM. 

Teorema 2.2. G se decompõe em um 2-fator e um emparelhamento perfeito. 

Prova. Como G é 3-regular e X utiliza apenas 3 rótulos, podemos afirmar 

que para todo u E V(G) existe um v E V(G) tal que A(uv) = (y, n - y). 

Assim, podemos definir um passeio P que se inicia em vo, e os vértices vi+i 

são tais que X v i ( ~ i ~ i + i )  = y. Desta forma, P é um percurso de G através das 

arestas rotuladas (localmente em cada vértice) com y. Podemos notar que 

em algum momento será alcançado o vértice inicial vo, gerando um ciclo C. 

Caso C contenha todos os vértices de G, C é hamiltoniano e, conseqüente- 

mente, um 2-fator de G. Caso contrário, após o percurso do ciclo C, podemos 

escolher um vértice não pertencente a C para iniciar um novo percurso uti- 

lizando novamente as arestas rotuladas com y até que se forme um novo 

ciclo. 

Este procedimento pode ser repetido até que todos os vértices tenham 

sido percorridos por algum ciclo. Tais ciclos constituirão um 2-fator para G, 



pois cobrirão todos os vértices. As arestas que não forem cobertas por este 

2-fator serão exatamente as rotuladas com (n/2, n/2). Como todo vértice 

possui uma aresta rotulada localmente com n/2, tais arestas formarão um 

emparelhamento perfeito. O 

Na definição do SDC (Seção 2.2.1) dissemos que há uma ordenação cíclica 

dos vértices, onde cada um deles recebe um rótulo no intervalo {I , .  . . , n). 

Mostraremos agora a relação destes rótulos dos vértices com os ciclos do 

2-fator. 

Lema 2.3. Seja r(u) o rótulo do vértice u E V(G), segundo a ordenação 

cz'clica imposta pelo SD cordal, onde u pertence a um ciclo C de um 2-fator de 

G gerado pelas arestas rotuladas com (y, n - y). Para todo vértice v E V(G) ,  

v E C se e somente se r(v) = r(u) +, ty, para algum t E N, 1 5 t 5 n. 

Prova. (+) Se v pertence ao ciclo C então ele pode ser alcançado a partir de 

um percurso que se inicia em u e utiliza as arestas rotuladas com y localmente 

nos vértices. Na primeira aresta percorrida, é alcançado o vértice rotulado 

com r(u) +, y. Após t iterações, 1 5 t 5 n, é alcançado o vértice v rotulado 

com r (u) +, ty. 

(+=) Seja v um vértice de G rotulado com r(v) = r(u) +, ty, para algum 

t E N, 1 5 t 5 n. Seja P um passeio, a partir de u, que utiliza apenas arestas 

rotuladas com y localmente nos vértices. Então, P deverá alcançar o vértice 

cujo rótulo é r(v) = r(u) +, ty após t arestas percorridas, retornando ao 

vértice u quando t for o menor inteiro tal que t -, y = 0, formando o ciclo C 

de um 2-fator de G. O 



É interessante observar que se t = n então u = v, pois, neste caso, 

r (v) = r (u) +, ny 

= r(u) modn 

= r(u). 

Podemos observar ainda que para t 2 n os vértices de C começam a ser 

repetidos, pois 

r(v) = r(u) +, (n+ i )y  

= r(u) +, iy, 

onde i < n. 

Analisaremos agora a relação da primalidade relativa entre n e y com 

a estrutura do 2-fator gerado pelas arestas rotuladas com (y, n - y). Para 

demonstrar a existência de ciclo hamiltoniano em G, separaremos dois casos: 

quando y I n (Teorema 2.4) e quando y J! n (Lema 2.5 e Teorema 2.6). 

Esta separação foi feita tão somente para não tornar a prova do Corolário 

2.7 demasiadamente grande. 

Teorema 2.4. Se y I n, então G possui um ciclo hamiltoniano gerado pelas 

arestas rotuladas com (y, n - y) . 

Prova. Pelo Lema 1.3, o menor inteiro t que satisfaz a equação t ., y = O é 

n. Assim, o menor t que satisfaz r(u) +, ty = r(u) também é n. Pelo Lema 

2.3, existe um ciclo C do 2-fator que passa pelo vértice u e só retorna a ele 

após passar por n - 1 vértices distintos. Portanto, C é hamiltoniano. 17 

Neste caso (y I n) , é importante notar que, como n é par, y é ímpar. 

Lema 2.5. Se y )! n, então o 2-fator gerado pelas arestas rotuladas com 

(y, n - y) consiste de 2 ciclos de mesmo comprimento. 



Prova. Pelo Lema 1.3 existe um inteiro t < n, tal que t s n  y = O. Assim, 

percebemos que um ciclo gerado pelas arestas rotuladas com (y, n - y) é 

('fechado" antes de percorrer todos os vértices. Com isso, podemos inferir 

que existe mais de um ciclo neste 2-fator. 

Seja u um vértice pertencente ao ciclo C do 2-fator. Suponhamos (por 

absurdo) que a aresta rotulada com n/2 em u (uv tal que X,(uv) = n/2) 

o conecte ao vértice v pertencente a C.  Neste caso, n/2 é múltiplo de y 

(basta, a partir de u, percorrer t/2 arestas rotuladas com y para alcançar v) 

e, sendo assim, em todo vértice u E C as arestas rotuladas com n/2 ficarão 

restritas ao ciclo C. No entanto, como o 2-fator possui mais de um ciclo e G 

é cúbico, G não seria conexo (pela nossa definição inicial G deve ser sempre 

conexo). Portanto, as arestas rotuladas com n/2 devem conectar vértices de 

ciclos distintos do 2-fator. 

Precisamos mostrar ainda que existem exatamente 2 ciclos distintos no 

2-fator. Seja u E C e u', v' E C', onde C e C' são ciclos distintos do 2-fator. 

Seja P um caminho que se inicia em u, percorre a aresta rotulada com n/2 

em u alcançando u', depois percorre a aresta rotulada com y alcançando v', e 

finalmente percorre a aresta rotulada com n/2 em v' alcançando um vértice 

v (Figura 2.7). Se calcularmos a soma (módulo n) de r(u) com os rótulos 

das arestas utilizadas, teremos: 

onde podemos verificar (pelo Lema 2.3) que v E C. Logo, para todo vértice 

v' E C', a aresta rotulada com n/2 o conectará a um vértice v E C. 



Como G é conexo e cúbico, C e C' são os únicos ciclos do 2-fator. Clara- 

mente, C e C' são de mesmo comprimento (n/2), o que pode ser verificado 

pelo emparelhamento perfeito gerado pelas arestas rotuladas com n/2. 

Figura 2.7: Os 2 ciclos gerados pelo 2-fator quando y ,L n. 

O Lema 5.6 é uma generalização deste lema para grafos I%-regulares, e a 

sua prova é feita de maneira mais formal. 

É interessante observar que, como neste caso os ciclos do 2-fator têm 

comprimento n/2, se percorrermos n/2 arestas rotuladas com y retornaremos 

ao vértice de origem. Logo, o menor inteiro t que satisfaz a equação t a, y 

é n/2. Pelo Lema 1.3, y I n/2. E como n é par (Corolário 1.2), y J! n e 

y I n/2, podemos concluir que y é par (o divisor comum com n é 2) e n/2 

é Zrnpar. 

Na Figura 2.8 podemos observar um exemplo de grafo onde y J! n e 

que admite SDCM. É fácil identificar os dois ciclos do 2-fator pelos dois 

pent ágonos intercalados. 

Teorema 2.6. Se y J! n, então G possui ciclo harniltoniano. 

Prova. Pelo Lema 2.5, G possui um 2-fator com 2 ciclos, os quais chama- 

remos de C e C'. Sejam u e v vértices pertencentes a C, e u' e v' vértices 

pertencentes a C'. Seja um passeio P que inicia em um vértice u e percorre 



Figura 2.8: Grafo que admite SDCM onde y ,L n. 

a aresta rotulada localmente com n / 2  chegando ao vértice u', depois per- 

corre n - 1 arestas rotuladas com y chegando ao vértice v', onde percorre 

novamente a aresta rotulada com n / 2  alcançando o vértice v, e finalmente 

percorre n - 1 arestas rotuladas com n - y voltando ao vértice inicial u. P 

é claramente um ciclo hamiltoniano (Figura 2.9). Algebricamente, temos: 

T(U) +, [n /2  + (n - l ) y  + n / 2  + (n - l )(n - ? ) I  
= T(U) +, [ n + y n - y +  (na - n) - ( v - y ) l  

= r (u) +, n2 

= r(u). 

Corolário 2.7. G possui ciclo hamiltoniano. 

Prova. Pelos Teoremas 2.4 e 2.6. O 

Observe que apesar de a existência do ciclo hamiltoniano ser necessária 

para o SDCM, ela não é suficiente. O grafo da Figura 2.10 é uma prova disto, 



Figura 2.9: Ciclo hamiltoniano em G onde y )! n. 

pois possui ciclo hamiltoniano, mas não admite rotulação que seja um SDC 

com 3 rótulos. 

Figura 2.10: Exemplo de grafo que possui ciclo hamiltoniano mas não admite 

SDCM. 

Agora, podemos caracterizar de forma exata os grafos cúbicos que admi- 

tem SDCM. 

Teorema 2.8. G é isomorfo ao Mn (se y I n) ou Tn,2 (se y J! n e 4 n). 

Prova. Para o caso onde y I n, pelo Teorema 2.4 sabemos que o 2-fator 

gerado pelas arestas rotuladas com (y,n - y) é um ciclo hamiltoniano, e 



as arestas rotuladas com (n/2, n/2) são um emparelhamento perfeito, cujos 

extremos estão à distância n/2 no ciclo. Assim, neste caso, G será isomorfo 

ao Mn e terá a forma representada na Figura 2.6 para n = 10 (Mio). E 

fácil perceber que o Mn sempre admitirá um SDCM, para qualquer n par, 

bastando rotular as arestas do ciclo hamiltoniano com (y, n - y) e suas cordas 

com (n/2,n/2). 

No caso onde y ,L n, pelo Teorema 2.5 sabemos que o 2-fator gerado pelas 

arestas rotuladas com (y, n- y) é constituído de 2 ciclos de comprimento n/2, 

onde cada vértice de um ciclo está conectado por uma aresta rotulada com 

(7112, n/2) ao outro ciclo. Neste caso, G terá a forma representada na Figura 

2.8 para n = 10 e y = 2, e é fácil perceber que G é isomorfo ao Tn,z. Conforme 

já comentamos, neste caso n/2 é ímpar, logo 4 1( n. O 



Capítulo 3 

Cobertura Dupla por Ciclos 

Neste capítulo, introduziremos o conceito de cobertura dupla por ciclos e 

analisaremos o caso especial onde todos os ciclos da cobertura dupla possuem 

comprimento 6 (6-CDC) em grafos cúbicos. Apresentaremos um método 

para gerar uma fam'lia infinita de grafos cúbicos que admitem este tipo de 

cobertura. Esta geração mostrará uma relação intrínseca entre a 6-CDC e o 

SDCM em grafos cúbicos, a qual será discutida no Capítulo 4. 

Inicialmente, apresentaremos algumas definições e notação, para depois 

introduzirmos resultados preliminares sobre adjacência de ciclos e, final- 

mente, descrevermos um método recursivo para gerar grafos cúbicos que 

admitem 6-CDC. A aplicação do método será dividida em casos baseados 

na cintura do grafo. 

3.1 Definições básicas e notação 

Uma cobertura dupla por ciclos (CDC) de um grafo G é uma coleção de 

ciclos Ci, C2, . . . , Ct em G tal que toda aresta de G pertence a exatamente 2 

ciclos da coleção. Note que pela definição os ciclos não são necessariamente 



distintos. Assim, por exemplo, um anel admite uma CDC definida por 2 

ciclos isomorfos ao próprio grafo. Mas como nosso trabalho abordará espe- 

cificamente grafos cúbicos (onde não existe CDC com repetição de ciclos), e 

para não sobrecarregar ainda mais a notação, assumiremos que os ciclos da 

CDC são distintos. 

Podemos verificar facilmente que uma condição necessária para que um 

grafo admita urna CDC é que ele seja 2-conexo. Szekeres [97] e Seymour 

[93] conjecturaram (de forma independente) que esta condição também é 

suficiente, ou seja, que todo grafo 2-conexo admite CDC. 

Sobre esta conjectura foram construídas diversas outras, de tal modo 

que formou-se uma grande área de pesquisa no tema. Várias relações foram 

estabelecidas entre a CDC e outros problemas, como coloração de arestas 

[97], problemas de fluxo, planaridade [102], etc. Para um aprofundamento 

no assunto, sugerimos [105]. 

Em [97], a primeira abordagem do tema, foram tratados apenas os gra- 

fos cúbicos e denominada decomposição poliédrica uma CDC para um grafo 

cúbico. Esta denominação para a CDC é motivada pela relação dos seus 

ciclos com as faces do poliedro definido pelo grafo. No entanto, adotaremos 

a nomenclatura CDC pela sua ampla utilização na literatura. 

Dizemos que uma decomposição poliédrica é par se todos os seus ciclos 

possuírem comprimento par. E uma 3-coloração de arestas de um grafo é 

uma coloração de arestas [35] que utilize apenas 3 cores. Temos, então, o 

teorema a seguir. 

Teorema 3.1 (Szekeres). U m  grafo cúbico G possui u m a  3-coloração de 

arestas se e somente se G possui uma  decomposição poliédrica par. 

Chamaremos de 1-CDC uma CDC onde todos os seus ciclos possuem 

comprimento 1. 



Nas próximas seções utilizaremos conceitos de adjacência entre ciclos. 

Assim, cabem algumas definições e notações. Dois ciclos são ditos adjacen- 

tes quando possuem ao menos uma aresta em comum. Denotaremos por 

,u(Ci, Cj) a quantidade de arestas em comum entre Ci e Cj, e por a(Ci) o 

número de ciclos (da CDC) adjacentes a Ci. 

6-CDC em grafos cúbicos 

Estaremos restringindo nossa atenção agora aos grafos cúbicos que ad- 

mitem uma 6-CDC, ou seja, possuem uma CDC onde todos os ciclos são de 

comprimento 6. Portanto, ao longo deste capítulo, G representa um grafo 

cúbico que admite uma 6-CDC, e Ci e Cj são ciclos de uma 6-CDC de G. 

A motivação para o estudo da 6-CDC em grafos cúbicos surgiu da ca- 

racterização dos grafos cúbicos que admitem SDCM, abordada no Capítulo 

2. Naqueles grafos, ciclos de comprimento 6 podem ser identificados per- 

correndo um caminho cujos rótulos nas arestas formem a seqüência y, n/2, 

n - y, n - y, n/2, y, conforme Figura 3.1. É fácil verificar que cada aresta 

do grafo será atravessada por 2 destes ciclos, formando uma 6-CDC. Este 

fato aponta para uma forte relação entre SDCM e 6-CDC em grafos cúbicos 

(analisada no Capítulo 4) e naturalmente surge a questão recíproca: todo 

grafo que admite 6-CDC possui SDCM? Em outras palavras, estas propri- 

edades são equivalentes? No Capítulo 4 daremos uma resposta negativa a 

esta pergunta. 

Como G é cúbico, pelo Teorema 1.1 temos que 2m = 3n. Sabemos que os 

ciclos da 6-CDC possuem comprimento 6 e cada aresta aparece exatamente 

em 2 ciclos, portanto, 2m = 6t, onde t é o número de ciclos da 6-CDC. Logo, 

t = m/3 = n/2. 
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Figura 3.1: Hexágono presente nos grafos cúbicos que admitem SDCM nos casos 

onde y I n (a) e y ,i! n (b). 

Analisemos agora a adjacência entre os ciclos da 6-CDC. 

Lema 3.2. Nenhum par de ciclos Ci,Cj possui caminho de comprimento 

maior que 1 e m  comum. 

Prova. Suponhamos (por absurdo) que u v w  seja um caminho de compri- 

mento 2 em G tal que u v w  esteja presente tanto em Ci quanto em Cj . Agora, 

seja x outro vértice adjacente a v .  Como G é cúbico, os ciclos da 6-CDC que 

atravessam a aresta xv  deverão conter a aresta uv ou v w  . No entanto, tanto 

uma quanto a outra já foram cobertas por Ci e Cj (contradição). Logo, não 

pode haver caminho de comprimento 2 pertencente a dois ciclos distintos da 

6-CDC. O mesmo, obviamente, vale para caminhos de comprimento maior 

que 2. O 

Este lema nos revela um outro resultado, conforme o lema a seguir. 

Lema 3.3. Todo vértice v E V ( G )  pertence a exatamente 3 ciclos da 6-CDC. 



Prova. Pelo Lema 3.2, cada ciclo que passa por v deve utilizar um par de 

arestas distinto. Como G é cúbico, cada vértice v possui 3 arestas incidentes. 

Assim, deve haver (2) = 3 ciclos da 6-CDC passando por v. O 

O valor de p(Ci, Cj) pode ser limitado conforme o lema a seguir. 

Lema 3.4. 

Prova. Pelo fato de todos ciclos da 6-CDC possuírem comprimento 6, se 

temos p(Ci, Cj) > 3, então Ci e Cj possuem necessariamente um caminho de 

comprimento 2 em comum (basta verificar que um emparelhamento perfeito 

de Ci já possui 3 arestas). Pelo Lema 3.2 isto não pode ocorrer. Assim, 

p(G, Cj) 1 3. O 

Caracterizaremos, no teorema a seguir, os grafos que efetivamente atin- 

gem este limite. 

Teorema 3.5. Se  existem Ci e Cj tais que p(Ci, Cj) = 3, então G é isomorfo 

a0 M6 ou T6,2. 

M6 (b) 

Figura 3.2: Únicos grafos onde existem Ci e Cj tais que p(Ci, Cj) = 3. 



Prova. Seja p(Ci, Cj) = 3. Para identificarmos as 3 arestas de Ci que podem 

pertencer também a Cj, basta encontrarmos um emparelhamento (perfeito) 

em Ci, pois não pode haver arestas adjacentes em comum (Lema 3.2). Sabe- 

mos que qualquer ciclo par só possui 2 possíveis emparelhamentos perfeitos 

(disj untos em arestas). Como os emparelharrient os identificarão 3 arestas 

de Cj, as demais arestas deste ciclo deverão interligar os vértices do empa- 

relhamento. Assim, ambos os emparelhamentos possíveis de Ci forçarão a 

existência de cordas para formarem o ciclo Cj. Há 2 possibilidades para esta 

interligação entre os vértices de Ci, conforme a Figura 3.3 (as arestas grifadas 

pertencem a Ci e Cj) . 

(4 ('4 
Figura 3.3: Possibilidades para a formação do ciclo Cj, onde p(Ci, Cj) = 3. 

É fácil verificar que os grafos das Figuras 3.3(a) e 3.3(b) são isomorfos 

aos das Figuras 3.2(a) e 3.2(b), respectivamente. O 

Quando maximizamos p(Ci, Cj), conseqüentemente minimizamos a(Ci) e 

a(Cj). O corolário a seguir nos dá o limite inferior para a(Ci). 

Corolário 3.6. Se p(Ci, Cj) = 3, então a(Ci) = o(Cj) = 2. 

Prova. Pela Figura 3.2 podemos perceber que, nos casos onde p(Ci, Cj) = 3, 

só existem 3 ciclos na 6-CDC e todos adjacentes entre si. O 



Podemos, então, estabelecer os limites superiores e inferiores para p(Ci, Cj) 

e a(Ci) na forma de teorema. 

Teorema 3.7. O 5 p(Ci,Cj) 5 3 e 2 5 a(Ci) 5 6. 

Prova. O limite inferior de p(Ci, Cj) é trivialmente 0, e basta Ci e Cj não 

serem adjacentes para alcançar este mínimo. Pelo Lema 3.4, o limite superior 

é 3. 

Pelo Corolário 3.6, o mínimo a(Ci) é 2. E o seu limite superior é atin- 

gido quando cada aresta de Ci pertence a um outro ciclo distinto. Como o 

comprimento de Ci é 6, este também será o máximo a(Ci). O 

3.2.1 Um método recursivo 

Com os conceitos e limites de adjacência entre ciclos apresentados, pode- 

mos partir para a busca por grafos cúbicos que admitem 6-CDC. Antes de 

explicarmos o método empregado, explicitaremos alguns conceitos importan- 

tes sobre a configuração dos ciclos da 6-CDC. 

Utilizaremos uma rotulação nas arestas para identificar a quais ciclos elas 

pertencem. Assim, as arestas rotuladas com {i, j )  pertencem aos ciclos Ci 

e Cj da 6-CDC. Para não haver confusão desta rotulação com as utilizadas 

no SDCM, denotaremos por XcDc (uv) = {i, j )  a rotulação da aresta uv com 

{i, j } -  

Seja G um grafo cúbico genérico que admite uma 6-CDC e H um subgrafo 

de G tal que 1 5 I E(H)I < IE(G) I. Podemos perceber facilmente que se 

aplicarmos em H a mesma configuração de ciclos da 6-CDC de G, teremos 

uma configuração incompleta em H com fragmentos de ciclos da 6-CDC de G, 

conforme exemplo da Figura 3.4. O mesmo ocorre com o subgrafo G - E(H) 

(triângulo de f d na Figura 3.4(a)). 



Figura 3.4: Configuração da 6-CDC de G (a) aplicada a H (b). 

Observe que H (assim como G-E(H)) não pode ser cúbico, caso contrário, 

ou H é isomorfo a G (contrariando nossa definição de H) ou G é desco- 

nexo (contrariando nossa definição de G). Chamaremos de vértice deficiente 

aquele que possui grau menor que 3 em H, ou seja, v E V(H) tal que 

dH(v) < 3. E diremos que a deficiência de H é igual a 

onde v E V(H). Assim, a deficiência significa o quão distante o subgrafo está 

de ser cúbico. 

Note que os vértices deficientes do subgrafo G - E(H)  são exatamente os 

mesmos de H .  E, ao fazermos H U [G - E ( H ) ]  (obtendo G), os fragmentos 

de ciclos em H são adequadamente completados com a configuração de ciclos 

em G - E(H), formando uma 6-CDC. 

Podemos, agora, vislumbrar a possibilidade de existir um novo grafo H' 

tal que H' U [G - E(H)] possua uma 6-CDC. Basta, para isso, que H e 

H' possuam a mesma deficiência (para que o grafo resultante da união seja 

cúbico) e que haja uma configuração de ciclos da 6-CDC incompletos para 



H' que seja devidamente completada pela configuração, também incompleta, 

definida em G - E (H), conforme exemplo na figura 3.5. 
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Figura 3.5: Grafo H' (a) tal que H' U [G - E (H)] (b) admite BCDC. 

Esta equivalência entre as configurações de ciclos de H e H' pode ser ava- 

liada pelo comprimento dos fragmentos de seus ciclos. É trivial verificarmos 

que todo ciclo incompleto nestas configurações deve terminar em um vértice 

deficiente (do contrário, este ciclo não se fecharia). Assim, basta atentarmos 

para o comprimento dos ciclos incompletos nos vértices deficientes. 

No entanto, devemos lembrar que, pela definição de 6-CDC, cada aresta 

é atravessada por 2 ciclos. E sabemos, pelo Lema 3.3, que cada vértice 

pertence a 3 ciclos da 6-CDC. Portanto, no caso de um vértice deficiente 

v possuir uma única aresta incidente em H, os 2 ciclos que atravessam esta 

aresta devem atravessar também as arestas incidentes a v no grafo G - E (H). 

No caso de v possuir duas arestas incidentes em H, ele possuirá uma única 

aresta incidente em G - E(H), a qual será atravessada por 2 ciclos. Assim, 



em ambos os casos, 2 ciclos incompletos Ci e Cj em H que passam por v 

deverão atravessar as arestas incidentes a v em G - E(H). 

Logo, para que haja equivalência entre as configurações de H e H', para 

todo vértice deficiente v E V(H), por onde passam 2 ciclos incompletos da 6- 

CDC Ci e Cj, deve haver um vértice deficiente v' E V(H1), por onde passam 

os ciclos incompletos C,! e C;, tal que os fragmentos de Ci e C: possuem o 

mesmo comprimento, assim como os fragmentos de Cj e C;. Fica claro que, 

ao unirmos os grafos, devemos fazer v' = v. 

Por exemplo, na Figura 3.4, temos um grafo G com sua configuração de 

6-CDC e seu subgrafo H .  Os vértices deficientes em H são d, e, e f . Por d, 

passam Cl e C2. Por e, passam C2 e C3. E por f ,  passam Cl e C3. Repare 

que Cl, C2 e C3 possuem, cada um, 4 arestas definidas. Observe agora o 

grafo H' na Figura 3.5(a), onde há os vértices deficientes m, n e o. Por m, 

passam C5 e C6. Por n,  passam C4 e C6. Por o, passam C4 e C5. Tanto C4 

quanto C5 e C6 possuem 4 arestas definidas. Assim, podemos fazer m = d, 

n = e e o = f ,  e completar H' com G - E(H) (triângulo de f d). Note que os 

ciclos Ci, C2 e C3 em G - E(H) puderam ser devidamente substituídos por 

C5, C6 e C4, respectivamente. Repare, ainda, que H e H' possuem deficiência 

igual a 6. 

Para a geração de grafos que admitem 6-CDC, dividiremos os casos con- 

forme a cintura do grafo (g(G)). Sabemos que o limite inferior para g(G) 

em grafos simples é 3, dado que não podemos ter ciclos em G de compri- 

mento menor que isso. O limite superior de g(G) para que G admita uma 

6-CDC é 6, já que a 6-CDC é formada por ciclos deste comprimento. Assim, 

analisaremos os casos onde 3 5 g(G) 5 6. 

Em cada caso, utilizaremos um método recursivo para a geração de uma 

família de grafos que admitem 6-CDC com a cintura g(G). O método con- 



siste, simplesmente, em identificar um subgrafo S de G, com seus fragmentos 

de ciclos da 6-CDC de G, e procurar outro grafo I que possa completar o 

subgrafo G - E(S) de tal forma que I U [G - E(S)] 

(i) seja cúbico, 

(ii) possua cintura g (G) , 

(iii) admita 6-CDC. 

Dado g(G), seja B o menor grafo que satisfaz a estas 3 condições e C um 

ciclo de comprimento g(G) sem cordas em B. Definimos S como o subgrafo 

que tem V(S) = V(C) U NB(C), onde NB(C) é a vizinhança de C em B, e 

E(S) formado pelas arestas do ciclo C e pelas arestas que "saem" dele. Note 

que B necessariamente possui um subgrafo S, pois g (B) = g (G) . Definimos, 

então, I como o menor supergrafo de S, tal que I U [B - E(S)] satisfaz às 

condições enumeradas. 

Observe que esta escolha de I garante a infinidade da família gerada, 

pois I possuirá S como subgrafo. Assim, podemos fazer G = I U [B - E(S)] 

e repetir o processo de substituição de S por I em G. Note, ainda, pela 

condição (iii), que S e I devem possuir a mesma deficiência e configurações 

de ciclos da 6-CDC equivalentes. 

Como, inicialmente, não conhecemos B nem I, partiremos do subgrafo 

S, analisando todas as suas possíveis configurações de ciclos da 6-CDC, e 

procuraremos expandir S até que seja gerado o menor supergrafo B de S 

que satisfaça às 3 condições enumeradas, ou o menor supergrafo I de S tal 

que I U [B - E(S)] satisfaça às mesmas 3 condições. Denotaremos por &(G), 

Ig(G) e Sg(~)  OS grafos B, I e S de cintura g(G). 



3.2.2 Grafos cúbicos de cintura 3 com 6-CDC 

Começaremos analisando a configuração dos ciclos em S3, um triângulo 

abca e sua vizinhança, conforme indicado na Figura 3.6. Mais adiante mos- 

traremos que os vértices d, e e f são necessariamente distintos. 

Figura 3.6: Um triângulo (S3) e os ciclos da 6-CDC que o atravessam. 

Como este é o primeiro caso, mostraremos passo a passo a unicidade da 

configuração dos ciclos da 6-CDC que atravessam o triângulo. A intuição 

obtida no caso do triângulo poderá ser utilizada para o caso do quadrado, do 

pentágono e do hexágono. 

Iniciemos nossa análise pela aresta ad. Sabemos que toda aresta será 

atravessada por 2 ciclos da 6-CDC. Façamos, então, XcDc(ad) = {1,2), por 

exemplo. Assim, sabemos que Cl e C2 atravessam ad. No entanto, no vértice 

a estes ciclos devem se separar, escolhendo arestas distintas para atravessa- 

rem, caso contrário, Ci e C2 possuiriam um caminho de comprimento 2 em 

comum, contrariando o Lema 3.2. Portanto, podemos arbitrariamente fa- 



zer XcDc (ab) = {i, x) e XcDc (ac) = (2, y), onde x e y são rótulos ainda 

desconhecidos. 

Analisemos a possibilidade onde x # y. Neste caso, tanto o ciclo C, 

quanto C, utilizariam o vértice a, além de Cl e C2. OU seja, O vértice a 

pertenceria a 4 ciclos distintos, contrariando o Lema 3.3. Logo, x = y. 

Façamos x = 3. Então podemos completar as rotulações XcDc (ab) = {1,3} 

e Xcoc(ac) = {2,3}. 

Observe agora que os ciclos Cl e C3 não podem atravessar juntos a aresta 

be, pois isto infringiria o Lema 3.2. Assim, Cl ou C3 deve utilizar a aresta 

bc. Caso C3 utilize esta aresta, ele fecharia um ciclo (abca) de comprimento 

3, impedindo-o de formar um ciclo simples de comprimento 6. Logo, Cl deve 

utilizar a aresta bc e C3 deve utilizar be. De forma simétrica, C2 e C3, que 

atravessam juntos a aresta ac, devem tomar arestas distintas ao chegarem 

em c. E, caso C3 utilize bc, ele fecharia um ciclo (abca) de comprimento 3. 

Logo, C3 deve utilizar a aresta c f . 

Para não contrariar o Lema 3.2, C2 é forçado a utilizar as arestas bc e be, 

e Cl deverá utilizar, como única opção, a aresta c f . 

Assim, chegamos à única configuração possível para os ciclos da 6-CDC 

atravessarem o triângulo (Figura 3.6), que é: 



Precisamos ainda provar que d, e e f são distintos. Trivialmente, estes 

vértices não podem ser todos iguais, pois o grafo formado (uma pirâmide 

de base triangular) possuiria apenas 4 vértices e os graus de todos os seus 

vértices estariam completos. Assim, seria impossível termos ciclos de com- 

primento 6 para a 6-CDC. Suponhamos que apenas e e f sejam um mesmo 

vértice (vamos referenciá-10 apenas como e) e d seja um vértice distinto de 

e. Claramente, teríamos dois triângulos compartilhando uma aresta (bc), 

conforme a Figura 3.7. 

Figura 3.7: Triângulos com aresta em comum deixam a 6-CDC inconsistente. 

Podemos verificar que o triângulo abca deve manter as rotulações de suas 

arestas, pois ela é única para qualquer triângulo em G. No entanto, as arestas 

be e ce, que agora convergem para o mesmo vértice, pertenciam necessaria- 

mente a C3. Com isso, C3 forma um quadrado (abeca), o que não poderia 

ocorrer (C3 deve ser um hexágono). Logo, os vértices d, e e f são necessa- 

riamente distintos e a Figura 3.6 representa a única configuração de ciclos 

possível que atravessa um triângulo. Note que a deficiência daquele grafo é 

6. 

Uma vez identificada a única forma de rotular S3, devemos tentar expan- 

dir o grafo, ou seja, determinarmos as formas de completar os ciclos Cl, C2 

e C3. Analisemos, inicialmente, as possibilidades de completar Ci . Sabemos 



que este ciclo já possui 4 arestas definidas (da, ab, bc, c f ) ,  restando apenas 2 

para completá-lo. As 2 arestas restantes devem, necessariamente, ser adja- 

centes para que Cl seja um ciclo de comprimento 6. Assim, devemos ter um 

caminho de comprimento 2 entre d e f .  Como este caminho envolve mais um 

vértice, temos 2 possibilidades: escolher um vértice já existente (neste caso, 

e seria a única opção), ou incluir um novo vértice. Como B3 e I3 devem ser 

escolhidos de forma a minimizar o número de vértices, escolheremos utilizar 

o vértice e já existente. 

Se analisarmos agora C2, verificaremos que ele deve seguir o mesmo pro- 

cedimento adotado por Cl, mas neste caso ele precisa de um caminho de 

comprimento 2 entre d e e. Mais uma vez, para preservar a minimalidade, 

devemos escolher o vértice f já existente. Note que a aresta e f já havia 

sido acrescentada para Cl e deverá ser atravessada por C2 também. Assim, 

basta acrescentarmos a aresta df para completarmos C2. Com isso, O grafo 

se completou, ou seja, os graus de todos os vértices já é 3, conforme pode ser 

observado na Figura 3.8. 

Figura 3.8: Menor grafo (B3) de cintura 3 que admite 6-CDC. 
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Basta, então, verificarmos se C3 consegue se completar com as arestas 

inseridas. Isto é efetivamente obtido pelas arestas df e de. Logo, todos os 

ciclos estão completos. Portanto, temos uma 6-CDC e o grafo da Figura 3.8 

é o grafo B3. É interessante notar que este é um menor1 grafo cúbico que 

admite 6-CDC e é isomorfo ao T6,2. 

Agora, devemos identificar 13, OU seja, o menor grafo tal que I3 U [B3 - 

E(S3)] é cúbico, possui cintura 3 e admite 6-CDC. Para isso, devemos retor- 

nar ao estágio da Figura 3.6, onde fizemos a escolha de utilizar um vértice 

existente. Sabemos que, neste estágio, a escolha de um vértice existente sem- 

pre conduzirá a B3 (única possibilidade de continuação dos ciclos). Por isso, 

para descobrirmos um grafo que substitua um triângulo de B3 e mantenha 

a configuração de ciclos (rotulação) nas demais arestas, devemos incluir um 

novo vértice g no grafo. Assim, para completarmos Ci utilizaremos as arestas 

dg e gf  

O ciclo C2 precisa de um caminho de comprimento 2 entre d e e. As 

possibilidades do vértice central deste caminho são: f ,  g ou um novo vértice 

h. O vértice f claramente não pode ser utilizado, pois já possui grau 2. 

Se utilizarmos o vértice g, podemos observar que Cl e C2 compartilhariam 

as arestas adjacentes ad e dg, o que contraria o Lema 3.2. Logo, a única 

possibilidade para C2 é incluir um novo vértice h e utilizar as arestas dh e 

he. 

Finalmente, o ciclo C3 precisa de um caminho de comprimento 2 entre e 

e f .  Nenhum dos vértices existentes podem ser utilizados, pois já possuem 

grau maior que 1. Então, C3 deve, necessariamente, utilizar um novo vértice 

i e acrescentar as arestas f i e ie. 

'Mostraremos adiante que o Ms, que possui o mesmo tamanho deste grafo, também 

admite 6-CDC. 



Figura Menor grafo (I3) de cintura 3 equivalente a um triângulo. 

Note que as novas arestas inseridas são atravessadas ainda por apenas 

1 ciclo da 6-CDC e os vértices g, h e i ainda são deficientes. Como d já 

completou seu grau, um novo ciclo que atravesse dg deverá também atravessar 

dh. Repare que isto não fere o Lema 3.2, pois o ciclo que já passa por dg (Cl) 

é diferente do que passa por dh (C2). Seja C4 O ciclo que passa por dg e dh. 

Pelo Lema 3.2, C4 não pode continuar por g f nem por he, devendo tomar 

as arestas que faltam em g e h (identificadas na Figura 3.9 por g j  e hk). De 

forma análoga, teremos C5 passando por he e ei e tomando as arestas que 

faltam em h e i (atravessando hk e il), e C6 passando por g f e f i e saindo 

em g e i (atravessando g j  e il), gerando o grafo rotulado da Figura 3.9. 

Observe que tanto o triângulo da Figura 3.6 quanto o grafo da Figura 

3.9 possuem 3 vértices deficientes de grau 1, possuindo ambos deficiência 6. 

E se analisarmos, na Figura 3.9, os ciclos incompletos C4, C5 e C6, veremos 

que eles têm a mesma estrutura dos ciclos Cl , C2 e C3 quando ainda estavam 



incompletos na Figura 3.6, ou seja, eles possuem 4 arestas definidas, sendo 2 

na estrutura interna e 2 a serem conectadas externamente. Assim, os vértices 

deficientes j,k e I ,  do grafo da Figura 3.9, correspondem aos vértices d, e e 

f do grafo da Figura 3.6. Por esta razão, podemos substituir S3 em B3 pelo 

grafo da Figura 3.9, gerando um grafo cúbico, com cintura 3 e que admite 

6-CDC. Portanto, o grafo da Figura 3.9 é 13. Note que I3 também possui 

um triângulo, garantindo a possibilidade de futuras iterações e mantendo 

a cintura do grafo, além de preservar um número constante (igual a 2) de 

triângulos em toda a família gerada. 

Na Figura 3.10 temos o resultado da primeira iteração (substituição de 

S3 por I3 em B3) e nas Figuras 3.11 e 3.12 temos os resultados da segunda e 

terceira iterações (substituição de S3 por I3 no resultado da iteração anterior), 

respectivamente. 

Figura 3.10: Resultado da primeira iteração em B3. 

3.2.3 Grafos cúbicos de cintura 4 com 6-CDC 

De forma análoga ao que foi feito no caso de cintura 3 ,  devemos identificar 

B4 e .i4. Para isso, iniciamos analisando as configurações possíveis (excluídas 

as permutações de rótulos) para os ciclos da 6-CDC atravessarem S4 (um 



Figura 3.11: Resultado da segunda iteração em B3. 

Figura 3.12: Resultado da terceira iteração em B3. 

quadrado com as arestas externas). Nas Figuras 3.13(a), 3.13(b) e 3.13(c) 

estão representadas as rotulações de S4 que não infringem os Lemas 3.3 e 

3.2 nem obrigam um ciclo da 6-CDC a ser fechado com comprimento menor 

que 6. Com isto, temos 4 ciclos (Ci, C2, C3, C4) representados em cada 

configuração. 

Note que, nos grafos da Figura 3.13, os vértices e, f , g e h são distintos. 

Mais adiante, trataremos os casos onde eles podem coincidir. Observe, ainda, 

que todos os casos da Figura 3.13 possuem deficiência 8. 



Figura 3.13: Um quadrado 

h 

(b) ( 4  

(S4) e as possíveis configurações de ciclos da 6-CDC 

que o atravessam. 

Para cada caso mostrado na Figura 3.13, estaremos identificando B4 e 

14. Chamaremos de S4, O grafo rotulado da Figura 3.13(a), e de B4, e Ida 

suas respectivas expansões, fazendo o mesmo para os casos da figura 3.13(b) 

e 3.13(c). 

Em S4,, podemos verificar facilmente (e de forma semelhante ao caso do 

triângulo) que se escolhermos utilizar um vértice já existente para completar 

Cl (podem ser escolhidos tanto f quanto h, devido à simetria do quadrado), 

seremos forçados a utilizar novamente vértices existentes para completar C2, 

C3 e C4. Temos, assim, o grafo B4,, conforme a Figura 3.14 (isomorfo ao 

T8,2) 

Devemos agora encontrar 14a. Para isso, voltamos ao estágio da Figura 

3.13(a) e, em vez de escolhermos um vértice existente para completar Ci, 

incluimos um novo vértice i e as arestas ei e ig. Com esta nova escolha, somos 

obrigados a utilizar um novo vértice j e as arestas ej e jg para completarmos 

C2. Neste ponto, já podemos analisar a deficiência e os ciclos incompletos, 

percebendo que são equivalentes à configuração inicial de S4,. OS 4 vértices 



Figura 3.14: Menor grafo (B4,) de cintura 4 que admite 6-CDC e possui S4, (com 

suas rotulações) como subgrafo. 

deficientes com grau 1 (f ,  h, k e I )  deixam a deficiência igual a 8 e todos 

os ciclos incompletos possuem 4 arestas definidas, conforme a Figura 3.15. 

Assim, podemos substituir S4, em B4, pelo grafo da Figura 3.15, gerando 

um grafo cúbico, com cintura 4 e que admite 6-CDC. Portanto, o grafo da 

Figura 3.15 é 14,. 

Repare que, tanto os 2 quadrados presentes em 14, quanto o quadrado 

em B4, - E(S4,), possuem a mesma configuração de S4,. Assim, todos os 

grafos gerados pelas sucessivas substituições de S4, por 14, possuirão todos 

os seus quadrados com a mesma configuração de ciclos de S4, (B4, é O único 

membro desta família onde isto não ocorre). 

Verificaremos agora o caso de S4b. Neste caso, podemos observar que 

os ciclos Ci e C3 já possuem 5 arestas definidas, faltando-lhes apenas uma 

aresta para completar o ciclo. Desta forma, não nos resta outra alternativa, 

a não ser conectar o vértice e ao f e o vértice g ao h, conforme a Figura 3.16. 



Figura 3.15: Menor grafo (I4a) de cintura 4 equivalente ao S4a. 

Figura 3 .l6: As arestas e f e gh devem fechar Cl e C3, respectivamente. 

Analisando Cz, verificamos que ele já possui 3 arestas definidas, mas não 

pode utilizar a aresta recém-adicionada ef (na Figura 3.16, x # 2), pois 

além de se fechar com comprimento 4, infringiria o Lema 3.2 com o ciclo Cl. 



Portanto, C2 deve utilizar uma nova aresta, tanto em e quanto em f criando 

um novo caminho de comprimento 3 entre estes vértices. E para fazê-lo de 

forma a minimizar o número de vértices, este caminho deve passar por g e 

h já existentes. Existem 2 formas de estabelecer este caminho, conforme as 

Figuras 3.17(a) e 3.17(b). 

No caso da Figura 3.17(a), o caminho que completa C2 é dado por ehg f . 

Resta, então, apenas completarmos C4, O que pode ser feito facilmente pelo 

caminho gfeh. Assim, a Figura 3.17(a) é o grafo B4b. Note que Bqb é 

isomorfo a B4, (e ao T8,2), apenas as rotulações diferem. 

No caso da Figura 3.17(b), o caminho que completa C2 é dado por egh f .  

Neste caso, C4 pode ser completado de forma simétrica pelo caminho gef h. 

Com isto, o grafo da Figura 3.17(b) (isomorfo ao h&) será chamado de &,I, 

pois também é um menor grafo que admite 6-CDC e completa Sqb mantendo 

a cintura 4. 

Figura 3.17: Menores grafos (B4b e de cintura 4 que admitem 6-CDC e 

possuem S 4 b  (com suas rotulações) como subgrafo. 



Devemos agora descobrir 14b. Para isso, voltamos ao estágio da Figura 

3.13(b). Sabemos que as arestas e f e gh são obrigatórias para completar os 

ciclos Cl e C3 (conforme Figura 3.16). No entanto, acrescentemos apenas 

a aresta e f ,  completando C7, e analisemos a deficiência e configuração dos 

ciclos (Figura 3.18). Temos agora 4 vértices deficientes com grau 1 (g, h, 

i e j ) ,  ou seja, a deficiência é 8. Além disso, todos os vértices deficientes 

pertencem a algum ciclo incompleto com 5 arestas definidas (C2 ou C3) e a 

outro com 3 arestas definidas (C4 OU C5), de forma similar ao S 4 b .  Assim, 

podemos substituir S 4 b ,  tanto em Bqb quanto em B4b1, pelo grafo da Figura 

3.18, gerando um grafo cúbico, com cintura 4 e que admite 6-CDC. Portanto, 

o grafo da Figura 3.18 é 14b. 

Figura 3.18: Menor grafo (I4b) de cintura 4 equivalente ao S 4 b  



Repare que, tanto os 2 quadrados presentes em 14b quanto os quadrados 

em B4, - E(S4,) e em B4b1, possuem a mesma configuração de S4b. Assim, 

todos os grafos gerados pelas sucessivas substituições de Sqb por 14b possuirão 

todos os seus quadrados com a mesma configuração de ciclos de Sqb (B4b 6 O 

único membro desta família onde isto não ocorre). 

Verificaremos agora o caso de S4c. Neste caso, podemos observar que o 

ciclo Cl já possui 5 arestas definidas, restando-lhe apenas uma aresta para 

completar o ciclo. Desta forma, não nos resta outra alternativa, a não ser 

conectar o vértice e ao f . 
Neste momento, C2, que já possui 4 arestas definidas, pode ser completado 

tanto pelo caminho e f g  quanto por ehg .  É fácil verificar que estas escolhas 

são simétricas, logo, podemos arbitrar a utilização do caminho ehg .  

O ciclo C3 também possui 4 arestas definidas e pode ser completado pelo 

caminho h e  f ou h g  f .  Repare que a escolha de h e  f utiliza as arestas h e  e e f 

já existentes, já a escolha de h g  f implica na criação da aresta g f .  

Para garantir a minimalidade, tentaremos primeiro o caminho h e  f .  Com 

esta escolha (Figura 3.19), percebemos que C4 deve, a partir do vértice h, 

utilizar a aresta h g .  Mas isto faz com que ele feche um ciclo de comprimento 

4, além de infringir o Lema 3.2 no caminho h g c  com C2. 

Portanto, C3 deve utilizar o caminho h g  f . Com isto, C4 pode ser com- 

pletado com o caminho h e  f , gerando B4, (Figura 3.20). 

Devemos agora descobrir 14c. Para isso, voltamos ao estágio da Figura 

3.13(c). Sabemos que a aresta e f é obrigatória para completar o ciclo Ci. 

No entanto, para completar C2 podemos escolher utilizar um vértices novo 

i e tomando o caminho e ig .  Com isto, C3 não pode utilizar os vértices 

existentes para se completar, pois os vértices deficientes ( g  e i)  já possuem 
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Figura 3.19: Se C3 utiliza O caminho hef, C4 fica inconsistente. 

Figura 3.20: Menor grafo (B4c) de cintura 4 que admite 6-CDC e possui S4, (com 

suas rotulações) como subgrafo. 

grau 2. Assim, C3 deverá acrescentar o vértice j e utilizar o caminho hj f 

para se completar. 

O ciclo C4 não conseguirá se completar com os vértices existentes, pois 

já têm grau maior que 1. Por isso, deverão ser acrescentados os vértices k e 



1 e C4 se completará com o caminho hklg, gerando o grafo da Figura 3.21. 

Neste grafo, existem 4 vértices deficientes com grau 1 (a deficiência é 8). Os 

vértices m e p pertencem a um ciclo com 5 arestas definidas (C5) e a outro 

com 4 arestas definidas (C6 OU C7), da mesma forma que os vértices e e f 

de S4,. E os vértices deficientes n e o pertencem a um ciclo com 4 arestas 

definidas (C6 OU C7) e a outro com 3 arestas definidas (Cs), da mesma forma 

que os vértices g e h de S4,. Assim, podemos substituir S4, em B4, pelo 

grafo da Figura 3.21, gerando um grafo cúbico, com cintura 4 e que admite 

6-CDC. Portanto, o grafo da Figura 3.21 é 14c. 

Figura 3.21: Menor grafo (I4,) de cintura 4 equivalente ao S4,. 

Uma forma mais simples de representarmos 14, pode ser observada na 

Figura 3.22. 

Note que, tanto os 2 quadrados presentes em 14, quanto o quadrado em 

B4, - E (S4,),  possuem a mesma configuração de S4c. Assim, todos os grafos 



Figura 3.22: Outra representação para 14c. 

gerados pelas sucessivas substituições de S4c por possuirão todos os seus 

quadrados com a mesma configuração de ciclos de S4, (B4c é O único membro 

desta família onde isto não ocorre). 

Observe que B4c C2 B4b B4* T8,2, apenas as rotulações diferem. 

Assim, tanto 14, quanto Idb OU 14c, podem substituir um quadrado no T8,2. 

No entanto, uma vez substituído um quadrado do T8,2 por algum destes 

grafos, nas próximas iterações deverá ser utilizado sempre o mesmo grafo, 

não havendo casos híbridos com a utilização de combinações dos casos. Vale 

ressaltar que apenas 1 4 b  pode substituir um quadrado no M8 (E B4b1). 

Conforme comentamos no início do estudo do caso de cintura 4, nos grafos 

da Figura 3.13 os vértices e ,  f ,  g e h são distintos, e precisamos tratar os casos 

onde isso não ocorre. Suponhamos que dois destes vértices, sejam idênticos, 



por exemplo e = f .  Claramente, formaríamos um triângulo abea e, com 

isso, o grafo deixaria de ter cintura 4, recaindo em um dos grafos da família 

gerada por B3 e I3 (neste caso, em especial, recairia justamente em B3). É 

fácil verificar que a única possibilidade de não formar triângulos é fazer e = g 

ou f = h (ou ambos). 

Suponhamos e = g e f # h. Sabemos que as únicas configurações 

possíveis para os ciclos da 6-CDC atravessarem um quadrado são as exibidas 

na Figura 3.13 (independentemente dos vértices externos serem distintos ou 

não). Se tentarmos aplicar as configurações das Figuras 3.13(a) ou 3.13(c), 

veremos que ciclos da 6-CDC serão fechados com comprimento 4, invali- 

dando estas possibilidades. Se aplicarmos a configuração da Figura 3.13(b), 

perceberemos que os dois ciclos de comprimento 5 exigirão que sejam acres- 

centadas as arestas e f e f h, o que deixaria dc(e) = 4, o que invalida esta 

possibilidade, pois G é cúbico. 

Suponhamos, agora, e = g e f = h. Da mesma forma, as configurações 

das Figuras 3.13(a) e 3.13(c) fechariam um ciclo da 6-CDC com comprimento 

4. No entanto, a configuração da Figura 3.13(b) seria válida, apenas forçando 

a existência da aresta ef (e fazendo C4 = CZ), O que completaria o grau de 

todos os vértices, gerando o M6, conforme a Figura 3.23. 

Note que a primeira iteração de 1 4 b  sobre o M6 já gera o M8, o qual é 

isomorfo a B4b/. Assim, o Único grafo de cintura 4 desta família que não 

possui S4a, S4b OU S4c Como subgrafo é o M6. 

3.2.4 Grafos cúbicos de cintura 5 com 6-CDC 

Trataremos agora os grafos cúbicos com cintura 5. Partimos, então, de S5, 

que é um pentágono, representado na Figura 3.24 já com os vértices externos 

f ,  g, h, i e j. Note que estes vértices são necessariamente distintos para que 



Figura 3.23: Grafo (M6)  gerado quando e = g e f = h em S4. 

o grafo mantenha a cintura 5 (caso contrário, seriam formados triângulos ou 

quadrados). 

Nas Figuras 3.24(a), 3.24(b) e 3.24(c) estão representadas as rotulações 

de S5 que não infringem os Lemas 3.3 e 3.2 nem obrigam um ciclo da 6-CDC 

a ser fechado com comprimento menor que 6. Assim, temos 5 ciclos (Cl, C2, 

C3, C4, C5) representados em cada configuração. Note que todos os grafos 

da Figura 3.24 possuem deficiência 10. 

Para cada caso exibido na Figura 3.24, estaremos analisando B5 e 15. Da 

mesma forma que no caso de cintura 4, chamaremos de S5, O grafo rotulado 

da Figura 3.24(a), e de BSa e IEía suas respectivas expansões, fazendo o mesmo 

para os casos das figuras 3.24(b) e 3.24(c). 

Em S5,, podemos verificar que os ciclos Cl e C2 possuem 5 arestas de- 

finidas, tornando obrigatória a criação das arestas fi  e fh ,  para que Cl e 

C2, respectivamente, sejam completos. Analisando o ciclo C3, O qual possui 

4 arestas definidas, percebemos que ele não pode ser conectado a nenhum 

vértice existente, visto que todos os vértices deficientes já possuem grau 2. 

Logo, será necessário inserir um novo vértice k para que C3 utilize o caminho 

jkg para completar seu comprimento. Com isto, obtemos o grafo da Figura 
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Figura 3.24: Pentágono (S5) com as possíveis configurações de ciclos da 6-CDC 

que o atravessam. 

3.25 (já incluídos os vértices I ,  m, n, o e p, externos ao pentágono, para 

melhor visualização) . 

Note que, ao analisarmos os ciclos que atravessam este grafo, percebemos 

que a configuração parece equivalente à do pentágono inicial (S5a), pois temos 

2 ciclos com 5 arestas definidas (C4 e C5), 1 ciclo com 4 arestas definidas (Cs) 

e 2 ciclos com 3 arestas definidas (C7 e C*). Além disso, temos 5 vértices 



Figura 3.25: Candidato a 15a. 

deficientes com grau 1, logo, a deficiência é 10. No entanto, se tentarmos fazer 

a correspondência dos vértices deficientes de SSa com os vértices deficientes 

da Figura 3.25 verificaremos que não é possível. Em SSa, temos o vértice f 

pertencente a 2 ciclos com 5 arestas definidas (Ci e C2), OS vértices g e j 

pertencentes a um ciclo com 4 arestas definidas (C3) e a outro ciclo com 3 

arestas definidas (C4 OU C5), OS vértices h e i pertencentes a um ciclo com 5 

arestas definidas (Ci ou C2) e a outro ciclo com 3 arestas definidas (C4 OU 

C5). Contudo, o grafo da Figura 3.25 possui os vértices I e m pertencentes 

a um ciclo com 5 arestas definidas (C4 OU C5) e a outro ciclo com 3 arestas 

definidas (C7 OU C8), os vértices n e p pertencentes a um ciclo com 5 arestas 

definidas (C4 ou C5) e a outro ciclo com 4 arestas definidas (Cs), o vértice o 



pertencente a 2 ciclos com 3 arestas definidas (C7 e Cs). Portanto, o grafo 

da Figura 3.25 não é 15a. 

Continuemos nossa análise de crescimento deste grafo, completando o 

ciclo C4 com a aresta mn. Note que ao acrescentarmos as outras arestas 

incidentes a rn e n, chegando ao grafo da Figura 3.26, podemos reavaliar a 

configuração do ciclo e verificarmos que ela é equivalente à do S5a. Logo, 

este grafo é ISa. 

Figura 3.26: Menor grafo (I5a) de cintura 5 equivalente ao S5a. 

Observe que chegamos a 15a antes de B5a. E todas as arestas e vértices 

inseridos são inevitáveis, ou seja, não há outra forma de SSa se expandir. 

Como ISa é equivalente a S5aj podemos expandi-lo repetindo o mesmo proce- 

dimento (fechando os ciclos análogos) que levou a 15aa No entanto, fazendo 

isto, o grafo nunca se completará. 



Repare que a única possibilidade de haver uma outra forma (diferente da 

que fizemos para S5,) de conectarmos os vértices deficientes em 15, seria se 

tivéssemos deixado de criar alguma aresta na expansão de S5, por conta da 

restrição de cintura. Note que a formação de um ciclo de comprimento menor 

que 5 ao conectar vértices deficientes u e v de S5, não leva, necessariamente, 

à formação de um ciclo de mesmo comprimento ao conectar os vértices u' e 

v' correspondentes a u e v em 15,. 

Podemos exemplificar com os vértices h e i em S5, e 1 e r em 15a. Observe, 

em S5,, que h e i pertencem, cada um, a um ciclo com 5 arestas definidas e 

a outro com 3 arestas definidas. O mesmo ocorre com os vértices 1 e r em 

15,. Se conectarmos h e i em S5,, claramente teríamos um quadrado hidci, 

diminuindo a cintura do grafo. No entanto, se conectarmos os vértices 1 e r 

em 15,, não alteraríamos a sua cintura. 

Porém, quando expandimos S5,, a restrição de manter a cintura não foi 

utilizada, apenas a própria consistência dos ciclos da 6-CDC. Portanto, não 

haverá outra forma de expansão para 15, diferente da que foi feita em S5,. 

Logo, este grafo nunca se completará. Isto mostra que a configuração de S5, 

não é válida para um pentágono. 

Prossigamos, então, com a análise de S5(,. 0 ciclo Cl possui 5 arestas 

definidas e deve acrescentar a aresta f i para se completar. Já o ciclo C2 

possui 4 arestas definidas e deve escolher um caminho de comprimento 2 

para se completar. Tentando garantir a minimalidade de arestas, utilizare- 

mos inicialmente um vértice existente para compor este caminho. Temos 3 

alternativas para completar C2 com vértices existentes: f gi, f hi e f ji. Va- 

mos generalizar estes três casos, para verificar que todos eles implicarão em 

inconsistência da 6-CDC. Os vértices g, h e j serão genericamente chamados 

de x. 



Utilizemos o vértice existente x para completar C2, atravessando o carni- 

nho f xi. Como a aresta f i já havia sido adicionada, teremos um triângulo 

f xi f .  Sabemos que a aresta f i já é atravessada por Cl, seja Ci o outro ciclo 

que a atravessa. Obviamente, Ci # C2, caso contrário, C2 seria fechado com 

comprimento 5. Como as arestas f a e id já estão sendo atravessadas por Cl 

e C2, Ci necessariamente utilizará as arestas f x e ix. Com isto, Ci se fecharia 

no triângulo f xi f , além de infringir o Lema 3.2 nas arestas f x e ix com o 

ciclo Cz. 

A inclusão de um novo vértice para completar C2 recairia no mesmo 

problema. Para verificar este fato, basta substituir o vértice novo por x na 

análise anterior. Assim, a configuração inicial de S5(, também não é válida. 

Considere, agora, Nele, todos os ciclos da 6-CDC representados 

possuem 4 arestas definidas. Para expandir este grafo, podemos escolher 

arbitrariamente Cl para iniciar nossa análise. Se tentarmos fechar Cl com 

vértices existentes, criaremos triângulos ou quadrados. Considere agora o 

caso de completarmos Cl com um novo vértice k. Assim, Cl é completado 

pelo caminho f kh. 

Pelo mesmo motivo, C2, C3, C4 e C5 também deverão utilizar novos 

vértices I ,  m, n e o (respectivamente) para se completarem. Desta forma, 

obtemos o grafo da Figura 3.27. Podemos verificar facilmente que os novos 

ciclos incompletos que surgem são equivalentes aos de S5c, possuindo 5 ciclos, 

cada um com 4 arestas definidas, e 5 vértices deficientes de grau 1, fazendo a 

deficiência ser 10. Assim, podemos substituir S5 em B5 pelo grafo da Figura 

3.27, gerando um grafo cúbico, com cintura 5 e que admite 6-CDC. Portanto, 

o grafo da Figura 3.27 é I5 (O subscrito c foi omitido devido à invalidez dos 

demais casos). 



Figura 3.27: Menor grafo (I5) de cintura 5 equivalente ao S5c. 

Devemos, ainda, descobrir B5. Para isso, não necessitamos retornar à 

configuração inicial de S5c, pois já sabemos que I5 é a Única forma de expandi- 

10. Portanto, o que devemos fazer é continuar a expansão até que o grafo se 

complete. 

Observe que, de forma semelhante a S5a,  a expansão de SEic nos conduziu 

a ISc antes de B5c. No entanto, diferentemente do que ocorreu com S5a, na 

expansão de SEíc fomos proibidos de completar os ciclos com vértices exis- 

tentes devido à diminuição da cintura. Conforme já comentamos no caso 

de S5a, esta restrição não ocorrerá necessariamente em 15c. Portanto, neste 

caso, devemos continuar a expansão até que o grafo se complete. 



Partindo, então, de 15, procuremos completar C6. Para garantir a mini- 

malidade de B5, tentaremos, inicialmente, utilizar vértices existentes. Como 

C6 possui 4 arestas definidas, temos 3 vértices candidatos a completá-lo: r, 

Se tentarmos completar C6 com o vértice r ,  criando as arestas qr e rt, C8 

deverá utilizar qr para continuar seu caminho (caso contrário, seria fechado 

com comprimento 5). Assim, Cs posuiria 5 arestas definidas, devendo, ne- 

cessariamente, se fechar com a inclusão da aresta qt, conforme a Figura 3.28. 

Esta nova aresta, claramente, formaria um triângulo (qtrq) , diminuindo sua 

cintura e tornando esta configuração inválida. 

S r 

Figura 3.28: Completando C6 com r forma um triângulo (qtrq). 



Por simetria, podemos perceber que a opção de utilizar o vértice s para 

completar C6 resultaria em configuração inválida (C7 forçaria a existência de 

um triângulo qtsq). 

Considere, agora, a utilização do vértice p para completar C6, criando as 

arestas pq e pt. Desta forma, C7, para garantir a minimalidade de B5, deverá 

utilizar r, criando qr e rs. Então, C8 deverá utilizar s, criando a aresta st 

(rs já havia sido incluída). Isto completa o grau do grafo. Devemos apenas 

avaliar se C9 e CIO são devidamente completados, o que é efetivamente obtido 

pelos caminhos pts e pqr, respectivamente, conforme a Figura 3.29. Assim, 

finalizamos a construção da 6-CDC, sendo este o grafo B5 (eliminamos o c 

subscrito devido à invalidez dos demais casos). 

Note que B5 possui apenas 2 pentágonos, ambos com a mesma confi- 

guração de ciclos (iguais ao SSc). E como I5 possui 1 pentágono (S5c), está 

garantida a infinidade de membros da família gerada, além de deixar cons- 

tante (igual a 2) o número de pentágonos em todos estes grafos. 

3.2.5 Grafos cúbicos de cintura 6 com 6-CDC 

Os casos de cintura 3, 4 e 5 foram examinados de forma exaustiva, abor- 

dando todos os casos e configurações possíveis de ciclos da 6-CDC de forma 

didática. A mesma intuição adquirida naqueles casos pode ser aplicada no 

caso de cintura 6. No entanto, para não sobrecarregar o texto desnecessaria- 

mente, apresentaremos apenas as configurações possíveis para o hexágono e 

as configurações finais de B6 e I6 para cada caso desta cintura. 

As 5 configurações possíveis para o hexágono estão representadas na Fi- 

gura 3.30. Nas Figuras 3.31, 3.32, 3.33 e 3.34 são exibidos e 16a, B6b e 

16b, Bsc e 16,, B6d e 166d, respectivamente. Os grafos BGe e 16e serão trata- 



Figura 3.29: Menor grafo (B5) de cintura 5 que admite 6-CDC. 

dos de forma especial devido h restrições impostas por S6e,  as quais serão 

explicit adas a seguir. 

Observe que a configuração de Sse representa um ciclo da 6-CDC com- 

pleto (Ci). Sabemos que qualquer ciclo da 6-CDC de um grafo de cintura 6 

deverá possuir a configuração de Sse. Note que este fato faz com que B6e, por 

definição, seja isomorfo ao menor graf0 dentre B6a, B6b, Boc e Bsd, no caso, o 

menor é BCb (16 vértices). No entanto, existem grafos que possuem S 6 e  como 

subgrafo (e suas rotulações) mas não podem ser gerados pelos casos anterio- 



Figura 3.30: Hexágono com as possíveis configurações de ciclos da 6-CDC que o 

atravessam. 
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Figura 3.31: B6, (a) e 16, (b). 

res. Trata-se da possibilidade de todos os hexágonos do grafo apresentarem a 

configuração de 5'6,. Neste caso, todos os ciclos de comprimento 6 pertencem 

à 6-CDC e são adjacentes a 6 outros ciclos. Repare que se existir algum ciclo 

de comprimento 6 que não pertença à 6-CDC, ele possuirá, inevitavelmente, 

uma das outras configurações mostradas na Figura 3.30. 

Por isso, redefiniremos como O menor grafo G que atenda às seguintes 

restrições: 

(i) G é cúbico; 

(ii) possui cintura 6; 

(iii) admite 6-CDC; 

(iv) todos os ciclos de comprimento 6 pertencem à 6-CDC; 



Figura 3.32: Bsb (a) e I6b (b). 

(v) todo ciclo da 6-CDC é adjacente a 6 outros. 

A busca por terá uma abordagem diferente das anteriores, pois as res- 

trições impostas por este caso são mais rígidas. 

Podemos provar que qualquer 6-CDC em grafos de cintura maior que 4 

possui todos os seus ciclos adjacentes a outros 6, ou seja, a(Ci) = 6, para 

todo ciclo Ci da 6-CDC. Com isto, a condição (v) seria uma conseqüência 

natural das condições (i), (ii) e (iii). Faremos esta demonstração na forma 

de um lema (3.8) e um teorema (3.9). 

Lema 3.8. Se  existe Ci tal que a(Ci) < 6, então g(G) < 5. 

Prova. Para o caso onde Ci possui corda, a proposição vale trivialmente 

(qualquer corda num ciclo de comprimento 6 gera outro ciclo de comprimento 

menor que 5). Suponhamos Ci sem cordas e tal que a(Ci) < 6. Então 



Figura 3.33: BGc (a) e Isc (b). 

existe um outro ciclo Cj da 6-CDC tal que p(Ci, Cj) > 1. Pelo Lema 3.4, 

p(Ci, Cj) 5 3, e pelo Lema 3.5, se p(Ci, Cj) = 3, G é isomorfo ao M6 ou 

e ambos possuem corda, contradizendo nossa hipótese. Assim, p(Ci, Cj) = 2. 

Sabemos, pelo Lema 3.2, que dois ciclos de uma mesma 6-CDC não podem 

possuir arestas adjacentes em comum. Sejam e e f arestas de G tais que 

ambas pertencem a Ci e Cj. Como todos os extremos de e e f são vértices de 

Cj e como Ci não possui cordas, para completar Cj devem ser inseridos dois 

caminhos distintos não pertencentes a Ci, de comprimento 2, que iniciam em 

um extremo de e e terminam em um extremo de f .  Seja u um extremo de e 

e v um extremo de f tais que existe um caminho Pl, não pertencente a Ci, 

de comprimento 2, entre u e v. 

É fácil verificar que em qualquer ciclo de comprimento 6 existe um ca- 

minho de comprimento menor ou igual a 3 entre qualquer par de vértices 



Figura 3.34: (a) ,  (b) e I6d (C). 



pertencentes ao ciclo. Logo, existe um caminho P2 pertencente a Ci entre u 

e v .  Portanto, existe um ciclo C, em G que passa por u e v com comprimento 

menor ou igual a 5 (basta tomar Pl e Pz). 

No entanto, só existe um caso em que o subgrafo induzido pelas arestas 

de Ci e Cj possuirá cintura 5, o qual é mostrado na Figura 3.35. 

Figura 3.35: Único caso onde Ci e Cj induzem um grafo de cintura 5. 

E existe apenas uma configuração possível para que os demais ciclos da 

6-CDC atravessem este subgrafo, a qual é idêntica ao S5, (Figura 3.24(a)). 

Esta configuração já foi demonstrada ser inválida. Assim, a configuração da 

Figura 3.35 também é inválida, e existe um ciclo de comprimento menor que 

5 em G, ou seja, a cintura de G é menor que 5. 0 

Teorema 3.9. g(G) 2 5 se somente se a(Ci) = 6, para todo Ci pertencente 

à 6-CDC. 

Prova. (+) Forma contra-positiva do Lema 3.8, pois, pelo Teorema 3.7, 

.-(Ci) 5 6. 

(e) Suponhamos (por contra-posição), que g(G) < 5. Podemos verificar 

facilmente, tanto para o caso onde g(G) = 3 (Figura 3.6), quanto para os 

casos onde g(G) = 4 (Figuras 3.13(a), 3.13(b) e 3.13(c)), que existem ciclos 

da 6-CDC que possuem mais de uma aresta em comum. Logo, existe um 

ciclo Ci pertencente à 6-CDC tal que a(Ci) < 6. O 



Este teorema nos poupa muito trabalho, pois só precisamos verificar a 

configuração onde todos os ciclos da 6-CDC são adjacentes a outros 6. Vale 

ressaltar que o teorema se aplica ao caso de cintura 5, e podemos verificar, 

agora de forma mais simples, que SSa e SS6 (Figuras 3.24(a) e 3.24(b)) não 

são configurações válidas, pois existem ciclos adjacentes a menos de 6 outros 

ciclos. Isto pode ser percebido pela existência de ciclos Ci e Cj que compar- 

tilham mais de uma aresta. E se p(Ci, Cj) 2 2, então a(Ci) < 6, ferindo o 

Teorema 3.9. No entanto, observe que não poderíamos apresentar este teo- 

rema antes da análise da cintura 5, pois a prova do Lema 3.8 utiliza aquela 

análise. 

Com este resultado, simplificamos a busca pelo menor grafo (B6e) que 

atende às condições do caso (e). Podemos simplificar ainda mais, definindo 

um grafo D6, de forma similar ao conceito de grafo dual [24]. Façamos 

V(D6,) = {Cl, C2, . . . , Ct), onde Ci é um ciclo da 6-CDC de B6e, OU seja, 

os vértices de D6, representam os ciclos da 6-CDC de B6, (que são todos os 

seus ciclos de comprimento 6). Façamos, ainda, e = CiCj E E(DGe) e 

,u(Ci, Cj) = 1, isto é, as arestas de DBe representam a adjacência entre os 

ciclos de Boe. Temos, então, a partir da configuração de SGe, um subgrafo de 

D6,, representado na Figura 3.36 (S6, está representado com arestas trace- 

j adas) . 

Como todos os ciclos da 6-CDC de B6, são adjacentes a outros 6, D6, 

é 6-regular. Conforme já comentamos anteriormente, em qualquer 6-CDC 

cada vértice v pertencerá a 3 ciclos distintos. É fácil ver que estes 3 ciclos 

serão adjacentes entre si (pois compartilham uma das arestas incidentes a 

v). Assim, todo vértice de B6, corresponderá a um triângulo em DGe (e 

vice-versa) . 



Figura 3.36: Subgrafo de D6,. 

Como B6, é cúbico, cada triângulo em D6, só pode ser adjacente (em 

arestas) a 3 outros. Note que, da mesma forma que ocorre nos grafos duais, 

cada aresta de D6e corresponde a uma aresta de B6,. Portanto, cada aresta 

de D6, só pode ser compartilhada por 2 triângulos (pois B6e não possui 

arestas paralelas). Devido a esta restrição, não podemos conectar os vértices 

com grau 3 do subgrafo de D6, na Figura 3.36. E, conseqüentemente, os 

ciclos Cz, . . . , C7 deverão se completar independentemente, isto é, sem criar 

novas adjacências, gerando o subgrafo de B6, indicado na Figura 3.37 (as 

arestas de D6, estão tracejadas). 

Agora devemos estudar como este subgrafo pode crescer mantendo a cin- 

tura 6, a consistência da 6-CDC e a restrição imposta pelo Teorema 3.9. 

Sabemos que B6, deve ser o menor grafo que satisfaz estas condições. Assim, 

devemos tentar, inicialmente, completar este subgrafo sem adicionar novos 

vértices. 

Para facilitar a visualização das possibilidades, tomemos o subgrafo in- 

duzido pelas arestas que ainda não pertencem a 2 ciclos, que é o ciclo de 18 

vértices que contorna o grafo da Figura 3.37. Para destacar os vértices que 



Figura 3.37: Subgrafo de B6e. 

podemos utilizar nas novas conexões, representaremos os vértices deficientes 

como círculos sem preenchimento, conforme a Figura 3.38. 

Figura 3.38: Subgrafo de B6, a ser completado e seus vértices deficientes. 

Observe que nosso objetivo agora é conectar vértices sem preenchimento 

de forma que seja mantida a consistência da 6-CDC e a cintura 6. Podemos 

perceber, facilmente, que as arestas uv e vx, incidentes a um vértice cheio 

(não deficiente) v, devem, necessariamente, pertencer a um mesmo ciclo novo 



Ci, já que no grafo da Figura 3.37 nenhum ciclo utiliza este mesmo par de 

arestas. No entanto, Ci não poderá utilizar as outras arestas incidentes a u 

e z que pertencem ao ciclo original de 18 vértices, pois fariam Ci infringir o 

Lema 3.2 com ciclos definidos na Figura 3.37. Desta forma, as novas arestas 

que incidirão sobre u e z pertencerão a Ci, o qual se completará com um 

outro caminho u'v'z' pertencente ao ciclo de 18 vértices, onde v' é um vértice 

cheio. 

Assim, precisamos apenas testar os pares de vértices cheios que podem 

ter seus vizinhos conectados. Repare que vértices cheios que estão a uma 

distância menor que 6 no ciclo de 18 vértices não podem ter seus vizinhos 

conectados sem formar um ciclo menor que 6. Note, ainda, que os vértices 

cheios que estão à distância 6 só podem conectar seus vizinhos de forma 

cruzada, conforme a Figura 3.39. No entanto, vértices que estão à distância 9 

podem se conectar diretamente (Figura 3.40(a)) ou de forma cruzada (Figura 

3.4O(b)). 

Figura 3.39: Vértices cheios à distância 6 com seus vizinhos conectados de forma 

cruzada. 



( 4  (b) 

Figura 3.40: Vértices à distância 9 com seus vizinhos conectados de forma direta 

(a) e cruzada (b). 

Se conectarmos diretamente os vizinhos de todos os vértices cheios à 

distância 9, obtemos o grafo da Figura 3.41. Observe que as arestas que co- 

nectam vértices sem preenchimento também devem formar ciclos da 6-CDC. 

Por exemplo, temos o ciclo bcnohib. Note que as arestas inseridas devem ser 

atravessadas por 2 novos ciclos, enquanto as arestas do ciclo original (de 18 

vértices) só devem ser atravessadas por 1 novo ciclo, já que elas pertencem 

a algum outro ciclo do grafo original da Figura 3.37. 

É fácil verificar que se conectarmos qualquer destes ciclos de forma cru- 

zada (por exemplo, fazendo rabkjir), a configuração dos ciclos que utilizam 

as arestas entre vértices sem preenchimento fica inconsistente. E se conectar- 

mos mais de um destes ciclos de forma cruzada, fecharemos um ciclo menor 

que 6. Assim, a única forma de combinarmos todos os vértices cheios à 

distância 9 é a apresentada na Figura 3.41. 

No caso de combinarmos vértices cheios u e v, à distância 6, de forma cru- 

zada (conforme os vértices p e d da Figura 3.39), devemos, necessariamente, 



Figura 3.41: Todos os vértices cheios à distância 9 com seus vizinhos conectados 

de forma direta. 

combinar o vértice cheio x (a  na Figura 3.39), que se encontra à distância 4 

de u e v, com o vértice cheio que está à distância 9 de x ( j  na Figura 3.39). 

Caso contrário, formaremos um ciclo menor que 6. Com esta ligação, só nos 

resta conectar os vértices cheios restantes (m e g na Figura 3.39) de forma 

cruzada (pois estão à distância 6 um do outro), chegando ao grafo da Figura 

3.42 que possui uma 6-CDC consistente. 

Note que se combinarmos de forma cruzada os vértices cheios à distância 

9 que estão conectados de forma direta, deixamos a 6-CDC inconsistente. 

Portanto, como já analisamos todas as possibilidades dos vértices cheios se 

combinarem, as únicas formas de completarmos o grafo da Figura 3.37, man- 

tendo a consistência da 6-CDC e a cintura, são as indicadas nas Figuras 3.41 

e 3.42. Assim, temos os grafos das Figuras 3.43(a) e 3.43(b) como BGe e B6e,. 

Precisamos ainda descobrir 16, para definir como B6, pode crescer man- 

tendo as restrições deste caso (cintura 6, todos os ciclos de comprimento 6 

pertencem à 6-CDC e são adjacentes a outros 6). Para isso, voltemos ao Sse. 

É fácil verificar que entre qualquer par de vértices daquele grafo existe um 



Figura 3.42: Única possibilidade de combinar 2 vértices cheios à distância 6 de 

forma cruzada. 

(a) B6e (b) B6e1 

Figura 3.43: Menores grafos (Bse e B6e~) de cintura 6 que admitem 6-CDC e onde 

todos os hexágonos pertencem à 6-CDC. 

caminho menor que 6 (o diâmetro do grafo é 5). Isto impede a adição de 

arestas entre os vértices existentes. Podemos, arbitrariamente, determinar 

que o vértice h será conectado a novos vértices m e n. Com isto, C3 fica com 

4 arestas definidas e deve ser fechado (pois a configuração que procuramos 



só possui ciclos com 3 arestas definidas). Não podemos fechar C3 com OS 

vértices existentes sem formar um ciclo de comprimento menor que 6 ou ferir 

o Lema 3.2. Assim, devemos acrescentar o vértice o e as arestas no e io, 

fechando o ciclo C3, e chegando à configuração da Figura 3.44. Repare que 

os vértices p, q e r são necessariamente adicionados. 

Figura 3.44: Configuração parcial do 16,. 

Observe que o grafo da Figura 3.44 já possui 6 ciclos incompletos com 3 

arestas definidas, similarmente ao S6,. No entanto, ainda há 2 ciclos (C2 e C4) 

com 4 arestas definidas que devem ser fechados acrescentando os vértices s e 

t. Isto deixa o grafo com deficiência 14, contudo, o hexágono original possui 

deficiência 12. Podemos alcançar esta deficiência conectando os vértices s e 

t ,  conforme a Figura 3.45. Repare que esta é a única conexão que mantém a 

cintura e a consistência da 6-CDC. 

O grafo da Figura 3.45 possui deficiência 12 e todos os ciclos da 6-CDC 

incompletos possuem 3 arestas definidas, da mesma forma que no grafo da 

Figura 3.30(e). Assim, este é o 16,. Note que, apesar de este grafo possuir 2 

ciclos da 6-CDC incompletos a mais do que o hexágono original, estes ciclos 

são fechados de forma consistente nas iterações sobre B6, e Bse,. Nas Figuras 



Figura 3.45: Menor grafo (I6,) de cintura 6 equivalente ao S6,. 

3.46 e 3.47 podemos observar o resultado da iteração de 16, sobre B6e e B6e1, 

respectivamente. 

Figura 3.46: Primeira iteração sobre Bse. 



Figura 3.47: Primeira iteração sobre 



Capítulo 4 

Relacão 3 entre o SD Corda1 e a 

CDC 

Até agora, tratamos isoladamente os conceitos de SDC e CDC. Neste 

capítulo, abordaremos algumas relações entre estes conceitos e mostraremos 

que, na verdade, o conjunto de grafos cúbicos (n > 4) que admitem SDCM 

é um subconjunto bem definido dos grafos cúbicos que admitem 6-CDC. 

A correlação entre SDCM e 6-CDC em grafos cúbicos pode ser vislum- 

brada em vários resultados deste trabalho. Algumas relações são secundárias, 

como a existência de ciclo hamiltoniano, outras mais fortes, como a caracte- 

rização de classes de grafos que satisfazem às definições. 

Neste capítulo, chamaremos a 3-coloração de arestas simplesmente de 

3-coloração. Um grafo é dito 3-colomúel se admite uma 3-coloração. 

4.1 Ciclo hamiltoniano e 3-coloração 

O conceito de decomposição poliédrica par, definida por Szekeres em [97], 

já nos proporciona um resultado imediato. No Teorema 3.1 está estabelecido 



que a existência de decomposição poliédrica par é equivalente à 3-coloração 

em grafos cúbicos. Assim, todos os grafos cúbicos que admitem 6-CDC pos- 

suem uma 3-coloração de arestas. 

Para verificarmos que todo grafo cúbico que admite 6-CDC e pertence à 

família gerada no pelo método descrito no Capítulo 3 é hamiltoniano, po- 

demos utilizar o próprio método construtivo apresentado. Basta, para isso, 

exibirmos um ciclo hamiltoniano em B g ( ~ )  e identificarmos, em Ig(~), cami- 

nhos equivalentes aos percorridos pelo ciclo hamiltoniano no subgrafo Sg (~ )  

de Bg (~ ) ,  para toda cintura 3 < g(G) < 6. Como nas iterações definidas 

Sg(G) é substituído por Ig(~), isto garante que em todas as iterações o ciclo 

hamiltoniano poderá ser construído. Nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 

4.7 e 4.8 exibimos os ciclos hamiltonianos em Bg(G) e caminhos equivalentes 

em Ig(~), para cada cintura considerada. 

( 4  (b) 

Figura 4.1: Ciclo hamiltoniano em B3 (a) e caminho equivalente em I3 (b). 

Note que, em todas as cinturas, o caminho indicado em Ig(G) atravessa o 

seu subgrafo isomorfo a Sg(G) de forma idêntica ao mesmo subgrafo em Bg(G). 

Isto garante a existência de ciclos hamiltonianos em todas as iterações. 

No caso dos grafos cúbicos que admitem SDCM, já demonstramos (Co- 

rolário 2.7) que possuem ciclo hamiltoniano. E fácil verificar que todo grafo 



(4 (b) (C> (4 

Figura 4.2: Ciclo hamiltoniano em B4 (a) e caminhos equivalentes em 14, (b), 14b 

(c) e I4c (4. 

( 4  ('4 

Figura 4.3: Ciclo hamiltoniano em B5 (a) e caminho equivalente em I5 (b). 

cúbico hamiltoniano é 3-colorível. Basta, para isso, colorir as arestas do ciclo 

harniltoniano com 2 cores (como n é par, sempre conseguimos) e as arestas 

restantes (um emparelhamento perfeito) com uma terceira cor. Logo, todo 

grafo cúbico que admite SDCM também possui 3-coloração. 



(4 (b) 

Figura 4.4: Ciclo hamiltoniano em B6, (a) e caminho equivalente em 16, (b). 

(4 (b) 

Figura 4.5: Ciclo hamiltoniano em B6b (a) e caminho equivalente em 1 6 b  (b). 



( 4  (b) 

Figura 4.6: Ciclo hamiltoniano em B6, (a) e caminho equivalente em Isc (b). 

É interessante observar que no caso onde y I n podemos obter natural- 

mente uma 3-coloração: basta colorirmos o ciclo hamiltoniano formado pelas 

arestas rotuladas com y com 2 cores. No entanto, no caso onde y ,L n não 

podemos proceder da mesma forma. Neste caso, temos um 2-fator (com 2 

ciclos) e um emparelhamento perfeito explicitados pelo SDC (conforme Teo- 

rema 2.2 e Lema 2.5). Contudo, os dois ciclos do 2-fator são ímpares (vide 

comentário do Lema 2.5), impossibilitando suas arestas de serem coloridas 

com 2 cores. Entretanto, a existência de ciclo harniltoniano neste caso (Lema 

2.6) garante a existência de 3-coloração. E com o ciclo identificado na Figura 

2.9 podemos construir facilmente urna 3-coloração. 

Assim, tanto os grafos cúbicos que admitem SDC quanto os que admitem 

6-CDC gerados pelo método descrito, são 3-coloríveis e hamiltonianos. 



Figura 4.7: Ciclo hamiltoniano em Bsd (a) e B6d, (b), e caminho equivalente em 

I6 d (c) 
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Figura 4.8: Ciclos hamiltonianos em B6, (a) e B6,t (b), e caminhos equivalentes 

em Ise. 

4.2 Grafos que admitem SDCM e 6-CDC 

Na Seção 3.2.2, destacamos que o T6,2 é um menor grafo cúbico que admite 

6-CDC (juntamente com o M6). Curiosamente, só existem 2 grafos de cintura 

3 que possuem SDCM, e o T6,2 é um deles. Demonstraremos esta afirmação 

a seguir. 



Teorema 4.1. Os únicos grafos cúbicos de cintura 3 que admitem SDCM, 

são o K4 e o T6,2. 

Figura 4.9: Único grafo de cintura 3, n > 4, que admite SDCM (T6,2). 

Prova. Inicialmente, analisaremos o caso onde algum triângulo possui aresta 

pertencente ao emparelhamento perfeito gerado pelas arestas rotuladas com 

n/2. Seja a aresta uv, representada na Figura 4.10, rotulada com n/2 e 

pertencente a um triângulo uvwu em G. 

Figura 4.10: Aresta uv, rotulada com n/2, pertencendo a um triângulo. 

As arestas uw e wv, como não pertencem ao emparelhamento, devem ser 

rotuladas com o mesmo rótulo (n/4), assim como ux e xv. Isto faz com que 

os vértices u, w, v e x completem os seus graus, gerando o K4 (ou tornando G 



desconexo). Suponhamos, então, que os triângulos sejam formados somente 

pelas arestas do 2-fator, ou seja, rotuladas com y. Como já provamos no 

Lema 2.5, quando o Zfator não é hamiltoniano, ele só pode conter 2 ciclos 

de igual comprimento (triângulos, neste caso). Logo, a única possibilidade 

de geração dos triângulos é construindo o grafo da Figura 4.11, o qual é 

facilmente identificado como isomorfo ao grafo da Figura 4.10. 

Figura 4.11: n = 6, y = 2. 

Assim, o T6,2 é O único grafo de cintura 3 que admite tanto SDCM quanto 

6-CDC. Pelo Teorema 2.8 sabemos que se G é cúbico e admite SDCM, então 

G é isomorfo ao Mn ou Tn,2. Podemos verificar facilmente que ambos es- 

tes grafos possuem quadrados, para qualquer n considerado. Assim, se G 

(cúbico) admite SDCM, então g(G) 5 4. Como já identificamos os únicos 

casos de cintura 3, resta relacionarmos os casos de cintura 4. 

É fácil verificar, na Seção 3.2.3, que B4b (Figura 3.17(a)) é um toro 

e as iterações de I d b  (Figura 3.18) gerarão todos os toros Tn,2, onde n > 8. 

Da mesma forma, podemos observar que Bdbt (Figura 3.17(b)) é uma escada 

de Mobius (Ma) e 14b gerará todas as escadas de Mobius Mn, onde n > 8. 

Note que o K4, apesar de ser uma escada de Mobius (M4), possui apenas 

4 vértices, impossibilitando a formação de uma 6-CDC. Observe ainda que, 



conforme discutido na Seção 3.2.3, o M6 admite 6-CDC. Assim, o M6 e O T6,2 

são os únicos grafos de 6 vértices que admitem 6-CDC. 

Por outro lado, sabemos pelo Teorema 2.8 que toda escada de Mobius Mn 

admite SDCM. No entanto, o toro Tn12 só admite SDCM se n não é múltiplo 

de 4. Portanto, o único grafo cúbico que admite SDCM e não admite 6-CDC 

é o M4 (g K4). E todos os demais grafos cúbicos que admitem SDCM podem 

ser gerados por um número qualquer de iterações de Iqb sobre Bqb OU por um 

nímero par de iterações de 1 4 b  sobre B4b,, excetuando-se apenas o M6. 

Esta relação intrínseca entre o SDCM e 6-CDC nos permite transportar 

resultados de um conceito para outro, ou utilizar provas mais simples para 

resultados estabelecidos sobre um contexto isolado. 



Capítulo 5 

Generalizações para Grafos 

Regulares 

Neste capítulo, estaremos ampliando os resultados do Capítulo 2, que 

eram restritos aos grafos cúbicos, para a classe dos grafos k-regulares. Para 

evitar redundância de demonstrações, várias provas deste capítulo farão re- 

ferência direta a provas de lemas ou teoremas do Capítulo 2, indicando, 

quando necessário, as modificações adequadas. Apontaremos também a es- 

treita relação entre o SDCM e a classe dos grafos circulantes. 

Já mostramos que todos os grafos cúbicos que admitem SDCM possuem 

ciclo hamiltoniano. Mostraremos, neste capítulo, que o mesmo resultado se 

mantém para grafos k-regulares. Além disso, será introduzido o conceito de 

equivalência entre rotulações, o qual foi estudado na literatura apenas no 

contexto da classe de grafos circulantes [77, 78, 791. 

Este capítulo também pode servir como ponto de partida para avanços na 

determinação da complexidade do reconhecimento dos grafos que admitem 

SDCM, problema que é equivalente a reconhecer circulantes, conforme Teo- 

rema 5.14. Este é um problema que vem sendo estudado independentemente 



do SDCM, há pelo menos duas décadas, com poucos avanços, e resultados 

apenas para classes muito específicas de grafos [10, 34, 80, 811. 

5.1 SDCM em grafos k-regulares 

Durante toda esta seção, G representará um grafo k-regular que admite 

SDCM e A uma rotulação que fornece SDCM a G. Assim como no Capítulo 

2, começaremos estudando a estrutura de G e sua rotulação. 

Lema 5.1. Se k é Zmpar, então G possui suas arestas rotuladas da forma 

(71 n - 71)) - , (ylklzl , n - ~lklzl)  OU (n/% n/2), onde Ti E N, 1 < yi < 4 2 .  

Prova. Análoga à prova do Lema 2.1, considerando que A, neste caso, utiliza 

k rótulos. O 

Lema 5.2. Se k é par, então G possui suas arestas rotuladas da forma 

(?'l~i,n- 7'1)) - .  OU (~k/2, n - Y k p ) ,  onde yi E N, 1 5 7% < n/2. 

Prova. Análoga à prova do Lema 2.1, considerando que A, neste caso, utiliza 

k rótulos e, como k é par, não pode conter aresta rotulada com (n/2, n/2), 

pois cada vértice só pode possuir 1 aresta incidente com este rótulo, enquanto 

existem 2 arestas incidentes com os demais rótulos (yi, n - 7%). Assim, a 

existência de aresta rotulada com (7x12, n/2) deixaria k ímpar. 0 

Com isso, o conjunto de rótulos r, que antes era formado por {y, n - 

y, n/2), agora consistirá de {yl, . . . , YLkI21, n - m, . . . , n - YLkI21) e, caso k 

seja ímpar, {n/2). Para simplificar a notação, o literal yi sempre representará 

qualquer rótulo pertencente a r (gerado por A) menor que n/2 e frequente- 

mente será omitida a notação (yi, n - 7%) quando não houver ambigüidade, 

já que a função de simetria sempre se mantém. 

Vejamos agora como fica a decomposição de G em 2-fatores. 



Teorema 5.3. G se decompõe em Lk/21 2-fatores e, caso k seja impar, um 

emparelhamento perfeito. 

Prova. Análoga à prova do Lema 2.2, considerando que o procedimento efe- 

tuado para o rótulo y deverá, neste caso, ser repetido para todo Ti E I?, yi < 

7x12. Deve ser desconsiderado o emparelhamento perfeito (arestas rotuladas 

com 4 2 )  no caso onde k é par. O 

Lema 5.4. Seja r(u) o rótulo do vértice u E V(G) ,  segundo a ordenação 

c2clica imposta pelo SD cordal, onde u pertence a um ciclo C de um 2-fator 

gerado pelas arestas de determinado Ti. Para todo vértice v E V(G),  v 

pertence ao ciclo C se e somente se existe um inteiro t 2 O, tal que r(v) = 

r(.) +n tyi. 

Prova. Análoga à prova do Lema 2.3, considerando que o procedimento efe- 

tuado para o rótulo y deverá, neste caso, ser repetido para todo yi E I', yi < 

n/2. O 

Da mesma forma que no caso cúbico, podemos separar a demonstração 

da existência de ciclo harniltoniano em dois casos: quando existe um rótulo 

yi I n (Teorema 5.5) e quando, para todo rótulo yi, yi ,L n (Teorema 5.9). 

Começaremos pelo caso onde yi I n. 

Teorema 5.5. Se existe um yi, tal que Ti I n, então G possui um ciclo 

hamiltoniano gerado pelas arestas rotuladas com yi . 

Prova. Pelo Teorema 1.3, o menor inteiro t que satisfaz a equação t -, yi = O 

é n. Assim, o menor t que satisfaz r(u) +, tyi = r(u) também é n. Pelo Lema 

5.4, existe um ciclo C de um 2-fator que passa pelo vértice u e só retorna a 

ele após passar por n - 1 vértices distintos. Portanto, C é hamiltoniano. O 



Vejamos agora o que ocorre na estrutura de G quando existe pelo menos 

um yi tal que yi J! n,  Esta é uma generalização do Lema 2.5. 

Lema 5.6, Se existe um yi, tal que yi $ n, então existe um 2-fator em 

G (formado pelas arestas rotuladas com yi) que possui d ciclos de mesmo 

comprimento, onde d = mdc(yi, n). 

Prova. Sabemos, pela definição de primalidade relativa, que d > 1. Podemos 

reescrever a equação t e, yi = O por t .,ld 3/i/d = O. Como yi/d I n ld  (o 

divisor comum foi retirado), então, pelo Teorema 1.3, t = n ld  é o menor 

inteiro que satisfaz a equação inicial. Logo, os ciclos do 2-fator formado 

pelas arestas rotuladas com yi são de comprimento nld, havendo, portanto, 

d ciclos. O 

É interessante observar que, nos casos onde n é múltiplo de yi, o tamanho 

dos ciclos será n/yi e o número de ciclos deste 2-fator será yi, pois se n é 

múltiplo de yi, então mdc(yi, n) = yi. Note, ainda, que o Lema 2.5 é um 

caso específico onde mdc(y, n) = 2, logo o 2-fator terá dois ciclos de tamanho 

n/2, o que é coerente com o enunciado daquele lema. 

Façamos yi J! n, para todo yi, para verificarmos a restrição que esta 

condição impõe sobre G. Dividiremos esta análise em dois casos, dependendo 

da paridade de k. 

Lema 5.7. Se k é impar e yi J! n, para todo yi, então d, I n/2, onde 

d, mdc(y1, . - , ?Lk/2] ). 

Prova. Seja d' = mdc(d,,n/2) e um inteiro ti > 0, onde 1 5 i 5 [k/21. 



é múltiplo de d'. Note que, sendo Ti múltiplo de d', então n - yi também o é, 

já que n é múltiplo de d'. Assim, se existe um caminho em G que inicia em 

u e termina em v, então a distância entre estes vértices na ordenação cíclica, 

denotada por dist(u, v) = r(v) -, r(u), é múltipla (mod n) de d'. 

Para que G seja conexo, deve haver um caminho entre qualquer par de 

vértices. Portanto, deve existir um inteiro t, tal que dist (u, v) = t -, d', para 

todo u,v E V(G)  (ou seja, para toda dist(u,v), O 5 dist(u,v) 5 n - 1). 

Como dist(u, v) também é múltiplo (mod n) de mdc(dl, n), para que todo 

inteiro dist (u, v), O 5 dist (u, v) 5 n - 1 seja gerado pelo produto t a, d', 

devemos ter1 mdc(d1, n) = 1, ou seja, d' I n. 

Suponhamos (por absurdo) que d' > 1, logo d' é um divisor de n/2, assim 

como de n, contradizendo nossa afirmação anterior de que d' I n. Assim, 

d' = 1, ou seja, n/2 e d, são primos entre si. 0 

Note, na prova do Lema 5.7, que a condição d, = 1, em geral, não é 

equivalente a d' = 1. É certo que se d = 1, ou seja, se existem yi e yj, tais 

que yi I yj, então d' = 1, pois mdc(n/2, yi, yj) = 1. No entanto, a recíproca 

não é verdadeira. Há a possibilidade de yi ,f yj, para todo yi e yj, e, ainda 

assim, d, I n/2. O grafo com 30 vértices da Figura 5.1 é o menor grafo onde 

isso ocorre. 

Porém, para o caso cúbico, estas condições são equivalentes, já que d, = y 

(maior divisor de y é ele próprio), então d' = mdc(y, n/2) = 1, logo y I n/2 

(veja Lema 2.5). 

Lema 5.8. Se I% é par e yi ,f n, para todo Ti, então d, I n, onde d, = 

mdc(y1, - , ykl2). 

lUma prova mais formal desta implicação pode ser encontrada na Seção 4.8 de [49]. 
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Figura 5.1: Menor G onde d, > 1 e d' = 1 (n = 30, yi = 6,y2 = 10). 

Prova. Pelo Lema 5.6, as arestas rotuladas com yi formam um 2-fator com 

mais de um ciclo (não formam ciclo hamiltoniano). Seja um inteiro ti 2 O, 

onde 1 5 i 5 k/2. Logo, 
k/2 

é múltiplo de d,. Assim, se existe um caminho em G que inicia em u e 

termina em v, então a distância entre estes vértices na ordenação cíclica, 

definida por dist (u, v) = r(v) -, r (u) , é múltipla (mod n) de d,. 

Para que G seja conexo, deve haver um caminho entre qualquer par de 

vértices. Portanto, deve existir um inteiro t ,  tal que dist(u, v) = t -, d,, 

para todo u, v E V ( G )  (ou seja, para toda dist (u, v), O 5 dist (u, v) 5 n - 1). 

Como dist(u, v) também é múltiplo (mod n) de mdc(d,, n), para que todo 



inteiro dist(u,v), O 5 dist(u,v) 5 n - 1 seja gerado pelo produto t -, d,, 

devemos ter2 mdc(d,, n) = 1, ou seja, d, l n. O 

Podemos agora provar a existência de ciclo hamiltoniano quando yi ,L n, 

para todo yi em r, conforme o teorema a seguir. 

Teorema 5.9. Se yi ,l n, para todo yi E r, então G possui ciclo hamiltoni- 

ano. 

Prova. Seja d, = mdc(yi, . . . , y,kl2l). Dividiremos a prova em dois casos: 

d, = 1 e d, > 1. 

Seja d, = 1. Então existem yi e yj em r, tais que yi I yj. Suponha (por 

absurdo) que os vértices u e v são conectados por uma aresta rotulada com yi 

e pertençam a um mesmo ciclo Cj do 2-fator gerado pelas arestas rotuladas 

com yj. Temos yi = t ., yj, para algum inteiro t. Mas yi não pode ser 

múltiplo (módulo n) de yj se yi I yj (contradição). Isto nos leva a concluir 

que os extremos de uma aresta rotulada com yi pertencem a diferentes ciclos 

do 2-fator gerado pelas arestas rotuladas com yj (e vice-versa). Podemos 

afirmar também que se os vértices u e v são adjacentes em um ciclo Ci do 

2-fator gerado por yi, então haverá arestas rotuladas com yj que os conectam 

aos vértices u' e v', respectivamente, onde u' e v' são adjacentes em um ciclo 

Cz do mesmo Zfator. Isto pode ser verificado pela igualdade: 

A Figura 5.2 ilustra um caminho percorrido através da seqüência de rótulos 

{yj, yi, n - yj), onde podemos verificar que tanto este caminho quanto a 

aresta uv, cujo rótulo é yi, conduzirão a um mesmo vértice v. 

2Uma prova mais formal desta implicação pode ser encontrada na Seção 4.8 de [49]. 



Figura 5.2: Caminho percorrido pelos rótulos {yj, yi, n - yj). 

Desta forma, sejam Ci, . . . , Cd os ciclos do 2-fator gerado por yi (pelo 

Lema 5.6, d = mdc(yi, n)) . Podemos facilmente identificar um ciclo hamilto- 

niano utilizando o 2-fator gerado por yi e conectando seus ciclos através de 

arestas rotuladas com yj, conforme a Figura 5.3. 

Figura 5.3: Ciclo hamiltoniano utilizando os ciclos gerados por yi e as arestas 

rotuladas com yj. 

Seja d, > 1. Então yi J! yj, para todo yi e yj em I'. Seja ti > O inteiro, 

onde I 5 i 5 LkI2J. Logo, 

é múltiplo (módulo n) de d,. Assim, se existe um caminho de u para v 

que não utilize arestas rotuladas com n/2 em G, então a distância entre u 



e v na ordenação cíclica, definida por dist(u, v) = r(v) -, r(u), é múltipla 

(mod n) de d,. Portanto, somente haverá um caminho entre u e v se estes 

estiverem a uma distância múltipla de d, entre si. Com isto, teremos d, 

componentes conexas, e como d, > 1, para que G seja conexo, deve haver 

arestas com rótulo n/2 interconectando as componentes conexas. Neste caso, 

k deve ser ímpar (Lema 5.l), d, I n/2 (Lema 5.7) e as arestas n/2 conectarão 

componentes conexas distintas. 

Suponha, inicialmente, que yi = tiyl, para todo 1 < i 5 LkI2J. Ou seja, 

todos os rótulos são múltiplos de um único rótulo (yl). Então, d, = 71. Pela 

nossa hipótese inicial, yi ,l! n, para todo yi E r, logo yl ,L n e mdc(yl, n) > 1. 

Pelo Lema 5.7, yl 1 4 2 ,  portanto mdc(yl, n) = 2. Pelo Lema 5.6, o 2-fator 

gerado pelas arestas rotuladas com yl é formado por 2 ciclos distintos. Ainda 

devido ao fato de que yl I n/2, as arestas rotuladas com n/2 conectam 

vértices de ciclos distintos deste 2-fator. Pela igualdade 

percebemos que é fácil construir um ciclo hamiltoniano, conforme a Figura 

5.4. 

Figura 5.4: Ciclo hamiltoniano utilizando os ciclos gerados por 71 e as arestas 

rotuladas com n/2. 



Suponhamos, agora, que existem yi e yj tais que um não é múltiplo 

(módulo n) do outro. Assim, arestas rotuladas com yj conectam vértices 

de ciclos distintos do 2-fator gerado por yi. No entanto, o subgrafo induzido 

pelas arestas dos 2-fatores gerados por yi e yj  possui, neste caso, d, compo- 

nentes conexas. Como supomos que d, > 1, as arestas rotuladas com n/2 

são necessárias para conectar os 2-fatores (portanto, k é ímpar). Observe 

que, apesar de as arestas n/2 conectarem diferentes componentes conexas do 

subgrafo induzido pelas arestas rotuladas com yi e yj, elas só as conectam 

duas a duas, pois cada vértice só possui uma única aresta incidente rotulada 

com 7212. Isto inviabiliza a existência de um ciclo harniltoniano utilizando 

apenas os ciclos gerados por yi e as arestas n/2, sendo necessária a utilização 

de arestas com outro rótulo (yj, por exemplo). Uma solução possível é tomar 

o 2-fator gerado por yi e conectar seus ciclos, alternadamente, com arestas 

rotuladas com n/2 e yj, conforme a Figura 5.5.  

Figura 5.5: Ciclo hamiltoniano utilizando os ciclos gerados por yi e as arestas 

rotuladas com n/2 e yj, alternadamente. 

Assim, podemos generalizar, no corolário a seguir, os resultados para 

os casos estudados isoladamente (apenas para não tornar demasiadamente 

grande a demonstração deste resultado genérico). 



Corolário 5.10. G possui ciclo hamiltoniano. 

Prova. Pelos Teoremas 5.5 e 5.9. O 

Conforme demonstrado no Capítulo 2, a existência do ciclo hamiltoniano, 

apesar de necessária, não é suficiente para o SDCM. Uma possível direção 

para o desenvolvimento de um algoritmo que verifique a existência do SDCM 

em grafos k-regulares seria utilizar a mesma idéia empregada no caso cúbico. 

Naquele caso, o teste de SDCM poderia ser abordado como um teste de 

isomorfismo do grafo de entrada com dois outros grafos bem definidos (Mn 

e Tnlz)- Entretanto, para o caso k-regular, ainda é necessário estabelecer 

quais serão estes grafos básicos. Isto requer que antes sejam identificadas as 

combinações de valores de yi que são equivalentes, ou seja, que irão gerar 

grafos isomorfos, para que sejam evitados testes redundantes. 

Por exemplo, é fácil verificar que um grafo 5-regular com 10 vértices, que 

admite SDCM, e onde yl = 1 e 72 = 2, também pode ser rotulado com yí = 3 

e yfL = 4, mantendo o SDCM, conforme indicado na Figura 5.6. Isto se deve 

ao fato de que yí = 3 yl (note que 3 1 n) e, se multiplicarmos 72 da 

mesma forma, teremos 3 ., y2 = 6, porém o simétrico (mod n) de 6, menor 

que n/2, neste caso, é 4. Por isso, yi = 4. 

Assim, podemos definir uma transformação sobre determinada rotulação 

A, gerando A', que mantenha a propriedade do SDCM. Diremos que A' é 

equivalente a A, denotando por A r A'. Inicialmente, mostraremos que existe 

uma transformação que mantém a primalidade relativa de cada rótulo yi com 

n. 



(a) 71 = L 7 2  = 2 (b) 7; = 3, 74 = 4 

Figura 5.6: Grafos isomorfos que admitem SDCM. 

Lema 5.11. Seja um inteiro a < n/2, a I n, e X1 uma nova rotulação de 

G tal que, para todo yi em I?, 

Então, yi I n se e somente se yi I n. 

Prova. Pelo Teorema 1.4 (Euclides) , temos que mdc(n, a ., yi) = mdc(n, ayi). 

Mas como a I n (por hipótese), mdc(n, ayi) = mdc(n,yi). Dado que 
I yi = a e, yi, então mdc(n, 7;) = mdc(n, yi). Assim, Ti I n se e somente 

se y,l I n. 
, 
E importante observar que se yi é primo de n, então n - yi também o 

é. Podemos demonstrar esta afirmação por contra-posição. Suponhamos 

n - yi )! n, ou seja, d = mdc(n - yi,n) > 1. Então, (n - yi)/d e n ld  são 

inteiros. Isto implica que yi/d é inteiro. Como yi e n são divisíveis por d > 1, 

mdc(yi,n) > 1. 

Note que a transformação definida não especifica o caso onde yi = n/2. 

Por isso, provaremos ainda que y; # 7x12, para quaisquer yi e n. No caso onde 



n é ímpar, isto é trivialmente verdade, pois o operador mod sempre resulta 

em um inteiro. Suponhamos, então, n par. Suponhamos ainda (por absurdo) 

que yl = n/2. Logo, temos a! yi = n/2. Pela definição do operador mod, 

existe um inteiro t, tal que 

a!yi = tn + n/2 

= 2t(n/2) + n/2 

= (2t + l)n/2. (5.1) 

Assim, ayi é múltiplo de 4 2 .  Podemos, então, afirmar que mdc(ayi, 7212) # 
1, ou seja, a, e/ou yi possuem um divisor em comum com n/2. Como a! I n 

(por definição), então a I 4 2 .  Logo, yi ,l n/2. Da Equação 5.1, a divide 

(2t + 1). Portanto, yi é múltiplo de 7x12. Mas isto é uma contradição, pois 

yi < 7212 por definição. Logo, yi # n/2. O 

Agora podemos demonstrar que A' A, através do teorema a seguir. 

Teorema 5.12. Seja um 

de G tal que, para todo i, 

inteiro a, < n/2, a! I n, e A' uma nova rotulação 

1 5 i L p p j ,  

Então, A' é um SDCM para G. 

Prova. Pelo Lema 5.11, os ciclos hamiltonianos de G serão cobertos adequa- 

damente pelos novos rótulos, já que X é um SDCM para G e se yi I n, então 

yl I n. De igual forma, os 2-fatores com d ciclos serão devidamente cobertos 

pelos rótulos de A', pois se a! I yi então mdc(yi, n)  = mdc(a! yi, n) = d. 

Assim, a transformação apresentada é uma função bijetora que mapeia 

os rótulos de X para A' e o número de rótulos utilizados por A' também será 

k. O 



Na prova do Lema 5.11, pudemos verificar que se ri I n, então (n - ri) I 
n. O mesmo vale para a .  Logo, como a I n, então (n - a) I n. Também 

é fácil verificar que o simétrico (módulo n) de qualquer inteiro a < n/2 será 

maior que n/2, pois a +, (n - a) = n mod n = O. Assim, todo a < n/2 

possui um simétrico n - a, onde (n - a) I n e (n - a) > n/2. Substituindo 

a pelo seu simétrico nas equações que determinam ri, temos 

e, no segundo caso, 

Assim, podemos notar que se a for substituído pelo seu simétrico (módulo 

n), a rotulação A' gerada se manterá inalterada. E os inteiros a > 7x12, tais 

que a I n,  repetirão os rótulos gerados pelos inteiros a! < n/2, tais que 

a l n. 

De forma análoga à função que define os rótulos (ri) das arestas, podemos 

perceber que existe uma função bijetora que mapeia os rótulos (r(v)) dos 

vértices de G em X e A'. Esta função é definida da seguinte forma: 

Ou ainda, de forma simétrica: 

A fim de ressaltar o impacto desta equivalência de rotulações, colocamos 

o corolário a seguir. 



Corolário 5.13. Se X utiliza u m  rótulo yi tal que yi I n, então existe uma  

rotulação A' que é u m  S D  corda1 para G e onde yí = 1. 

Prova. No caso trivial, onde X já utiliza um yi = 1, a proposição é verdadeira, 

bastando permutar os rótulos de forma que i = 1. Nos demais casos, X utiliza 

um yi > 1, tal que yi I n. Seja a o inverso multiplicativo (mod n)  de yi, 

caso este inverso seja menor que n/2, ou o seu simétrico, caso contrário. 

Segue que a I n, pois a -, yi = 1, e (n - 1) I n. Logo, existe um a < n/2, 

tal que a ., yi = 1 ou a -, yi = n - 1. Assim, a transformação do Teorema 

5.12 aplicada a X gerará uma rotulação A', tal que A' r A, e onde yi = 1. 

Basta, então, permutar os rótulos de forma que i = 1. O 

É importante observar que mesmo duas rotulações A e A', onde 3 = 1 e 

yi = 1, podem ser tais que X r A'. Um exemplo pode ser obtido com um 

grafo G onde n = 14, Ic = 7. Seja X tal que yl = 1,y2 = 2,y3 = 5, e A' tal 

que i, = I ,% = 3,y; = 6 (Figura 5.7). E fácil verificar, pelo isomorfismo 

dos grafos da Figura 5.7, que X r A'. 

(a) Yi  = L 7 2  = 2 , ~ 3  = 5 (b) yí = 1,y4 = 3,y; = 6 

Figura 5.7: Exemplo de equivalência onde 71 = yí = 1. 



Este resultado torna evidente a necessidade de uma melhor caracterização 

do real conjunto de rotulações que geram SDCM para G, isto é, quando 

forem eliminadas todas as equivalências. Tal caracterização poderia indicar 

o caminho na busca de um algoritmo polinomial para o reconhecimento de 

grafos que admitem SDCM, caso o número de rotulações não-equivalentes 

seja polinomial. Esta é uma área promissora de pesquisa devido à sua relação 

com o reconhecimento de grafos circulantes (Seção 5.2), sendo indicada como 

trabalho futuro. 

Quando fixamos o grau de G, ou seja, quando k é uma constante, o 

número máximo de rotulações candidatas a serem um SDCM (sem desconsi- 

derar as equivalências) é dado por 

Deste modo, teremos O(nk) rotulações a serem testadas num algoritmo de 

verificação de SDCM em G, para um dado grau k. 

Dado um conjunto I' de rótulos e n,  podemos facilmente (em tempo po- 

linomial) construir um grafo H com n vértices que admita um SDCM uti- 

lizando os rótulos em I'. Para isso, basta dispormos os vértices em uma 

ordenação cíclica arbitrária e, para cada yi em r, conectarmos os vértices 

à distância yi entre si. Na Seção 5.2 será mostrada uma forma ainda mais 

simples de construirmos H pela sua matriz de adjacências. 

Em [65] foi provado que o teste de isomorfismo para grafos com grau 

limitado pode ser feito em tempo polinomial. Assim, podemos decidir po- 

linomialmente se G e H são isomorfos entre si. Isto nos dá um algoritmo 

polinomial para verificar se G admite SDCM, quando o grau de G é fixo. 

Será demonstrada, na seção a seguir, que este resultado se estende para a 

classe dos grafos circulantes. 



Grafos circulantes 

Antes de definirmos a classe dos grafos circulantes, algumas definições 

se tornam necessárias. Alguns conceitos se utilizarão da teoria dos grupos. 

Para um maior aprofundamento nestes conceitos, sugerimos [67]. 

Dizemos que um grafo G é um grafo de Cayley se os vértices de G cor- 

respondem aos elementos de um grupo e as arestas correspondem à ação dos 

geradores deste grupo. Mais formalmente, seja A um grupo finito e S um 

conjunto gerador de A, onde S E A, tal que se s E S, então s-I E S (S é 

fechado sob inversos). G é um grafo de Cayley se V(G) = A e E(G) = {uv I 
3s E S, v = s * u), onde * é a operação definida para A. 

A classe dos grafos de Cayley é bastante extensa e engloba os ciclos (C,), 

toros, hipercubos, grafos estrela, grafos bubble sort, ciclos cubo-conexos (cube- 

connected cycles) , grafos panqueca (pancake), circulantes, dentre outros [10]. 

Uma rotulação X é dita uma rotulação de Cayley quando os rótulos das 

arestas correspondem aos geradores do grupo, ou seja, se v = s * u então 

X,(uv) = S. Como S é fechado sob inversos, logo $(s) = s-l. 

Em [36] foi demonstrado que um grafo rotulado (G, A), onde G é k-regular 

e X é uma orientação localmente simétrica, é um SD minimal se e somente se 

G é um grafo de Cayley e X uma rotulação de Cayley. Em [18] este resultado 

foi estendido para grafos direcionados. 

Seja Zn = {O, 1,. . . , n - 1) o grupo cíclico de ordem n sob a operação 

da adição. Um grafo circulante é um grafo de Cayley sobre Z,. Neste caso 

particular, E(G) = {uv I v = u i-, s), onde s E S c Z,. 

Existem diversas definições equivalentes de grafos circulantes na litera- 

tura. Uma delas é que um grafo G é circulante se e somente se existe uma 

permutação cíclica dos vértices que é um automorfismo de G. Outra carac- 

terização utiliza o conceito de matriz circulante. Uma matriz n x n é dita 



circulante se a i-ésima linha é o deslocamento cíclico da primeira linha de 

... i posições, ou seja, a, = a~,~- , i ,  onde i, j = O , .  n - 1. Um exemplo de 

matriz circulante (correspondente ao grafo da Figura 5.7(a)) é dado a seguir. 

~ 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 ~  

A(G)= 

1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1  

1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0  

O I i . O l I O O 1 O O O I O  

0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1  

1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0  
. . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  

Um grafo G é dito circulante se a sua matriz de adjacências é circulante. 

Assim, o conjunto gerador S de um grafo circulante G pode ser associado &s 

colunas com o valor 1 na primeira linha da matriz de adjacências de G. Esta 

caracterização também nos indica que um grafo circulante pode ser comple- 

tamente caracterizado pela primeira linha da sua matriz de adjacências. 

A relevância dos grafos circulantes torna-se evidente pelas suas proprie- 

dades de conectividade e forte simetria, sendo considerados como uma ex- 

celente topologia para interconexão de rede, VLSI, e sistemas distribuídos 

[ll, 59, 61, 62, 681. Características como pequeno diâmetro, alta conectivi- 

dade, esquemas de roteamento implícito, dentre outras, podem ser obtidas 

pela escolha adequada do conjunto gerador e são algumas das motivações 

para o seu uso. 

Como exemplos do seu emprego na teoria dos grafos, temos os grafos de 

Harary e de Ramsey [24]. Em [50] foi demonstrado que todo grafo de Harary 

Hk,, é um grafo k-conexo (em vértices e arestas) com n vértices e com o menor 

número de arestas possível. Todos os grafos Hk,, k-regulares são circulantes 

(Hk,, só não é regular se k e n forem ímpares e, mesmo neste caso, ele possui 



um subgrafo circulante). Em [88], Ramsey mostrou que, dados os inteiros c e 

i, existe um menor inteiro r(c, i) tal que todo grafo com r(c, i) vértices contém 

uma clique com c vértices ou um conjunto independente com i vértices. O 

número r(c, i) ficou conhecido como número de Ramsey. Os grafos utilizados 

para provar que r(3,3) = 6, r(3,4) = 9, r(3,5) = 14, r(4,4) = 18 são todos 

circulantes [24]. 

Grafos circulantes têm sido estudados amplamente e de várias formas na 

literatura. Muitos resultados analisam os circulantes sob a ótica da álgebra li- 

near, estudando as propriedades da sua matriz de adjacências e, muitas vezes, 

utilizando a teoria espectral de grafos (análise dos autovalores e autovetores 

da matriz) [27, 32, 33, 62, 691. Diversos outros avanços foram obtidos pela 

teoria dos grupos [2, 31, 48, 60, 63, 72, 77, 78, 79, 80, 81, 901. Alguns outros 

analisaram propriedades específicas, como planaridade, coloração, harnilto- 

nicidade, etc. [3, 4, 12, 51, 861. Nossa abordagem neste trabalho se diferencia 

pela utilização de conceitos de teoria dos grafos e teoria dos números para 

apresentar novos resultados e correlações com o SDC. 

Apesar da clara equivalência entre os circulantes e os grafos regulares que 

admitem SDCM, formalizaremos esta relação no teorema a seguir. 

Teorema 5.14. G é circulante se e somente se G é k-regular e admite 

SDCM. 

Prova. (+) Seja G circulante. Então E(G) = {uv I v = u +, s), onde 

s E S C Z,. Seja X uma rotulação para G tal que X,(uv) = S. Como os 

vértices de G são elementos de Z,, eles já possuem uma ordenação cíclica 

natural, onde r(u) = u para todo u E V(G). Desta forma, a aresta uv será 

rotulada com X,(uv) = r(v) -, r(u). Logo, X é um SDC para G. Como 

todo vértice está conectado ao vértice à distância s (mod n), G é k-regular 

e X utiliza k rótulos. Logo, X é um SDCM. 



(+) Seja G um grafo k-regular que admite SDCM. Então existe uma or- 

denação cíclica dos vértices e cada aresta uv E E(G) é rotulada com Xu(uv) = 

r (v) -, r (u), onde O 5 r(u) 5 n - 1. Façamos os vértices de G elementos 

de Z,, de forma que u = r(u). Com isto, Xu(uv) = s = v -, u. Logo, 

v = u +, s para toda aresta uv E E(G). Assim, podemos dizer que S = I' é 

um subconjunto gerador de 23,. Portanto, G é circulante. O 

A constat ação desta equivalência faz convergir os resultados anterior- 

mente aplicados isoladamente aos circulantes para os grafos regulares com 

SDCM (e vice-versa). Como exemplo, podemos redefinir o problema de re- 

conhecimento de grafos regulares que admitem SDCM. O isomorfismo entre 

dois grafos G e H pode ser visto como uma permutação de linhas e colunas 

da matriz de adjacências de G (A(G)) que gere A ( H ) .  Assim, dado um 

grafo regular G, testar se G admite SDCM é equivalente a encontrar uma 

permutação das linhas e colunas de A(G) tal que a matriz resultante seja 

circulant e. 

Outro exemplo da consistência entre os dois conceitos é o resultado em 

[ld], onde é estabelecido que mdc ( yo, 71, . . . , yt , n) = 1. Mais precisamente, 

existem mdc(yo, yl, . . . , yt) componentes conexas isomorfas. Estes resultados 

são coerentes com os Lemas 5.7 e 5.8. A implicação direta destes resultados 

é que um grafo circulante é harniltoniano se e somente se ele é conexo [26]. 

A demonstração de que todo grafo que admite SDCM é hamiltoniano 

(Corolário 5.10), se aplica diretamente aos circulantes, não só confirmando 

um resultado já estabelecido (de fato, todo grafo de Cayley é hamiltoniano 

[28]), como fornecendo novas formas de construir ciclos hamiltonianos nesta 

classe. 

A transformação definida no Lema 5.11 também possui sua analogia no 

contexto dos circulantes. Sejam G e H circulantes cujos conjuntos geradores 



são R e S, respectivamente, onde R, S C Zn. Dizemos que R e S são pro- 

porcionais, denotando por R - S, se para algum inteiro a I n, R = a a, S. 

Claramente, se R e S são proporcionais, então G(R) e G(S) são isomorfos 

(R - S + G(R) G(s)) , onde G(X) é o grafo circulante cujo conjunto 

gerador é X .  Uma prova mais direta desta propriedade, utilizando conceitos 

de teoria dos grupos, pode ser encontrada em [60]. 

A reciproca desta proposição (G(R) " G(S) + R - S) foi conjecturada 

em [I] e ficou conhecida como a Conjectura de Ádárn. Contudo, em [33] foi 

mostrado um contra-exemplo com os geradores R = {f 1, f 2, f 7) e S = 

{f 1, f 6, f 71, R, S C Zis, que demonstra que a conjectura é falsa. Os grafos 

G(R) e G(S) deste contra-exemplo estão representados nas Figuras 5.8(a) e 

5.8(b), respectivamente. É fácil verificar neste exemplo que o isomorfismo 

G(R) c G(S) é obtido pela permutação em ZI6 dada por 

se i é par 

i =  { se i é ímpar, 

onde i E ZI6, mas R r/L S. Ou seja, não existe inteiro a I n, tal que 

R = a -, S, apesar de estes conjuntos gerarem grafos isomorfos entre si. 

Após a constatação de que a conjectura de Ádám é falsa, vários resulta- 

dos se sucederam na caracterização de diversas classes de circulantes onde a 

conjectura é verdadeira [14, 62, 76, 77, 78, 821. Em alguns destes resultados, 

a análise é baseada no espectro do grafo (por exemplo, [32, 33, 62, 691). Sabe- 

se que todo grafo isomorfo possui o mesmo espectro; no entanto, a recíproca 

é falsa. 

Um problema de grande interesse é o reconhecimento de grafos circulan- 

tes, isto é, dado um grafo G decidir se G é ou não circulante. O caso geral 

continua sem solução polinomial. Por outro lado, também não foi estabele- 



(a) R = {f 1, f 2, f 7 )  (b) S = {f 1, f 6, f 7) 

Figura 5.8: Contra-exemplo da Conjectura de Ádam. 

cido que este problema é NP-completo. No entanto, alguns resultados para 

classes específicas de circulantes foram solucionados polinomialmente. 

O primeiro resultado na direção do reconhecimento de circulantes pode ser 

encontrado em [87], onde torneios circulantes foram tratados (torneios são 

orientações de um grafo completo [24]). O caso onde G possui um número 

primo de vértices foi resolvido em [80] e [27]. O algoritmo de [80] possui 

complexidade de tempo O(n5 ln2 n). Outros resultados sobre circulantes com 

n primo podem ser encontrados em [63, 72, 791. 

Dizemos que G(S) é um circulante geométrico se S = {f 1, f r, f r2, . . . , 
f rt)  C Z, é o seu conjunto gerador, onde 1 5 r 5 7x12 e t é tal que 

rt + 1 < n 5 rt+' + 1. O reconhecimento de circulantes geométricos foi 

abordado em [81], onde foi apresentado um algoritmo para o problema com 

complexidade de tempo O (n3 ln n) . 

Uma classe especial de circulantes geométricos é gerada se colocamos a 

restrição n = crt para algum inteiro c, 1 < c 5 t. Os grafos que satisfazem 

esta condição são chamados de circulantes recursivos, e o seu emprego em 



redes de interconexão é fortemente recomendado na literatura, tendo sido 

proposto em 1841 e suas propriedades estudadas em [3, 4, 75, 851. O reconhe- 

cimento de circulantes recursivos é tratado em [34]. 

No caso onde G é regular de grau fixo k, podemos aproveitar o algoritmo 

citado anteriormente, que verifica se G admite SDCM, para utilizá-lo no 

reconhecimento de circulantes arbitrários, devido à equivalência demonstrada 

no Teorema 5.14. Este resultado, além de ser válido por si só, proporciona 

uma nova direção na busca de algoritmo polinomial para o caso genérico 

(onde k é variável). 

Um problema mais abrangente do que o reconhecimento de circulantes é 

o reconhecimento de grafos de Cayley arbitrários. Muito pouco se sabe sobre 

a complexidade deste problema e suspeita-se que seja NP-completo [18]. O 

problema de verificar se uma dada rotulação é uma rotulação de Cayley (e, 

conseqüentemente, um SDCM) , foi primeiramente solucionado em [18] com 

um algoritmo de complexidade de tempo O(n43752). Em [I01 este resultado 

foi aprimorado para O (m log n) . 



Capítulo 6 

Conclusão 

Neste capítulo, explicitaremos os resultados obtidos neste trabalho e as 

novas direções de pesquisa que se abrem com os mesmos. 

O primeiro resultado deste trabalho é a completa caracterização da classe 

de grafos cúbicos que admitem SDCM. Com este resultado, podemos facil- 

mente testar se um dado grafo cúbico admite SDCM. De modo análogo, dado 

um número par de vértices, podemos identificar de forma imediata os grafos 

cúbicos (no mínimo 1 e no máximo 2) daquele tamanho que admitem SDCM. 

Identificamos, de modo independente do resultado anterior, urna classe 

infinita de grafos cúbicos que admitem uma 6-CDC. Este resultado foi obtido 

de forma construtiva, fornecendo um modo simples de gerar uma fam'lia de 

grafos cúbicos com esta propriedade. 

Baseados nestes dois resultados, analisamos as relações intrínsecas entre 

o SDCM e a 6-CDC, mostrando que a classe dos grafos cúbicos que admitem 

SDCM é praticamente um subconjunto da classe dos cúbicos que admitem 

6-CDC, havendo apenas uma exceção bem definida (K4) .  

De forma independente desta relação, estabelecemos que os grafos cúbicos 

que admitem SDCM são hamiltonianos e, conseqüentemente, 3-coloríveis em 



arestas. Mostramos o mesmo resultado para a família definida de grafos 

cúbicos que admitem 6-CDC. 

Através da generalização dos resultados sobre SDCM do caso cúbico para 

o caso k-regular, pudemos observar outra relação, desta vez entre a classe 

de grafos k-regulares que admitem SDCM e a classe dos grafos circulan- 

tes. Demonstramos que tais classes são equivalentes. Através desta equi- 

valência, estabelecemos um método de reconhecimento de circulantes (e gra- 

fos k-regulares que admitem SDCM) com complexidade de tempo O(nk), 

quando o grau k do grafo é fixo. Este resultado, além de ser o único método 

eficiente conhecido para o reconhecimento de circulantes arbitrários, indica 

um novo caminho na busca de um algoritmo polinomial para o caso onde 

k é variável. Acreditamos que uma análise mais profunda das rotulações 

equivalentes seria uma direção promissora. 

Além do problema do reconhecimento, com os resultados obtidos adqui- 

rimos uma melhor visão da estrutura e propriedades dos grafos circulantes 

e dos k-regulares que admitem SDCM. As decomposições (em 2-fatores e 

emparelhamento perfeito) relacionadas com a primalidade relativa entre n 

e os rótulos (ou geradores, no caso dos circulantes) nos fornecem uma nova 

perspectiva da topologia destes grafos. 

O estudo sobre circulantes possui vasta literatura, a maior parte cons- 

tituída por abordagens sobre a matriz de adjacências (álgebra linear e teoria 

espectral de grafos) ou sobre teoria dos grupos (grafos de Cayley, grupos 

cíclicos, etc.). Nossa abordagem utilizou apenas conceitos de teoria de grafos 

e teoria dos números para obter novos resultados, abrindo uma nova frente 

de pesquisa no tema. 

As pontes criadas entre conceitos tão distintos (SDC, CDC e circulantes) 

nos permitem aproveitar resultados sobre um assunto e aplicá-los em outro, 



ou ainda, utilizar provas mais simples do que aquelas estabelecidas sobre 

um contexto isolado. Note que pelas relações aqui estabelecidas, podemos 

afirmar que todo grafo circulante, n > 6, possui 6-CDC. Portanto, o impacto 

deste trabalho é percebido tanto na área de sistemas distribuídos (SDC), 

quanto em teoria dos grafos (CDC e circulantes). 

Várias direções de trabalhos futuros podem ser exploradas. Dentre elas, 

temos a definição exata das classes de equivalência das rotulações de um 

grafo k-regular que admite SDCM. Conforme já mencionamos, este resul- 

tado poderia fornecer um algoritmo eficiente tanto para o reconhecimento de 

circulantes arbitrários, quanto para o teste de SDCM em grafos regulares. 

Outro caminho interessante seria a análise da relação entre o SDCM em 

grafos regulares arbitrários e a CDC. Neste trabalho, abrangemos apenas 

os grafos cúbicos, onde relacionamos o SDCM com a 6-CDC. No entanto, 

a mesma análise poderia ser feita sobre grafos k-regulares e uma CDC com 

ciclos de outro comprimento (2k-CDC, por exemplo). Podemos estender 

ainda mais a abrangência e caracterizar os grafos arbitrários que admitem 

SDCM. 

Como a geração da classe de grafos que admitem 6-CDC foi feita de 

forma construtiva, considerando todas as possibilidades sobre as restrições 

definidas, poderiam ainda ser exploradas formas algébricas de estabelecer as 

mesmas restrições e definir esta classe. Tal definição, provavelmente, seria de 

mais fácil assimilação e mais genérica do que a construção exaustiva. 

A prova (ou exibição de contra-exemplo) de que o método recursivo em- 

pregado neste trabalho é capaz de gerar todos os grafos cúbicos que admitem 

6-CDC é um problema ainda aberto. No caso de uma resposta negativa, a 

busca por um outro método, ou uma modificação deste, que efetivamente 

alcançasse este objetivo seria de especial interesse. 



Os resultados sobre SDC aqui apresentados poderiam também ser esten- 

didos para cobrir um SD genérico (qualquer instância de SD). A caracte- 

rização do SD rninimal teria impacto ainda maior. E um problema ainda 

mais complexo (e interessante) seria o de testar se um grafo qualquer possui 

SD minimal. Este último problema já foi conjecturado ser NP-completo [42] 

e tão difícil quanto isomorfismo de grafos [18]. 



Apêndice A 

Definicão B Formal de Senso de 

Direção 

Quando definimos, no Capítulo 2, o conceito de senso de direção, o fize- 

mos de maneira informal para evitar que fossem inseridos conceitos desne- 

cessários para o entendimento do presente trabalho. De fato, em [41] o SD foi 

formalmente descrito e suas propriedades fundamentais foram explicitadas. 

Neste apêndice, procuramos incluir a caracterização formal do SD para que 

o conceito possa ser mais bem compreendido. Seguiremos, em sua maioria, 

a notação utilizada em [41]. 

A.1 Definições e notação 

Seja P[u] o conjunto de todos os passeios que se originam no vértice u, 

e P[u, v] o conjunto de todos os passeios que se originam em u e terminam 

em v. Da mesma forma que definimos a função de rotulação de arestas A,  

podemos estender esta definição para passeios. Dada uma rotulação X para 

G, e um vértice u E V(G), uma função de rotulação de passeios para u é 



uma função A, : P[u] 4 r+ tal que, para todo passeio p E P[u], 

onde p = U V ~ V ~  . . . vt e r+ é O conjunto de todas as sequências não vazias (ou 

cadeias) de rótulos de r. 
Considere o grafo rotulado da Figura 2.1, e um passeio p = uvwv naquele 

grafo. Pela definição da função de rotulação de passeios, temos 

De forma análoga à rotulação de arestas, consideremos que todo vértice 

associa (localmente) um nome a cada um dos vértices do grafo. Uma função 

de nomeação local de vértices para u E V(G) é uma função injetora Pu : 
V(G) + N, onde N é o conjunto de nomes. Assim, P,(v) = Pu(w) se 

e somente se v = w. Note que os nomes locais não são necessariamente 

identificadores únicos no grafo (apenas localmente distintos) e, portanto, o 

sistema poderia ser anônimo. 

Uma nomeação ,ú' para (G, A) é o conjunto de funções de nomeação locais 

de todos os vértices de G, ou seja, = {P,, Pv,. . . , PZ). Denotaremos por 

(G, A, p) um grafo com rotulação X e nomeação P. 

Uma função de codificação f para (G, A, P )  é uma função que associa 

nomes a seqüências de rótulos de passeios em G. Mais formalmente, é uma 

função f : r+ + N U {e), tal que 

f (a)  E N e 3u E V(G),p E P[u] : a = A,(p), 

onde E N é um elemento distinto denominado nome nulo. 



Dizemos que uma função de codificação é consistente em (G, A, P)  se e 

somente se, para todo par de vértices u, v E V(G), e passeio p E P[u, v], 

De forma mais intuitiva, uma função de codificação é dita consistente se 

possibilita a um vértice u (origem do passeio p) inferir, baseado nos rótulos 

associados às arestas, se diferentes passeios p terminam ou não em um mesmo 

vértice v. 

Como conseqüência direta desta definição, temos a proposição que se 

segue. 

Lema A.1. Se f é consistente então, para todo u, v, w E V(G) ,  pi E P[uv] 

e P2 E P[uw], 

f ( A u ( ~ 1 ) )  = f (Au(p2)) v = w. 

Uma função de decodificação h para f em (G, A, /3) é uma função que 

associa um nome a um dado par de nome e rótulo. Mais formalmente, é uma 

função h : r x N --+ N U { E ) ,  tal que 

h(1,q) E N a 3uv E E M ,  p E P[v] : 1 = Au(uv) e q = f (~ , (p ) ) .  

Dada uma função de codificação f ,  dizemos que uma função de decodi- 

ficação h para f é consistente se e somente se, para todo par de vértices 

u, v E V(G), e passeio p E P[vw] , 

A.2 Senso de direção 

Dado (G, A, P )  , A é um senso de direção para G se e somente se as se- 

guintes condições são satisfeitas: 



(i) existe uma função de codificação consistente f para A,  

(ii) existe uma função de decodificação consistente h para f. 

Figura A.l:  Comunicação entre u e v a respeito de w. 

A influência do SD, assim como o objetivo da função de decodificação (in- 

clusive a sua nomenclatura), podem ser mais facilmente entendidos através 

do exemplo da Figura A.1. Considere, nesta figura, a situação do vértice 

u enviando uma informação ao vértice v a respeito do vértice w. O vértice 

w é conhecido em u por Pu(w) (resultado da função de codificação sobre a 

seqüência de rótulos do caminho que o conecta a w). Assim, a mensagem en- 

viada por u conterá informação sobre um vértice chamado "Pu(w)". Suponha 

que esta informação seja recebida por v pela aresta rotulada localmente com 

A, (vu) . Se existe SD, então o vértice v pode, baseado no rótulo A, (vu) e no 

nome P,(W), deduzir (utilizando a função de decodificação) que a informação 

recebida diz respeito ao vértice conhecido localmente como P,(w). Esta pro- 

priedade do SD é também chamada de tradução da visão local, porque cada 

vértice pode traduzir a percepção local de seus vizinhos. 

A.3 Exemplo da presença de SD 

Para exemplificar o conceito de funções de codificação e decodificação 

consistentes, considere o toro rotulado da Figura 2.2(b). Vamos mostrar, 



pela definição formal de SD, que a rotulação natural do toro (indicada na 

figura) é um SD. 

Seja X a associação natural de rótulos I' = {cima, baixo, direita, esquerda). 

Esta rotulação possui claramente simetria de arestas 4 : cima = $(baixo), direita = 

$(esquerda). 

Seja ,í? a seguinte função: para todo par de vértices u, v E V(G), se 

u # v, então Pu(v) é a sequência (ordenada lexicograficamente) de rótulos 

correspondentes ao menor caminho entre u e v; se u = v, então ,&(v) é 

a sequência vazia. Por exemplo, na Figura 2.2(b), ,&(v) = [direita, cima]. 

Note que, neste sistema, N C r+. 
Agora mostraremos que esta rotulação X é um SD. Dada uma sequência 

a de rótulos, seja õ a sequência obtida de o removendo todo par de rótulos 

y,yl tal que y = $(yl) e ordenando lexicograficamente a sequência resul- 

tante. Para mostrar que X é um SD, mostraremos que existe uma função 

de codificação consistente f em (G, A, ,O). Considere, por exemplo, a função 

f : r++ NU{€) tal que 

Pode ser verificado facilmente que esta função f ,  aplicada a qualquer pas- 

seio entre u e v, coincide com ,&(v). No exemplo da Figura 2.2(b), temos 

f ([cima, direita, cima, baixo]) = [direita, cima] = ,&(v) e f ([direita, esquerda, 

cima, direita]) = [direita, cima] = ,&(v). 

Podemos perceber, claramente, que a função h(1, q) = f ( 1  o q), onde o é 

o operador de concatenação, é urna função de decodificação consistente para 

f .  Portanto, X é um SD. 



A.4 Exemplo da ausência de SD 

Considere agora o sistema (G, A) da Figura A.2. Para verificar que X 

não pode ser um SD para qualquer escolha de P, sejam os quatro caminhos 

p1 = abc, p2 = ac, p3 = de f e p4 = dg. Para estes caminhos devemos ter 

f ( ~ 1 ) )  = f ( A a ( ~ 2 ) )  = Da (c) e f (Ad ( ~ 3 ) )  # f (Ad ( ~ 4 ) )  

Por outro lado, temos A, (pl) = [I, 21 = Ad (p3), e A, (p2) = [3] = Ad(p4), 

provando que a função de codificação não é consistente, independentemente 

de p. 

Figura A.2: Exemplo de rotulação que não é um SD. 

A.5 SD fraco 

Uma forma mais fraca de SD em um sistema (G, A, P) é representada por 

uma rotulação tal que exista um função de codificação consistente f , mas 

não necessariamente uma função de decodificação consistente. Assim, dado 

(G, A, B), dizemos que X é um SD fraco (SDF) se e somente se existe uma 

função de codificação consistente para (G, A, ,O). 

É importante notar que todo SD é um SD fraco, mas a recíproca não é 

verdadeira, ou seja, existem sistemas onde nenhuma função de codificação 

consistente pode ser consistentemente decodificada. Considere o exemplo da 

Figura A.3. Podemos facilmente encontrar uma função de nomeação e 



uma função de codificação tal que X é um SDF em (G, A, P) ,  utilizando, por 

exemplo, o algoritmo de reconhecimento descrito em [22]. Seja f uma função 

de codificação consistente para A. Pelo vértice a, devemos ter f ([I, 21) = 

f ([3,41), e pelo vértice 4 f ([5,6]) = f ([3,41). Segue que f ([I, 21) = f ([5,61). 

Seja h uma função de decodificação consistente. Pelo vértice c, devemos ter 

h (7, f ((1721)) = f (8), assim, 

Considerando agora o vértice d, temos h (7, f ([5,6])) = f (10). Da Equação 

A.l,  temos que f (8) = f (10), mas isto contradiz o fato de que, pelo vértice 

e, f (8) # f (10). Isto prova que X é um SDF mas não um SD. 

Figura A.3: Exemplo de rotulação que é um SDF mas não é um SD. 

A.6 Consistência do SD cordal 

Podemos, então, utilizar as definições introduzidas neste apêndice para 

demonstrar formalmente a consistência do SD cordal, ou seja, provar que ele 

realmente é um SD. 



Seja X a rotulação corda1 (descrita no Capítulo 2) e dist (u, v) a distância 

a qual o vértice v está do vértice u na ordenação cíclica. Façamos ,&(v) = 

dist(u, v). Considere a função de codificação f definida da seguinte forma: 

Vp E P[vo], p = VoV1.. . vt-lVt, 

f (Avo (P)) = 

- - 

- - 

- - 

Logo, f é consistente. 

r t-i 1 

Pvo (vt). 

Considere agora a seguinte função de decodificação h: Vuv E E[u], Vp E 

Pbl, 

h (L (UV) , f (L (P)) ) = Xu (UV) +n f (Av (P)) 

= dist(u, v) 

= Pu(v>. 

Logo, h é consistente. Portanto, X é um SD. 
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