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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertagdo trata do problema da L(2, 1)-coloragao, também conhecido como
o problema da A-coloragio, que se refere a um tipo especial de coloragao dos vértices
de um grafo. Sua parte inicial retine informagtes basicas e algoritmos ja conhecidos
para classes simples de grafos. Mais adiante, o enfoque é direcionado para o problema
de determinar limites superiores para classes especificas de grafos, fornecendo limites
ja conhecidos e oufros novos, desenvolvidos durante nossos estudos.

O problema da A-coloragio em grafos, proposto por Griggs e Yeh [28] em 1992,
consiste em atribuir cores (representadas por mimeros naturais) aos vértices de um
grafo de forma que vértices adjacentes tenham cores que diferem de pelo menos duas
unidades e vértices ndo adjacentes, mas que tém um vértice adjacente em comum,
tenham cores diferentes. O objetivo é encontrar uma funcgio de atribuigdo de cores
que utiliza o0 menor intervalo de cores possivel.

A motivagao para este problema veio da modelagem de problemas de atribuicao
de frequéncias de redes de transmissao de radio. Buscava-se wma forma mais realista
de tratar o problema do que a até entdo utilizada, que consistia na coloragao usual
de vértices, ja que esta fornecia um modelo muito simplificado, onde transmissores
muito préximos operam com frequéncias diferentes.

Ista rede é composta por estagdes transmissoras e receptoras, que se localizam
em uma mesma regiio geografica. As estagdes sdo equipadas com antenas de mesma
poténcia, abrangendo uma drea circular e de mesmo alcance. Cada estacdo trans-
mite e recebe ondas de radio em uma frequéncia especifica, dentro de uma faixa,

estipulada pelo tipo de aplicaggo. Exemplos de redes de transmissao de radio sao:



redes de telefonia celular, provedores de internet via radio, redes de satélites, etc.

Neste problema, existern dois objetivos principais: as informagdes devem ser
transmitidas sem interferéncia e a faixa de frequéncia deve ser utilizada de forma
eficiente, onde as faixas de frequéncias sao representadas por nitmero naturais.

As interferéncias consideradas pelo problema da A-coloragado sao as diretas e
as ocultas. No tratamento da interferéncia direta, é requerido que estagdes muito
préximas tenham frequéncias distanfes uma das outras, enquanto no tratamento
de interferéncias ocultas, procura-se atribuir frequéncias de transmisstes diferentes
para estagoes proximas.

Modelando o problema de atribuicdo de frequéncias em teoria dos grafos, cada
estacio, transmissora e receptora, é representada por um vértice, enquanto inter-
feréncias diretas entre estacOes sdo representadas por arestas. As interferéncias ocul-
tas nfo precisam de representagio adicional, pois sao consideradas como vértices a
distancia 2 no grafo.

(a) 1 (b) ,

:: : :: :: ::

" i
0 -0

Figura 1.1: Exemplos de redes

Na figura 1.1 é apresentada uina rede hipotética de transmissao de radio e sua
modelagem em grafos. Observe em (a) que, se esta rede for modelada como um
problema de coloracao de grafos, o resultado nao é satisfatdrio, ja que a torre cen-
tral pode receber dados de todas as outras torres com a mesma, frequéncia, o que
acarretaria em uma grande interferéncia na recepcio desses dados. Em (b), ao mo-
delar esta rede como um problema de A-coloragio, todas as torres estao a disténcia
pelo menos 2 entre si, e pode-se supor que estio enviando dados com frequéncias
diferentes para a torre central, o que nos permite dizer que interferéncias diretas e
ocultas ndo seriam um problema para este caso.

Nossos estudos neste assunto tiveram inicio com o projeto final de curso de



graduagdo [57), feito em conjunto com o aluno Roberto Simao, sob a orientacio da
professora Marcia Cerioli. Naquele projeto foram abordadas as A-coloragoes otimas
para classes simples de grafos como ciclos, completos e rodas (também presentes na
parte inicial desta dissertagio) e outros resultados dos artigos de Griggs e Yeh [28] e
Chang e Kuo [15]. Alérm isso, foi feito um estudo de diversas heuristicas na escolha da
ordenacao dos vértices, estas sendo empregadas no método guloso e, foram fornecidas
estatisticas comparando os valores encontrados por essas heuristicas em relacéo as
ordenagOes que geram A-coloragdes 6timas. Como consequéncia, foi fornecida uma
A-coloragao otima para todos os grafos com até 9 vértices.

O objetivo inicial desta dissertacdo foi disponibilizar os principais resultados
do problema da A-coloragio. Mais adiante, sfo fornecidas provas da conjectura
de Griggs e Yeh [28] para algumas classes especificas de grafos. Outros resultados
estdo disponiveis neste texto, como a prova de problema em aberto, deixado por
Calamoneri {13], em relagio ao limite superior para o span de A-coloragoes étimas
nos grafos threshold e da conjectura de Kral [42] para grafos cordais (esta 1iltima. s6
foi provada em relacao aos grafos split). Ao fim, ¢ descrito um método para resolver
o problema da A-coloragio restrito a classe dos grafos Py-tidy em tempo linear.

Estes limites sfo interessantes ja que sio amplamente estudados pela comuni-
dade, que sempre tenta provar a conjectura de Griggs e Yeh para novas classes de
grafos, como pode ser visto em: ”L(2,1)-labelling of 8-regular hamiltonian graphs”,
tese de doutorado de Kang [36]; ”Labelling chordal graphs: distance two condition”,
artigo de Sakai [59]; ”L(2,1}-labelling of strong products of cycles”, artigo de Korzea
e Veselb [38]; e "Appromimations for A-colorings”, artigo de Bodlaender ef al. [7].
Com o nosso trabalho foi possivel provar esta conjectura para algumas classes de

grafos.

1.1 Pequeno histérico

Varios pesquisadores trabalharam nesta drea tentando desenvolver novos
métodos de modelagem que incluiam detalhes até entdo ignorados. Em 1980,
Hale [29] apresentou o problema da T-coloragio onde, dado um conjunto fixo

T de restrigoes, transmissores préximos néo podem transmitir com diferenca de



frequéncias nesse conjunto. Alguns anos depois Roberts [58] iniciou um estudo de
uma generalizagio do problema da T-coloragio, onde transmissores muito préoximos
devem receber frequéncias que diferem ao menos de um intervalo fixo, de tamanho
grande, e transmissores apenas préoximos devem ter frequéncias com diferenga ao
menos de um intervalo fixo, de tamanho pequeno.

Jé em 1992, Griggs e Yeh [28], que trabalharam com Roberts, publicaram o traba-
lhe pioneiro sobre o problema tratado nesta dissertagdo. Neste artigo a modelagem
de Roberts foi feita utilizando teoria dos grafos, com um estudo de classes especificas
de grafos que geravam tipos de redes de transmissfio com caracteristicas especiais.
Também foi provado que o problema para grafos em geral é A'P-completo e apre-
sentado o primeiro limite superior para o menor intervalo continuo de frequéncias
em que existe fun¢ao que respeita uma A-coloragio para todo grafo. Além disso,
duas conjecturas foram enunciadas: uma no limite superior da maior frequéncia
necessaria em um intervalo continuo de frequéncias e a outra na complexidade de
decidir esta maior frequéncia no caso especifico das darvores. A primeira, que ficou
conhccida como conjectura de Griggs e Yeh, estd em aberto até hoje e é o problema
mais estudado relativo ao problema da A-coloragio.

Em 1994, Sakai [59], que pertencia ao mesmo grupo de Roberts, Griggs e Yeh,
comegou os estudos deste problema se concentrando em classes especificas de grafos,
tratando o problema restrito as classe dos grafos cordais, provando a conjectura de
Griggs e Yeh para os mesmos.

Em seguida, em 1996, Chang e Kuo [15], que também pertenciam ao mesmo
grupo, mostraram uma solugio eficiente para encontrar uma A-coloragao étima para
arvores e para cografos, além de desenvolver um novo limite superior para grafos em
geral melhor do que o de Griggs e Yeh. Na prova deste limite, em vez de considerar
o pior caso utilizando uma estratégia gulosa de atribui¢ao de cores aos vértices, foi
desenvolvido um método especifico de escolha na ordenacao dos vértices.

Outros pesquisadores que tém grande importancia no estudo deste problema. sao
Kral e Skrekovski [44], que provaram, em 2003, um limite superior melhor do que o
de Chang e Kuo, tendo depois Gongalves [26], em 2006, feito uma nova analise desta
prova fornecendo o melhor limite conhecido até hoje. E, Kratochvil et al. [39], que

em 2007, desenvolveram um algoritmo exponencial para verificar se um grafo tem



uma A-coloragio com um intervalo de frequéncias fixo. Em 2009 trabalhos como o de
Araki [1] para A-coloracdo de grafos bipartido permutagéo e chain e o de Hasunuima
et al. [32) para as drvores s6 reforgam o interesse do estudo deste problema.

Em 2006, Calamoneri [10] fez um estudo extensivo do problema, desenvolvendo
um survey, que tem sua versio atualizada em [9]. Além disso, ela também trabalhou

no problema de encontrar limites superiores para diversas classes de grafos.

1.2 Escopo

Neste trabalho s&o abordados inicialmente todas as informacdes necessarias para
o bom entendimento das provas desenvolvidas nesta dissertacao.

A seguir s@o fornecidos algoritmos lineares para encontrar A-coloragoes 6timas
nas classes das drvores, cografos, chain, entre outros, e métodos para obtengao de
A-coloragbes para grafos em geral e scus limites superiores. Além disso, sdo apre-
sentados algoritmos exponenciais para a solugdo exata do problema da A-coloracao.

Mais adiante, sdo fornecidas provas de limites superiores para as classes dos
grafos bipartidos cordais, fracamente cordais, linha, quase-linha, split, permutacao,
cografos e componente p-cografos desenvolvidas neste trabalho. Em seguida, é apre-
sentado algoritmo linear para encontrar o span de uma A-coloracio dtima para os
grafos Py-tidy e, método para encontrar uma A-coloragio para grafos nesta classe
utilizando este span.

Vale ressaltar que foi feito um esforgo para o texto ser sucinto, onde os teoremas
fossem expostos de forma clara. Para tal, provas de terceiros sofreram alteracoes,
adequando-as ao resto desta dissertagao. Todas as provas que constam neste texto
feitas por terceiros se encontram aqui por facilitarem o entendimento do problema
ou serem nccessarias para o desenvolvimento de novos resultados. E, no decorrer do
texto, quando existir o simbolo (*), este representa que a prova foi resultado obtido
pelo autor durante seu mestrado.

Este texto é indicado para pessoas que queiram ter wm primeiro contato com o
problema da A-coloragio ou que busquem um estudo mais avangado sobre o assunto.
Além disso, é interessante para pesquisadores que trabalhem com coloragoes de

grafos ou suas variantes. B, como sfio abordados virios temas relacionados a classes



especificas de grafos, pode ser interessante para todos que utilizem teoria dos grafos
em suas pesquisas.

Embora o trabalho contenha todas as informacoes necessdrias para o seu enten-
dimento, é recomendavel que o leitor tenha algum conhecimento prévio de teoria

dos grafos, principalmente sobre o problema da coloracgéo de vértices em grafos.

1.3 Descricao dos capitulos

No decorrer deste capitulo sdo fornecidas definigbes basicas em teoria dos gra-
fos. Outras definigoes, que sé foram utilizadas durante algum ponto especifico da
dissertagfo, foram feitas apenas onde sfo necessérias.

No capitulo 2 estao disponiveis descrigoes formais do problema da A-coloracio
e de algumas de suas variantes. Mais adiante, sGo apresentados alguns resultados
para classes simples de grafos e é feita uma andlise das A-coloragdes, sendo fornecidos
suas caracteristicas basicas. Ao fim, so apresentadas provas de que o problema, ¢
NP-completo.

O capitulo 3 é dedicado a detalhar resultados do problema ji apresentados
pela comunidade para tratar o limite superior da maior cor utilizada em qualquer
A-coloragio de grafos, entre eles os resultados de Griggs e Yeh [28], Chang e Kuo [15],
Kral e Skrekovski [44], e Gongalves [26]. Estes resultados so utilizados para ela-
boragao de novas provas durante essa dissertagao.

A seguir, no capftulo 4, sao descritos os algoritmos lineares conhecidos que en-
contram o span de A-coloragbes Otimas em classes de grafos. Hstes algoritmos foram
desenvolvidos para as classes das drvores (Hasunuma et al. [31]), cografos (Chang e
Kuo [15])), chain (Araki [1]), grades regulares (Calamoneri e Petreschi [9]} e p-quase
arvores (Fiala, Golavach e Kratochvil [21]).

J& no capitulo 5, estdo presentes algoritmos exponenciais que tratam o pro-
blema da A-coloracéo. Inicialmente é descrita a abordagem gulosa de atribuigdo de
cores deste problema. A seguir, sfo apresentados os algoritmos de Kratochvil et
al. [39]. para verificar se um grafo tem uma A-coloragéo utilizando um intervalo de
frequéncias com tamanho fixo, sendo feita uma melhor analise de sua complexidade.

Mais adiante, € apresentada uma variagiio do algoritmo de Zykov [66], que encontra



o mimero de coloragdes de um grafo que utilizem & cores, para o problema da A-
coloragao. Além disso, é apresentado o algoritmo de Krél [43] para encontrar uma
A-coloragao otima e o nimero dessas A-coloragies.

Os resultados obtidos durante a elaboracgido desta dissertagao se encontram no
capitulo 6. Sao fornecidos limites superiores para diversas classes de grafos, entre
elas os grafos bipartidos cordais, fracamente cordais, cografos, split, permutacio e
linha. Além disso, é apresentado um algoritmo linear para determinar o span de
uma A-coloragdo étima para os grafos FP-tidy e um método para encontrar uma
A-coloragho com este span para grafos desta classe.

Neste trabalho existem figuras coloridas. Estas 86 foram disponibilizadas desta
maneira para facilitar a visualizaco do leitor. Em nenhum momento as cores das
figuras sao necessarias para o entendimento das provas e estas podem ser impressas

em preto e branco sem alterar o seu contetido.

1.4 Conceitos da teoria dos grafos

Nesta secao sao apresentadas definigoes basicas e notagbes necessérias para o
bom entendimento deste texto. Um livro que contém os principais conteiidos aqui

apresentados é [61].

1.4.1 Grafos: definicoes e notagoes

Definicao 1.1 Um grafo é um par ordenado de conjuntos em que o primeiro é um
conjunto finito e naoc-vazio e o segundo é wm conjunto de pares nao-ordenados de

elementos distintos do primeiro.

Notagao 1.1 Seja G = (V, F) um grafo. O conjunto V' {do inglés, vertez) é cha-
mado de conjunto dos vértices e o conjunto E (do inglés, edge} de conjunto das
arestas de G. Utiliza-se V() e F(G) para denotar, respectivamente, o conjunto

dos vértices ¢ o conjunto das arcstas de G.

Grafos sao usualmente dados por representagoes graficas. Na figura 1.2 ¢é ilus-

trada uma representacao grafica de:



G = ({a’) b!C)dlei f?g}} {ab)bc!Cdﬁbe.‘rce1 a'g!dgi egifg})'

Figura 1.2: Representagio gréfica

Definicao 1.2 Dois grafos G e H s@o isomorfos se existe uma fungio

f: V(@) - V(H) que preserva as adjacéncias, ou seja, uv € E(G) se e somente se

fu)f(v) € E(H).

Notagao 1.2 Para as defini¢oes a seguir, e para o resto deste texto, considere um

grafo como G = (V, E), onde |V(G)| = n e |E(G)| = m.
Defini¢ao 1.3 O tamanho de um grafo G é dado por n+ m.

Defini¢ao 1.4 Quando wv € E(G), diz-se que: u e v sfo adjacentes ou vizinhos;

gue a aresta uv € incidente a v e a v; e que u e v sdo extremos de uwv.

Definicao 1.5 O conjunto dos vértices que sao adjacentes a um vértice v é chamado

de vizinhonca de v.

Definicao 1.6 O grau de um vértice v é o numero de arestas incidentes a ele, e é
denotado por g(v). O gran de um vértice também € dado pela cardinalidade de sua

vizinhanga.

Notagao 1.3 Denota-se por A{(G}, ou A quando G for subentendido, o malor grau
de G, ou seja, A(G) = max{g{v) | v € V(G)}.

Definicao 1.7 Um grafo G é r-regular se todos seus vértices tém graun igual a 7.

Definicao 1.8 Um vértice de grau n — 1 é chamado universal.



Definicdo 1.9 Um caminho entre dois vértices u,v € V(&) é uma sequéncia
(u,...,v) de vértices distinfos que comeca em u ¢ termina em v, tal que quando

u' é um vértice sucessivo a v’ na sequéncia, u'v' € E(G).

Notagdo 1.4 Em um caminho (u,...,v), u & v sfo chamados de extremos do ca-

minho.
Definigao 1.10 O tamanho de um caminho (vy,...,v,) é ¢ — 1.

Defini¢ao 1.11 Um ciclo é uma sequéncia de vértices (v,...,v,), onde g > 3,
(v1,...,%;) é um caminho e existe aresta v19;.
Defini¢do 1.12 O tamanho de um ciclo (v1,...,94) & q.

Notagao 1.5 Um ciclo é fmpar se seu tamanho é impar e é par, caso contratio.

Definicao 1.13 A disténcia entre dois vértices # e v é o tamanho de um menor

caminho entre u e v.
Notagéo 1.6 A distancia entre dois vértices u e v é denotada por d{u,v).
No grafo da figura 1.2, tem-se que d(a,¢) = 2.

Notagao 1.7 O conjunto dos vértices & distdncia exatamente ¢ de wm vértice v é

denotado por N;(v) (do inglés neighborhood).
Observe que N{v) é a vizinhanca de v. Assim, g(v) = |Ny(v}|.

Definicao 1.14 O didmetro de um grafo é a maior distancia entre dois vértices

quaisquer do grato.

Defini¢ao 1.15 Um subconjunto de vértices é k-estdvel se a distdncia entre cada

par de vértices neste conjunto ¢ maior do que &.
Notag¢io 1.8 Um subconjunto de vértices € independente quando ¢é 1-estavel.

Defini¢io 1.16 Um subconjunto de arestas é um emparelhamento quando as ares-

tas deste subconjunto nio tém, duas-a-duas, extremos em comum.



Figura 1.3: G?, poténcia 2 do grafo da figura 1.2

Definigao 1.17 A poténeie k& de um grafo G, com k natural, é o grafo G¥ tal que
V(GF) =V e B(G*) = {uv | 1 < d{u,v) < k}.

Desta forma, G' = G. O grafo poténcia 2 G2, do grafo G da figuwra 1.2, é

apresentado na figura 1.3.

Defini¢ao 1.18 O complemento de um grafo G = (V| E) é o grafo G' = (V, E'),
onde ' = (V x V)\(EU {wv |v € V}).

Notagao 1.9 Denota-se um grafo complemento de G por G° ou G.

Figura 1.4: Complemento do grafo da figura 1.2

Defini¢ao 1.19 Um grafo H ¢ subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e
E{H) C E{G).

Notagao 1.10 Denota~se por H C G, quando H & um subgrafo de G.

Definicao 1.20 Um grafo H ¢é subgrafo gerador de um grafo G, se H C G e
V(H)=V{(G).

10



Definicdo 1.21 Um subgrafo induzido de um grafo &, por um conjunto de vértices
S C V(G), é o subgrafo de G que possui como vértices, o conjunto S e, como arestas,

as arestas de G que tenham ambos os extremos em S.
Notagao 1.11 Denota-se o subgrafo induzido de G pelos vértices de .S por G[S].
Definigao 1.22 Um grafo H é subgrafo induzido de G se existe S tal que H = G[S5].

Definigao 1.23 A unido de dois grafos Hy e Hy, com V(H1)NV(Hy) = 0, é o grafo
U tal que V(U) = V(H1) UV (Hy) e B(U) = E(H,) U E(Iy).

Notacao 1.12 Denota-se a unifo de dois grafos H, e H; por H1 U Ho.

Definigao 1.24 O join de dois grafos H, e Hy, com V{H,) NV (Hz) =B, & o grafo
Jtal que V(J) = V(H ) UV(Hy) e E(J) = EH)UEH)U{ww |uvc V(H)) e
vE V(Hg)}

Notagao 1.13 Denota-se o join de dois grafos Hy e Hy por Hi A Hs.
Observe que (Hy A Hy)® = Hi U Hj.

Definicao 1.25 Um grafo é conezo se para cada par de vértices u, v existe ao menos

um caminho entre v e v. E é desconezo se nao for conexo.

Definigao 1.26 Um grafo é k-conezro se ndo existe S C V(@) com |S| = & tal que
GV \ 5] ¢ desconexo.

Definicao 1.27 Uma componente coneza de um grafo é um subgrafo induzido co-

nexo maximal em vértices.
Defini¢ao 1.28 Um grafo é completo se possui aresta entre cada par de vértices.
Notagao 1.14 Um grafo completo com n vértices é denotado por K.

Definicao 1.29 Um grafo G é bipartido se V() pode ser particionado em dois
conjuntos X e Y tais que,se uv € E(G), entiouv € X eveY,ouueYev e X.

Notacido 1.15 Denota-se um grafo bipartide G por G = (X,Y, E).

11



Defini¢do 1.30 Um grafo é bipartido completo se é bipartido e possui todas as

arestas possiveis entre vértices de partes diferentes.

Notacao 1.16 Um grafo bipartido completo com | X| = p e |Y| = ¢ é denotado por
KP;Q'

Definicdo 1.31 Um grafo G é g-partido se V(G) pode ser particionado em ¢ con-

juntos independentes.

Definicao 1.32 Os grafos caminhos sio grafos com V{(G) = {v1,...,v.} e

Notagao 1.17 Um grafo caminho com n vértices ¢ denotado por P, (do inglés

paths).

Definicdo 1.33 Os grafos ciclos sio grafos onde n > 3, V(G) = {v1,...,vn} €
E(@)={vmn]1<i<n—1}U{nu,}.

Notagdo 1.18 Um grafo ciclo com n vértices é denotado por C,.

Definicdo 1.34 Um grafo é hamiltoniane se possui um ciclo que contém todos os

seus vértices.

Definicao 1.35 Um anti-ciclo é uma sequéncia de vértices (v1,...,7,), onde g > 3

e os vértices (vy,...,v,) induzem um grafo H em G° tal que CpH.
Definicdo 1.36 O tomanho de um anti-ciclo (v, ...,v,) é ¢.

Defini¢ao 1.37 Uma estrela é um grafo com um vértice universal e os outros i —1

vértices tém grau 1.

Notagio 1.19 Um grafo estrela com 7 vértices é denotado por S, (do inglés stars).
Definicao 1.38 Os grafos rodas sio os grafos onde n > 4, e da forma C,_; A K.
Notagao 1.20 Um grafo roda com n vértices é denotado por W, {do inglés wheels).

Defini¢do 1.39 Em um grafo roda, o vértice universal é chamado de ceniral.

12



Definig¢ao 1.40 Um grafo G é didmetro 2 se distancia entre cada par de vértices

de G é menor ou igual a 2.
Defini¢ao 1.41 Uma floresta é um grafo sem ciclos.
Definicao 1.42 Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos.

Definicao 1.43 Uma, arvore é emroizada se, junto com a arvore, for dada uma
ordenagio dos seus vértices vq,...,u, tal que para cada vértice v; (j # 1) existe
exatamente um vértice v; € Nyv;) com 1 <4 < j. Esta também pode ser dada por
uma representacio grafica na qual para cada vértice v;, o vértice v; que o antecede
na ordenagao e que € adjacente a v; é representado acima de v;. O vértice v; é a

rgiz da arvore.

Defini¢ao 1.44 Emn uma 4rvore enraizada, o nivel de um vértice v é a distancia

entre ele e a raiz da arvore.

Definicao 1.45 Em uma arvore enraizada, se v; é o vértice adjacente a v; que o
antecede na ordenacao, este é chamado de pai de v;, e v; é filho de v;. Se, além

disso, v € pai de v;, diz-se que v, é avd de v;.

Definicao 1.46 Em uma arvore enraizada, os descendentes de um vértice v sfo os
vértices que pertencem a mesma componente conexa que v, no subgrafo induzido
pelos vértices que estao abaixo de v na sua representagio grafica, os ancestrois de v

840 0s vértices que pertencem ao caminho entre v e a raiz da drvore.

Definicao 1.47 Um grafo é cordal se todos os seus ciclos induzidos (subgrafos in-

duzidos que sejam grafos ciclos) tém tamanho igual a 3.

Definigao 1.48 Um grafo G ¢ split se V (G} pode ser particionado em dois conjun-

tos I e K, tais que T ¢ um conjunto independente e K induz um completo.
Notagao 1.21 Denota-se os grafos split S por S = (K, [, £).

Definicgao 1.49
se 0s mumeros que 0§ representam  aparecem em  ordem Teversa ma per-

mutacdo.Dada uma permutacio m = py, P2, .. ., Pn dos nilmeros 1,2,...,n, o grafo
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de m tem um vértice para cada um dos ntmeros 1,2,...,n e os vértices ¢ e j sdo
adjacentes se p; precede p; na permutaciio m. Um grafo é de permutagdo se existe
uma permutacao 7 tal que G é o grafo de «.

se 0s nlimeros que os representam aparecem em ordem reversa na permutagao.
Definigao 1.50 Um grafo é cografo se é obtido por aplicagdes recursivas das regras:

(i) Um grafo com um tnico vértice é um cografo;
(ii) Se G e H sido cografos, entdo seu join G A H também é;
(iii) Se G' e H s8o cografos, entdo sua unido G U H também é.
Uma definicdo alternativa para cografos sio a de grafos que nao possuem Py

induzidos (subgrafos induzidos que sejam caminhos de tamanho 4).

Definicao 1.51 Uma cligue é um subgrafo completo maximal em vértices de um

grafo.
Notagao 1.22 Denota-se a cardinalidade da maior clique de um grafo por w(G).

Definicao 1.52 Uma classe de grafos é hereditdria se qualquer subgrafo induzido

de um grafo nesta classe também pertence a esta classe.

Definigao 1.53 Um digrafo é um par ordenado de conjuntos em que o primeiro é
um conjunto finito e ndo-vazio e o segundo € um conjunto de pares ordenados de

elementos do primeiro.

Defini¢do 1.54 As arestas de um digrafo sao chamadas de arcos. Um loop em um

digrafo é um arco vwv.

Definicao 1.55 Um torneio é um digrafo onde existe exatamente um arco entre

cada par de vértices distintos.

1.4.2 Algoritmos: definicoes e notacoes

Definicao 1.56 Uma busca é dita em lorgura quando o critério de escolha de vértice
for, dentre todos os ja visitados e incidentes a wma aresta ainda nfo visitada, escolher

aquele menos recentemente alcangado pela busca.
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Notagao 1.23 Uma busca em largura gera um subgrafo gerador do grafo que é

uma arvore, denota-se este subgrafo por drvore de largura.

Notagao 1.24 Em uma arvore de largura sé podem existir arestas entre vértices do
mesmo nivel, chamados de érmdaos, ou entre vértices de niveis consecutivos, chamados

de tios.

(O procedimento de uma busca em largura é ilustrado na figura 1.5. Neste caso,

03 vértices foram visitados na ordem alfabética.

am

Figura 1.5: Um grafo e uma de suas arvores de largura

Definicdo 1.57 Uma busca é dita em profundidade quando o eritério de escolha de
vértice for, dentre todos os ji visitados e incidentes a uma aresta ainda néo visitada,

escolher aquele mais recentemente alcangado pela busca.

Notagao 1.25 Uma busca em profundidade gera um subgrafo gerador do grafo que

¢ numa arvore, denota-se este subgrafo por drvore de profundidade.

Definicio 1.58 A complexidade de um algoritmo ¢é o niimero de operagdes bésicas

Necessarias para a siua execugao.

Definicao 1.59 Um algoritmo é linear se este tem como complexidade o tamanho

de sua entrada.

Notagao 1.26 A notagfo O € utilizada como um lmite superior assintético de uma,
funcgio. Ou seja, se f{n} = O{g{n)) entdo existern uma constante positiva ¢ e um

valor ny tal que 0 < f{(n) < ¢ g(n) para todo n > ng.

Notagao 1.27 A notagio O* é utilizada como um limite superior de uma funcao
de forma que se f(n) = O*(g(n)) entdo existem um polindmio positivo p(n) e um

valor ng tal que 0 < f(n) < p(n) g(n) para todo n > ny.
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1.4.3 Problema da coloragao

Definicao 1.60 Uma coloragdo de vértices, ou simplesmente coloragdo, de um grafo
G = (V, E), é uma fun¢éo que associa a cada vértice v € V uma corem {1,2,...,k},
de forma que se dois vértices sdo adjacentes no grafo, eles tém cores diferentes

associadas.

Definicao 1.61 O problema da coloracdo consiste em, dado um grafo G, determinar
uma coloragio de G com o menor nimero possivel de cores (pode existir mais de

uma). Uma tal coloracio & denominada dlima.
G

Notacao 1.28 O niimerc de cores utilizadas numa coloragio 6tima é denominado

niimero cromadtico de G e denotado por x(G).

Um exemplo de coloragio étima do grafo da figura 1.2 é dado na figura 1.6.

Figura 1.6: Coloragao 6tima do grafo da figura 1.2

Definicao 1.62 Um grafo G é perfeito se, para todo subgrafo induzido H de G,
x(H) = w(H).

O problema da coloragao de grafos ja fol amplamente estudado, e sua versio
deciséio consta na lista cldssica de problemas provados serem A P-compleios por
Karp [37].

Para classes especificas de grafos, no entanto, o problema pode ter solugio
computacional eficiente. Por exemplo, para os grafos completos K, é trivial que
x(Ky,) = n, uma vez que cada vértice ¢ adjacente a todos os outros, e precisa-se
atribuir cores diferentes a todos. Para grafos H em que E(H) = 0, x(H) = 1, pois
os vértices de I nao sfo adjacentes dois a dois e podem receber a mesma, cor.

O conhecido teorema de Brooks, que pode ser visto em [30], é utilizado em

diversos momentos nas provas deste texto, e ¢ enunciado a seguir.
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Teorema 1.1 cf. (Harary [30] - 1969) Para um grafo G conezo que ndo € um

completa e nem um ciclo fmpar, x(G} < A.

Existern outras variantes do problema da coloragio, como o da coloragao total e o
da coloragdo de arestas, que também sfo amplamente estudados. Porém, ainda estd
em aberto a prova de um limite superior justo para a maior cor utilizada em uma
coloragao total de grafos, sendo este valor conjecturado por Behzad [4], enquanto

para a coloragao de arestas, este valor j4 fol encontrado, por Vizing [63].

Definicao 1.63 Uma coloracdo total de um grafo G = (V, E) é uma fungao que
associa a cada vértice v € V e a cada aresta e € E uma corem {1,2,...,k}, sendo
necessario haver cores diferentes quando: dois vértices sdo adjacentes; uma aresta

for incidente a um vértice; e se arestas tém um extremo em comum.

Conjectura 1.2 (Behzad [4] - 1965) Todo grafo tem uma coloragio total utili-

zando no mdximo A + 2 cores.

Definicao 1.64 Uma coloracio de arestas de um grafo G = (V, E) é uma fungio
que associa a cada aresta e € E uma corem {1,2,...,k} tal que arestas do grafo

recebemn cores diferentes se tem um extremo em comum.

Teorema 1.3 (Vizing [63] - 1964) Todo grafo tem uma coloracio de arestas

utilizando no mdaxrimo A+ 1 cores.
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Capitulo 2

Problema da A-coloracao

Neste capitulo o problema da I{2,1)-coloragdo é descrito formalmente e sio
fornecidos seus conceitos bésicos e suas variantes. Mais adiante, contém resultados
do problema restrito a classes simples de grafos, como para grafos completos, ciclos,
estrelas e rodas. Além disso, é apresentada a prova da sua N'P-completude, tanto
para grafos em geral, quanto para o caso em que o spen é fixo. Vale ressaltar, como
fonte de informacio, o survey de L(h, k)-coloragdo escrito por Calamoneri [10], com

versao atualizada em sua homepage [9|.

2.1 L(2,1)-coloragoes

O problema da L(2, 1)-coloragio foi proposto, em 1992, por Griggs e Yeh [28].
Desde entéao, surgiram diversas variantes do problema, e tanto as £(2, 1)-coloragoes,

coImno suas variantes, passaram a ser objeto de estudo de diversos pesquisadores.

Definicao 2.1 Uma L(2,1}-coloragéo, também chamada de A-coloragdo, de um
grafo G € uma fungdo f que associa a cada vértice de G um inteiro nfo nega-
tivo de forma que se dois vértices u e v de ( so adjacentes, entdo |f(u) — f(v)| > 2

e se dois vértices estfo & distancia 2, entdo f(u) # f(v).
Definigdo 2.2 O span de uma A-coloracio é a maior cor utilizada.
Definicao 2.3 Uma A-coloragao é dtima quando possui o menor span possivel.

Notagao 2.1 O span de uma A-coloragao 6tima de um grafo G é denotado por

M @), ou simplesmente por A quando & for subentendido.
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Defini¢ao 2.4 O problema da A-coloragdo consiste em, dado um grafo (7, encontrar

uma A-coloragio dtima de G e seu span.

Na figura 2.1 é ilustrado um exemplo de uma A-coloragdo Stima. E interessante
notar que, diferente do problema da coloracdo, no problema da A-coloragdo a menor

cor utilizada é sempre 0.

Figura 2.1: A-coloragédo 4tima

Definigao 2.5 Uma &-A-coloracio € uma A-coloragéo com span k.

Desta forma, a A-coloracio do grafo apresentada na figura 2.1 é uma
6-A-coloragiio, e é o6tima com span 6.

Para. este trabalho, a versdo do problema abordada é a de minimizacao do span.
Porém, outros critérios de otimalidade podem ser considerados. Por exemplo, pode-
se decidir se existe ou ndo uma A-coloragio de span &k que utiliza todas as cores,
como tratado por Fishburn ¢ Roberts [22]. H4 também uma variagio que estuda
as A-coloracbes balanceadas, ou scja, o objetivo é que as cores scjam utilizadas o
mesmo nimero de vezes, problema estudado por Lih [46].

Além disso, um conceito relacionado e extremamente interessante é o da
X-coloragdo, que foi definido por Chang e Kuo [15], ¢ é utilizado em diversas provas

nesta dissertacfio, como na prova de que o problema da A-coloragao é N'P-completo.

Definigao 2.6 Uma X-coloracdo de um grafo é uma A-coloragdo com a seguinte
restri¢io adicional: a funcdo f deve ser injefora, ou seja, cada cor sé pode ser

utilizada no miximo uma vez.
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2.2 L(h, k)-coloragoes

O conceito de L(h, k)-coloragho, também definido por Griggs e Yeh [28], é apre-
sentado nesta seco. Em diversos momentos, ao tratar-se da A-coloragéo, os resul-

tados obtidos sdo estendidos para essa versao mais geral.

Definigao 2.7 Uma L{h, k)-coloragio de um grafo G é uma fungdo f que associa a
cada vértice de G um inteiro nao negativo de forma que se dois vértices u e v de G

sio adjacentes, entdo |f(u) — f(v)| > h e se dois vértices estao a distancia 2, entao

|f(u) = fv)] = .

Observe que o problema da MA-coloragio é uma restricio do problema da

L(h, k)-coloragdo, quando h =2 e k = 1.

Definigio 2.8 De maneira andloga ao caso da A-coloragio, no problemes da
L{h, k)-coloragao procura-se uma L{h, k)-coloraciio de span minimo, também cha-

mada de L(h, k)-coloragdo dtima.
Notagao 2.2 Denota-se o span de uma L{h, k)-coloragio étima de G por A, x(G).

Na figura 2.2 é ilustrado um exemplo de uma L(3, 2)-coloragio étima.

9 3

|
8

Figura 2.2: L(3, 2)-coloragio étima

0

Existem outros casos interessantes de L(h, k)-coloragao. Por exemplo, se k=0, 0
problema da L{h, 0)-coloragao equivale ao problema da coloragao dtima de G (basta
o valor da cor de cada vértice ser multiplicado por h).

Quando /i = 0, o problema de encontrar uma L(0, k)-coloragéio étima se reduz
a encontrar uma, coloracio 6tima do grafo @ criado a partir de G? retirando-se

todas as arestas que pertencem a & (neste caso, sd existem arestas entre vértices a
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distancia 2, entdo basta multiplicar ¢ valor das cores dos vértices obtido por uma
coloragdo de G’ por k). Esta versdo do problema foi estudada por Makansi [49],
Bertossi and Bonuccelli [5] e Battiti, Bertossi e Bonuceelli [3].

Quando h = k o problema da L{h, h)-coloragio se reduz ao problema da coloragao
de G?, pois dada uma coloracio dtima de G2, basta multiplicar por A as cores
usadas para obter uma L(h, h)-coloracao étima de . Este problema foi estudado
por McCormick [51], Lin e Skiena [47] e Heggernes e Telle [34].

O problema da L(2k, k)-coloragio, estudado por Griggs e Yeh (28], é também
chamado problema da Lg(2,1)-colorages. Eles mostraram que basta considerar o
caso em que k = 1, pois quando & > 1, pode-se reduzir o problema a encontrar uma
L1(2, 1)-coloragdo 6tima, como enunciado no Teorema ?7. Em particular, denotando

por A(G, k) o span de uma (2, 1)-coloragio de G, tem-se que MG, k) = kEX(G).

2.3 Exemplos de A-coloracoes otimas

Esta secao contém resultados do problema da A-coloragoes em classes importan-
tes de grafos. Além de fornccerem exemplos de como A-coloragdes dtimas podem ser

obtidas estes resultados também serdo utilizados posteriormente neste texto.

2.3.1 Grafos completos

Teorema 2.1 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Paran > 1, A\(K,) =2n — 2.

Prova. Como os vértices sdo adjacentes dois a dois, em uma A-coloracao, as cores
entre vértices devem ter uma diferenga de pelo menos dois. Atribuindo injetiva-
mente aos vértices do completo a cor 0 e as cores pares até 2n — 2 consegue-se uma

A-coloragao Gtima deste grafo. Ol

Como grafos completos tém A =n — 1, segue que A(K,) = 2A.

2.3.2 Grafos ciclos
Teorema 2.2 {Griggs e Yeh [28] - 1992) Paran > 3, A(C,,) = 4.

Prova. Como C; é um completo, A(K3) = 2(3) — 2 = 4. Para C,, com n > 4,

suponha, por absurdo, que existe uma A-coloragdo com span 3. Seja v um vértice
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deste ciclo. Ele é adjacente, neste ciclo, a outros dois vértices z e y. As tnicas cores
em {0,1,2,3} para as quais existem outras duas cores com diferenca dela de pelo
menos dois sdo 0 e 3. Se v recebe a cor 0, um dos vértices z ou y recebe a cor 2.
Seja o vértice z do ciclo adjacente ao vértice que recebeu a cor 2. O vértice z nao
pode receber a cor 0, pois estd a distancia 2 de v, e ndo pode receber as cores 1, 2 ou
3, pois ¢ adjacente a um vértice que tem cor 2. Entéo é preciso uma outra cor para
o vértice z, uma contradi¢do (vide figura 2.3). Se v recebe a cor 3, um raciocinio

anélogo leva a uma contradicdo. Assim, A(C,) > 4.

Figura 2.3: Ciclos ndo tém 3-A-coloracao

Segue um método para obter uma 4-A-coloragao de grafos C,, com

V(Ca) = {1, .., v}

Caso (i): » =0 (mod 3): Seja v; um vértice do ciclo. Sua cor serd: 0,
se 1 — 1 é congruente a 0 médulo 3; 2, se 4 — 1 é congruente a 1

mdédulo 3; 4, se ¢ — 1 é congruente a 2 maédulo 3.

Caso (ii): n =1 (mod 3): Colore-se os vértices do ciclo segundo o caso
anterior, a menos dos vértices v, Un—1, Vn—2 € Un—3. Lintdo v,_3 terd

cor 0, v,_s terd cor 3, v, terd cor 1 e v, terd cor 4.

Caso (iii): n =2 (mod 3): Colore-se os vértices do ciclo segundo o pri-
meiro caso, a menos dos vértices v, € ¥,_1. Entdo v, ; terdcor l e

v, bera cor 3.

Como ilustrado na figura 2.4 as atribuigdes de cores obtidas por este método
niio desrespeitam nenhuma caracteristica para serem A-coloragdes, ja4 que vértices
4 distdncia 2 t&8m cores diferentes e vértices adjacentes sempre recebem cores com

diferengas de pelo menos dois. Entdo, AM(C,) < 4. EI

22



2 2 2
0 —*—4 04 [ a4

2

Figura 2.4: Ciclos tém uma 4-A-coloracao

2.3.3 Grafos caminhos

Trivialmente, A(Py) = 0; A(P2) = 2; A(P3) = 3; e M Py) = 3. Estas A-coloragdes

Otimas sfo ilustradas na figura 2.5.

o
§

Figura 2.5: A-coloracoes étimas de P, P, Py e Py

Teorema 2.3 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Paran > 5, A(FP,) =4.

Prova. Pelo Teorema 2.2, A(Cy,) = 4 e, pode-se manter a mesma atribuigao de cores
da A-coloragdo do €, no £,. Entfo, paran >3, AM(F,) <4.

Suponha, por absurdo, que existe uma 3-A-coloragao de um P, com n > 5. Se¢ja
v um vértice do caminho que tem distancia maior ou igual a 2 dos vértices de grau 1.
Somente as cores 0 e 3 diferem de pelo menos dois de outras duas cores em {0, 1,2, 3}
e podem ser atribuidas a v. Como na prova de Teorema 2.2, em ambos os casos
existird um outro vértice no caminho que necessitara de uma cor néo disponivel. Ou

seja, A(F,) > 4. M

2.3.4 Grafos estrelas

Trivialmente, A(Sy) = 0.
Teorema 2.4 {Griggs e Yeh [28] - 1992) Paran > 2, A(S,) =n.
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Prova. Existe uma A-coloragdo de 5, com span n segundo este método: vértice
central recebe a cor 0; vértices de grau 1 recebem, injetivamente, as cores {2,...,n}.
Ou segja, A(Sy) < n.

Suponha, por absurdo, que A(S,) < n. Como todos os vértices de grau estao
& distdncia no maximo 2, cada vértice recebe uma cor diferente em {0,...,n — 1}.
Entretanto, o vértice central recebe uma cor ¢ e, um dos vértices de grau 1 na
sua adjacéncia recebe cor ¢+ 1 ou ¢ — 1, uma contradigdo com o fato de ser uma

A-coloragio. Entdo A(S,) > n. a

Figura 2.6: A-coloragdes dtimas de Sy, S5, Sg e St

2.3.5 Grafos rodas

Como Wy é grafo completo Ky, pelo Teorema 2.1, uma A-coloracao dtima de Wy
tem span 6.

Para Ws, pode-se evitar uma prova de verificagio de casos utilizando-se um
resultado mais avangado, ja que este grafo é um cografo. B, sabendo que este é obtido
pelo join do Cy e do K7, pelo Lema 4.15, X (W) = A(Ws) = X(Cy) + N(K1) + 2 =
4+0+2=6.

Teorema 2.5 (Griggs e Yeh [28] - 1992} Para n > 6, A(W,,) = n.

Prova. Como as estrelas sfo subgrafos dos grafos rodas, pelo Lema 2.6,
AW,) = A(Sn). E, pelo Teorema 2.4, A(S,) = n. Entdo, A(W,,}) > n, n > 4.

Segue um método para obter uma A-coloracio de grafos W, n > 6. O vértice
central recebe a cor 0; os vértices do ciclo externo recebem as cores atribuidas

sequencialmente, a partir de um vértice qualquer, atribuindo-se primeiro as cores
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pares de 2 até n (se n é par) ou até n — 1 (se n é {mpar); depois as cores impares de
3 até n — 1 (se n é par) ou até n (se n é {mpar).

Todos os vértices do ciclo exferno tém cores que diferem de pelo menos dois
da cor do vértice cenfral. Os vértices do ciclo externo tém cores que diferem de
pelo menos dois das cores dos vértices seguintes da mesma paridade, e os vértices
adjacentes entre as paridades também tém cores com diferengas maiores que dois: o
iltimo vértice do ciclo externo que recebe cor par (como n > 6, esta cor € maior ou
igual a 6) com o primeiro fmpar {cor 3); e o 1iltimo fmpar (esta cor é maior ou igual
a 5) com o primeiro par (cor 2). Além disso, todos os vértices tém cores diferentes e
portanto, a restrigio de distancia 2 é respeitada. Ou seja, este método fornece uma

A-coloragéio com spen n para as rodas. Logo, A(W,) < n. O

5 3 5 3 7NJC3

Figura 2.7: A-coloracoes Gtimas de Wy, Wy, Wg e Wy

2.4 Resultados preliminares

Nesta segAo sdo descritos, com um pouco mais de detalhes, alguns resultados
que nao sao usualmente apresentados mas que simplificam e facilitam as provas de

resultados no problema da A-coloragao.

2.4.1 Subgrafos

Lema 2.6 Se H ¢ subgrafo de um grafo G, entdo A(H) < A(G).

Prova. Suponha, por absurdo, que A(H) > A(G). Seja G formado pelo grafo G
retirando os vértices v quando v € V{(G) e v € V(H) e retirando as arestas e quando
e € E(G@) ee ¢ E(H), obtendo G’ isomorfo a H. Ao retirar vértices ¢ arestas

nio ¢ adicionada nenhuma restricao de adjacéncia ou de distdncia 2, entao uma
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A-coloragio de G também serd para G'. Se as cores forem atribuidas dos vértices G/
para os vértices de H, respeitando o isomorfismo, estd atribuigfo de cores serda uma

A-coloragio para H, uma contradigéo, j& que foi suposto que A(H) > A(G). O

2.4.2 Coloragao otima
Lema 2.7 Para um grafo G, MG) > x(G?) — 1.

Prova. Em uma L(1,1)-coloragao 6tima de um grafo G, se wv € E(G), ou
d(u,v) = 2, entdo u e v tém cores diferentes. Uma tal atribuicdo de cores serd
uma. coloragio de vértices do grafo G*. Assim, x{G?*) < A12(G) + 1. Além disso,
como toda L(2, 1)-coloragdo é uma L(1, 1)-coloragio, AMG) > A1,1(G). Portanto,
MG) > x(G*) — 1. a

Lema 2.8 Para um grafo G, AMG) < 2x(G?) — 2.

Prova. Seja f uma coloracio étima de G2. Assim, quando f é vista como uma
coloracio de (3, ndo existem vértices adjacentes ou & distdncia 2 com a mesma cor
em G. Seja f'(v) = 2(f(v) — 1), Yv € V(G). Em f’, como todo par de vértices
adjacentes ou A distancia 2 em @ tém cores com diferenga pelo menos dois e, f' é
uma L(2, 2)-coloragio de G com span 2x(G?) — 2. Como toda I{2,2)-coloracao ¢
uma L(2, 1)-coloracio, AM(G) < 2x(G*) — 2. a

Como consequéncia, tem-se que:

Teorema 2.2 Para todo grafo G, se k = x(G?), entégo k — 1 < AG) < 2(k —1).

2.4.3 Coloracao gulosa

Nesta se¢ho utiliza-se o conceito de abordagem gulosa de atribuicio de cores
em uma A-coloragio que, dada uma ordenagio dos vértices do grafo, atribui-se a
menor cor que nao desrespeite uma A-coloragio aocs vértices nesta ordenacio. A
qualquer momento desta atribuigéo, se for considerada a atribuicao parcial de cores
aos vértices anteriores na ordenacdo ao que estd sendo atualmente tratado, para
atribuir cores ao vértice atual, basta verificar a menor cor gue nao desrespeite uma

A-coloragio por causa dos vértices que ja tiveram suas cores previamente atribuidas.
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Definicdo 2.9 Seja G um grafo, X € V(@) e f uma k-A-coloragio de G[X]. O
conjunto de cores proibidas para um vértice v ainda nao colorido é o conjunto de
todas as cores c— 1, ¢, c+ 1 edem {0,...,k} tais que existe u© € N1(v) para o qual

f{u) = c e w € Np(v) para o qual f{w) =
Notacao 2.3 Denota-se o conjunto de cores proibidas para um vértice v por Pro(v).

Lema 2.10 Em uma A-coloracdo de wm grafo, obtida por uma abordagem gulosa,

ao atribuir a cor ¢ & um vértice v, tem-se ¢ < |Pro(v)|.

Prova. Suponha, por absurdo, que v recebe uma cor ¢ > |Pro(v}|. Entdo, v néo
recebe cor em {0,...,[Pro(v)|}. Porém, neste intervalo existem |Pro(v)| + 1 cores,
das quais apenas |Pro(v)| sdo proibidas. Ou seja, existe uma cor neste intervalo que
v pode receber respeitando as restrigdes de uma A-coloragao, como uma abordagem

gulosa foi utilizada, tem-se uma contradiggo. d

Corolario 2.11 Em uma k- -coloracdo de um grafo G, obtida por uma abordagem

l tem-se k < P .
qulosa, tem-se _ﬂrer‘l/af)é)ﬂ ro(v)|}

Prova. Pelo Lema 2.10, f{v) < |Pro{v)|, para v € V(G). Como k = rr%/af)é){f(v)},
vE

tem-se que a A-coloragio terd span k < n%/a(aé)ﬂPm(vN}. O
ve

2.4.4 A-coloracgao 6tima

Lema 2.12 Pare um grafo G, com A > 1, existem ao menos duas A-coloragies

otmas.

Prova. Seja f uma A-coloragio 6tima com span k de G. Defina f'(v) = &k — f(v),
Yv € V(G). Sejam u e v dois vértices em G. A diferenga f(u} — f(v) serd sempre
mantida em f' para.u ¢ v, pois f'(u) — £/(8) = (6= F(w) ~ (b~ f(v)) = F(u) ~ F(0).
Aggim, f' é uma A-coloracgio. Como k é a maior cor utilizada, & — ¢, para qualquer
cor ¢, pertence a {0,...,k}. Portanto, se f é uma k-A-coloragio, [’ também serd.

Além disso, f’ é Stima, pois seu span é no maximo k. 1

Lema 2.13 Em wma A-coloracdo dtima de um grafo G a cor 0 é sempre utilizoda.
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Prova. Suponha, por absurdo, que exista uma A-coloragéo otima de G com span
k, onde a primeira cor utilizada ¢ seja maior ou igual a 1. Defina f'(v) = f{v) — ¢,
Yv € V(G). A fungio f’ serd uma A-coloraggo de G, jé que a diferencga das cores
entre os vértices serd mantida, s que agora utilizando span k — ¢, uma contradigéo.

g

Lema 2.14 Em uma A-coloracdo dtima de um grafo G néo existem duas cores con-

secutivas ndo utilizadas.

Prova. Seja f uma A-coloragéo 6tima de G. Suponha, por absurdo, que existam
dois ndmeros consecutivos @ e a+ 1 em {0,...,A(G)} ndo utilizados na atribuigao
de cores a vértices de G. Pode-se definir uma A-coloracao f' de G com span menor

do que o de f, segundo:

fwy,  seflu)<a-1
Sy =1, se f{v) Za+2,

uma contradicio, por f ser considerada 6tima. [l

Yo e V(G), f(v) =

Lema 2.15 Em uma A-coloracio f de um grafo G, se um vértice v de grou A tem

cor diferente de 0 ou MG), entdo M(G) > A+ 2.

Prova. Sao necessdrias A cores diferentes para os vértices em N (v) e nio podem
ser as cores f(v) — 1, f(v), f(v) + 1. Como a cor de v nfo é nem 0 nem A((G), séo

necessarias A + 3 cores diferentes sé para v e seus vizinhos. Entéo, A(G) > A+2.

Lema 2.16 Para um grafo G, com A =2, MG) < 4.

Prova. Toda componente conexa de um grafo com A = 2 é um ciclo ou um caminho.

Em ambos os casos, pelos Teoremas 2.2 e 2.3, A(G) < 4. O

Lema 2.17 Os dnicos grafos com span 8 sdo 0s grafos com componentes conexas

que sejam caminhos com tamanhos menores ou iguais a 4.

Prova. Pelo Teorema 2.4, se A(G) < 3, entdo todo vértice tem no maximo grau
2. Como descrito no Teorema 2.2, todo ciclo tem span 4 entao, neste grafo, as
componentes conexas sdo caminhos que, pelo Teorema 2.3, tém tamanhos menores

ou iguais a 4. 0
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2.5  NP-completude do problema da A-coloracgao

Esta segdo contém a prova de que o problema da A-coloragiao é AN'P-completo.
Esta é feita exibindo uma transformagio polinomial do conhecido problema do ca-

minho hamiltaniano que foi provado ser A/P-completo por Karp [37], em 1972

PROBLEMA A-COLORAGAO
Instancia: Grafo G = (V, E) e inteiro positivo k.

Pergunta: A(G) < k7 (existe uma A-coloragao de G com span k7)
Lema 2.18 (Griggs e Yeh [28] - 1992) O problema da A-coloragdo estd em NP.

Prova. O problema da A-coloragio estd em NP jd4 que, dada uma atribuicio
de cores aos vértices, é possivel verificar se esta é de fato uma A-coloragiio em
O(n? -+ nm). Basta verificar, para cada vértice v, se as cores dos vértices em Ny (v)
tém diferenga de pelo menos dois para a cor de v, se vértices em Np{v) tém cores
diferentes e se a maior cor utilizada foi a cor &. Isto pode ser feito utilizando-se de

n buscas em largura, cada uma enraizada em um vértice de G. il

Teorema 2.19 (Griggs e Yeh [28] - 1992) O grafo G' resultante do join de um
grafo G com um grafo Ky tem uma (|V{(G')|)-A-coloragdo se e somente se G° tem

um caminho hamiltoniano.

Prova. Observe que, ao fazer o join G' do grafo G com o vértice v € V(K,), todos
os vértices em G’ estdo & distincia 2 entre si e tém cores diferentes em qualquer
A-coloracao.

(=) Se G’ tem uma (|V(G)|)-A-coloragio, como v é um vértice universal em &,
pelo Lema 2.15 v recebe a cor 0 ou a cor [V(G'}. Sem perda de generalidade,
seja {V(G")| a cor de v (sendo pelo Lema 2.12 pode-se transformar esta (|V{G")|)-
A-coloragio em uma em que v receba a cor 0 em vez da cor |V(G')| mantendo o
mesmo span). A cor |V(G')] — 1 ndo é utilizada por nenhum vértice em G’ (ja
que um vértice com a cor |V(G’')| é universal). Assim, tem-se que os vértices de (¢
recebem injetivamente as cores em {0,. .., |V(G')|—2 = |V(G)| —1} nesta atribuigéo

de cores. Seja vg,v1, ..., Vy(g)—1 a sequéncia dos vértices de ¢ em que o vértice v;
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recebe a cor i. Como v;u,1 & E(G) (j4 que dois vértices com cores consecutivas
nao sao adjacentes), v;v;41 € E(G*). Ou seja, existe um caminho hamiltoniano em
(° dado pela sequéncia de vértices vg, vy, ..., Yy (a)-1-

(<) Se existe um caminho hamiltoniano vy, v, ..., v, em G° em G = (G®)°, ndo
existem arestas entre vértices consecutivos dessa sequéncia. Seja G” o grafo formado
pelo join de G e um vértice v. Atribua as cores da seguinte forma: v recebe a
cor () e; os vértices em 1, s, ..., %, Tecebem as cores nesta ordem utilizando uma
abordagem gulosa e respeitando as restrigbes de uma A-coloragdo f. Como todo
vértice esta & distancia 2 dos outros por causa do vértice universal v, todos recebem
cores diferentes e, como nao existe aresta entre vértices consecutivos, estes recebem
cores consecutivas tais que f(v;} = ¢ + 1. Neste processo, a maior cor utilizada é a

cor n+1=|V(G)|+1=|V(F). aJ

Teorema 2.20 (Griggs e Yeh [28] - 1992) O problema da A-coloragio € N'P-

completo.

Prova. A prova que este problema é N P-completo, como ilustrada na figura 2.8, é
feita utilizando o Teorema 2.19, onde existe uma transformagao polinomial (achar
o complemento de um grafo pode ser obtido em O(n?)) do problema de encontrar
um caminho hamiltoniano em um grafo G° no problema de verificar se existe uma
|V (G")|-A-coloragio do grafo G, obtido pelo join do grafo G com um vértice v.

Como o problema de encontrar um caminho hamiltoniano em um grafo é
NP-completo, prova feita em 1972 por Karp [37], e existe uma transformagfo po-
linomial do problema de encontrar um caminho hamiltoniano para uma redugéo
do problema da A-coloragdo, onde s6 sao verificados grafos G que fenham vértices
universais com A-coloragéo de span |V(G)|, entéo esta reducgo do problema da A-
coloragao ja é NP-dificil. Ou seja, se for feito um algoritmo para identificar se os
grafos com vértices universais tém A-coloragio de span |V (G)|, existe transformacao
polinomial deste algoritmo que resolve o problema de saber se qualquer grafo tem
um caminho hamiltoniano.

Esta reducao do problema da A-coloracio estd em NP, como pode ser visto no

Lema 2.18.
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Ent&o, esta reducdo do problema da A-coloragdo é N P-completo e, portanto, o

problema na sua forma mais geral também é. (]

A - coloracdo de G

éﬁﬂsssnnnnum = g EEEEEEEEE-ﬂwﬁ

* = caminho hamlltonlano em G°
%

B
£
4

a wer el G W ED W W RN BN R L NN TN NN OV O ¥ R WA B RS ©F BN RE BA RS

Figura 2.8: O problema da A-coloracao é N'P-completo

2.6 NP-completude do problema da k-\-coloracao

Nesta secdo é apresentada a prova da NP-completude do problema da
k-A-coloragéo, ou seja, uma A-coloragao com span fixo k > 4. Este resultado foi
obtido em 2001 por Fiala, Kloks e Kratochvil [21] em 2001. A prova utiliza uma

redugdo ao problema da BW (k — 1)-coloragao descrito a seguir.

PROBLEMA k-A-COLORAGAO
Instancia: Grafo G = (V, E).

Pergunta: A(G) < k? (existe uma A-coloragao de G com span k7)

Vale ressaltar que os dnicos grafos com span k < 3 sdo os cujas componentes
conexas sdo caminhos com até 4 vértices, e estes podem ser reconhecidos em tempo

polinomial.

Definicdo 2.10 Seja r > 3, o problema da BW/(r)-coloragao (do inglés, black e
white) consiste em decidir a existéncia, em um grafo r-regular, de uma atribuigéo
de duas cores aos vértices do grafo de modo que todo vértice tenha exatamente 2

vizinhos com a sua cor e, consequentemente, r — 2 vizinhos com a outra cor.

Um exemplo de uma BW (3)-coloragdo do grafo de Petersen é dada na parte

esquerda da figura 2.9.
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Teorema 2.21 (Kratochvil et al. [40] - 1997) O problema da BW (r)-coloragdo

é N'P-completo, para r > 3.

Figura 2.9: Equivaléncia entre BW (3)-coloragio e 4-A-coloragio

Lema 2.22 (Fiala et al. [21] - 2001) O problema da 4-A-coloragio € NP-

completo.

Prova. Esta prova é feita mostrando uma transformagio polinomial a partir do
problema da BW (3)-coloragdo. Além disso, o problema da A-coloragfio esta em
NP, como descrito no Lema 2.18.

Sejam G um grafo 3-regular e G” o grafo obtido a partir de G pela subdivisdao
de cada aresta de G por dois vértices. Portanto, cada aresta de G é substituida por
um Fy, onde seus extremos sao mantidos. Por exemplo, na figura 2.9 é ilustrado a
direita o grafo G”, obtido a partir do grafo de Petersen. Claramente, a construgio
do grafo G ¢ polinomial.

Resta mostrar que existe uma A-coloracgio do grafo G com span 4 se e somente
se G tem uma BW (3)-coloragdo.

(<) Assuma que existe uma BW (3)-coloragfo de G. Particione as arestas de G em
trés conjuntos: (i) arestas com ambos os extremos com cor branca; (ii) ambos os

extremos com cor negra; ¢ (iii) extremos com cores diferentes.
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Em G”, atribua cores aos vértices segundo a funcdo f assim definida: se
v € V(G) recebeu a cor negra na BW(3)-coloragio de G, entdo f(v) = 4, e se
v recebeu a cor branca, entéo f(v) = 0.

Para atribuir cores aos vértices de G” das subdivisdes das arestas de G, faga:
cada P, correspondente a uma aresta do tipo (iil) recebe as cores (0,3,1,4). Os
Py que correspondem a arestas do tipo (1) induzem unides disjuntas de ciclos em
G (j4 que todo vértice com cor branca é adjacente a outros dois vértices com cor
branca). Para cada um desses ciclos atribua as cores (0,2,4,0) sequencialmente
(estes ciclos tém tamanhos miiltiplos de 3, e pelo Teorema 2.2, esta atribuigio de
cores é uma A-coloragéo destes ciclos). Desta forma, cada vértice com a cor 0 tem
em sua vizinhanga vértices com as cores 2, 3 e 4. O caso para as arestas do tipo
(ii) é andlogo ao do tipo (i), 86 que atribui-se as cores (4,0,2,4) aos vértices dos
ciclos induzidos. Desta forma, cada vértice com a cor 4 tem em sua vizinhanga
vértices com as cores 0, 1 e 2. Como dois vértices adjacentes recebem cores com
diferenga de pelo menos dois, e vértices a distancia 2 recebem cores diferentes, f é
uma A-coloragio de G” com span 4.

(=} Assuma que G” tem uma A-coloracio com span 4. Os vértices de G* que néo
fazem parte das subdivisdes tém grau 3 e, portanto, pelo Lema 2.15, precisam receber
as cores () ou 4. As possiveis 4-A-coloragbes de um P, nas quais os extremos tém
cores 0 ou 4 sao: {0,2,4,0); (0,3,1,4); (0,4,2,0); (4,0,2,4); (4,1,3,0); e (4,2,0,4).

Seja u € V(G") de grau 3 em G”, se u recebeu a cor 0, os vértices em V(1) em
G" receberam cores em {2,3,4}, entdo os trés caminhos que t&m u como extremo
tém as cores atribufdas segundo: (0,2,4,0); (0,3,1,4} e; (0,4,2,0). Isto &, dois
destes caminhos tém em seus cutros extremos as cores 0 e, 0 outro tem a cor 4.
Analogamente, se u recebeu a cor 4, os trés caminhos que tém este vértice como
extremo receberam as cores de acordo com: (4,0,2,4); (4,1,3,0) e; (4,2,0,4). Isto
é, dois dos caminhos t8m em seus extremos a cor 4, enquanto que o terceiro tem a
cor (.

Portanto, se forem atribuidas a cor branca para os vértices de grau 3 de G
correspondentes aos vértices de grau 3 de G” que receberam a cor 0 e a cor negra
para os vértices de grau 3 que receberam a cor 4, entdo uma A-coloragdo de G" com

span 4 nos fornece uma BW (3)-coloragdo para o grafo 3-regular G. 0
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Lema 2.23 (Fiala et al. [21] - 2001) O problema da 5-M-coloracao é N'P-

completo.

Prova. Sejam G um grafo 4-regular ¢ G" o grafo formado, a partir de G,
substituindo-se todas as arestas e € E(G) pelo subgrafo ilustrado na figura 2.10.
Existermn 6 possibilidades de 5-A-coloragoes destes subgrafos onde u e v recebam as
cores 0 ou 5, como ilustrado na parte direita da figura 2.10. Esta construcéo é
claramente polinomial.

Resta mostrar que G tem uma BW (4)-coloragéo se e somente se G tem uma
A-coloracao com span 5.

(<) Sejam f uma A-coloragio de G" com span 5 e, v € V{G™) um vértice de G com
grau 4 que recebeu a cor 0 {para o caso que v receba a cor § a prova ¢ andloga). Os
vértices em N;{v) recebem as cores em {2, 3,4, 5} e, consequentemente, os caminhos
que tenham o vértice v como extremo tém as cores de acordo com: (0,2,5,0);
(0,3,1,5); (0,4,1 ou 2,5) g (0,5,2,0). Isto é, dois destes caminhos tém a cor 0
como o outro extremo, e os outros dois tém a cor 5. Atribua aos vértices de GG
correspondentes aos vértices de G* com grau 4 que receberam a cor 0 a cor branca,
e & cor negra para os que receberam a cor 5, esta é uma BW (4)-coloragéo de G.
(=) Suponha que G tenha uma BW (4)-coloragao. Particione as arestas de G em
trés conjuntos: (i) arestas com ambos os extremos com cor branca; (i) ambos os
extremos com cor negra,; e (iii) extremos com cores diferentes.

Em G™, atribua cores aos vértices segundo a funcdo f, assim definida: se v €
V(@) recebeu a cor negra na BW (4)-coloragio de G, entdo f(v) = 5, e se v recebeu
a cor branca, entao f(v) = 0.

Como no Lema 2.23, as arestas do tipo (i) induzem ciclos disjuntos e os seus
vértices recebem as cores (0, 5,2,0). As arestas do tipo (ii) também induzem ciclos
disjuntos e os seus vértices recebem as cores (5,0,3,5). As arestas do tipo (ili)
induzem um grafo bipartido 2-regular, em que as arestas podem ser particionadas
em dois emparelhamentos perfeitos. Atribua aos caminhos referentes a aresta de
um emparelhamento as cores (0,3, 1,5) e os caminhos referentes as arestas do outro
emparelhamento as cores (0,4, 2,5). HEsta atribui¢o de cores é uma A-coloragao de
G" com span 5. Isto porque nao existem restrigées sendo desrespeitadas pelos ciclos

induzidos disjuntos e, para os emparelhamentos do grafo bipartido 2-regular, pode-se
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Figura 2.10: FEquivaléncia entre BW({4)-coloragio e redugdo do problema da

existéncia de A-coloragao com span

observar que as cores entre vértices com distancia 2 formadas pelas "unioes” destcs
caminhos {que por sua vez sdo provenientes das arestas dos dois emparelhamentos
perfeitos) t&m diferenca de pelo menos um, por exemplo (5,2,4,0) e (0,3,1,5) ou

(0,4,2,5) e (5,1,3,0). O

Teorema 2.24 (Fiala et al. [21] - 2001) O problema da k-A-coloragdo é N'P-

completo.

Prova. A prova é feita por indugio em &.

Os problemas de decidir se um grafo tem uma A-colora¢do com span 4, ou span
5, s30 N'P-completos, pelos Lemas 2.22 e 2.23, respectivamente.

Sejam G um grafo e £k > 6. Constréi-se um grafo G’ tal que, G tem uma
A-coloracao de span k se e somente se G' tem uma A-coloragio com span k& + 2.

Para obter (' construa uma drvore bindria completa com pelo menos |V{G)|
folhas, que estdo todas no mesmo nivel (todo vértice nesta arvore tem 2 filhos, a
menos das folhas). Crie a drvore 7" duplicando todas as folhas e adicione arestas,
formando um emparelhamento, entre as folhas antigas, que agora sao vértices in-
ternos e os vértices duplicados. Subdivida todas as arestas da arvore 77 por grafos
Py, mantendo os mesmos exiremos, formando a drvore T”. Adicione arestas entre

vértices folhas de 77 e vértices de G injetivamente. B, adicione vértices folhas a
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Figura 2.11: Construgao do grafo G’

todos os vértices de T' para que todos os vértices de 7" fiqguem com grau £+ 1, com
isto a construcio do grafo G’ esta finalizada.

(<=) Seja. f uma A-coloragio de G' com span k+ 2. Como todos os vértices na drvore
T’ tém pgrau k + 1, estes recebem as cores 0 ou & - 2 senfio, pelo Lema 2.15, o span
¢ pelo menos k£ 4+ 3. Além disso, todos os vértices em um mesmo nivel recebem a
mesma cor, sendo como estes tém um ancestral em comum com grau A, ao subir na
arvore T' as cores dos vértices ancestrais vao se alternando e, em algum momento,
existe um vértice com grau A que ainda néo recebeu cor 4 distancia 2 de dois vértices
com as cores 0 e k4 2, o que ndo pode ocorrer. Sem perda de generalidade, se k + 2
for a cor do iltimo nivel da drvore T", entao todos os vértices de GG recebem cores
no intervalo {0, ..., &} pela funcio f, que também é uma A-coloragéo de G.

(=) Seja g uma A-coloragéo de G com span k. Aftribua as cores aos vértices de niveis
impares na drvore 7" com as cores 0 e os niveis pares com as cores k + 2. Atribua

as cores dos vértices intermedidrios entre os niveis em 7% com as cores {2,3,4}.
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Os tnicos vértices onde podem ocorrer algum problema s&o os que estejam entre o
iltimo e o peniltimo nivel em T, para estes vértices o nimero maximo de cores
proibidas sao 6, que sao as cores: 0, 1, £+ 1, k + 2 e mais duas cores de vértices a
distancia 2, uma de um vértice intermediario entre o penultimo e o anti-pendltimo
niveis e a outra cor vinda de um vértice de G. Porém, como k > 4, entdo existem
pelo menos 7 cores no intervalo {0,...,k-+2} e pelo menos uma cor disponivel para
estes vértices. K, finalmente, sao atribuida as cores das folhas, como cada vértice
pai dessas folhas tem a cor 0 ou k + 2, entdo sempre sobra pelo menos uma cor para
ser atribuida a cada folha. Portanto, g é uma A-coloragéo de G’ com span k + 2.
Com isto, a prova deste teorema procede. De fato, para cada k& > 4 par, como
o problema é NP-completo para k = 4, e existe uma classe de grafos em que
determinar uma A-coloragao com span k > 6 € equivalente a determinar se existe uma
A-coloragao com span k—2 para todos os grafos, esta regra é aplicada recursivamente
obtendo-se redugdes sucessivas do problema tratado até chegar a k = 4, que foi
provado ser N'P-completo. E, como foi provado que para k = 5, este problema

também é NP-completo para os casos em que k > 5 é impar. Ol

A figura 2.12 ilustra estas redugdes recursivas da prova do Teorema 2.21 para o
caso onde k é par, onde o grafo G’ é o obtido neste teorema e o grafo G” é o obtido
no Lema 2.22, realizando a subdivis@o das arestas do grafo 3-regular em caminhos

de tamanho 3.

A-coloracao de G
tem span 87

A-coloracdo de G'y o  A-coloracdo de G'

tem span k par? &L  temspan 8?7

BW(3)-coloracao
de grafos
3-regulares

A-coloragao de
tem span 47

Figura 2.12: Problema de decidir se existe A-coloragao de um grafo com span k par

é N'P-completo
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Capitulo 3
Limites para A\(G)

Neste capitulo sao apresentados limites inferiores e superiores ja conhecidos para
o span de A-coloracdes. Na maioria dos casos, provas foram reescritas e simplifica-
das. Grande parte dos resultados aqui apresentados estd relacionada ao principal
problema em aberto no estudo das A-coloragGes, que é a conjectura de Griggs c

Yeh [28].

3.1 Limites de Griggs ¢ Yeh

O trabalho pioneiro sobre M-coloracoes é o de Griggs e Yeh{28], de 1992. Neste
sdo apresentados virios limites superiores e inferiores para o span de A-coloragoes,

que sao aplamente utilizados nos nossos resultados.

3.1.1 Conjectura

A conjectura de Griggs e Yeh [28], de 1992 é o problema mais estudado na
drea. Diversos pesquisadores buscam apresentar provas de que esta conjectura é
verdadeira. B importante e necessdrio estabelecer um limite superior justo, como
j4 cxiste para o caso da coloragio, dado por Brooks [8] ¢ para o caso da coloragao
de arcstas, dado por Vizing [63]|. E, também conjecturado para o caso da coloragao
total, por Behzad [4]. A prova da conjectura de Griggs e Yeh serd, com certeza, um

marco importante nos trabalhos sobre A-coloragoes de grafos.

Conjectura 3.1 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Para um grafo G com A > 2,
MG) < A%
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3.1.2 Limites triviais
Limite inferior em funcgao do tamanho do maior grau
Corolario 3.2 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Para um grafo G, AM(G) = A(G) +1.
Prova. Pelo Lema 2.6, para um grafo G e um subgrafo H de G, A(G) > A(H). B,
pelo Teorema 2.4, X{(S,,) = n.

Seja v € V(G), onde g(v) = A e H o subgrafo de G, onde V(H) = {v} U Ny{v)

e BE(H) = {uv | Yu € Ni{v)}. H é um grafo estrela com A + 1 vértices. Assim,

Limite inferior em funcao do tamanho da maior clique

Corolério 3.3 {Griggs e Yeh [28] - 1992) Para um grafo G, MG) > 2w(G) —2.

Prova. Pelo Lema 2.6, para um grafo G e um subgrafo H de G, AM(G) > A(H)}. E,
pelo Teorema 2.1, A(K,) = 2n — 2. Logo, MG) 2 AM(Hue)) = 2w(G) — 2. a

Limite superior dos em funcio do nimero de vértices

Coroldrio 3.4 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Para um grafo G, A(G) < 2n —2.

Prova. Como G é subgrafo de K, pelo Lema 2.6, A(K,) > A(G). E, pelo Teo-
rema 2.1, MK,) = 2n — 2. O

3.1.3 Limites para classes de grafos
Limite superior para grafos ¢g-partidos

Teorema 3.5 {Griggs e Yeh ([28] - 1992) Para um grafo g-partido G,
MG) < n+qg— 2 Em particular, pare os grafos q-partidos completos,
MGl=n+g—2.

Prova. Seja G = (V, E) um grafo g-partido com n vértices e V4, Va,..., V, os seus

g conjuntos independentes.
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Sejam ng = 0, n; = |Vi|, v; 0 j-ésimo vértice do conjunto V; e ng +n1 +na +
..+ 1y =n. Uma A-coloragio f para o grafo GG pode ser dada segundo:
i1

Fg) =D ] +itj-2%1<j<mel<i<q

2=0
Este método fornece uma A-coloragio, ji que vértices do mesmo conjunto inde-
pendente recebem cores diferentes e vértices de conjuntos independentes distintos
rege}lz)em cores com diferenca de pelo menos dois. A dltima cor utilizada terd i = ¢
i

e Z[nz] + 7 =n. Ou seja, A(G) < n+ ¢ — 2, para qualquer grafo g-partido G.
F]Sste limite é utilizado pelos grafos g-partidos completos. Seja G um grafo
g-bipartido completo (com todas as arestas possiveis entre os conjuntos indepen-
dentes). Suponha, por absurdo, que AMG) < n + ¢ — 2. Todos os vértices do
mesmo conjunto independente estao & disténcia 2 entre si e adjacentes aos outros
vértices do grafo, entdo todos os vértices de G tém cores diferentes. No intervalo
{0,...,2 <n+qg—3} cxistem no méximo n+¢ — 2 cores, e 830 necessarias: n cores,
pois os vértices tém corcs difcrentes; e mais g — 1 cores, pois nfo se pode utilizar co-

res consecutivas em vértices de conjuntos independentes diferentes. Entio, existem

n + ¢ — 2 cores, mas precisa-se de n + ¢ — 1, uma contradicao. Ol

Limite superior para grafos com didmetro 2

Para a prova do limite superior para o span de A-coloragbes 6timas desta classe

utiliza-se o seguinte teorema de Dirac [18]:

Teorema 3.6 {Dirac [18] - 1952} Se G ¢ um grafo com n > 3 e grau minimo

d > %, entdo G € hamiltoniano.

Teorema 3.7 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Pare um grafo G com didgmetro 2 e
A>2, AG) < AL

Prova. Se A(G) > |3], entdo n < 2A. Pelo Teorema 3.5, A(G) < n+¢—2. F,
pelo teorema de Brooks (teorema 1.1), qualquer grafo diferente de ciclo impar ou
completo tem ¢ < A. Entao, para grafos distintos de ciclo impar ou completos e
A(G) > |2], MG) <2A 4+ A —2=3A -2 Ouscja, para A > 3, M(G) < A? Se
G for ciclo impar ou completo, pelos Teoremas 2.2 e 2.1, A(G) < A%
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Se A(G) < [§]- No grafo G°, complemento de G, §(G°) > 3. E, pelo teorema
de Dirac, G¢ é hamiltoniano. Para cada aresta uv € E(G®) que faga parte do ciclo
hamiltoniano, uv & E(G). Se as cores no intervalo {0,...,n — 1} séo atribuidas aos
vértices, na sequéncia do anti-ciclo hamiltoniano em G, este método nos fornece uma
A-coloracao, ja que ndo existem arestas entre vértices com cores com diferenca igual
a um, que sdo sequéncias no anti-ciclo hamiltoniano. Como todo vértice do grafo
com diametro 2 estd & distancia 2 dos outros vértices, estes tém cores diferentes, e

esta serd uma A-coloragio étima. ]

Hoffman e Singleton [35] provaram que os vnicos grafos com didmetro 2 onde o
nimero de vértices é igual a A%+1 séo o Cs, o grafo de Petersen, o grafo de Hoffman-
Singleton e, possivelmente, outro grafo com A = 57. Este fato é interessante porque,
junto com os grafos caminhos e ciclos, esses sdo os Tinicos grafos encontrados até
hoje que tém span A? em uma M-coloracio étima. O grafo de Hoffman-Singleton é
composto por 10 ciclos de tamanho 5, onde existe aresta enfre vértice ¢ do ciclo F;
com vértices ¢ + jk(mod 5) do ciclo @, um exemplo de um pedago da construgéo

deste grafo é dado na figura 3.1.

Pa

N N TN N
Y EYET W Y
| Qo (0]1 Q2 Qs Qs

Figura 3.1: Construgao do grafo de Hoffman-Singleton

3.1.4 Limite superior no nimero de vértices

Nesta secao é verificado que se um grafo tem uma quantidade de vértices n < A2,
entao a conjectura 3.1, de Griggs e Yeh [28], é verdadeira. A andlise ¢é feita em dois

casos: A>Ziou2<A<E.
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Corolério 3.8 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Para um grafo G com A > Z,
M@) < A%

Prova. Segue do Teorema 3.7. O

Corolério 3.9 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Para um grafo G, com 2 < A < 7,
MG <n—-1.

Prova. Se G tem A < 7, pelo Teorema 3.6, de Dirac [18], G° é hamiltoniano e,
portanto, contém um caminho hamiltoniano. Com prova anéloga a do Teorema 3.7,
é possivel atribuir as cores do intervalo {0,...,n — 1} aos vértices em &, na ordem

dos vértices no anti-ciclo hamiltoniano, mantendo uma A-coloragao. (|

Com isso, para um grafo G, A\(G) < A% ou MG) < n — 1. Este resultado limita
possiveis contra-exemplos para a conjectura 3.1, de Griggs e Yeh [28], que possam

ter AM(G) > A2, aos grafos com n > A%+ 1.

Limite superior para arvores

Teorema 3.10 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Para uma drvore T, A(T) < A+ 2.

Prova. Este limite superior é obtido utilizando uma estratégia gulosa na atribuigao
de cores aos vértices da drvore 1, com n vértices. Primeiro enraize a drvore no
vértice v, e obtenha uma ordenagao vy,...,v;—1 dos vértices de V (7'}, onde para
cada 1 <1 < n, v; é adjacente a apenas um vértice v; em {v1,...,%_1} com § < 4.

Ao atribuir cor a um vértice v de T, utilizando esta ordenacéo, | Pro(v)| < A+2,
ja que Pro(v) tem, no méximo, trés cores proibidas do vértice pai de v e A —1 cores
dos vértices irm#os, que pertencem a Ny(v).

Entao, pelo Lema 2.10, ao atribuir cor a v, este sempre pode receber uma cor no

intervalo {0,..., A+ 2}. L

Limite superior A? 4 2A

Teorema 3.11 (Griggs e Yeh [28] - 1992) Para um grafo G, A(G) < A%+ 2A.
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Prova. Atribua cores aos vértices do grafo utilizando uma abordagem gulosa em
qualquer ordenagao dos vértices. O ntmero de cores proibidas para um vértice v
do grafo é no méximo trés para cada vértice em Nj(v) e mais uma cor para cada
vértice em Nz(v). No pior caso, |[Ni(v)] = A e |Nao(v)| = A(A — 1). Segue que
|Pro(v)| < 3A 4+ A(A — 1) = A? 4 2A. E, pelo Corolério 2.11, A(G) < A% +2A. O

3.2 Limite superior de Chang e Kuo

Chang e Kuo [15] encontraram, em 1996, um limite superior para A{(G), ou o
span de uma A-coloragdo étima, melhor do que o descrito por Griggs e Yeh [28] no
Teorema 3.11. Para a prova deste novo limite também foi utilizada uma abordagem
gulosa de atribui¢do de cores. Entretanto, é realizada uma ordenacio especial dos
vértices. Tal ordenagio fornece propriedades que permitem a prova de reducgao do

limite superior obtido previamente.
Teorema 3.12 (Chang e Kuo [15] - 1996) Pare um grafo G, A(G) < A2+ A,

Prova. Considere a seguinte estratégia para atribuir cores aos vértices dc G:

i+— —1

Fy« 0

S;— 0

Enguanto existir v € V(G) nao-colorido faga
1 —1+1
F; = {u € V(@) | u ndo estd colorido e d(u,v) > 2, Vv € S;_1}
S; « subconjunto de F; 2-estdvel maximal em G.

para cada w € 5; faga

Atribua cor ¢ a w.

Este processo atribui cores a todos os vértices, j4 que enquanto existir um vértice
nao colorido, no pior caso, existe iteragio seguinte j em que Fj_; =0 e S;_1 =0, e
o vértice pertence a S;.

Seja k a dltima cor utilizada e v um vértice que recebe esta cor. Define-se

o conjunto de cores utilizadas em vértices de Ny(v) por I;, o conjunto de cores
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utilizadas em vértices de (V1 (v) U Na(v)) por I3 e o conjunto de cores utilizadas em
vértices de (V(G) \ (N1(v) U Na(v)) por I3 (ou seja, cores dos vértices com disténcia
maior ou igual a 3 para v).

Para todo ¢ € I5, ¢ — 1 € [;. Suponha, por absurdo, que ¢ € Ighe i—1¢&1.
Ao atribuir a 1dltima cor k& ao vértice v, em uma iteragio anterior i do algoritmo,
vértices em Ny(v) e Na(v) ndo recebem a cor i, e vértices em N;(v) nfo recebem a
cor 4 — 1. Neste caso, nfo existe restricio que impega o vértice v de receber a cor 7.
Como S; é maximal, v € S; e recebe a cor i, uma contradigio, pois supde-se que v
recebe a maior cor utilizada & e ndo uma cor 4 utilizada em uma iteracao anterior.
Logo || < | B

Se houver cor 4 nao utilizada pelo algoritmo, pode-se atribui-la ao conjunfo Is.
Isto nao influi na relagdo entre I; e I3, jd que para cada cor ¢ nao utilizada e que
é adicionada a I3 é necessdrio que a cor ¢ — 1 pertencga ao conjunto {; de todos os
vértices que ainda nao tém sua cor atribuida. Entfo, para cada cor nao utilizada
em I3 existe uma cor ¢ — 1 em I;, mantendo |I3| < |f].

Quando este algoritmo atribuir a maior cor utilizada % ao vértice v, entéo |Io| +
|I3] = k. Como [Ny (v}|+ | Na(v)| < A+ A{A—1) = A%, L] < A% E, como existem
apenas g(v) < A vértices em Ni(v), |[I;] < A. Com isso, A(G) < k = || + |I3] <
L] + || < A%+ A (]

3.3 Limite superior de Kral e Skrekovski

O limite apresentado nesta segio foi encontrado por Kral e Skrekovski [44], em
2003, sendo obtido por uma andlise melhorada do algoritmo desenvolvido por Me-
Diarmid [52] e parecido com o dado por Brooks para o problema da coloragio de
grafos, relativa ao Teorema 1.1. Este limite é de nosso interesse, sendo utilizado para
obtencdo de novos resultados em limite superiores desenvolvidos nesta dissertacao,
tais como o para a classe dos grafos linha e o para a classe dos grafos bipartidos
cordais.

Além disso, o melhor limite superior para o span de A-coloragoes 6timas para
grafos em geral, encontrado por Gongalves [26], tem sua prova baseada nesta, consis-

tindo principalmente emn um aprimoramento na ordenagéo dos vértices. Os teoremas
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descritos nesta segio sofreram alteragées e redugdes em relagfo ao original e consis-
tem apenas da informacao necessdria para a prova do limite superior para o span de
A-coloracoes de Krél e Skrekovski. A seguir sao apresentados conceitos e resultados

necessarios para esta prova.

Defini¢ao 3.1 Uma lista-coloracio de canais {G,w, L) consiste de um grafo G,
uraa fungdo w que atribui inteiros positivos, chamados de pesos, as arestas do grafo
G e uma lista de cores L(v) para cada vértice de v de G de possiveis cores que este

vértice pode receber.

Definicao 3.2 Uma lista-coloragao de canais (G,w, L) é prdpria se existe uma
funcdo f que atribui cores aos vértices de 3 tal que para cada vértice v € V{(G),

f(v) € L(v) e para cada aresta uv € E(G), |f(u) — f{v)| = w(uv).

Notagzo 3.1 Denota-se por x,(G) o menor valor da maior cor utilizada para o

qual uma lista-coloracdo de canais é propria.

Definicao 3.3 Um grau com peso de um vértice v, denotado por dy,(v), € a soma

dos pesos de todas as arestas incidentes a v.
Notacao 3.2 O maior grau com peso de um grafo (¢ é denotado por A,(G).

Definigao 3.4 Uma lista-coloracio de canais é dita balanceada se |L(v)| > d.(v),

para cada v € V(G).

Teorema 3.13 (Kral e Skrekovski [44] - 2003) Uma lista-coloragio de canais
balanceada de um grafo H € propria ou existe atribuicdo de cores [ a todos os

vértices, menos um. Se v, for este vértice, entio L{u,) = U {f(v),..., flu)+
vua EE(H}
w(v;vn) — 1}, onde esses intervalos de cores sdo disjuntos.

Prova. Seja vy, ...,v, uma ordenacac dos vértices de H tal que para cada v; com
i < m existe um vizinho v; de v;, com j > i. Hsta ordenagdo pode ser obiida
através de uma busca em profundidade no grafo H comegando pelo vértice v,. Faca
uma, atribuicio de cores aos vértices de G da seguinte forma {(algoritmo descrito por

McDiarmid [52]):

45



LCDIARMID(H, O)

Entrada: Grafo H, fungdo w : E(H) — N, listas de cores L(v) para todo
vértice v € V(H), ordenagio O = (vy, ..., tn) dos vértices de H.

Saida: Uma atribuicao de cores a V{(H).

cor «— 1
Enquanto existir v € V{G) néo-colorido faga
parai =1 até n faga
se v; ndo esta colorido e cor € Lv;) entao
para cada v; € N;(v;) ja colorido faca
se |flvj] — cor| > w(vv;) entdo
flvi] « cor

cor — cor +1

retornar f

Utilizando este método, um vértice v néo recebe uma cor k se: (i) v recebeu uma
cor k' < k ou; (ii) a cor & foi atribuida a um vizinho de v que o precede na ordenagao
ou; (iii) uma cor &' < k é atribuida a um vizinho » de v onde k — &' < w(uv).

Seja v; um vértice nesta ordenagdo. Cada vizinho u de v; que o precede na
ordenagiio proibe v; de receber no méximo w(uw;) cores: [f(u),. .., flu)+w(uv)—1].
Isto porque o vértice % nao proibe as cores menores que f(u) em v;, j& que antes
de u receber a cor f(u), as cores menores que f(u) foram recusadas por »;. Cada
vizinho % que sucede v; na ordenacio proibe v; de receber no maximo w(uy;) — 1
cores: [f(u)+1,..., f(u)+ wluy;) — 1]. Isto porque o vértice u nao proibe a cor
f(u) em v, ja que v; precede u na ordenagio e, antes de recebe-la, esta foi recusada
por v;, como também as cores menores que f(u).

Entao, todo vértice v; com ¢ < n tem no maximo d,(v;}) — 1 cores proibidas, ja
que sempre existe pelo menos um vértice que proibe cores em v; que é sucessor de
v; na ordenacio. I, existe cor em {1,...,d,{v;)} que pode ser atribuida a v;.

O vértice v, tem no méximo d,,(v,,) cores proibidas. Se uma das cores proibidas
for repetida, entdo v, pode receber uma cor em {1,...,dy(v,)} e a coloragéo é

prépria. Senfio, todas as cores proibidas de v,, vindas de vértices adjacentes sao
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diferentes. E, a lista de cores de vy, é L{v,) = U {f(w),..., flv)+w(vv,)—1},
vivn € E(H)
onde todos os intervalos {f(v;),..., f(v;) + w(vv,) — 1} para vv, € E(H) séo

disjuntos. (]

Na figura 3.2 ¢ ilustrada a aplicacdo do algoritmo em uma arvore de profundi-
dade, fornecida na parte esquerda da figura, onde as arestas pontilhadas sao arestas
de retorno, e os vértices estao rotulados como marcados pela busca em profundidade.
Esta rotulagdo é a ordenagao da entrada do algoritmo. Na parte direita da figura,
est4 o grafo G?, onde as arestas finas séo as arestas de G? que nao estdo em G e tém
peso 1; as outras arestas, que sdo de G, tém peso 2. Na primeira etapa, o algoritmo
tenta atribuir a cor 0 aos vértices utilizando a ordenagao {vi,...,un}, € nas outras
iteragGes, continua tentando atribuir as cores de 1 até a maior cor disponivel em

todas as listas, seguindo esta ordenagio.

i Va2 V5 Vi Vs Ve 74 Va Va

Figura 3.2: Aplicagdo do algoritmo de McDiarmid

Lema 3.14 (Molloy e Reed [54] - 2002) Todo grafo 2-conezo H que nédo seja
um grafo ciclo ou wm grafo completo contém vértices x, y e z tais que T e y sGo

vizinhos de z, vy ¢ E(H) e H — {z,y} € conezo.
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Prova. Suponha, por absurdo, que n#o existe par de vértices {z,y} com distincia
2 em H. Entao todos os pares de vértices sao adjacentes e H é um completo, uma
conftradicao.

Se existe H — {z, y} conexo este é o par de vértices que queremos. Suponha, por
absurdo, que H — {w, z} ¢ desconexo para todo par de vértices {w, 2z} com distdncia
2em IT,

Seja {w, 2z} um desses pares de vértices & distdncia 2 em H. H — {w,z} ¢
desconexo, sejam Hy e Hy as componentes conexas formadas por H — {w, z}, como
ilustrado na figura 3.3. Todo vértice em F; ou em H; tem pelo menos dois caminhos
disjuntos, um até w e outro até z. Se sd existe um caminho, a retirada de um vértice
deste caminho torna o grafo desconexo, uma contradigdo com o fato do grafo ser
2-conexo, e se s6 existen caminhos pars um dos vértices w ou 2, ao eliminar este
vértice o grafo se torna desconexo.

Logo, ao retirar um vértice de H,, existe pelo menos um caminho entre os vértices
de H; e w ou z, o mesmo ocorrendo para Hy. Além disso, w e z tém adjacéncias
tanto a vértices em Hy quanto em Has, sendo um deles 86 seria adjacente a uma das
componentes, e ao retirar o outro, o grafo fica desconexo.

Sem perda de generalidade, sejam x o vértice adjacente a w em H; e y o vértice
adjacente a w em Hy, onde eles nao sejam adjacentes a w e a z. Ao retirar z e y,
continuam existindo caminhos entre todos os vértices de Hy e w ou 2z, e a todos os
vértices de Hy e w ou z, e d(w, z) continua sendo 2, ou seja, o grafo continua conexo.
Se todos os vértices z e y 5o adjacentes a w e a z: se max{|H|, |Hz|} > 2 entdo
ao retirar z e y do grafo H, d(z,w) continua sendo 2 e o grafo continua conexo; se

ambos 1) e Hy 56 tém 1 vértice, entéo este grafo é wm ciclo, uma contradicao. O

il M2

Figura 3.3: Par de vértices {z,y} & distdncia 2 em H
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Lema 3.15 (Kral e Skrekovski [44] - 2003) Em wma lista-colora¢do de canais
balonceada, se G € 2-conexo e a menor cor ¢; 0u a maior cor ca, de todas as listas
de cores dos vértices, ndo estdo contidas nas listas de todos os vérlices, entdo a

coloragdo € prépria.

Prova. Sem perda de generalidade, considere que a menor cor ¢; nao esta presente
em todas as listas (a prova para o caso em que a maior cor nfo esta presente em todas
as listas é andloga). Como G é conexo, existem vértices v; e v, tal que ¢y € L{wvy)
e ¢ & L(v,). Estes vértices podem ser encontrados da seguinte forma: escolha um
vértice que tenha a cor ¢; e faga uma busca e largura comegando por este vértice,
verificando a cada iteracio se os vértices adjacentes tém a cor ¢, como ¢ néo estd
contida em todas as listas, em algum momento os vértices v e v, serdo encontrados.

Seja vq,...,v, uma ordenacio dos vértices na qual v; com ¢ < n tem vizinho
u; com j > i. HEsta ordem pode ser obtida utilizando uma busca em profundidade,
aplicada no grafo G — {v; }, com vértice v, como raiz e adicionando o vértice 1 como
primeiro vértice na ordenagio. Se for utilizada a estratégia do Teorema 3.13, todo
vértice a menos de v, tém uma cor atribuida. Se v, nfo tem uma cor atribuida,

pelo Teorema. 3.13, o fato da cor em v ser ¢; e &1 & L(v,) é uma contradigio. O

Teorema 3.16 (Kral e Skrekovski [44] - 2003) Em uma lista-coloracdo de
canais balanceada de um grafo H, se H € 2-conexo, e ndo € um grafo ciclo nem um

grafo completo, entdo esta coloragéo € propria.

Prova.

Seja ¢; a menor cor utilizada em todos as listas de cores dos vértices, e ¢ a maior
cor. Se ¢; ol ¢ néo estao presentes em todas as listas de cores dos vértices entio,
pelo Lema 3.15, existe uma atribuicio de cores propria. Sem perda de generalidade,
sgja ¢1 presente em todas as listas de cores.

Suponha, por absurdo, que H nio é um grafo ciclo nem um grafo completo.
Sejam z, i e z trés vértices com as propriedades do Lema 3.14 e z, 94, V3,.. ., Un—1, 2
uma ordenacao dos vértices de H tal que para cada vértice v; com 3 < i < n
existe um vizinho v; com j > . Uma ordenacio pode ser obtida através de uma

buseca em profundidade aplicada ao grafo H — {z,y}, comegando pelo vértice z. Se
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for utilizada a estratégia do Teorema 3.13, todo vértice a menos de z recebe uma

cor. Se z ndo recebe uma cor, entfo, L{z) = U {f(v),..., flvg) +wlv; z) —
v; 2EB{H)}
1} e, pelo Teorema 3.13, os intervalos dessa unifo tém que ser disjuntos. Como

f(z) = f(y) = c1, os intervalos ndo sao disjuntos, uma contradicao. |

Definic¢ao 3.5 Denota-se uma lista-A-coloragio de canais de um grafo G uma lista-
coloragio de canais de G2, onde 0s pesos das arestas e € (G 880 2, 08 pesos das arestas
de G? que nado estdo em G sio 1 e as listas de cores de cada vértice sio todas as

cores em um intervalo {1,...,%k+ 1}, onde k + 1 & um nimero suficiente de cores.

Teorema 3.17 (Krail e Skrekovski [44] - 2003) Para um grafo G com A > 2,
MG) <A+ A -1

Prova. Atribua pesos nas arestas uwv em H = G? da seguinte forma: se uv € G
entdo w(uv) = 2, sendo w(uwv) = 1. Ou seja, vértices que sio adjacentes em G
tém pesos nas arestas em H igual a 2, e vértices & distancia 2 em G tém pesos nas
arestas em H ignal a 1. Ao considerar L(v) = {1,...,k + 1} (Vv € V(H)), esta
é uma lista-A-coloragdo de canais e, a tnica diferenga entre uma &-X-coloragio de
G e este tipo especial de lista-coloracio de canais de H = G? descrita acima é que
pode-se utilizar a cor 0 na primeira. Ou seja, se todas as cores forem deslocadas em
uma unidade, verifica-se que A(G) = x,(H) — L.

Sabe-se que A, < 2A+A(A—1) = A2+ A j4 que para todo vértice v € V(G),
Niw)] < A e [Na(w)] < A(A - 1),

Se xw(H) < A%+ A, tem-se MG) < A2+ A—1. Se xo(H) > A? + A + 1, entéo
A, = A2+ A, Como H é 2-conexo, pelo Teorema 3.16, considerando a lista de
cores de todos os vértices como {1,...,A?+ A}, H é um ciclo ou um completo. Os
tinicos grafos em que H = G? é um ciclo séo o P3 ¢ 0 K3. Trivialmente, obtém-se
AMP3) =3 e A(K3) = 4 e, em ambos os casos, A(G) < A% + A — 1. O caso restante
ocorre quando M é um completo, para isto GG tem que ter didmetro 2 e, como visto

no Teorema 3.7, M(G) < A2 < A%+ A 1. O
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3.4 Limite superior de Gongalves

Nesta secdo é apresentado o melhor limite superior para o spon de uma
A-coloragio conhecido até o momento. Ele foi obtido por Gongalves [26], em 2005.
A sua prova ¢ feita utilizando a atribuigdo de cores dada por Kral e Skrekovski [44],
obtendo uma ordenagio especial dos vértices na qual sempre existem dois vértices
no subgrafo gerador que é uma arvore, de onde é obtida a ordenagdo dos vértices,

com no méaximo A%+ A —2 cores proibidas e, consequentemente, A(G) < A2+A -2

Lema 3.18 (Gongalves [26] - 2005) Todo grafo G com grau A > 3 tem:

(i) wm vértice com grau menor que A ou;

(i) um cicle de tamanho 3 ou;

(iii) dois ciclos de tamanho 4 passando pelo mesmo vértice v ou;

(iv) wm vértice v adjocente a trés vértices uw, T e y tal que eziste ciclo de
tamanho 4 passando pela aresta uv e com G\ {z,y} conezo ou;

(v) um vértice v adjacente a dois vértices v e w tal gue G\ X ¢ conezo, onde

X = {(M(v) U Ni(u) \ {w}.

A prova deste lema encontra-se no apéndice A.

Definicao 3.6 Uma ordenagao vy,...,u, dos vértices de uma arvore T, enraizada
em um vértice r, é chamada de folha-raiz se v, = r e para todo z € {1,...,n},
o subgrafo de T induzido por {vs,...,v} é conexo. Ou scja, se os valores dessa

ordenagdo forem atribuidos aos vértices da T, este também pode ser visto como
uma arvore de heap, onde o valor de um rétulo de um vértice é sempre menor do

que o valor do seu pai.

Teorema 3.19 (Gongalves [26] - 2005) Para wm grafo G com A > 3,
MGy <A+ A -2

Prova. Seja v,v9,...,v, uma ordenacio dos vértices de G obtida por uma or-
denagao do tipo folha-raiz de uma &rvore geradora T de (7. Para cada vértice v;

i3
que esteja dois ou mais niveis abaixo da raiz, tem-se |Pro(v;)| < A% + A — 2 pois
todo tal vértice v; é adjacente em G2 com pelo menos 2 vértices que o sucedem na,

ordenagao (o vértice pai e o vértice avo em T'), como visto na prova do Teorema 3.13,
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o nimero méiximo de cores proibidas para este vértice é reduzido em duas unidades,
sendo A%+ A —2. Para os vértices vizinhos a raiz 7, existem g(r) — 1 vértices que na
ordenagdo sao sucedidos pela raiz r e um dos vértices vizinhos de 7, sendo adjacentes
a ambos em G?. Neste momento apenas dois vértices ainda néo tém possibilidade
de receber cor no intervalo {0,...,A% + A — 2}, que sdo os vértices vy_1 € Ny(r)
e v, = r. A seguir serd utilizado o Lema 3.18 para provar que sempre é possivel
escolher uma raiz v, = v e um vértice v,_1 € Ni(r) de maneira que ambos recebem
uma cor neste intervalo.

Pelo Lema 3.18, (7 sempre tem pelo menos uma de 5 configuragoes:

(i) um vértice com grau menor que A.

Tome como raiz w, = r, vértice com grau menor que A, entao,
[Pro(u, =7)| <2(A - 1)+ (A-1)(A-1)=A? -1 < A?+ A —2. Seja v, um
vértice adjacente a 7 em 7. Sabe-se que v, sucede v,_; e [Na(v,_1)[ < A% — A -1,
isto &, [Pro{v,_1)]| < A2+ A —2.

(ii) um ciclo de tamanho 3.

Tome como raiz v, = 7 e ¥,_; vértices desse ciclo de tamanho 3. Como |Na(vy,)|
e |Na(v,—1)| sdo menores ou iguais a A(A — 1) — 2, entdo ambos tém no maximo
A? + A — 2 cores proibidas.

(iii) dois ciclos de tamanho 4 passando pelo mesmo vértice v.

Tome como raiz v, = r = v e sejam x e y os vértices dos dois ciclos que estao a
distdncia 2 de v,. Como z e y fazem parte de dois ciclos de tamanho 4, ambos estao
a disténcia 2 de v por 2 caminhos de distincia 2, e [Na(v,}| < A2 — A — 2. Seja
U1 um dos vértices dos ciclos, ento este tem |Na(v,_1)] < A2 — A — 1 ¢ a prova
do teorema procede.

(iv) um vértice v adjacente a trés vértices u, © e y tal que existe ciclo de tamanho
4 passando pela aresta uv e com G\ {z,y} conexo.

Tome como raiz v, = 7 o vértice v. Como existe ciclo de tamanho 4 passando
por uw, existe vértice w neste ciclo 4 disténcia 2 de v por dois caminhos e, |Na(u}|
e |Na(v)| sdo menores ou iguais a A(A —1) — L.

Seja T uma drvore geradora com ordenagio do tipo folha-raiz obtida em G\{z, y}
adicionado as arestas v,z e v,y. Como G\ {z,y} é conexo, todos os vértices

menos z e y sdo alcancados. Atribua as cores a z, a y e a ordenacdo do tipo
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folha-raiz, como descrito no Teorema 3.13. Se z ¢ y ndo sio adjacentes (sendo
existe um ciclo de tamanho 3 e pode-se utilizar o caso (ii}}, = recebe a cor 0.
Se y receber a cor 1, entdo x e y profbem trés cores {0,1,2} em v, = r. E,
|Pro(v, =7)| < A(A—-1)— 14+ 2(A—2)+3 =A%+ A —2. Se y recebe cor maior
do que 1, entdo existe vértice ¢ € (N1(y) \ vn) adjacente a y e que recebeu a cor 0,
j4 que ¥y foi o primeiro vértice que a cor 1 foi oferecida. Os vértices z e ¢’ proibem
as cores {0, 1}, entdio |Pro(v, =7)| S AA-1) -2+ 2A-1)+2=A?+ A -2

Seja wv,.; o vértice wu. Como w, sucede wv,; na ordenagao e
|N2(vao1)|] < A% + A — 1, j& que este faz parte de um ciclo de tamanho 4, entéo
|Pro(vn_1)] < A2+ A —2.

(v) um vértice v adjacente a dois vértices v e w tal que G\ X é conexo, onde

X = (M (v) U Ni(u)) \ {w}, como ilustrado na figura 3.4.

Figura 3.4: Particoes G\ X e X

Se A > 4, como os vértices {v1,...,Vs} 880 08 primeiros na ordenagdo, eles
s80 os primeiros a terem cores oferecidas. Como ilustrado na figura 3.5, se existe
aresta entre vértices {vg,...,Us} € {Vgs1,- .-, Vats} existe um ciclo de tamanho 4 e
um vértice desse ciclo adjacente a dois vértices que se retirados nao desconectam
o grafo, podendo ser tratado pelo caso (iv) e se existe aresta entre os vértices em
{Vayt1s- .-, Vars}, existe ciclo de tamanho 3, podendo ser tratado pelo caso (ii). Se
0s casos anteriores nio ocorrem ento v,;1 € vy recebem a cor 0. E existe vértice v’
com v’ € {Vara,. .., Varh} que recebe cor 1, ou existe vértice de cor 0 em N, (v'), para
este nao receber a cor 0, ja que este € um dos primeiros a ter cor 1 oferecida, a tinica
maneira dele ndo poder recebe-la é ter um vértice adjacente com a cor 0. Além disso,
existem vértices v” ¢ v em Ny(v,) \ {vn—1}. que recebem a cor 1 e 2, sendo existem
vértices adjacente a v com a cor 0 e adjacente a v" com a cor 0 ou 1. No primeiro

caso, U,_1 tern um vértice da cor 0 adjacente e um & disténcia 2, além disso existe
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um vértice v, sucessor a v,_; ha ordenagdo, ou seja, |Pro(v,—1)| < A2 A2, v,
tem vértices com as cores 0, 1 e 2 entre as suas adjacéncias, e vértices com as cores
0 e 1 & distdncia 2, entao |Pro(v,)| < A% + A — 4. No segundo caso, v,_1 continua
tendo um vértice com a cor 0 adjacente e outro a disténcia 2 e, o vértice v, tem 3

vértices com a cor 0 ou 1 & disténcia 2, ou seja, [Pro{v,)| < AZ+ A — 2.

E}mmmmmfﬁ_f[‘z -3
o

T

L

Figura 3.5: Casos do algoritmo de Gongalves para A = 4

Se A = 3, o problema serd dividido em dois casos. No primeiro existe ciclo de
tamanho 4 passando por v, e v,_1, entdo [No(va_1)| < A% — A — 1 ¢, como ele é
sucedido por v, na ordenagio, tem-se |Pro(ve_1)| < A* + A — 2. O outro vértice
adjacente a v, pode receber a cor 1, neste caso doig vértices adjacentes a v, proibem
as cores {0,1,2} e {Na(v,,)| < A2 — A — 1, ou seja, |Pro{v,)| < A2+ A — 2. Se este
outro vértice adjacente a v, nao recebe a cor 1, entfo existe vértice em sua adjacéncia
que recebeu a cor 0, como v, ja tem um vértice adjacente com a cor 0, nenhuma cor

proibida adicional é causada por este vértice e tem-se |Pro(v,)| < A%+ A — 2.
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No segundo caso, quando nao existe ciclo de tamanho 4 passando por v, € vp_1.
Como ilustrado na figura 3.6, existem vértices adjacente a v, € a v,—; que recebem
cor 0, j& que estes estdo & distdncia 3 e ambos sao os primeiros aonde a cor 0 &
oferecida. E, o outro vértice adjacente a v, pode receber a cor 1, neste caso v, ©
U1 t8m vértices com a cor 0 adjacentes e & distancia 2, reduzindo o numero maximo
de cores proibidas a ambos em uma unidade, além disso v, sucede v, 1 na ordenagio
e v, tem um vértice com a cor 1 adjacente, ou seja, dois vértices adjacentes a v, 50
proibem as cores {0, 1,2}, reduzindo o ntimero méximo de cores proibidas para v,
ou seja, para ambos, o nimero de cores proibidas é no maximo A% + A — 2.

O caso restante é quando o outro vértice adjacente a v, recebe cor maior
que 0, para isto existe vértice em sua adjacéncia que recebe a cor 0, o numero
maximo de cores proibidas para v,_; continua reduzido pelo mesmo motivo do caso
anterior, e o nimero maximo de cores proibidas para v, fica reduzido por este
ter um vértice de cor 0 adjacente e dois vértices de cor 0 & distdncia 2, tendo

|Pro(u,}| < A2+ A —2. O

3.5 Limite superior de Havet, Reed e Sereni

Havet, Reed e Sereni [33], em 2008, apresentaram uma prova da conjectura de
Griggs e Yeh para grafos com A suficientemente grande. Esta prova é baseada
em métodos probahilisticos, tais como o lema local de Lovész e as inequagdes de
Talagrand e McDiarmid que podem ser encontrados no livro [54]. Como o uso de
tais métodos estd fora do escopo desta dissertagao, o resultado é apenas anunciado

a seguir.

Teorema 3.20 (Havet, Reed e Sereni [33] - 2008) Ewxiste uwm A tal que para
um grafo G com A > Ny, MG) < A%,

3.6 Limites do tipo Nordhaus-Gaddum

Balakrishnan e Deo [2] encontraram limites superiores e inferiores para a soma e o

produto de spans de A-coloragoes Gtimas de um grafo e seu complemento, utilizando
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Figura 3.6: Casos do algoritmo de Gongalves para A = 3

os limites andlogos para o nimero cromético de um grafo e de seu complemento

encontrados por Nordhaus e Gaddum [56], a saber:

Teorema 3.21 (Nordhaus e Gaddum [56] - 1956) Se G € um grafo com n

vériices, entdo:

(i) 2V < x(G) +x(G9) <n+ 1.
(i) n < X(@)x(G) < ()2,

A seguir, os limites encontrados por Balakrishnan e Deo:

Teorema 3.22 (Balakrishnan e Deo [2] - 2003) Se G € um grafo com n vértices,

entdo:

(i) 2¢/n—2 < AMG)+ A(G") <3n—3.

(if) 0 < MGHMGe) < (B2
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Prova. (i) Sabe-se, pelo Teorema 3.5, que para qualquer grafo g-partido G com
n vértices, MG) < n -+ g — 2. Como uma coloragio de vértices de G é uma
partigao de V(@) em conjuntos independentes, tem-se que A(G) < n+ x(G) — 2 e,
MG < n o+ x(G% — 2 Somando as duas inequagdes, obtém-se
MGY 4+ MG®) < 2n + x(G) + x(G°) — 4. Pelo Teorema 3.21, x{(G) + x(G°) < n+1,
entao MG) + AM(G¢) < 3n —3.

Para verificar o limite inferior, pelo Lema 2.7, sabe-se que
x(G) -1 < MG) e x(G°) — 1 < AG®). Somando as duas inequagdes, tem-se
x(G) 4+ x(G°) — 2 < MG} + A(G®). Pelo Teorema 3.21, 2/n < x(G)+ x(G®), entao,
2y/n — 2 < XMG) + MG°).

Combinando as duas inequagdes, 2v/n — 2 < XA(G) + MG} < 3n — 3.

(ii) Observe que 0 < (A(G) — A(G9))? = (A(G) + MG))? — AMG)A(G"). Ou seja,
ANGIMGE) < (MG) + MG9))2

Substituindo o limite encontrado para A(G) + A(G€), obtém-se que
MAMG®) < (22)%  Finalmente, como AG) > 0 e MG > 0, entdo
0 < MGG < (352)% .

3.7 Classes de grafos

Desde que a conjectura de Griggs e Yeh foi enunciada grande parte do estudo
das A-coloracoes tem se concentrado no estabelecimento da conjectura para classes
particulares de grafos. Muitas vezes estabelecendo limites superiores lineares ou
quadréticos para o span, e também obtendo algoritmos polinomiais para o problema
da X-coloracio ou estabelecendo que o problema contimia A P-completo quando
restrito a classe considerada.

Na tabela 3.1 sao fornecidos alguns limites e complexidades ja estabelecidos.
Alguns desses resultados foram descritos em mais detalhes neste texto, por serem
utilizados em nossos resultados ou para explicitar certos aspectos importantes do
problema da A-coloracgao.

Ao final do capitulo 6, a tabela 6.2 é apresentada contendo melhorias em alguns
limites da tabela 3.1, bem como novos limites para classes de grafos que néo haviam

sido até entao consideradas.
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Classes Limites Complexidade
A<A+2 Linear
arvores
Griggs e Yeh [28§] Hasunuima et al. {31]
A<SA2P+A-2 NP-completo
bipartidos
Gongalves [26] Bodlaender et. al. [7]
AL B+ 1
bipartidos permutagao Em aberto
Araki [1]
A< (A"';/l-) + O(A) NP-completo
cordais
Kral [42] Bodlaender et. al. {7]
A< A2 NP-completo
didmetro 2
Griggs e Yeh [28] Griggs e Yeh [28]
A< n+x(G) - Linear
cografos
Chang e Kuo [15] Chang e Kuo [15]
A<A48
periplanares Em aberfo
Bodlaender et. al. [7]
AZ<4A+1
permutagio Em aberto
Calamoneri et al. [11]
A<2A+25 N P-completo
planares
van den Heuvel et al. [62] | Bodlaender et. al. [7]
: A< A“) + O(A) NP completo
splhit
Kral [42] Bodlaender et. al. [7]

Tabela 3.1: Limites superiores e complexidades para classes de grafos
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Capitulo 4

Algoritmos lineares

Neste capitulo sac apresentados algoritmos lineares que encontram o span de
A-coloragoes dtimas para classes especificas de grafos e algoritmos que enconiram
uma A-coloragio com este span. Até hoje, os algoritmos que encontram uma
A-coloragao étima para classes de grafos que ndo completamente triviais (tais como
grafos ciclos, complctos ¢ rodas) séo os que foram elaborados para drvores com
A = Q(n) (Hasunuima ef al. [32]), grafos chain (Araki {1]), cografos (Chang e
Kuo [15]) e grafos grades regulares {Calamoneri e Petreschi [9]), todos lineares. Al-
goritmos que s6 encontram o span de uma A-coloragio Otima existem para arvores
(Chang e Kuo [15] e melhorado por Hasunuima et al. {31]), cografos (Chang e
Kuo [15]) e grafos p-quase drvores (Fiala et al. |21]). Nao se conhece outros al-
goritmos, a ndo ser exponenciais, que determinam uma A-coloracao 6tima ou que
encontrem o seu span, para outras classes de grafos além dos citados acima (a
nao ser o algoritmo linear que encontra o span de uma A-coloragio 6tima, e uma
A-coloragao com este span, para a classe dos grafos Py-fidy, que é um dos resultado

desta dissertacao, sendo apresentado no capitulo 6).

4.1 Arvores

4.1.1 Chang e Kuo

Chang e Kuo [15], em 1996, desenvolveram um algoritmo polinomial para a
obtencio do span uma A-coloragio 6tima, para drvores. Este fato é muito importante,

j4 que pelo Corolario 3.2 e pelo Teorema 3.10, o span k de uma A-coloragio 6tima
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de uma arvore satisfaz A 4+ 1 < k < A + 2 e 0 problema de decidir se wma arvore
tem span A + 1 ou A + 2 havia sido conjecturado ser A'P-completo por Griggs e
Yeh [28], ou seja, esta conjectura foi refutada.

A solugiio encontrada por Chang e Kuo [15] verifica se a &rvore tem uma
(A + 1)-A-coloragao, sendo retorna que seu span é A + 2. Neste algoritmo, a cada
vértice v estd associado um conjunto P dos possiveis pares de cores que ele e um pai
ficticio »' podem ter, mantendo uma (A - 1)-A-coloragio da subdrvore enraizada em
v/, formada por v’ e seus descendentes.

Seja. C' o conjunto de pares ordenados de cores em {0,..., A + 1} que diferem
de pelo menos dois. Para cada folha f, P(f) « C. A partir das folhas, é feita
uma atribuicio de cores as subarvores enraizadas nos vértices dos niveis superiores,
verificando para cada vértice v ndo-folha nesta Arvore, se para cada par de cores
(c1,¢0) € C, existem pares de cores (cg,¢) com ¢ # ¢ em cada P(w;), onde
wi,...,Ws 530 o8 filhos de », de forma que cada filho w; de v receba uma cor ¢;
diferente (esta verificagiio pode ser feita em tempo polinomial, sendo reduzida a um
problema de emparelhamento méximo em um grafo bipartido). Determinando assim
P(v), o conjunto de pares de cores que podem ser atribuidas ao vértice v € a um pai
ficticio de v denotado por v/, mantendo assim uma (A + 1)-coloragio da subarvore
induzida por v e seus descendentes.

A execugio do algoritmo continua até chegar a raiz v da arvore. Quando isto
acontece, se P(r) # 0, entdo esta drvore tem uma (A + 1)-A-coloragio, senao seu

span é A+ 2.

Teorema 4.1 {Chang e Kuo [15] - 1996) FEziste um algoritmo polinomial

O(nA*®) que determina o span de uma A-coloracio Gtima para uma drvore T

Prova. A atribuicdo de cores dada por este algoritmo é uma A-coloragao de 7T’ j&
que todos os vértices adjacentes tém cores com diferenga de pelo menos dois e todos
os vértices & distancia 2 tém cores diferentes. Ou seja, néo existe a possibilidade do
algoritmo dar uma resposta errada ao responder que o span € A+1.

Como o algoritmo testa para cada vértice da arvore todas as possibilidades de
cores que os filhos deste nd, o proprio né e o seu pai podem receber no intervalo
{0,..., A + 1} respeitando uma (A + 1)-A-coloragdo para a subarvore formada por

seus descendentes e, a cada passo, costura essas possibilidades de cores, verificando
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quais sao todas as possibilidades que podem ser repassados para os vértices ances-
trais, até chegar ao vértice raiz, entéio se existe uma (A +1)-A-colorago, o algoritmo
consegue determinar este fato.

Para cada vértice v da arvore T, testa-se os |C| pares de cores com diferenca
de pelo menos dois no intervalo {0,...,k}, sendo |C| = O(k?). E, para cada par
(e1,ca) € C, verifica-se a existéncia de cores diferentes nos s filhos w; (1 < i < s)
de v. Isto pode ser feito verificando a existéncia de um emparelhamento maximo de
tamanho s no grafo bipartido ¢ = (X,Y, E), onde os vértices do conjunto X sio
os filhos de v, os do conjunto Y sfo as cores em {0,..., &} e, existe aresta ics(w;),
se existe par de cores (cg,c3{w;)) € Plw;) (1 <4 < s). Este problema de empare-
lhamento pode ser resolvido em O(k*?), como descrito por Micali e Vazirani [53].
Entdo, a complexidade deste algoritmo é O{nk*®). E, como k& = A + 1, pode ser
dada por (O(nA%5)). O

Um exemplo da aplicagdo deste algoritmo com A = 3 é ilustrado na figura 4.1.
Cada folha tem um conjunto C com todos os pares de cores em {0,...,4} que di-
ferem em pelo menos dois. Ent&o, para encontrar o conjunto P(w) é verificado
para cada par de cores em {0,...,4} se existe um emparelhamento de tamanho
2 no grafo bipartido descrito no Teorema 4.1. Se existir, este par de cores é pas-
sado como possivel cor do vértice w e de uma pai ficticio @’ de w. Com isso,
P(w) = {(0,4),(1,4),(2,0),(2,4),(3,0),(4,0)}. Como 7 sé tem um filho, entdo os
valores de P(w) podem ser associados a cores para w e para r e, esta drvore tem

uma, A-coloragio com span A +1 = 4.

4.1.2 Hasunuima et al.

Apés mais de wma década, Hasunuima et al. [32] apresentaram em 2009 um
algoritmo para decidir o span de uma A-coloragio 6tima para drvores, em tempo
O(n'™). Este algoritmo ¢é basicamente o mesmo elaborado por Chang ¢ Kuo [15]
para. arvores, com algumas estratégias que reduzem o nimero de chamadas da ro-
tina de emparelhamentos maximos em grafos bipartidos e realizando uma analise
amortizada de sua complexidade. Além disso, apresentaram como encontrar uma
A-coloragdo Gtima em tempo linear para drvores com A = (y/n). Logo depois, os

mesmos autores [31] conseguiram reduzir a complexidade do seu algoritmo, utili-
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Figura 4.1: Algoritmo para encontrar o span de A-coloragbes em drvores

zando algoritmos de fluxo em redes em vez de emparelhamentos maximos em grafos
bipartidos, e conseguindo alcangar complexidade linear para a determinagéo do span
de A-coloracOes Gtimas em Arvores. Nesta secio sé serd apresentado o algoritmo li-

near para encontrar uma A-coloragao para as arvores com A = Q(4/n).
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Algoritmo linear para arvores com A = Q(4/n)

Nesta secAo sera apresentado um algoritmo linear para encontrar uma
A-coloragiie Otima para drvores com A > 4/n -+ % + %. Para tal é necessario
constatar algumas propriedades especificas das drvores, que serdo apresentadas a

seguir.

Notagdo 4.1 Seja N}(v) o conjunto de vértices de um grafo com distdncia menor

ou igual a i de », incluindo o vértice v, que tenham grau A.

Notagao 4.2 Em uma drvore enraizada, seja C*(v) o conjunto de vértices descen-

dentes de um vértice v com disténcia i para v.

Teorema 4.2 (Hasunuima et al. [32] - 2009) Fm uma drvore T, se para todo
vértice v € V(T') [Nj(w}] < A —6 ¢, |[Nf(v)| <2, entdo existe A-coloracdo para T

com span A 4 1.

Prova. Seja 1" esta arvore, enraizada em uma de suas folhas. Atribua as cores 0
ou A + 1 para todo vértice com grau A, como [Ny (v)| < 2 para todos os vértices
v desta Arvore, entéo esta atribuicao de cores pode ser feita sem desrespeitar as
restricbes de uma A-coloracio. As cores dos vértices com grau menor que A serao
dadas utilizando-se a ordenacéo obtida por uma busca em largura.

Para a raiz, se 0 seu vértice fitho tiver grau A e receber a cor 0, a raiz recebe
a cor 2, se receber a cor A 4+ 1, a raiz recebe a cor A — 1. Se o vértice filho nao
tiver grau A, entao atribui-se as cores 1 e A — 1 aos vértices raiz e filho da raiz,
respectivamente.

Suponha que um vértice v tem cor b e o pai de v recebe a cor a, onde |a —b| > 2.
Distribua o conjunto C*(v) dos filhos de v nos conjuntos C'(v), C”(v) e R(v) tais
que:

C'(v) = {w € CY(v) | g(w) # A e 3 vértice em CH{w) U C?*(w) com grau A };

C"(v) = {w € C'(v) | g(w) = A};

R(v) = CY(0) \ (C"(v) U C"(v)).

E interessante verificar que: {C'(v)| < A — 6 (j& que para cada vértice em C*(v)

existe na 4rvore um vértice diferente em C*(w)UC?(w) com grau A, onde o nimero
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desses vértices em Nj(v) é limitado por A — 6 ¢; [C"(v)| < 2 (j& que [N7{v)| < 2).
E, se g(v) = A, entdo |[C'(v}] A -Te |C'(v)]| < 1.

A prova entdo é divida em dois casos: {a) quando g(v) = A e (b) quando
g(v) # A.

(a) Sejam U{a,b) = {a,b—1,b,0+1}U{0,1,A, A+1} e U(a,b) = {0,1,...,A+
1}\ U(a,b). Atribua injetivamente as cores em U{a,b) a vértices em C'(v). Como
|C'(»)] < A—6,e|U(a,b)] = A+2—|U(a,b)| > A — 6 esta atribuigio é possivel.
Seja L(v) o conjunto de cores em U(a,b) ndo utilizadas por vértices de C'(v), a
prova serd dividida em trés subcasos: (a.l} |C7(v}| = 0; (a.2) [C"(v)] = 1 &; (a.3)
1C" ()] = 2.

(a.1) Atribua injetivamente as cores em L(v) U {({0,1,A, A+ 1} \ {a,b —
1,b,b+ 1}) aos vértices em R(v)

(a.2) Atribua injetivamente as cores em L(v) U ({1,A A +1}\ {a,b—
1,b,b + 1}) aos vértices de R(v) se o vértice C”(v) recebeu a cor 0 ou em L{v) U
({0,1,A})\ {a,b—1,b,b+ 1}) se o vértice C”(v) recebeu a cor A + 1.

(a.3) Atribua injetivamente as cores em L{v)U({1, A})\{a,b—1,b,0+1})
aos vértices em R{v). Os vértices de C"(v) recebem as cores 0 e A + 1.

Nestes subecasos, como o niimero miximo de cores proibidas para algum vértice
de R(V) é dado por 4 + [C'(w}| + |C"(v)] < 4+ A — 3 < A+ 1, sempre existindo
cor para ser atribuida aos vértices de R'(v) em um intervalo {0,..., A + 1}, entdo
as atribuigbes dadas pelos subcasos (a.1), (a.2) e {a.3) sdo possiveis.

(b) Seja Ufa) = {a} U {0,,A,A + 1} e, Ula) = {0,1,...,A + 1} \ U{a).
Atribua as cores em U(a) aos vértices em C'(v). Como |[C'(v)] < A —Te
|U(a)] = A+ 2 — |U(a)| > A — 3, esta atribuigio é possfvel. Seja L(v) o con-
junto de cores em U(a) nio utilizadas por vértices de C'{v), a prova serd dividida
em dois subcasos: (b.1) |C"(v)| =0 e; (b.2) [C"(v)| = 1.

(b.1) Atribua injetivamente as cores em L{v) U ({A, A + 1} \ {a}) aos
vértices de R(v) se v recebeu a cor 0 ou L{v) U ({0,1} \ {a}) se o vértice v receben
a cor A - 1.

(b.2) Atribua injetivamente as cores em L(v) U ({A}\ {a}) aos vértices
de R(v) se v recebeu a cor 0 ou L{v)U ({1} \ {a}) se o vértice v recebeu a cor A +1.
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Nestes subcasos, como o nlimero maximo de cores proibidas para algum vértice
de R(v) é dado por 3+ |C'(v)| + [C*(v)| < 3+ A —2 < A+ 1, sempre existe cor
para ser atribuida aos vértices de R/(v) em um intervalo {0,...,A + 1}, entdo as
atribuigbes dadas pelos subcasos (b.1) e (b.2) sdo possiveis.

Ou seja, com este método obtém-se uma A-coloragao para a drvore T' utilizando

no maximo a cor A+ 1. O

Corolirio 4.3 (Hasunuima et al. [32] - 2009) Se o0 nimero mdzimo de vértices
com grav A em uma drvore T é A — 6 entdo A(T) < A — 1 se e somente se para

todo vértice v € V(T') ezistem no mdzimo dois vértices de grau A em Ny (v).

Prova. A ida desta prova segue diretamente do Teorema 4.2, j4 que para este caso,
sabe-se que Nj(v) é menor ou igual a A — 6 para todo vértice v € V(T) e, se
N{(v) contém no méaximo 2 vértices de grau A para todo vértice v € V(T), entéo
MT} = A+ 1. A volta desta prova é dada pelo Lema 2.15, j4 que se existem trés
vértices com grau A em N7 (v) um deles nio recebe nem a cor 0 nem a cor A+ 1, e

AT) = A +2. O

Corolério 4.4 (Hasunuima et al. [32] - 2009) Pare uma drvore T, se
A >4/t % + %, entdo A(T) = A + 1 se e somente se existem no mdzimo 2

vértices com grau A em Ny (v) para tode v € V(T').

Prova. Suponha que [N7(v)}| < 2 para todo vértice v € V(T) (para os casos
em que |Nj(v)| > 2 pode-se afirmar trivialmente que A > A + 2). Assuma que
existam A — § vérlices com grau A em 7. Como trata-se de uma arvore, existem
pelo menos A(A — 5) — 255 arestas incidentes a esses vértices de grau A, Como
uma darvore tem nimero de arestas igual ao nimero de vértices menos um, entao
n—12> (A~ 2)(A—5). Desta inequacio obtém-se que A < 4/n+ 8 + 1 e se 0
mimero de vértices com grau A na drvore aumentar, o valor da parte direita desta
inequagdo ird diminuir. Como A > 4/n+ ?—g + 1741 pode-se afirmar que existem no
maximo A — § vértices com grau A em 7. E, portanto, pelo Corolario 4.3, existe

uma. A-coloragao com span A + 1 para T se e somente se todo para todo vértice

v € V(T') existem no méximo 2 vértices com grau A ern N7 (v). O
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Teorema 4.5 (Hasunuima et al. [32] - 2009) FEziste algoritmo linear que en-

contra uma A-coloragdo dtima para uma drvore com A = £2(\/n).

Prova. Para os casos em que A > /n+ £ 4+ 1 gegue do Corolério 4.4 que para
verificar os casos em que o span de uma A-coloragéo Gtima é A+ 1 basta observar se
para cada vértice v existem no méximo 2 vértices com grau A em suas adjacéncias
{(que pode ser feito utilizando-se de uma busca em largura em O(n+m)). Se este for
o caso, basta utilizar o método de atribuigdo de cores apresentado no Teorema 4.2.
Se 0 span for A + 2, atribua as cores aos vértices da arvore utilizando a ordenagao
obtida por uma busca em largura, como o niimero maximo de cores proibidas para

um vértice sera 3+ A —1, sempre existe cor para atribuir acs vértices em um intervalo

{0,...,A+2}. m

4.2 Grafos p-quase arvores

Fiala, Kloks e Kratochvil [21], em 2001, adaptaram o algoritmo de Chang e
Kuo [15] para grafos p-quase drvores, conseguindo obter algoritmos lineares ¢ poli-

nomiais para determinar os span de A-coloragbes dtimas para certos valores de p.
Definicio 4.1 Um grafo G é p-quase drvore se é conexo e |B{(G)| = |V(G)|+p—1.

Teorema 4.6 (Fiala et al. [21] - 2001) Existe um algoritmo que verifica se existe

uma A-coloracio com span k para p-quase drvores em O{nk*).

Prova. Seja (¢ um grafo p-quase drvore, T uma 4rvore geradora de G e E’ o conjunto
das arestas de G que nao fazem parte de 7.

Construa uma nova arvore 7% a partir de 7', onde para cada aresta u;v; € E/,
acrescente folhas z; e y; ligadas a u; e a v;, respectivamente, para 1 < i < p.

Uma A-coloragio f de 7" onde f(u;) = f(w:) e f{w) = f(z:), 1 < ¢ < p restrita
aos vértices de (¢ é uma A-coloragado de G. De fato, suponha, por absurdo, que nao
seja. Como um vértice u; é adjacente ao vértice z;, suas cores tém diferenca de pelo
menos dois, entao é necessirio que exista um vértice adjacente a u; que proiba z;
de receber a cor de v;, uma contradigdo com o fato de u; ser adjacente a x; € este ja

ter recebido a cor de v;.
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Fixe as cores de todos os vértices u;, v, %; e y; de forma que f(u;) = f(y:) e
f(v;) = f(=;). Existem O(k*) opgoes de como essas cores podem ser fixadas, j& que
existem p arestas em F’.

Para cada uma dessas op¢des de cores fixas, teste o algoritmo de Chang e Kuo [15]
para a arvore 1", onde alguns vértices j4 estfo pré-coloridos. O algoritmo de empa-
relhamento pode ser realizado em O(k*%), como descrito por Micali e Vazirani [53],
portanto a complexidade total deste algoritmo é dada por O(nk?+%5). Tsto por-
que o algoritmo de Chang e Kuo é utilizado O(k%*) vezes (cada uma com uma
pré-coloragao diferente das folhas geradas por E'), que por sua vez utiliza-se para
cada um dos O(n) vértices da drvore T”, O(k?) verificagbes de emparelhamento que
podem ser feitas em O(k?%). O

Se em vez do algoritmo de Chang e Kuo [15] de 1992, for utilizada a alteragio do
algoritmo feita por Hasunuima et al. [31] em 2009, a complexidade pode ser reduzida
para O(nk®), j4 que aplica-se O(k?") vezes o algoritmo linear para determinar o span

de A-coloraghes Gtimas para drvores, que neste caso é O{n).

Corolario 4.7 (Fiala et al. [21] - 2001) Eziste um algoritmo linear que decide

um span constente k de uma A-coloragdo dtima de p-quase drvores, com p constante.

Prova. Pelo Teorema 4.6, sabe-se que a complexidade para verificar se uma, p-quase
drvore tem span k & dada por O(nk®) e, pode-se obter o span de uma A-coloragio
6tima, testando os casos de spans &' com 0 < k' < k. Como k e p sdo constantes, a

complexidade é dada por O(n). ]

Coroldrio 4.8 (Fiala et al. [21] - 2001) Eziste um algoritmo polinomial que

decide o span de uma A-coloragao dlima de p-guase drvores, com p constante.

Prova. Pelo Teorema 4.6, sabe-se que a complexidade para verificar se uma p-quase
rvore tem span k é dada por O{nk®) e, pelo Corolério 3.4, k < 2n — 2. Pode-se
entao obter o span k testando o span k' em 0 < k' < 2n — 2. Ou seja, este método

tem complexidade da ordem O(n*), onde p é uma constante. 1
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4.3 Grafos Chain

O algoritmo descrito nesta segfio foi desenvolvido por Araki [1] em 2009, e en-
contra uma A-coloragio dtima de um grafo chain. Além disso, Araki prova que o
span de A-coloraghes Stimas para grafos chain é igual a b((), o tamanho de uma de
suas maiores bicliques.

No mesmo artigo Araki apresenta um algoritmo linear aproximativo para
A-coloracdes de grafos bipartidos permutagfio, que é uma super classe dos grafos
chain, onde o span da A-coloracio encontrada pelo seu algoritmo estd entre b(G)
e b(G) + 1. E conjectura que é possivel desenvolver um algoritmo eficiente para
decidir qual desses valores é o span de A-coloragdes Otimas para grafos bipartido

permutagao.

Definicao 4.2 Um grafo G = (X,Y, E) é chain se é bipartido e existe uma or-
denacao dos vértices y,...,%, de X e y1,...,Y; de Y tal que Ni(z1) € Ni{zz) C
oo © Ni(zp) € Ni(yg) € Nilyg-1) € - C Ni(yn)-

Teorema 4.9 (Araki [1] - 2009) FEziste um algoritmo linear que enconira uma

A-coloragdoe dtima de grafos chain.

Prova. Sgja G = (X,Y, £} um grafo chein. Defina uma atribuiciio de cores f da
seguinte forma, onde b(G) é o tamanho de uma maior biclique de G:

fz)=bG)—p+i,1<i<pe;

fay=i-1,1<j<q

Como os vértices de X (e de Y') recebem cores diferentes, todos os vértices a
distdncia 2 recebem cores diferentes. Suponha, por absurdo, que exista aresta z;y; €
E(G) tal que f{z;) — f(y;) < 1. Entéo, |b(G)|—p+i—j+1< 1e [B(@)] <p—itj.
Entretanto, o subgrafo induzido pelos vértices {@y, Tiy1,. .-, Tp}t U{p1,. .., ¥} é um
biclique com tamanho p — i+ 1+ j (a aresta z;y; forca a existéncia das arestas z;y;
[1 <1 < j], devido as vizinhangas serem encaixadas, que por sua vez forgam as
arestas z.y-[i < 8 < pel <r < j]). Além disso, para todo G, A(G) > b(G), jé que
sdo necessarios pelo menos b(G) + 1 cores em uma A-coloraciio do maior subgrafo

bipartido completo, ou seja, desta forma f é uma b((¥)-A-coloragio otima de G.
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Como o algoritmo para encontrar a maior biclique do grafo chain é trivialmente
linear (este ocorre quando j + |Ni(y;)| é méximo), a complexidade para se obter

uma. A-coloragiio 6tima para os grafos chain também € linear. O

4.4 Cografos

Nesta segio serd apresentado um algoritmo linear para encontrar o span de uma
A-coloragio 6tima para cografos, desenvolvido por Chang e Kuo [15]. B possivel
alterar este algoritmo para fornecer uma A-coloragio com este span para grafos
desta classe, bastando realizar o mesmo processo utilizado para os grafos F-tidy,
descrito na parte final da secdo 6.7. Para o bom entendimento deste algoritmo
sio necessdrias algumas definicoes e propriedades sobre grafos e suas A'-coloragdes,
estas sendo A-coloragtes com a restrigio adicional de que a atribuicdo de cores é

feita injetivamente, ou seja, cada cor s6 € utilizada uma vez.

Lema 4.10 (Chang e Kuo [15] - 1996) Para um grafo G que € o join de dois
grafos, A(G) = X(G).

Prova. Ao aplicar uma operagdo de join entre dois grafos, obtém-se um grafo
conexo, onde todos os vértices estao a distancia 2 dos outros. Ou seja, todos os
vértices tém cores diferentes em qualquer A-coloragéo de . Logo, uma A-coloragao

Slima deste grafo também serd uma XN-coloragdo étima, tendo A(G@) = X(G). O

Notagdo 4.3 Denota-se por pu{() o nimero minimo de caminhos disjuntos em que

o8 vértices de um grafo G podem ser particionados.
Lema 4.11 (Chang e Kuo [15] - 1996) Para um grafo G, pv(G) = N(G)—n+2.

Prova. Seja f uma k-)-coloragio étima de G¢. Para cada par de vértices (v, w)
de G, se f(v) = f(w)+ 1, entdo vw ¢ E(G°) e, portanto, vw € E{G). Entio,
uma sequenciais de cores consecutivas atribuidas a vértices em G° corresponde a
um subgrafo caminho em G contendo esses vértices. E, o niimero maximo destes
caminhos em G é X(G¢) + 1 — (n — 1). Isto porque no intervalo {0,..., (G},
existem no méximo n — 1 interrupgdes nas sequéncias de cores em uma X'-coloragao

6tima de G°. Entdo, pu(G) < X(G%) —n+ 2.
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Seja pr(G®) o numero minimo de caminhos que os vértices de G possam ser
particionados. Particione os vértice de G° em ¢ conjuntos V4,. .., V;, cada conjunto
contendo vértices correspondentes a exatamente um dos caminhos em G. Seja n;
a quantidade de vértices no conjunto V;, com 1 <4 < ¢, sendoni +... +ny =n.
Em uma M-coloragido do grafo G, pode-se atribuir cores sequéncias a vértices do
mesmo conjunto seguindo a ordem dos vértices do caminho em G°, j4 que em G néo
existe arestas entre esses vértices. Seguindo a mesma estratégia da A-coloragdo
dos grafos g-partidos, vista no Teorema 3.5, X{G) < n + pv(G°) — 2. Entdo,
(@) > N(G°) —n+ 2. O

Lema 4.12 (Chang e Kuo [15] - 1996) Para um grafo g-partido G, AMG) <
N@=n+pw(G)—-2<n+g-2

Prova. Por definicio de X'(@), A(G} < X(G). Particione G em g conjuntos in-
dependentes. No grafo G° cada tal conjunto independente é um subgrafo com-
pleto. Logo os vértices em G* podem ser particionados em ¢ caminhos disjuntos e,
(G°) < q. N

Este resultado nos d4 um limite superior para o span de grafos g-partidos melhor

que o do Teorema 3.5.

Lema 4.13 (Chang e Kuo [15] - 1996) Para um grafo G, que € a unido de
dois grafos Gy e Ga, com |V(G1)| = ny e |V(Ga)| = ne, N(G) = N(GUH) —
max{X(G), N(H),ny +ng — 1}.

Prova. Como no Lema 2.6, N{G) > max{V{(G}), N'(Gs)}, pois G e G5 sdo subgra-
fos de G. E, X¥(G) > ny + ng — 1 segue da defini¢io de X-coloracio, j& que as cores
sdo atribuidas injetivamente aos vértices.

Quando N (G,) > n1 + ng — 1, existem pelo menos ny cores ndo consecutivas e
nao utilizadas em {0,...,N(G1)}. Pode-se atribuir as cores néo consecutivas aos
vértices de (33, respeitando as restricio da X-coloragao. Ou seja, esta A'-coloragao
do grafo G tem span AN (G:1). O caso para XN(G2) > mn + ng — 1 é andlogo ao
anterior. Quando max{N{G1}, N(G2)} < n1+ng—1, pela defini¢do de M-coloragao,

N(@) > n; + ny — 1. Sem perda de generalidade suponha n; > ny. Sejam f uma
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X-coloragdo étima de G com span X' (G1) e f/ uma X-coloracgdo com span g, definida

segundo:

fre f
enquanto g < n; +ne — 1 faga
Sejam ¢; e ¢y duas cores consecutivas atribuidas aos vértices por f/
para cada v € V(@) faga
se f'(v) > ¢ entdo

Flu) =) +1

Ou seja, f' é a XN-coloragio de (G deslocada até obter o span ny + n2 — 1,
onde existem ng cores ndo consecutivas néo utilizadas, que podem ser atribuidas aos

vértices de Gy. Logo, N(G) < ny +ny — L. a

Lema 4.14 (Chang e Kuo [15] - 1996) Para um grafo G que € a unido de dois
grafos Gy e Gy, pv{G) = pv(G1) + pv(Ga).

Prova. Como V{G;) NV(GF;) = B e nfo existem arestas entre os subgrafos Gy e
(73 de (7, nenhum caminho novo € criado em G e todos os caminhos de G e (g se

mantém. |

Lema 4.15 (Chang e Kuo [15] - 1996) Para um grafo G que € o join de dois
grafos Gy e Ga, com |V{(G1)| = ny e |[V(Ga)| = ne, N(G) = N (Gy) + N{(G3) + 2.

Prova. Pelo Lema 4.11, X(G) = pu((Gy A Go)) + n1 + ny — 2. Sabe-se que
pu((G1 AG2)¢) = pu(GSUGE). Além disso, pelo Lema 4.14, pu(GSUGS) = pv(G5) +
pv(GY).

Entdo, X{G) = pv(GSf) + pv(G5) + m1 + na — 2. E, pelo Lema 4.11,
N(G) = XN(Gy) + N(Gs) + 2. a

Lema 4.16 (Chang e Kuo [15] - 1996) Para um grafo G que € o join de dois gra-

fDS Gl e Gg, com IV(G1)| =T & |V(G2)| = o, p‘U(G) = mM{pU(Gl)*ﬂz,p’U(Gg)—
T, ]_}
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Prova. Pelo Lema 4.11, pv{Gy A G2) = M((G1 A G2)®) —nq —ng + 2. Além disso,
sabe-se que X ((G1 A G2)°%) = N(GSUGS).

Pelo Lema 4.13, N(G{UGS) —ny — na + 2 = maz{ X (G5), N(G5),m +na — 1} —
1 — Ny + 2.

E, finalmente, pelo Lema 4.11, pv(G) = maz{pv(G1) — na, pv(Ga) — my,1}. O

Definigao 4.3 Uma co-drvere é uma drvore enraizada cujos vértices internos sao
rotulados com valores 0 ou 1 e suas folhas sdo grafos K;. A subdrvore enraizada em
um 1né da co-arvore representa o subgrafo induzido cujos vértices sao as folhas da
subéarvore e, recursivamente: se um nd interno tem valor 0, este corresponde a uniao

dos subgrafos que 840 seus filhos, e se tem valor 1, corresponde ao join.

Teorema 4.17 (Lerchs [45] - 1971) Todo cografo admite ser representado por

uma inica co-drvere.

Teorema 4.18 (Corneil, Perl e Stewart [17] - 1985) Cografos podem ser reco-

nhecidos e ter sua co-drvore obtida em tempo linear.

Teorema 4.19 (Chang e Kuo [15] - 1996) Existe algoritmo linear que encontra

o span de wma A-coloracio dtima de cografos.

Prova. Pelos Teoremas 4.17 e 4.18 sabe-se que todo cografo é representado por
wma inica co-arvore, e esta pode ser obtida em tempo linear.

Chang e Kuo [15] determinaram o valor do span de uma N-coloragio étima de um
grafo (G obtido por operagio de unifo ou de join de outros grafos. Estes valores estao
descritos nos Lemas 4.13 e 4.15, respectivamente, e sdo obtidos com complexidade
de tempo constante. Como cada né interno de uma co-drvore representa uma dessas
duas operagoes, estes lemas nos fornecem trivialmente um algoritimo para encontrar
o span de uma N-coloragdo étima em cografos.

O nimero de vértices internos em uma co-drvore é linear (se o cografo tem

n vértices, a sua co-drvore tem n folhas e, no nivel acima, existem no méximo

nafE

vértices, e assim por diante), onde esses vértices representam o ntimero de operagoes
de unifio e join necessdrias para construir o cografo que a co-drvore representa.
Entéo, é possivel obter o valor do span de uma X-coloragio em tempo linear, e pelo

Lema 4.10, serd o mesmo span da A-coloragéo. O
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PFigura 4.2: Algoritmo de Chang e Kuo para A-coloragio dtima em cografos

Na figura 4.2 ¢ ilustrado um exemplo da aplicagdo do método descrito no Teo-
rema 4.19 para encontrar o span de uma A-coloragio otima de um cografo. Além
disso, é fornecida a atribuigao de cores aos vértices em cada caso, como descrito nos

Lemas 4.13 e 4.15.
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4.5 Grafos grades regulares

Esta classe foi estudada por Calamoneri e Petreschi [12], em 2001. Como resul-
tado, foi desenvolvido um algoritmo linear que fornece uma A-coloragio Gtima para

os grafos nesta classe, onde o span desta A-coloragdo é A + 2.

Definigao 4.4 O problema do ladrilhamento consiste em cobrir o plano com copias
de um mesmo poligono. Associa-se um grafo onde seus vértices vém dos vértices dos
poligonos da cobertura e suas arestas vém exatamente das arestas dos poligonos. Os
grafos obtidos desta maneira, com nimero finito de vértices, sdo chamados de grafos

grade.

Os tnicos poligonos regulares com 0s quais se conseglie uma solugado para o
problema do ladrilhamento séo o tridngulo, o quadrado e o hexdgono, estes sfo os

tinicos tipos de grafos grades requlares.

Teorema 4.20 (Calamoneri e Petreschi [12] - 2001) Eziste A-coloragio com

span A + 2 de grafos grades regulares.

Prova., Dsta prova é dada fornecendo uma A-coloragiio de células desses grafos
regulares, como ilustradas na figura 4.3. Em todos os casos, essas células mantém a
propriedade de utilizar no maximo a cor A + 2. E, é aplicado um deslocamento das
cores dessas células para as células vizinhas. As células vizinhas séo distribuidas nas
dire¢bes: cima (N), diagonal superior direita (NE), diagonal infevior direita (SE),
baixo (8), diagonal inferior esquerda (SO), e diagonal superior esquerda (NO). A
fungio g fornece A-coloragdes de umna célula ¢;, vizinha a ¢; ja colorida, da seguinte

forma:

g(e;) — 1 mod (A +3), sec; for N
g(c;) — 2 mod (A +3), sec; for NE
g(c;) — 1 mod (A +3), sec; for SE
g(c;) +1 mod (A+3), sec; for S
g(c;) + 2 mod (A +3), se c; for SO
g(c;) + 1 mod (A +3), sec; for NO

74



{+1}

Figura 4.3: A-coloragao de células dos grafos grades com A = 3,4 ¢ 6.

A prova da corretude deste método pode ser dada por construgao, verificando
que essa atribuicdo de cores aos vértices dos grafos grades regulares gera blocos de
cores, como ilustrado nas figuras 4.4, 4.5 e 4.6. A atribuigio de cores desses blocos
s80 A-coloracdes e, como o deslocamento desses blocos nas 8 direges {cima, dia-
gonal superior direita, direita, diagonal inferior direita, baixo, diagonal inferior es-
querda, esquerda e diagonal superior esquerda) ndo desrespeita nenhuma restricdo de
A-coloracbes entre os vértices desses blocos, entdo ao deslocar a atribuicio de cores
dos blocos aos blocos vizinhos, este método nos fornece uma A-coloragao para os

grafos grades com span A - 2. O

Corolario 4.21 (Calamoneri e Petreschi [12] - 2001) Grafos grades requlares
tém span A + 2.

Prova. Ao cobrir o plano com um dos poligonos, cada célula definida na figura 4.3
tera, células vizinhas e, portanto, existem pelo menos trés vértices a distancia 2 entre
si com grau A e, como um deles terd cor diferente de 0 e A+ 1, pelo Lema 2.15, estes

grafos tém A > A 4+ 2. A prova se completa com o resultado do Teorema 4.20. [
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Figura 4.4: A-coloragdo de um bloco dos grafos grades de hexdgonos
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Figura 4.5: A-coloragio de um bloco dos grafos grades de quadrados
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Figura 4.6: A-coloracdo de um bloco dos grafos grades de tridngulos

78



Capitulo 5

Algoritmos exponenciais

Neste capitulo sdo apresentados algoritmos exponenciais que encontram o span
de A-coloragoes Gtimas de grafos, ou encontram o nimero de A-coloragbes que exis-
tem com um determinado span. Inicialmente, é descrito o algoritmo guloso para este
problema, e a prova de sua corretude é apresentada. Mais adiante, é apresentado o
algoritmo de Kratochvil et al. [39] para verificar se um grafo tem uma A-coloragao
com span fixo, sendo feita uma andlise de complexidade mais refinada. A seguir,
é fornecido uma variagio do algoritmo de Zykov [66] para encontrar o nimero de
A-coloragbes de um grafo. Ao fim, é tratado o algoritmo de Kral [43] para encontrar

o span de A-coloragOes &timas e o nimero de A-coloragio com este span.

5.1 Algoritmo guloso para A-coloracao 6tima

A atribuigao de cores em uma A-coloragio de um grafo utilizando uma aborda-
gem gulosa ¢ amplamente utilizada na literatura, sendo primeiramente descrita por
Griggs e Yeh [28].

Como entrada deste algoritmo é fornecido um grafo (7 e uma ordenacéo (J dos
vértices de . Cada vértice v mantém um conjunto de cores proibidas Pro(v).
E, como saida, ¢ fornecido um inteiro k& e uma k-A-coloragio de G. A abordagem
gulosa consiste em processar os vértices, respeitando a ordenagfo (O, de modo que
cada vértice v receba a menor cor possivel no intervalo {0, ..., k}, ou seja, a menor
cor nio pertencente a Pro(v). O algoritmo LCG (A-coloragao guloso) ¢é apresentado

a seguir:
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LCG(G, O)
Entrada: Grafo G = (V, E), ordenacdo O = (vy, ..., v,) dos vértices de G.

Saida: maior cor utilizada %k e uma k-A-coloragao f de (.

k<0
para v « v,...,v, faga
fw) «— =1 /*v ndo estd colorido/*
para v « vy,...,U, faca
Pro(v) «+
para cada u € Ni(v) faca
se f(u) # —1 entdo
Pro(w) — Pro(v) U {f(w), f(w) — 1, /(w) + 1}
para cada w € Ny(u) faga
se f(w) # —1 entao
Pro(v) « Pro(v)U {f(w)}
f(v) «—min{{0,...,2n — 2} \ Pro(v)}
k — maz{f(v), k}

retornar k, f

A corretude do algoritmo vem do fato que nenhum vértice v recebe cor com
diferenca de pelo menos dois de vértices em Ny(v), nem cor igual de vértices em
Na{v), j4 que essas cores pertencem ao conjunto de cores proibidas de v, Pro(v).

A complexidade deste algoritmo é O(n® +nm). Esta é limitada pela necessidade
de verificar, para cada vértice, as cores dos vértices em No(v), o que pode ser feito
em O(n + m), utilizando uma busca em largura.

Em geral, dado um grafo (i, existe pelo menos uma ordenagio de V' (G) na qual
o algoritmo LCG encontra uma A-coloragio 6tima. Porém, como o problema da
X-coloracio é N'P-completo, nio é esperado que obter esta ordem seja um problema

facil. A prova do Lema 5.1 especifica uma tal ordem.

Lema 5.1 Eziste uma ordenagdo dos vértices de um grafo para a qual o aelgoritmo

LCG obtém wma A-coloragdo dtima.

Prova. Seja (vy,...,v,) uma ordenagio dos vértices de um grafo ' obtida da
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seguinte forma: em uma A-coloragfio Otima do grafo, os vértices de mesma cor
podem ser ordenados de qualquer maneira entre si, desde que os de cores menores
aparecam antes na ordenagao.

Ao aplicar o algoritmo LCG ao grafo com esta ordem, ele atribuira cor 0 a todos
os vértices que tinham cor 0 na A-coloragao &tima que gerou a ordem, pois estes
vértices terdo pelo menos distancia 3 entre si (ou néo teriam cor 0 na A-coloragéo
étima). Quando LCG for atribuir cor acs vértices de cor 1, uma situagio analoga
ocorrera: os vértices de cor 1 terdo distdncia pelo menos 3 entre si e terfo distancia
pelo menos 2 dos de cor 0. Assim, o algoritmo atribuird sempre cores menores ou
iguais as cores que os vértices de G tém na A-coloragéo 6tima que gerou a ordenagdo.
Ao final da execugéio, o algoritmo LCG encontra uma A-coloragdo com span menor

ou igual ac da 6tima e, portanto, também serd Stima. 1

Se o algoritmo L.CG for aplicado a todas as ordenacoes possiveis dos vértices
de GG, pelo menos em uma delas é obtida uma A-coloragio Gtima. O problema
é a quantidade de ordenagbes possiveis dos vértices: este problema é equivalente
A peragio de todas as permutagoes de n elementos, que é O(nl). Isto inviabiliza
encontrar uma A-coloragao dtima de um grafo com muitos vértices ufilizando este
método. Porém, muitas vezes uma ordenagio com alguma propriedade especifica

pode garantir limites superiores.

5.2 Algoritmo de Kratochvil, Kratsch e Liedloff
para k-A-coloracao

Nesta seciio o algoritmo exponencial de Kratochvil et al. [39], de 2007, para
encontrar uma k-A-coloracio de um grafo GG, dado & > A((), é apresentado. Até
hoje, este algoritmo é o mais eficiente que se conhece em relagéo a complexidade de
espago. Ja sua complexidade de tempo é wn pouco menor que a obtida testando-se
todas as atribuictes possiveis de cores aos vértices.

Para facilitar o entendimento, o algoritmo, sua prova de corretude e sua anélise
de complexidade foram reescritos. Além disso, foi feita uma andlise mais refinada

do que a originalmente apresentada, para a sua complexidade.
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LCKKL(G, K)
Entrada: Grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k£ > A(G).

Saida: uma k-A-coloragdo f de G.

se existe vértice v € V(G) nao colorido adjacente a pelo menos um vértice
4 ja colorido entao
para cada c € ({0,...,k} \ Pro(v)) faca
) —c
LCKKL(G, k)
senao
se existe vértice u € V(() nao colorido entdo
para cada ¢ € {0,...,k} faca
flu)
LCKKL(G, k)
senao
se f é uma A-coloragio entéo

retornar f

Teorema 5.2 (Kratochvil et al. [39] - 2007) O algoritmo LCK KL enconira
uma k-A-coloracdo de um grafo G, onde k > MG} € dado.

Prova. Seja f uma k-A-coloragho do algoritmo. Suponha, por absurdo, que o
algoritmo nao encontre nenhuma, k-A-coloracao de . Particione os vértices em k41
conjuntos 2-estdveis, referentes as cores atribuidas por f. Como o algoritmo testa,
para cada vértice v, todas as cores possiveis a menos das cores proibidas por vértices
de Ni{v) e No(v), existe chamada do algoritino em que os vértices de G recebem as
mesmas cores referentes aos conjuntos 2-estaveis. Ou seja, ou o algoritmo encontra,

pelo menos, uma k-A-coloragio, um absurdo. O

A seguir é fornecida a andlise de complexidade de tempo do algoritmo LOK KL,
feita por Kratochvil et al. [39]. Mais adiante sdo dadas duas novas andlises, mais

apuradas.
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Teorema 5.3 (Kratochvil et al. [39] - 2007) A complezidade de tempo do algo-
ritmo LCKKL é O*({(k — 1)) em um grafo G.

Prova. No primeiro passo do algoritmo, quando nenhum vértice recebeu cor, sdo
utilizadas k -+ 1 chamadas recursivas do algoritmo onde, em cada uma dessas cha-
madas, o primeiro vértice escolhido recebe injetivamente uma das k& + 1 possiveis
cores. A partir da segunda iteragao, o algoritmo sempre escolhe vértices que sao
adjacentes a pelo menos um vértice que ja tem cor atribuida. Como em uma
A-coloragio vértices ndo podem receber cores com diferenca menor que dois para
as cores dos seus vértices adjacentes existem, no pior caso, 2 cores proibidas (se ape-
nas um vértice adjacente tiver sido colorido com a cor 0 ou a cor k) e, nas iteracdes
seguintes do algoritmo, no méaximo sio feitas & — 1 chamadas recursivas, onde em
cada uma delas o vértice atualmente tratado recebe injetivamente uma das £ — 1
cores.

Na condi¢do de retorno, no final das chamadas recursivas, é necessario fazer
um teste se a atribuigo de cores f é uma A-coloragho. Isto pode ser feito em
p(n) = O(n? +nm) verificando em n buscas em largura, cada uma enraizada em um
vértice distinto v de G, se os vértices em Ny (v) e No(v) recebem cores que respeitam
as restricGes de uma A-coloragio. Com isto, a complexidade deste algoritmo € dada

por p(n)(k + 1}(k — 1)~ = p(n)[(k — 1)" +2(k — 1)~ = O*{(k — 1)"). O

Corolério 5.4 (*) A complezidade de tempo do algoritmo LCKKL é O*((k—2)").

Prova. A anidlise da complexidade feita no Teorema 5.2 pode ser melhorada se
for considerada a ordenagio de uma arvore de largura 7' obtida por uma busca em
largura em . Utilizando esta ordenagio, para cada vértice a partir da terceira
iteragao, o nlimero méaximo de cores possiveis atribuiveis ao vértice atual sera k — 2.
Isto ocorre porque existe a mesma restrigio de reducio de 2 cores por causa do
vértice pai na drvore de largura T obtida pela busca em largura e, além disso, existe
pelo menos a redugio de mais uma cor de: um vértice irméo em T ou de um vértice
ancestral dois niveis acima em 7'. Com isto, a complexidade deste algoritmo pode

ser dada por O*((k + 1){(k — 1)(k - 2)"%) = O*({k — 2)"}. O

Na realidade, a complexidade de tempo deste algoritmo pode ser reduzida de

forma consideravel se for feita uma andlise aprimorada do mimero de chamadas
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recursivas que sao realizadas ao nfo atribuir cores vindas de vértices adjacentes e

de vértices a distancia 2.

Teorema 5.5 (*) A complexidade de tempo do algoritme LCKKL ¢

O*((k — max{2, ;2 + 11)").

Prova. Seja G2 o grafo poténcia 2 obtido a partir de G e G2 o seu complemento.
Em uma coloragio Gtima ¢ de G2 vértices com cores iguais formam um conjunto
independente que, em G?, induz um subgrafo completo. Por sua vez, os vértices
destes subgrafos induzidos completos em G? induzem subgrafos didmetro 2 em
G. Seja I; os conjuntos independentes formados por estes vértices de forma que
1<3< X(@) represente a cor que os vértices receberam na coloragéo ¢ de G2.

Cada vez que um vértice pertencente a algum destes subgrafos didmetro 2 em
(G ¢é tratado pclo algoritmo, todos os outros vértices que pertencem ao subgrafo
didmetro 2 nao podem reccber a cor que este vértice recebeu e, como todo vértice
estdo a distancia 2 entre si, estes sempre recebem cores diferentes. Ou seja, a cada
vértice v tratado pelo algoritmo, o nidmero de cores possivels para vértices que
pertencem a fy(;) € reduzida em uma unidade.

Seja p(v) o mimero de chamadas recursivas do algoritmo por causa do vértice
v utilizada pelo algoritmo LOCKKL. Para o primeiro e segundo vértices, este
nimero é dado por (k + 1) e (k — 1), para todos os outros vértices do grafo,
como estes sdo sempre adjacentes e & distdncia 2 a pelo menos dois vértices an-
teriores na ordenagao, estes tém no maximo (k — 2) possibilidades de cores. E, seja

P= H p(x) o nimero de chamadas recursivas realizadas pelo algoritmo.
=€V ()
Suponha, por absurdo, que P = H p(z) seja méximo entre grafos com n

zeV(F)
vértices e que os vértices néo estejam distribuidos uniformemente entre os conjuntos

independentes. Sejam dois destes conjuntos /; e Iy tais que ||fz] — |f2]| = 2. Seo
iltimo vértice z tratado pelo algoritmo, que esteja no conjunto com mais elementos,
for deslocado para o conjunto com menos elementos, o valor de p{z) aumenta, ndo
alterando os outros valores de p, ou seja, P nao é maximo, uma contradigo.

Com isso0, pode-se afirmar que o valor médximo de P ocorre quando os vértices

estao distribuidos uniformemente entre os conjuntos independentes. Neste caso, seja

x"t&—;‘) o valor inteiro com a minimo, onde 0 < a < ¥(G?) — 1. O valor méximo de P
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é dado por ((k— 1} (k— 1}k —2)...(k— (G2)))x(92)( — b)%, onde b > XT%%,

os a elementos sdo os 1ltimos a serem tratados pelo algoritmo em cada conjunto

pois

independente.
E, tem-se que P < O*(((k max{2, ; (Gz}})xca%)x(G“)(k max{2
=y 1)%) = 0*((k — max{2, ;2 + 31)").

Entédo, o algorltmo LCKKL tem CompleX1dade O*((k — max{2, 2:@—12) 5})”) (]

D)) T

Teorema 5.6 {(*) A éomplea:idade de espago do algoritmo LCK KL é O(n+m).

Prova. Neste algoritmo, a complexidade de espaco é dominada pela necessidade
de guardar um grafo G (se o grafo for considerado uma varigvel global), onde cada
vértice tem uma cor pré estabelecida (que é apagada na volta de cada chamada
recursiva do algoritmo), esta complexidade € dada por O(n -+ m) se o grafo for ar-
mazenado utilizando listas de adjacéncias. Vale ressaltar que ao transformar o grafo
em uma varidvel global vocé esta inviabilizando qualquer tipo de programagao em
paralelo deste algoritmo, nao interessando se a memoria for compartilhada ou dis-
tribuida. Para implementar uma versdo em paralelo desta algoritino, mantenha a
passagem do grafo como pardmetro da fungfo recursiva, mas neste caso, a comple-
xidade de espago sera dado por O(n? -+ nm), j4 que na volta da recursdo o grafo
pode ser apagado, € no maximo teremos n grafos sendo armazenados referentes ao

ramo atual das escolhas dos n vértices para atribuicdo de cores. O

O problema para encontrar a A-coloracao dtima para grafos com didmetro 2 foi
provador ser A/P-completo por Griggs ¢ Yeh [28] e para a classe dos grafos split,

esta prova foi feita por Bodlaender et al. [7]

Corolario 5.7 (¥) Para grafos didgmetro 2, a complezidade de tempo do algoritmo

LCKKL & 0*((k — max{2, =1 + 1 }))

Prova.

Para este caso, como X(Eﬁ) = 1, a complexidade do algoritmo feita no Teo-
rema 5.6 fica bem reduzida em relagdo a andlise de complexidade dada por Kra-
tochvil et al. [39]. Neste caso, pode-se dizer que o algoritmo tem complexidade

O ((k — 23+ + 3" U
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Corolario 5.8 (*) Para um grafo split G = (K, I), a complezidade de tempo do

algoritme LCKKL é O*((k — max{2, % +EH™).

Prova.
Para este caso, como x(G?) < |K|+1en = |I|+| K|, a complexidade do algoritmo
feita no Teorema 5.6 pode ser dada por O*((k — max{2, J%%l{%"f—l + 11, O

5.3 Algoritmo para o nimero de k-)-coloracoes

No estudo do problema da A-coloragao néo foi encontrado nenhum algoritmo
que fornecesse o nimero de k-A-coloragies de um grafo G utilizando complexidade
de espago polinomial. Este algoritmo, ja estudado para o problema da coloragao
(vide PCZykov(G,k)), teve sua versido para A-coloracio feita neste trabalho, se
baseando no algoritmo de Zykov [66]. E, para o seu entendimento, sio fornecidos

alguns conceitos.

Notagao 5.1 Denota-se por PC(G, k) (polindmio cromdtico) o niimero de
k-coloragbes de um grafo G e APC(G, k) (polindmio A-cromdtico) o nimero de

k-A-coloracoes de G.

Definicdo 5.1 Em um grafo G = (V, ) e uma aresta uv € E{G), o grafo obtido
pela operagao E — {uv} é o grafo G sem a aresta uv e, o grafo obtido pela operagio
Ef{uv} é o grafo G, retirando os vértices u e v ¢ suas adjacéncias e adicionando um

vértice v com as mesmas adjacéncias de u e v a menos da aresta uv.

Definicao 5.2 A sequéncia F' de Fibonacci é& F(0) = 0; F(1) = 1; e, para i > 2,
Fi)=F(@E—-1)+F(i —2).

Definigdo 5.3 A sequéncia Fy de k-Fibonacci é: Fi(0) = 0; F(1) = 1; e, para
i > 2, F(i) = kFy(i — 1) + Fr(i — 2).

Teorema 5.9 (Graham et al. [27] - 1989) O n-ésimo ndmero da sequéncia de

Fibonacci é F(n) = (1+‘/5)\’;g2(:*x/5)“_

Teorema 5.10 (Falcon e Plaza [20] - 2007} O n-ésimo nimero da sequéncia de

k-Fibonacci é Fi(n) = \/k%H((kﬂffm)n — (b= ; ).
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PCZykov(G@ = (V, E), k)
Entrada: Grafo G = (V, E} e um inteiro positivo k.

Saida: PC(G, k) (o mimero de k-coloragdes de G).

se E(G) = ( entdo
retornar k"
senao
Seja e € E(Q)
retornar PCZykov((V, E — {e}), k) — PCZykov((V', E/{e}), k)

O algoritmo para encontrar APC(G, k) (baseados no algoritmo de Zykov [66]),
a prova de sua corretude e a andlise de sua complexidade sdo dados a seguir. Fste
algoritmo recebe como entrada um inteiro & e o grafo G? = (V, E\, Es, E3), onde as
arestas F) sio de G, Fy as de G? que no estiio em G e as arestas Es séo arestas

auxiliares utilizadas nas chamadas recursivas do algoritmo.
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APCCP(G2, k)
Entrada: Grafo G2 = (V, By, Es, F3) e um inteiro positivo k.

Saida: APC(G, k) (o nimero de k-A-coloragdes de G).

se E1 U B2 = ) entdo %{Passo 1)
seja c: V(G?) = N
Seja G’ = (V, E3) ignorando as diregdes das arestas de Fjs.
Separe G em 1 < j < n componentes conexas.
L —0,1<7<n
parai € {0,...,k} faga
para cada j faga
escolha vértice x da componente conexa j
c(z) — 1
para cada ul ou 4 € F; visitada por uma busca em largura,
em uma componente conexa j de G’ enraizada em z faga
se W € E3 e: a) ¢(v) = ou; b) e(u) = § entdo
a) c(v) «— c(u) + 1; b) e(u) «— e(v) — 1;
sendo se w C Ej3 e: a) ¢(v) = B ou; b) c(u) = @ entdo
a) c{v) — c(u) — 1; b} cfu) «— c(v) + 1;
para cada aresta e € Fy faga
se existem dois vértices com cores invalidas entao
parar pois nio é uma k-A-coloracio de G'.
I < I5) + 1
retornar H 17]

1<i<n
senao seja uv € £, U By %(Passo 2)

se uv € Fy entao

retornar ANPCCP{V. Fn,(By —  {wv}),Bs), k) —
APCCP((V, By, (£a/{uv}), Fs), k)
sendo retornar APCCP((V,(Ey — {ww}), Es, F3), k) —

APCCP((V,(By/{uv}), B, Bs), k) — APCCP{(V,(Fy — {uv}),Es B3 U
{‘Iﬁ}L k) B }‘PGCP((M (El - {UU}),EQ,Eg U {%})1 k)
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Teorema 5.11 (*) O algoritmo APCCP(G, k) encontra APC(G, k), o nidmero de

k-A-coloragdes de um grafo.

Prova. Como visto por Krél e Skrekovski [44] no Teorema 3.17, uma k-A-coloragao
de um grafo 7 é equivalente a uma lista-A-coloragao de canais prépria com intervalo
{1,...,k+ 1} como a lista de cores dos vértice (que é aplicada em um grafo G2 =
(V,Ey, Es), onde Fy = F(G) e Ey = (B(G*) \ E(GQ))). Entdo, o ndmero de k-
A-coloragbes de um grafo GG é equivalente ao nimero de lista-coloracoes de canais
acima descrita. Este ndmero é dado por APC2(G?, k).

(i) Se wv € (By — By), APC2(G% k) = APC2(G* = (V, By, By — {uv}, E3), k) —
APC(G = (V, B, Eyf{uv}, E3), k). Isto porque, ao retirar a aresta uv de
(B(G?) \ E(Q®)), gera-se todas as lista-coloragbes de canais onde u e v tém co-
res diferentes e também as que tém cores iguais. No entanto, quando os vértices
1 e v sdo condensados, estes mantém a mesma cor, sendo geradas todas as lisia~
coloracoes de canais onde u e v t8m a mesma cor. Se esses valores forem subtrafdos,
obtém-se APC2(G?, k).

(i1) Se uv € (By (1 EL), APC2(G?, k) = APC2(G? = (V, By — {uv}, Eq, E3), k) —
APC2(G? = (V,E/{wv}, Fs, E3), k) — APC2(G? = (V,(E1/{uv}), By E3 U
{wd}), k) — APC2(G?* = (V,(E\/{uv}, Bz, B3 U {Iw}), k). Isto porque, ao retirar
a aresta uwv de G?, gera-se todas as lisia-coloragoes de canais onde u e v tem a
mesma cor, cores com diferenga de pelo menos um e cores com diferencas maiores.
No entanto, quando os vértices 1 e v sdo condensados, estes mantém a mesma cor,
sendo gerados todas as lista-coloragdes de canais onde v e v tenham a mesma cor.
A seguir, so introduzidas arestas direcionadas que forcam os vértices « e v a terem
cores com diferenga igual a um, sendo geradas todas as lista-coloragdes de canais
para estes casos. Com isso, pode-se obter o valor de APC2(G?, k) utilizando estes
valores.

No (Passo02), o algoritmo aplica recursivamente as regras (i) e (ii), retirando a
cada iteracio uma aresta de ¢, condensando ou nao vértices e adicionando ou néo
arestas direcionadas que sé sfo consideradas na condi¢ao de retorno do algoritmo,
que é chamada quando todas as arestas pertencentes a G* forem tratadas.

O (Passol) funciona como a condigio de retorno da recursdo, quando exis-

tem apenas arestas direcionadas. Neste caso, é necessario encontrar quantas lista-
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coloragdes de canais existem para este grafo, onde se 40 € (E(G?) \ E(G)), s6 séo
consideradas as lista-coloragBes de canais f onde f(u) = f(v) + 1.

Para cada uma das j componentes conexas de G = (V, E3) ignorando as direcdes
das arestas, onde Fj3 é formado pelas arestas direcionadas adicionadas pelo algo-
ritmo, é escolhido um vértice qualquer. E, para cada um desses vértices, todas as
cores 580 testadas, atribuindo as cores aos vértices a partir de uma busca em largura
e verificando posteriormente se os vértices da componente conexa nao desrespeitam
as diferencas de cores que essas arestas direcionadas correspondem. Por exemplo,
néo existem ciclos formados por essas arestas direcionadas, senfo existe vértice que
precisa ter duas cores diferentes. Além disso, como todos os vértices da componente
conexa sao alcancados por essas arestas direcionadas e, essas arestas determinam
unicamente o valor da cor dos outros vértices dessa componente conexa, entio ao
fornecer uma cor a qualquer vértice dessa componente conexa, o resto das cores da
lista-coloracoes de canais nesta componente conexa é determinado de forma nica.

Como nao existemn arestas direcionadas entre as componentes conexas, entio
pode-se determinar o valor de APC2(G?, k) como sendo o produtério entre o nfimero
de possibilidades de [ista-coloragdes de canais para cada uma das componentes co-

nexas de G=. d

Lema 5.12 (*) Sejam G? o grafo poténcia 2 de G = (V,E) e o conjunto Ey =
(B(GP\E(G)) as arestas em G? que ndo estido em G. A complezidade do algoritmo
APCCP(G, k) é O*(2\FI4laly,

Prova. A anilise da complexidade deste algoritmo é baseada na feita por Wilf [65]
para o algoritmo de Zykov [66].

Para a chamada do algoritmo, é necessirio gerar o grafo poténcia 2 G? de G e
particionar suas arestas em B, = E(G) e By = (E(G*) \ E(G)). Para ambos, a
complexidade envolvida é da ordem de O{n?).

No segundo passo do algoritmo, uma relagdo de recorréncia é feita dependendo
do tipo da aresta de G2. Como explicado no Teorema 5.11, na lista-coloracdo de
canais de G2, as arestas Ej recebem peso 1 e as arestas em F recebem peso 2.

Seja F(G? = (V, EUE,), k) o custo das chamadas recursivas feitas pelo algoritmo

até chegar a condigao de retorno, utilizando span k. Se a aresta uv atualmente tra-
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tada pertencer a Fy, a relagdo de recorréncia é dada por F((|V],|E U Es|), k) =
F(V,|IEU E| — 1),k) + F((|V| — 2,|E U Ex| — 1),k) + O(|E U E3|). E, se a
aresta pertencer a £ o custo das chamadas recursivas serd: F((|[V],|E U Ey|), k) =
PV,E U Ba| - 1),8) + F((V] - 2,|EU By — 1),5) + F((V, |E U By| - 1),&) +
F((V,|EU Ey| — 1),k) - O(|E U Ey|).

No primeiro caso, como a cada iferagiio uma aresta estd sendo retirada de Ej,
pode-se limitar assintoticamente essa fungfio por outra fungéo F'(| Ea|) = 2F/(| Ey| —

1) + O(|E U E5|). Seja F'(n) = 2™y, substituindo este valor, tem-se yn11 = yn +

n—1 . n—-1 .
E E
%. Além disso, y, = E E;L | Sendo F'(n) = 2" E a;L| = 0*(2") =

O*(21P21),

No segundo caso, como a cada iteragio uma aresta estd sendo retirada de
E, pode-se limitar assintoticamente esta funcdo por outra funcdo F'(|JE|) =
4F'(|E]) — 1) + O(|E U Ey]). Seguindo o mesmo raciocinio anterior, obtém-se que
estd funcio é O (4171),

No primeiro passo, que corresponde a condigfo de retorno do algoritmo, quando
nfo existern mais arestas em G2, somente as arestas auxiliares que foram acrescen-
tadas para fixar a cor de alguns vértices, a complexidade é polinomial O(p(n)). Isto
porque as complexidades de encontrar as componentes conexas de um grafo e veri-
ficar se todas as k < 2n — 2 cores respeitam as caracteristicas necessarias para estas
componentes conexas se a cor k& for dada a algum vértice desta componente é igual
a da utilizagdo de O(kn) buscas em larguras, que por sua vez tem complexidade
Of(n+m).

Como o algoritmo aplica a cada iteragao uma das duas chamadas de recursao,
dependendo do tipo da aresta e, a cada vez que a recursio ¢ aplicada, trata-se
menos uma aresta do grafo G2, a complexidade do algoritmo pode ser dada por

O*((2#21415yp(n)) = O*(21F=141#1), M

A figura 5.1 ilustra o funcionamento das chamadas recursivas deste algoritmo
onde, se a aresta escolhida (representada por seus extremos com cores escuras) per-
tencer a E (representada por linhas) entéo o algoritmo se ramifica em 4 chamadas
recursivas (o que ocorre nos casos 1, 3, 4 € 6) ¢, se a aresta pertencer a Ey (repre-

sentada por arestas pontilhadas), entdo se ramifica em 2 (o que ocorre nos casos 2
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e 5). No final, o numero de folhas nessas ramificactes sers 21%2141%1 e, a cada uma

delas, serd aplicado a condigdo de retorno com complexidade polinomial.

A AR TN

4bbh T TN

FOLHAS

Figura 5.1: Arvore representando as chamadas recursivas do algoritmo APCCP

Teorema 5.13 (*) Sejam G? o grafo poténcia 2 de G = (V,E) e Ea = E(G?) -
E(G@) o comjunto de arestas em G* que ndo estejam em G. A compleridade do

algoritmo APCCP(G, k) é O*(min{2/%2|, 1.6181VI+I1B21} min {4171 3 3028/VI+EI}),

Prova. Utilizando a mesma abordagem do Lema 5.12, pode-se obter uma anélise de
complexidade mais refinada (também baseado no melhoramento feito por Wilf [65]
para o algoritmo de Zykov [66]), estabelecendo uma relagéo entre as chamadas re-
cursivas do nosso problema e a relagio de Fibonacci, do Teorema 5.9.

Seja h = |V| + |£3], a recursio das arestas que estejam em Ep é dada por
APCCP(G = (V, I5, (B2 — {e}), Es), k) — APCCP(G = (V, E, (Ey/{e}), E3), k). E,
o nimero de vezes que essa rccursdo ¢ chamada pode ser dado por F'(V| E) =
F(V, By — 1)+ F'(V — 1, By — 1) e limitado superiormente por uma fungao P/{(h) =
P'(h— 1)+ P'(h — 2), j4 que em ambos os casos, quando o niimero de arestas ou o

niimero de vértices chega a zero, nio é feita mas nenhuma recursdo deste tipo. E,

pelo Teorema 5.9, P'(h) = O(1.6181%) = O(1.6181IVI+1E:21,
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A recursdo das arestas que estejam em E é dada por APCCP(G = (V, (B —
[wv}), Ba, Bs), k) — \PCCP(G = (V,(E/{uv)), Bs, Bs),k) — APCCP(C =
(V, (B — {uv}), Ba, BsU{ud}), k) —APCCP(G = (V, (I — {uv}), By, B3 U{Iw}), k).
E, o mimero de vezes que essa recursao é chamada pode ser dado por F¥(V, &) =
IFV,E-1)+F"(V—1,E—1). Seja h = |V|+]|F]|, esta fungao pode ser limitada su-
periormente por uma funcio P”(h} = 3P"(h—1)+ P"(h—2). E, pelo Teorema 5.10,
como esta sequéncia é 3-Fibonacci, entfio P (h) = 0(3.3028%) = O(3.3028/VI+El).

Como verificado no Lema 5.12, a complexidade do algoritmo APCCP
serd O*(P'(h)P"(h)). Estes valores sdo dados como os minimos obtidos en-
tre os do Lema 5.12 e os descritos acima, sendo O*(min{2!%2 1.6181/VI+iZ:l}

min{4!®, 3.3028IVI+I#1}), 0

As figuras 5.2, 5.3, 54, 5.5 e 5.6 ilustram a aplicacdo do algoritmo
APCCP no grafo F3, fixando o seu span em 3. Para este caso, sabe-se que
APCCP(Ps,3) = 4, ja que s6 existem 4 atribuigdes das cores {0, 1,2, 3} aos vértices
(v1,v2,v3) de Ps que sdo A-coloragfes (as atribuigdes sdo: (0,3,1),(1,3,0),(2,0,3),
(3,0,2)).

APCCP(G?, 3)=APCCP( A, 3)- APCCP(B, 3) -APCCP( G, 3)-APCCP(D ,3) = 18-5-4-4=4
GZ

-
ot

A=G;-{uv} B=G*{uv} C=(G*{uv})U{aV} D=(G*{uvhHU{iiv}

Figura 5.2: Aplicagio do algoritmo APCCP(P;, 3)

Teorema 5.14 (*) A complezidade de espaco do algoritmo APCCP em um grafo
G £ O([V(GHIIB(GH| + [BGHI EG)).

Prova. Neste algoritmo, a complexidade de espago é dominada pela necessidade
de guardar |E{G?)| grafos G, esta complexidade é dada por O(|V(G?)||E(G?)] +
| B(G?)|| B(G)| se o grafo for armazenado utilizando listas de adjacéncia. Isto por-

que, se o algoritmo realizar as chamadas recursivas de adicionar ou retirar arestas
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APCCP(A,3)= APC

CP(A', 3) - APCCP(A", 3)=24-6 = 18
, u ¥ W

A

APCCP=16-10=6

APCCP=18 APCCP=12 APCCP=4 APCCP=3

Figura 5.3: Aplicagio do algoritmo APCCP(A, 3)

APCCP(B , 3) =APCCP{B', 3)-APCCP(B", 3)-APCCP{B", 3) -APCCP{ 8™, 3)=16-10=6

APCCP=16 APCCP=4 APCCP=3 APCCP=3

Figura 5.4: Aplicagao do algoritmo APCCP{B, 3)

APCCP(C , 3) = APCGP( C', 3)-APCCP( C", 3) - APCCP(G" , 3)-APCCP( C™ , 3)=0-5=4

C

APCCP=12 APCCP=3 AFCCP=2 APCCP=0 APCCP=3 APCCP=3

Figura 5.5: Aplicagdo do algoritmo APCCP(C, 3)

APCCP(D , 3)= APCCP(DY, 3)-APCCP( D", )= 4-0=4

D

APCCP=12-8=4 APCCP=0

APCCP=0

APCCP=0

APCCP=3 APCCP=3 APCCP=3

Figura 5.6: Aplicagao do algoritmo APCCP(D,3)

seguindo a ordenacio obtida por uma busca em profundidade, no pior caso, s6 sdo

necessdrio manter |£(G?)| grafos, limitado pelo tamanho do maior caminho entre
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a raiz e a folha, que representa a condicdio de retorno do algoritmo (basta quando

retornar da recurséio, apagar o grafo utilizado). O

5.4 Algoritmo de Kral para A-coloragao otima e
numero de k-A-coloracoes

Kral [43), em 2005, desenvolveu um algoritmo que encontra uma A-coloracio
étima para um grafo G e, além disso, o utilizou para calcular o nitmero APC(G, k)
de k-A-coloragoes de um grafo G com span k.

Este algoritmo tem complexidade de tempo O(n(4")) e espago O(4™). A maior
desvantagem deste algoritmo em relagio ao algoritmo de Kratochvil et al. [39] e da
alteracio do algoritmo de Zykov [66] ¢ a complexidade de espago. O algoritmo dc
Kral tendo complexidade de espago exponencial, enquanto o de Kratochvil et al. e

a alteragfio do algoritmo de Zykov tém complexidade polinomial.

Ideia do algoritmo

Seja f uma k-A-coloracdo de G, como descrita pela figura 5.7, onde os vértices
estdo distribuidos por conjuntos I; (0 < i < k) de acordo com a cor que recebem
pela fungdo f. Esta k-A-coloragéio pode ser definida, como ilustrado na figura 5.7,
por uma sequéncia de duplas de conjuntos (I, I},1), 0 < § <k —1 (onde I; = @
para k < 0). Como provado no Teorema 5.15, esses pares representam uma. k-
A-coloracao se e somente se em uma lista-A-coloragdo de canais, os vértices em
(ENE_)U(Ii\T}), 0 < j £ k-1, induzem um subgrafo em G? que s6 tenha
arestas de peso 1 enfre esses conjuntos de vértices e essa sequéncia de conjuntos
contenha todos os vértices do grafo.

O algoritmo gera todas as no méximo 3" possibilidades dos n vértices de &
estarem distribuidos entre pares de conjuntos consecutivos (11, I}) (cada vértice pode
estar no primeiro conjunto e no segundo conjunto, sé no segundo conjunto, ou em
nenhum deles) e, para cada uma dessas possibilidades que (I} \ I}) é um conjunto

independente em G* e I C I} é relacionada injetivamente a um vértice de um grafo

H.
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Figura 5.7: Representagio de uma A-coloragio

A seguir, sfo geradas todas as no méaximo 4" possibilidades dos n vértices de &
estarem distribuidos entre trés conjuntos consecutivos (I, I3, I3), onde esta é vilida
se: 86 existirem arestas de peso 1 entre elementos de (I3 \ I})) e (IL\ I1); ({1, 13) e
(15, 13) sho vértices de H; e (I] C I3 C I3). Para cada uma dessas possibilidades
vélidas é adicionada um arco entre dois vértices h; e hg de H, onde o segundo
conjunto de h; é igual ao primeiro de g e (b1 \ ho) U he forma os trés conjuntos
consecutivos sendo tratados pelo algoritmo.

Por exemplo, na figura 5.7, quando for gerado os ftrés conjuntos
((IpU L),(Hou L UlL), (I, Ul UlyUl)) como uma das no méximo 4™ possi-
bilidades validas de trés conjuntos consecutivos, o vértice h; é representado pelo
conjunto B, o vértice A, é representado pelo conjunto C e existe arco de hy para h,.

O algoritmo encontra entéo o menor caminho em H entre um vértice h_y € V{(H)
(onde os pares de conjuntos estejam vazios) e um vértice by € V(H) (onde todos
os vértices dos grafos estejam em um dos conjuntos de hg), que representa uma
A-coloragho étima de G com span k se os conjuntos vazios (h_j) uno infcio desse
caminho de H forem desconsiderados e, se na procura deste caminho, for verificada

a necessidade ou nao de se entrar em um loop do digrafo H.
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Algoritmo, prova de corretude e andlise de suas complexidades

LCKral{G?, w)

Entrada: Grafo G? ¢ uma funciio w (wie) = 2se e € E(G) e w(e) = 1 se
e € (BE(G)\ B(@)))-

Saida: uma funcao f A-coloragao dtima de &,

Sejam T uma arvore terndria completa e enraizada com profundidade n
(cada nivel de 1 até n representa um vértice e a sua localizagao ou ndo em um
dos 2 conjuntos) e H um digrafo com no maximo 3 vértices e no maximo 4™

arcos.

Rotule as folhas de 1" com todas as 3" possibilidades de n nimeros com
valores 0 (ndo pertence a nenhum dos dois conjuntos), 1 e 2. Para cada folha,
se o par de conjunto (I{,I}) que esta representa for tal que (Z5\ [{) é um
conjunto independente em G2 e I C I}, esta folha ¢ relacionada injetivamente

a um vértice de H

Gere todas as 4" possibilidades de n nimeros com valores 0 (n&o pertence

a nenhum dos trés conjuntos), 1, 2 ou 3.

E adicionada um arco m € E(H) para cada uma das no méaximo 4"
possibilidades vélidas de conjuntos (I], I;, I}) onde: os vértices de [I = (I} \
IV = (I3\ I1)] induzem um subgrafo em uma lista-A-coloragio de canais
de G? que s6 existe arestas de peso 1 entre elementos de Iff e If; (I},15) e
(I3, I3) sho vértices de H; e I] C I} C I3,

FEncontre o menor caminho em H que comece no vértice h_q = (B,0) e

termine no vértice by, onde todos os vértices do grafo estejam em um de seus

conjuntos e, respeitando uma A-coloracio de G.

Teorema 5.15 (Kral [43] - 2005) Um grafo G tem wma A-coloracdo f com span
k se e somente se existe um caminho de vértices h_y = (0,0),...,hy em H onde:
cada vértice a de H representa um par ordenado de conguntos (I}, 1, ;) de vértices
tais que (Il 1 \ I') induz um subgrafo conjunto independente em G, I, C I’ e
m € E(H) se 1,41 =Ty ¢ sd existirem arestas de peso 1 em uma lista-A-coloracdo

de canais de G* entre vértices de (Iyy1 \ Ip) e (Joy1 \ 1a)-
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Prova.

(=) Sejam f uma A-coloragio de G com span k, I; os conjuntos de vértices de G
com a cor f(i}, e Il = L;UI]_, (onde I]_, = ). Pelas restri¢des de uma A-coloragao
pode-se afirmar que todo conjunto (I} \ I_;), 0 < i < k, é independente em G2
(j& que os vértices pertencentes a este estdo & disténcia 3 em G) e, que em uma
lista-A-coloragao de G2, sG existem arestas de peso 1 entre elementos de (I\I;_;) e
(£741\15), 0 < j < k—1 (ou existem dois vértices que recebem cores com diferenca de
apenas um com uma aresta de peso 2 entre eles). Seja h_y = (B, 0), hg = (B, I}), hy =
(15, TUIL), ha = ([{UI], LLUITUIL), ... by = (I U. . .UTG, I UL .UTg) um caminho
em H (como ilustrado na figura 5.7), este caminho respeita todas as caracteristicas
descritas no teorema.

(<) Seja h_q,ho, ..., A, um caminho de H descrito como no teorema. Seja f a

atribuigao de cores de G por f(v) = Orél_igk{ j | v € h;}. Suponha, por absurdo, que
sty

f néo seja uma A-coloragio de G, entdo: (i) existem dois vértices a e b tais que
|f(a) — f(b)| =1 e existe aresta ab € E(G) ou; (43) | f(a) — f(b)] = 0 e existe aresta
ab € BE(G?).

(¢) Neste caso, a € (JJ\ 1, ;) ebe (I, \1}) (ocasoque b € (I, 1\ I, 5) ¢
andlogo) sdo dois vértices que estiio em dois pares de conjuntos consecutivos (17, ) e
(2%, 15) do caminho hy, . . ., hy, por defini¢io s6 existe arco entre dois vértices (1], I)
e (14, I}) de H se s6 existir arestas de peso 1 entre elementos de (I3 \ I]) e (74 \ I3)
em G? e, neste caso, existe uma aresta de peso 2, uma contradicio.

(#2) JA neste, a € b estdo em um mesmo conjunto (I \ I, ;) que deveria ser
independente, j4 que esta dentro de algum vértice h,, mas que tem um arco entre
seus elementos, uma contradi¢do com o fato de A, ser um vértice vélido e (I, \ I,_;}
ser um conjunto independente.

Entdo, no final da atribuigfo, f serd uma A-coloragio com span k. L

Teorema 5.16 (Kral [43] - 2005) O algoritmo LCKRAL encontra uma A-

coloragdo dtima [ de G

Prova. Suponha, por absurdo, que o algoritmo néo encontre uma funcao f. Pelo
Teorema. 5.15 sabe-se que se existe uma A-coloracio &tima f de G, entdo existe um

caminho h_q, hg,..., by em H. Se o algoritmo para encontrar o caminho minimo
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em H encontra um caminho de tamanho menor que &£+ 1 entéo, pelo Teorema 5.15,
existe uma atribuicao de cores que respeita uma A-coloragho com span menor que
k, uma contradigio com a hipdtese de f ser étima. Logo, o algoritmo de encontrar
o menor caminho de H encontra pelo menos um caminho de tamanho k+1 e G tem

pelo menos uma A-coloracdo com span k. O

Teorema 5.17 (Kral [43] - 2005) O algoritmo LOCKRAL tem complexidade de
tempo O(nd™) e complezidade de espago O(4™).

Prova. A complexidade de tempo do algoritmo é dominada por gerar todas as
4" possibilidades dos vértices serem distribuidos em trés conjuntos consecutivos e a
verificagao se essa distribuiggo é valida, onde a complexidade é dada por O{n4d™).
Este processo pode ser feito se para cada uma das 4™ possibilidades geradas de trés
conjuntos consecutivos (I3, I3, I}) for verificado na arvore construida pelo algoritmo
se os vértices (I7,1}) e (I}, I}) so vélidos e se ndo existe aresta no subgrafo de @
induzido pelos vértices (I3 \ 71) U (J5\ 1}). Além disso, gerar a construgao da drvore
tem complexidade O(3") e a verificagao do caminho mais curto no grafo H pode ser
feito em O(|E(H)| = 4™).

A complexidade de espago é dominada pelo ndmero de arcos do grafo H, sendo

0(4™). Isto porque a construgio da drvore tem complexidade de espago O(3"+1). [J

Variacao do algoritmo para contar o mimero de k- -coloragoes

Kral [43] verificou que o problema de encontrar APC(G,k), o nimero de
k-A-coloragoes de um grafo (7, pode ser reduzido ao problema de contar o nimero
de caminhos com tamanho k 4 1 no grafo direcionado H (que nfo tem ciclos a ndo
ser dos loops), como definido no Teorema 5.15, onde eada eaminho comeca por um
vértice de H que tenha o conjunto vazio como seus pares e termins em um vértice
de H que tenha V(G) como um de seus conjuntos.

Porém, ¢é necessario considerar os {oops no grafo H, que podem ser vistos como
cores nao utilizadas no intervalo de {0,..., k} de uma k-A-coloragio de um grato G.
Fistes ocorrem em vértices de H com pares de conjuntos iguais, tendo o seu niimero

limitado pelo ntimero de vértices de G.
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Nesta variagdo, é necessdrio que cada vértice tenha uma lista A" de valores
que representam o nimero de caminhos com tamanho z < &k + 1 do vértice inicial

h_y = (B,0) até o vértice atual h,.

Definigdo 5.4 Uma ordenacio vy, v, ..., v, dos vértices de um digrafo é dita to-
polégica se para cada caminho vg,...,v, no digrafo, v, apare¢ca antes de v, na
ordenagio.

O algoritmo realiza uma ordenagéio topoldgica dos vértices de H. Entao, é cal-
culado o nimero de caminhos de tamanho 0 até z < &k + 1 de h_y até h,, onde b,
é o vértice atualmente tratado pela ordenagio topoldgica. Sejam I o conjunto de
vértices h; com iw?,;ﬁ; c E(H)e A-1[z] =0 (0 <z <k — 1), entéo:

4

0, sex =10
D<ae <k A’%[ml— £ ZAhi[w_l]’ se hy, ndo é loop
-T = T} eer
e — 1+ iz —2—74]) seh, é loop
ANz —1] Az —2— 5]y seh,él
el 0<j<z—2

Ou seja, se hy, néo é loop, entdo o nimero de caminhos com tamanho k ¢ igual
ao numero de caminhos com tamanho & — 1 de todos os vértices que estejam antes
dele na ordenagéo topoldgica e que tenham um arco para ele. E, se for loop, este
nlimero & igual ao ndmero de caminhos com tamanho de 0 até k — 1 que estejam
na ordenagao antes dele e que tenham uma arco para ele (o resto do tamanho do
caminho o préprio vértice pode completar utilizando o loop que faz parte).

A corretude deste algoritmo segue trivialmente do Teorema 5,15, sendo cada um
desses caminhos comecando a partir de h_; até um vértice hg, com todos os vértices
do grafo GG em algum dos seus conjuntos, equivalente a uma k- A-coloragiio ¢, como
o algoritmo encontra de fato todos estes caminhos, este niimero sera o nimero de
k-A-coloracoes para o grafo G.

A complexidade de tempo deste algoritmo é dominada pela necessidade de rea-
lizar O(k) operagbes para cada arco do grafo H, dando um total de O(k 4%), isto
porque a complexidade da ordenagio topoldgica é O(|F(H)|). A complexidade de
espaco é dominada pelo nimero de arcos do grafo H, sendo O(4")}, isto porque a

complexidade das listas dos vértices é dada por O(k 37).
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Na figura 5.8 é apresentada a aplicagio do algoritmo em um digrafo, sendo o
valor das listas as quantidades de caminhos do vértice h_; até o vértice atual com
os tamanhos relacionados a posigao na lista. Neste caso, cada vértice tem uma lista

com o numero de caminhos com tamanhos de 0 até k == 6 originadas do vértice h_;.

[0100000]  [0011111]

N)02222] [0000135]

¥
© " \he

‘—/ | [0001357]

[0111111]

oo oo ooo

Figura 5.8: Nimero de caminhos de distancia até 6 em um digrafo
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Capitulo 6

Resultados novos

Neste capitulo s&o apresentados os resultados desenvolvidos durante
a elaboragao desta dissertagdo relacionados a limites superiores para o
span de A-coloragbes oOtimas em classes especiais de grafos. Enfre es-
tes estdao: limite superior para o span de A-coloragbes Otimas na classe
dos grafos bipartidos cordais, apresentado no XL-SBPO (Simpdsio Brasi-
leiro de Pesquisa Operacional) [14]; limite superior justo para o span de
A-coloragoes dtimas na classes dos cografos e definicdo da classe dos componenies
p-cografos, limite superior para o span de A-coloracdes dtimas na classe dos grafos
linha e defini¢do da classe dos grafos quase-linha e limite superior para o span de
A-coloragoes otimas na classe dos grafos de permutagio, resultados apresentados no
CNMAC 2009 (Congresso Nacional de Matemadtica Aplicada e Computacional); i-
mite superior para o span de A-coloracdes 6timas na classe dos grafos fracamente
cordais e na a classe dos grafos split, resultados apresentados no LAGOS 2009 ( Latin-
American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium). Vale ressaltar que em
todos os casos acima descritos sdo verificadas as provas da conjectura 3.1, de Griggs
e Yeh {28]. Além disso, na tiltima secioc deste capitulo é apresentado um algoritmo
linear para encontrar o span de uma A-coloracgio Gtima para a classe dos grafos
Py-tidy, e a descrigdo de como pode-se obter uma A-coloragio com este span para

grafos nesta classe.
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6.1 Grafos bipartidos cordais

Nesta secao é apresentado o resultado para a classe dos grafos bipartidos cordais
onde, para um grafo G, bipartido cordal, A(G) < A2, Isto prova a conjectura 3.1, de
Griggs e Yeh, para esta classe. A seguir, sdo apresentadas as definigdes e teoremas

necessarios para a prova.

Defini¢do 6.1 (Golumbic e Goss [25] - 1978) Um grafo G é bipartido cordal se
G ¢é bipartido e todo ciclo de tamanho pelo menos 6 tem uma corda. Ou seja, todo

ciclo induzido de G tem tamanho 4.

Os grafos bipartido cordais ndo sdo de forma alguma a intersecio entre as classes
dos grafos bipartidos e a classe dos grafos cordais (esta intersegdo fornece a classe
dos grafos florestas). Por exemplo, o grafo Cy é um grafo bipartido cordal, e ndo

estd na intersecao entre a classe dos grafos bipartidos e a classe dos grafos cordais.

Definicao 6.2 Em um grafo G, um vértice v é centro de Ps se existe um caminho

(z,y, v,w, z) que é subgrafo induzido de G.

Teorema 6.1 (Spinrad [60] - 2003) Todo grafo bipartido cordal tem pelo menos

um vértice que ndo € centro de Ps.

Como a classe dos grafos bipartidos cordais é hereditaria, existe um esquema. de
eliminacao dos vértices que nao sao centros de Ps. Isto é, existe vy, va,..., v, uma

ordem dos vértices de G tal que v; néo é centro de Ps em G[{v;,...,v,}]-

Lema 6.2 (*) Em um grafo bipartido cordal, se v que ndo é centro de Ps, entdo

INy(v)] < A — 1.

Prova. Sejam v um vértice que ndo é centro de um P5 em um grafo bipartido
cordal G e Ni(v) o conjunto dos vértices em N;(v) que tenham grau maior que 1
(os vértices de grau 1 adjacentes a v néo influenciam na cardinalidade de Ny(v)).
Como G ¢é bipartido, no subgrafo induzido G[v U Ny(v) U Na(v)] somente hé arestas
do tipo: vu, com u € Ni(v); e uw, com u € Nj(v) e w € Ny(v).

Como o vértice v ndo é centro de Ps, para cada par de vértices a € Nj(v) e

b € N{(v), ou todos os vértices de Ny(v) adjacentes a a sdo adjacentes a b, ou
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Figura 6.1: Adjacéncias de vértices & distancia 2 em um grafo bipartido cordal

todos os vértices de Ny(v) adjacentes a b sao adjacentes a a. Como ilustrado na
figura 6.1, se esta condi¢ao nao for satisfeita, existe pelo menos um vértice adjacente
a a e outro adjacente a b que fazem v ser centro de FPs, uma contradicao.

Seja G’ um grafo formado pelos vértices vU Ny (v) U D(u;), onde D(u;) é formado
por qualquer distribuigao dos vértices de No(v) nos vértices u; € Nj(v), respeitando
as adjacéncias dos vértices, ou seja, se um vértice de Na(v) é adjacente a u; e a ug,
este pode estar em D(u1) ou D(ug), mas somente em um deles. E, arestas D(u;)u;
se todos os vértices de D(u;) sdo adjacentes a u; € Nj(v), além das arestas vw, para

todo w € Ni(v). Um exemplo da obtencio de G’ é ilustrado na figura 6.2.

Dud) D Dlud

Figura 6.2: Grafo simplificado G’

Seja. H um digrafo construido da seguinte forma: V(H) = Nj(v) e, v10; € E(H)
se D(v1)vg € E(G'), onde G’ é obtido do grafo original como descrito anteriormente
na figura 6.2.

Sao considerados todos os pares de vértices de N, (v), ou seja, H serd um torneio

(podendo ser duplamente orientado). Para cada par de vértices (wq, ws) pertencente
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a N (v) ou D{(w) é adjacente a wy (orientagio wiws no digrafo H), ou D(wz) é adja-
cente a w; (orientagao wew; no digrafo H), ou ambos acontecem, neste caso, tem-se
uma orientacdo dupla. A figura 6.3 é apresentada para facilitar o entendimento da

construcéo de H.

4

U4 g 13

D(u) D(uz Dus D(ud

Figura 6.3: Construgao de H

Suponha, por absurdo, que nfo exista vértice que receba arestas de todos os
outros vértices no digrafo H. Seja v um vértice de H, existe uma aresta direcionada
oW saindo de v para outro vértice w de H, que também tem uma aresta direcionada
saindo para outro vértice, e assim por diante. Como trata-se de um digrafo finito, em
algum momento esta sequéncia de vértices forma um ciclo de arestas direcionadas.
Como ilustrado na figura 6.4, ou s existem arestas duplamente direcionadas entre
vértices deste ciclo (no caso do ciclo de tamanho 3, nao tem aresta interna, o que
jé é suficiente), ou existe um ciclo induzido de tamanho menor, sé contendo arestas
duplamente direcionadas, ou de tamanho 3. Na figura 6.4, a orientacao da aresta
direcionada interna ao ciclo forma um ciclo menor & direita, se a orientacao fosse
contraria, formaria um ciclo menor a esquerda.

Se existe um ciclo de arestas direcionadas de tamanho 3, seja a, b e ¢ os vértices
do ciclo do digrafo H, e seja ZLZ, be e @4 as arestas. Como ilustrado na figura 6.5,
existem u, € D(a), up € D(b) e u. € D(c) onde, no grafo original, néo existem as
arestas Upa, UqC € Uch, j4 que em G’ ndo existem as arestas D(b)a, D(a)c e D(c)b.
Ou seja, existe pelo menos um Cg induzido, formado por (a, ug, b, us, ¢, Uc), uma
contradicao com o fato do grafo original ser bipartido cordal.

Se existe um ciclo de tamanho maior que 3 no digrafo H, mas que internamente

s6 tenha arestas duplamente direcionadas, por exemplo, o grafo da figura 6.6. Seja
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D@) D(c) D(b)

Figura 6.5: Ciclo tamanho 3 no digrafo H, forma Cg no grafo bipartido cordal

(a,b,¢,...,p) este ciclo. Existem u, € D(a), ... e u, € D(p) onde, no grafo original
nao existem as arestas upa, u.p € ucb, ja que em G’ ndo existem as arestas D(b)a,
D(a)p e D(c)b. Ou seja, o grafo original tem pelo menos um Cj induzido, formado

por (a,ug, b, up, p, te), uma contradicdo com o fato do grafo original ser bipartido

cordal.

D(p)

D@ D) D)

5

Figura 6.6: Ciclo maior que 3 no digrafo H, forma Cg no grafo bipartido cordal

O digrafo H é gerado a partir de um grafo bipartido cordal. Se H nfo tem
nenhum vértice que receba arestas de todos os outros vértices do digrafo entao,
como visto, o grafo original tem um ciclo induzido de tamanho pelo menos 6, ou

seja, nao é bipartido cordal. Logo, o digrafo H tem pelo menos um vértice que
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recebe arestas de todos os outros vértices do digrafo e, se existe um vértice em H
com esta propriedade, este vértice recebe arestas de todos os vértices em Ny(v) no
grafo original. Isto limita o tamanho de |Ny(v)| em A — 1, j& que se houvesse A ou
mais vértices em Np(v), um vértice adjacente a v seria adjacente a outros A vértices,

uma, contradicao. a

6.1.1 L(2,1)-coloracgoes de grafos bipartidos cordais

A prova de que A(G) < A? para grafos bipartidos cordais é divida em duas partes.
Na primeira trata-se grafos com A > 4 (utilizando o Lema 6.2). Na segunda, trata-se

casos com A = 3. Para A = 2, pelo Lema 2.16, A\(G) < A2
Teorema 6.3 (*) Para um grafo G bipartido cordal com A >4, A\(G) < A? — 1.

Prova. Utilizando a ordem reversa do esquema de eliminagao de vértices nao centros
de Ps, definida por Spinrad [60] no Teorema 6.1, atribuindo cores aos vértices em
uma estratégia gulosa, a maior cor utilizada serd no maximo A? — 1.

£ interessante verificar que os vértices do grafo nao sdo eliminados, apenas
considera-se que os vértices que deveriam ter sido eliminados naquele momento nao
tém sua cor atribuida. Ou seja, sempre se trabalha no grafo original.

Considere o pior caso, onde os vértices a distdncia 2 de v tém suas cores
atribuidas, e os vértices adjacentes podem ou nfo ter suas cores atribuidas. Seja
V.. o conjunto dos vértices adjacentes a v e sem cores atribuidas, e V; o conjunto
dos vértices adjacentes a v que tém suas cores atribuidas, onde v é um vértice que
recebe a maior cor k, utilizando a abordagem da escolha dos vértices nao centro de
Ps.

Seja [Vi| = 2, no pior caso, |Vs| = A — z. Pelo Lema 6.2, o ndmero méximo de
vértices a distancia 2 de v com cores atribuidas que sdo adjacentes a vértices em V,
é A — 1. Isto ocorre porque ao atribuir cor ao vértice v, em relagdo aos vértices que
j& tém cores atribuidas, v nao é centro de Ps. Entao, utilizando estratégia gulosa
dada por Griggs e Yeg [28] no Teorema 3.11, o ndmero méximo de cores proibidas
ao atribuir cor a v serd: 3(A — z) cores pelos vértices adjacentes que tém cores;

A — 1 cores pelos vértices & distincia 2 que passam por V;; e (A — 1) cores dos

107



vértices a distdncia 2 que passam por V,,; (ndo hé cores proibidas pelos vértices de

Vn, j& que eles ndo tém suas cores atribuidas).

Vs Vn

Figura 6.7: Método para atribuir cor a um vértice v de um grafo bipartido cordal

Logo, k < 3A—-2z)+(A-1)+0x)+z(A-1) < zA+4A -4z -1 =
AA +z(A —4) — 1, onde 0 < z < A. Sabe-se que 4A + A(A —4) -1 < A? — 1.
Como z < A e A > 4, substitua z por A, obtendo 4A +z(A —4) —1 < A?—1, ou
seja, k < A? —1, O

Nota-se que para o caso de grafos bipartidos cordais com A = 3, o limite acima
estabelecido néo fornece uma prova de A(G) < A2, E necessério realizar outra prova

para este caso, que € feita no Teorema 6.4.
Teorema 6.4 (*) Para um grafo G bipartido cordal com A > 3, A\(G) < A2,

Prova. Esta prova trata apenas grafos conexos. Para grafos desconexos, o span
da A-coloracdo 6tima pode ser obtido como o maximo dos spans das A-coloragoes
6timas das componentes conexas do grafo.

A partir de uma busca em largura, utilizando vértice raiz com grau A(G), obte-
nha uma arvore de largura T' do grafo G. Como G é bipartido, em G s6 ha arestas
entre vértices de niveis consecutivos em T'.

Seja v um vértice em 1" e N7'(v) vértices em N;(v) que tenham nfvel menor que
v (estejam mais préximos da raiz) na drvore enraizada 1" e N)(v) vértices em N;(v)
que tenham nivel maior que v.

Se um dos casos ilustrados na figura 6.8 ocorrer em 7', existe ciclo induzido com

tamanho maior que 4 em @, subgrafo proibido para grafos bipartidos cordais.
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Figura 6.8: Subgrafos proibidos

Suponha, por absurdo, que exista vértice u € N?(v), onde u é adjacente a um
vértice w com um nivel menor (mesmo nivel de v) e w ndo seja adjacente a um
vértice © € Nf(v). Como ilustrado na figura 6.9, néo existem arestas do tipo wz e
vw' (w' € Nf(w)), ou seja, estes vértices formam, com vértices de nivel superiores
em T', um subgrafo proibido, uma contradigdo. Com isso, nenhum vértice de nivel
maior que v influencia no nimero de vértices ja coloridos & distdncia 2 de v, ja que
se um vértice v’ estiver & distancia 2 de v por um vértice em NP(v), ele também estd

Lo a
por um vértice em N{(v).

u

Figura 6.9: Grafo com ciclo induzido de tamanho maior que 4

Suponha, por absurdo, que nao exista vértice w, dois niveis acima de v, adjacente
a todos os vértices em N{(v). Entdo, para cada u; € N{(v), existe pelo menos um
vértice u; € N§(v) (vértice que estd a disténcia 2 de v, dois niveis acima de v, na
drvore T') nao adjacente a u;, como ilustrado na figura 6.10. Seja u; € N{(v), e
uy € Ng(v), ndo adjacente a u;. Como u} estd & disténcia 2 de v, existe vértice

uz € N¥(v) em sua adjacéncia. E, existe vértice uy € N§(v) ndo adjacente a uy e
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nao adjacente a uq, sendo formaria um subgrafo proibido. Este processo se repete
para cada par de vértices u; e u; que é adicionado, o vértice u; precisa ser adjacente
a todos os u; (1 < j < 4) para ndo formar um subgrafo proibido, e o vértice u;
precisa ndo ser adjacente a todos os u; (1 < j < 7). S6 que, para o dltimo vértice
uy,, este ndo é adjacente a nenhum vértice em N{(v), uma contradigdo com o fato

de uy, estar a distancia 2 de v.

Figura 6.10: Vértice adjacente a todos os vértices em N{(v)

Seja T' uma arvore de largura de um grafo bipartido cordal G, enraizada em
um vértice com grau A. Se em uma A-coloragdo de G é utilizada uma abordagem
gulosa, com ordenacao dos vértices respeitando a prioridade dos niveis em T, com
uma pequena restricio, obtém-se \(G) < A2,

Seja v € T nao folha, ou folha com g(v) < A—1. Se v ndo é folha, entdo ele tem
pelo menos um filho em 7. Seja Pro(v) o conjunto de cores proibidas do vértice
v. Como ordena-se os vértices respeitando os niveis da drvore 7', Pro(v) sé recebe
cores de vértices de mesmo nivel ou de nivel menores a v. Considerando o nimero
maximo de cores proibidas para v, existem trés cores proibidas para cada vértice
pertencente a N{(v) mais uma cor proibida para cada vértice & distancia 2 de v,
também adjacentes a Ni(v). Sabe-se que [Nf(v)] < A—1 e existe vértice w € Ng(v)
adjacente a todos os vértices em Nf(v). O niimero méximo de vértices & distancia 2

de v que passam por N{(v) serd: 1+(A—2)|Nf(w)] < 1+(A—-2)(A-1) = A?—3A+3.

110



Entdo, [Pro(v)| < 3(A — 1) + A? —=3A + 3 = A?. Ou seja, em um intervalo de
{0, ..., A?} sempre existe cor para atribuir ao vértice v.

Seja v € T folha com g(v) = A em G, existe vértice w dois niveis acima de
v adjacente a todos os vértices em N{(v). Ou seja, w tem A filhos em T e, o
Unico vértice que tem A filhos em uma &rvore é a raiz. Neste caso, realiza-se o
seguinte método para atribuir cores ao grafo. Sejam V; o conjunto de vértices folhas
em T’ com grau A e r a raiz da drvore de largura T'. Atribua cores aos vértices
na seguinte ordem: primeiro a raiz r, depois aos vértices em Vj; em seguida aos
vértices em N?(r); e, atribuir cores aos outros vértices respeitando a prioridade por
nivel na drvore de largura 7. Nos trés primeiro passos desse método, o subgrafo
formado por r UV U N®(r) é um grafo bipartido completo, utilizando, no pior caso,
a cor 2A. Isto porque, como visto no Teorema 3.5, para grafos bipartido completos
Kpgy MEpg) = |[V(Kpq)| < 2A < A% para A > 2. Ao atribuir cores aos vértices
V(G)\ {r UV;U N2(r)}, estes ndo sio folhas com grau A e podem receber uma cor

no intervalo {0, ..., A%}, como provado anteriormente.

%

|

Figura 6.11: Caso da arvore de largura com folha com grau A

6.1.2 L(h, k)-coloragoes de grafos bipartidos cordais

Utilizando o Lema 6.2 e o Teorema 6.3, estende-se o limite encontrado das

L(2, 1)-coloragtes dos grafos bipartidos cordais, para as suas L(h, k)-coloracdes.

Teorema 6.5 (*) Se um grafo G ¢ bipartido cordal, entdo existe uma L(h,k)-
coloragdo dtima com Ap g < 2hRA+2kA—2A—2k+1, se (2kA+2—A—2k—2h) <0
ou Ay < A%(2k — 1) — 2k + 1, caso contrdrio.

Prova.

111



Ao atribuir uma cor a um vértice v, o nimero maximo de cores proibidas para
ele serd 2h — 1 cores para cada vértice em Ni(v) e 2k — 1 para cada vértice em
Ny(v). Utilizando a mesma abordagem vista no Teorema 6.3, onde os vértices sdo
processados na ordem reversa do esquema de eliminagdo de vértices nao centro de
Ps, conclui-se que, sendo x o ntimero de vértices ainda nao coloridos, adjacentes a
um vértice v com a maior cor atribuida Ap 4, entao:

Mg < (2h —1)(A —2z)+ (26— 1)(A - 1) + (2k — 1)(z)(A — 1)
Mg S o(2kA+2—A—2k—2h)+2hA+2kA+1—-2A -2k, onde 0 < z < A
A < Og}vagcA{x(QkA +2—-A—2k—2h)} +2hA + 2kA +1 —2A -2k

SMA +2kA +1—2A — 2 se (2kA+2— A — 2k — 2h) < 0;
A?(2k —1) -2k +1 caso contrario.

6.2 Grafos fracamente cordais

Nesta secao é realizada a prova da conjectura 3.1, de Griggs e Yeh, para a
classe dos grafos fracamente cordais. Esta é feita com o aperfeicoamento do método
desenvolvido para a sua subclasse, os grafos bipartidos cordais. Como Corolério
deste novo método é obtido um limite superior para o span de A-coloragbes Gtimas
melhor do que foi apresentado na sec¢éo anterior para os grafos bipartidos cordais.
Ao fim, é feita uma conjectura de que este novo limite superior para o span de A-
coloragoes 6timas na classe dos grafos bipartidos cordais pode ser estendido para a

classe dos grafos fracamente cordais.

Definicao 6.3 Um grafo G é fracamente cordal se para cada ciclo induzido de

tamanho maior que 4 existe uma, corda.
Teorema 6.6 (*) Para um grafo G fracamente cordal com A > 2, \(G) < A2

Prova. Serd utilizado um método similar ao feito no Teorema 6.4. Realize uma
busca em largura em G obtendo uma arvore de largura 7. Vire a drvore de ”cabega

para baixo”, como visto na figura 6.12. Seja O uma ordenagfo quaisquer dos vértices
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respeitando a prioridade por niveis em 7T'. Ao utilizar o algoritmo do Teorema 3.13
com esta ordenacao O na arvore 1", obtida pela rotagdo de 7', com uma pequena

alteracao na ordenacao, pode-se afirmar que a maior cor utilizada sers AZ.

Figura 6.12: Inversdo da arvore de largura

Primeiro é necessirio provar algumas caracteristicas especiais dessa arvore de
largura T, obtida de um grafo fracamente cordal G. Sejam v um né qualquer da
arvore enraizada T', N°(v) o conjunto de vértices adjacentes a v em G que estejam
em um niveis menores ou iguais ao de v em 7' (mais préximo da raiz, antes de virar
a drvore de ”cabega para baixo”) e N§%(v) os vértices & distancia 2 que estejam
em niveis menores ou iguais ao de v em T Todo vértice w € N$°(v) é adjacente
a algum vértice em N%(v). Suponha, por absurdo, que existe w ndo adjacente a
algum vértice em N°(v), entdo, como visto na figura 6.13, as arestas pontilhadas
nao existem, formando um ciclo induzido de tamanho maior que 4 em G, uma

contradigao.

Figura 6.13: Vértices a distancia 2 de v adjacentes a N%(v)
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Seja g, = |[N%(v)|. Entdo, |N$(v)| < (gu)(A — 1). Como visto anteriormente,
todo vértice w a distdncia 2 de v no mesmo nivel de v em T é adjacente a algum
vértice de N%(v). Além disso, todo vértice & disténcia 2 de v que esteja em niveis
menores que v em 7' também sdo adjacentes a algum vértice em N%(v).

Sejam N%(v) os vértices adjacentes a v com nivel menor que v em 7" ¢ z € N%(v).
Para todo par de vértices (z,z) com z € (N*(v)\{2}), ou existe aresta zz € E(G) ou
existe vértice y com nivel menor na arvore T' que é adjacente a z e a x, sendo existe
ciclo induzido de tamanho maior que 4 em G (recai no mesmo caso da figura 6.13
considerando z = v e © = w). Se existe aresta zz € E(G), entdo o nimero maximo
de vértices & distancia 2 de v que passam por N%(v) é reduzido em duas unidades,
j& que existe caminho de tamanho 2 e de tamanho 1 entre v e 2, v e . Se existe
um vértice y adjacente a z e x, o nimero maximo de vértices & distancia 2 de v
que passam por N%(v) é reduzido em uma unidade, j4 que existem dois caminhos
de tamanho 2 entre v e y, como ilustrado na figura 6.14. Entao, para cada um dos
vértices em N%(v) \ {z} o nimero de vértices & distdncia 2 de v que passam por
N%(v) é reduzido em pelo menos uma unidade.

Considera-se agora os vértices em w € (N*(v)\ N*(v)), sempre existe pelo menos
um vértice em N%(v), j& que se existe w, entdo v ndo é raiz em T e sempre existe
um vértice pai na arvore de largura. Neste caso, cada vértice w tem, em relacao a
algum vértice em N%(v), uma aresta ou um vértice em comum, como ilustrado na
figura 6.15. Se isto nao ocorrer, como as arestas pontilhadas na figura nao existem,
é necessdrio que o vértice y faga parte de N*(v) para néo formar um ciclo induzido
com tamanho maior que 4, uma contradi¢do com o fato de w nao ser adjacente ou
nao ter um vértice em comum com algum vértice de N*(v).

Entéo, para cada vértice w € (N®(v) \ N*(v)), o nimero méximo de vértices
a distancia 2 de v é reduzido em pelo menos uma unidade. E, para cada vértice
z € N%(v) a menos de um, este valor também ¢é reduzido em uma unidade. Como
¢y = |N%(v})|, pode-se afirmar que |N§¢(v)| < ¢,(A—1)— (¢ — 1) = (gu)(A —2)+ 1.

Aplicando o algoritmo de McDiarmid [52] do Teorema 3.13, em uma ordenagéo O
respeitando a prioridade por nivel na 4rvore de largura invertida 7", tem-se que para
qualquer vértice v, [Pro(v)| < (g»)(A —2)+ 1+ 2¢, + (A — g,). Isto porque existem

no maximo (g, )(A —2)+1 vértices & distancia 2 de v que antecedem v na ordenagéo
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N@)

em N%(v)

Figura 6.15: Adjacéncias entre N%(v) e N%(v)

(representados pelo conjunto Ng®(v)), ¢, vértices adjacentes a v que também o
antecedem na ordenagao (representados pelo conjunto N%(v)) e (A — g,) vértices
adjacentes a v que o sucedem na ordenagao (representados por (Ny(v) \ N%¢(v))),
como pode ser visto na figura 6.16, na drvore de largura T' (sem estar invertida).
Tem-se entdo que |Pro()| < ¢,A —2¢, +1+2¢, +A —q, = g,(A - 1)+ A+ 1. Se
0<q, <A, entio |Pro(w)| < (A-1D(A—-1)+A+1< A2~ A+2< A? sempre
existindo cor em {0, ..., A?} que pode ser atribuida a v.

Para o caso em que ¢, = A e existem dois vértices adjacentes em N®*(v), v faz
parte de um ciclo de tamanho 3 e, ou este ciclo néo fazia parte dos necessarios para
evitar ciclos induzidos de tamanho maior que 4 subindo na arvore de largura 7',
o que s6 diminui |N$¢(v)| em menos duas unidades além do normal, ou este ciclo
fazia parte dos necessérios, que reduz |N§$°(v)| em mais uma unidade, o que ja é

suficiente, j& que |Pro(v)| < g(A — 1)+ A+1 -1 < A%

115



a0
N1 AN
Figura 6.16: Ordenagao dos vértices para grafos fracamente cordais

Falta o caso em que ¢, = A e nio existem dois vértices adjacentes em N*¢(v)
representado pela figura 6.17. Este caso pode ser visto como o observado pelo Teo-
rema 6.4, como néo existem arestas entre vértices de N*¢(v), os subgrafos proibidos
apresentados na figura 6.8 continuam valendo para v, e existe uma contradicao se su-
pormos que néo existe um vértice em Ng°(v) adjacente a todos os vértices de N**(v)
utilizando a mesma prova do Teorema 6.4. Logo, existe vértice em Ng¢(v) adjacente
a todos os A vértices em N?(v), e como trata-se de uma &arvore de largura, este
vértice obrigatoriamente é o n6 raiz de T e os vértices de N®¢(v) obrigatoriamente

estdo todos no mesmo nivel.

L

Figura 6.17: Vértice de grafo fracamente cordal que nao faz parte de Cs

Se existem dois ou mais vértices com ¢, = A e sem vértices adjacentes em N*(v),

todos tém no méximo ¢, (A —3)+2 vértices & distancia 2 em niveis menores ou iguais
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aos deles, sendo |Pro(v)| < A% —3A+ 2+ 2A < A? e todos os vértices recebem cor
menor ou igual a A2

Se existe apenas um vértice v com g, = A sem vértices adjacentes em N%(v),
se na ordenacao respeitando os niveis de T" o vértice v for o primeiro do nivel a ter
cor oferecida, todos os vértices & distancia 2 de v no mesmo nivel nao contam no

nimero maximo de cores proibidas de v, e este pode receber cor menor ou igual a

A2, O

Coroléario 6.7 (*) Para um grafo G bipartido cordal com A > 2, M(G) < A2—A+2.

Prova. Utilizando o mesmo método do Teorema 6.6, agora para grafos bipartidos
cordais, pode-se verificar a reducao dos limites apresentados na sec¢éo 6.1.

Seja v um vértice de G. Como visto no Teorema 6.3, ou v tem ¢, < A — 1
vértices adjacentes com nivel menor na arvore de largura 7', ou v é uma folha dois
niveis abaixo da raiz.

Para os casos em que ¢, < A — 1, o niimero méximo de cores proibidas para v é
|Pro(v)| < 2¢y+¢u(A—2)+14+(A—aqy) = ¢ (A—-1)+A+1 < (A-1)(A-1)+A+1 =
A? — A + 2. Isto porque existem g, vértices adjacentes a v que o antecedem na
ordenagao, ¢,(A—2)+1 vértices & distancia 2 adjacentes aos vértices que antecedem
v na ordenagdo e A — ¢, vértices adjacentes a v que o sucedem na ordenacido. Os
vértices a distancia 2 de v que o antecedem a ordenagio mas sao adjacentes a vértices
que o sucedem também estao adjacentes a vértices que o antecedem, como visto no
Teorema 6.3.

Para os casos em que ¢, = A, sabe-se, pelo Teorema 6.3, que v é uma. folha dois
niveis abaixo da raiz. Se na ordenagao dos vértices, respeitando os niveis na arvore
T, inversa da drvore de largura 7', onde os vértices v com essa caracteristicas sao os
primeiros a serem selecionados neste nivel, o maior nimero de cores proibidas para
um vértice v deste tipo serd |Pro(v)| < 2A+ (A —1) = 3A — 1. Isto porque existem
A vértices adjacentes a ele em um nivel menor na arvore de largura 7" ¢ no maximo
A — 1 vértices a distancia 2 que o antecedem na ordenacao, ja que ele é um dos A
primeiros a serem selecionados no nivel. Como 3A —1 < A? — A+ 2 para A > 3 e,

como pelo Lema 2.16, \(G) < A% para A =2, \(G) < A? - A +2. d
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Conjectura 6.8 (*) Para um grafo G fracamente cordal com A > 2,

AG) < A2—A+2.

Evidéncia. Como visto no Teorema 6.6, para qualquer vértice v: todo vértice a
distdncia 2 de v adjacente a vértices em N;(v) \ N%(v) também sdo adjacentes a
algum vértice em N%(v); e que [N§%(v)| < ¢,(A — 2) + 1, onde ¢, = |[N*¢(v)|.

Se ¢, < A, tem-se que |Pro(v)| < A% — A + 2 e v pode receber cor no intervalo
{0,...,A%? — A + 2}. Falta verificar os casos em que ¢, = A. Como visto no
Teorema 6.6 € no Corolario 6.7, se néo existe arestas entre vértices de N*(v), o
ancestral dois niveis acima na arvore de largura T é o vértice raiz e, com isso,
pode-se estabelecer um método para atribuir cores no intervalo {0,..., A% — A+2}.

O que falta ser feito para a prova desta conjectura é: (i) estabelecer que vértices
com ¢, = A com arestas entre elementos de N%(v) também estio a dois niveis
abaixo do vértice raiz; (ii) estabelecer um método para atribuir cores a este grafo
(provavelmente atribuindo cores no nivel priorizando estes vértices com ¢, = A, que
devem ser limitados de forma que sempre recebam cor no intervalo {0,...,A%}).

Infelizmente a prova de (i) ndo pode ser feita utilizando a mesma prova dos grafos
bipartidos cordais, ja que os subgrafos proibidos sdo diferentes. A partir da prova
de (i), provavelmente (ii) saird como resultado imediato, j4 que se (i) for verdadeira,
esta prova deve de alguma forma limitar os vértices que fazem parte de (i) o que

fornecerd um resultado para (ii).

Teorema 6.9 (Spinrad [60] - 2003) Todo grafo de co-comparabilidade tem ciclos

induzidos de tamanho no mdximo 4.

Corolario 6.10 (*) A conjectura 8.1, de Griggs e Yeh, é verdadeira para a classe

dos grafos de co-comparabilidade.

Prova. O melhor limite superior para o span de A-coloracgées Gtimas estabelecido
para a classe dos grafos de co-comparabilidade é de 4A+1, dado por Calamoneri [11].
Este limite ainda nao estabelece que a conjectura de Griggs e Yeh é verdadeira para
esta classe nos casos em que A =3 ou A =4.

Pelo Teorema 6.9, todo grafo de co-comparabilidade é fracamente cordal. Ou
seja, a prova da conjectura para os grafos fracamente cordais dada pelo Teorema 6.8

também é verdadeira para a classe dos grafos de co-comparabilidade. (]
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Corolério 6.11 (Bodlaender et al. [7] - 2004) O problema da A-coloragdo para

grafos fracamente cordais é N'P-completo.

Prova. A classe dos grafo split é subclasse dos grafos fracamente cordais, ou seja,
todo grafo split também é fracamente cordal. Como visto no Teorema 6.28, o pro-
blema da A-coloracdo para a classe dos grafos split é N'P-completo. Logo, uma
restricdo do problema da A-coloracao para grafos fracamente cordais, considerando
apenas os grafos split, j4 é N'P-completo e, portanto, a forma mais geral do problema

também é. il

Corolario 6.12 (Bodlaender et al. [7] - 2004) Eziste grafo G fracamente cordal
com AN(G) > é\/gAl's + £

Prova. Como todo grafo split também é fracamente cordal, o exemplo do Teo-

rema, 6.27 vale para esta classe. O

6.3 Grafos linha

Nesta se¢io € apresentado um limite superior para o span de A-coloragdes étimas
na classe dos grafos linha. Também é definida a classe dos grafos quase linha, sendo
provada a conjectura 3.1, de Griggs e Yeh, em ambas. Mais informagoes sobre a

classe de grafos linha podem ser obtidas no livro [30], de Harary.

Defini¢do 6.4 Definidos por Whitney [64], um grafo linha G = L(H) = (Vi, EL) de
um grafo H = (V, E) é tal que: toda aresta e € E corresponde a um vértice vy, € Vj,
e dois vértices sao adjacentes em G se e somente se as arestas correspondentes aos

vértices em H sao incidentes a um mesmo vértice.

Teorema 6.13 (Krausz [41] - 1943) Um grafo G € grafo linha se e somente se
existe uma parti¢Go das arestas de G em subgrafos completos de tal modo que cada

vértice apareca em no mdzimo dois subgrafos completos.

sy . 2
Teorema 6.14 (*) Para qualquer vértice v de um grafo linha G, |Na(v)| < AT.
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Prova. Considere a partigdo das arestas de G em subgrafos completos, definida por
Krausz [41) no Teorema 6.13. Cada vértice de G tem seu grau formado pelos, no
maximo, dois subgrafos completos adjacentes. Com isso, A(G) < 2(w(G) —1), onde
w(G) é o tamanho do maior subgrafo completo de G.

Seja v um vértice com grau A coberto pelos subgrafos completos A e B com
|A|]=a+1e|B|=b+1,entdo a +b= A, como ilustrado na figura 6.18. Existem
a vértices adjacentes a v pelo subgrafo completo A e b vértices adjacentes a v pelo
subgrafo completo B. Cada vértice do subgrafo completo A diferente de v é adjacente
a no maximo b vértices com distancia 2 de v, isto porque cada um desses vértices j4
faz parte de um subgrafo completo com A vértices. Se fossem adjacentes a mais de

b vértices, ha uma contradigdo com o fato de que a + b = A.

Figura 6.18: Vértice v de um grafo linha com grau 5

Com isto, existem ab vértices & distancia 2 de v vindos do subgrafo completo A.
Seguindo o mesmo raciocinio verifica-se que existem o mesmo ndmero de vértices a
distancia 2 de v vindos do subgrafo completo B.

Logo, existem no méximo 2ab vértices & distancia 2 de v. Como a = A — b, este
nimero ¢ dado por 2(A — b)(b) = 2Ab — 2b%.

Considere A fixo. O ponto y;, méximo desta fun¢do é encontrado derivando
y = 2Ab — 2b% em relacio a b e igualando a zero, como visto na figura 6.19. Com
isto, esta valor é dado por:

—4b+2A =0

=2
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Figura 6.19: Fungdo do méximo de |Na(v)| em um grafo linha

E,comoa+b=A

A
a = 3
Entdo, [Na(v)| < 2ab < ‘%2. d

Teorema 6.15 (*) Para G um grafo linha, A(G) < —A2+§A—2,

Prova. Considere a abordagem utilizada por Krdl e Skrekovski [44] no
Teorema 3.17. Como para todo vértice v de G, |Ni(v)] < A e
[No(v)| < ATZ, entdo A,(G?) < 2A + %2. E, como descrito no Teorema 3.17,

AMG) < xwl(G?) —1=A, —1< 22 128 1. 0

Coroldrio 6.16 (*) Para um grafo linha G com A > 2, \(G) < A2

Prova. Se A > 4, tem-se A\(G) < %2~ +2A —1 < A? Ji que A2 —4A +2 > 0 para
todo A > 4. E, para A = 2, pelo Lema 2.16, tem-se \(G) < A2

Se A = 3, para cada vértice v de G, |N2(v)| < 4, como ilustrado na figura 6.20.
Pelo Teorema 3.17, como A, (G?) < 2A+4 = 6+4 = 10, entao A(G) < xu(H?) -1 <

Ay(GH —-1=09. O

V N @ @ V e & Ve e

Figura 6.20: Quando A = 3, v tém no maximo 4 vértices a distancia 2
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Teorema 6.17 (*) O limite superior para o span de \-coloragdes dtimas na classe

dos grafos linha é ©(A?).

Prova. Seja G = L(K,) o grafo linha de um grafo completo K,,. Entéo |V(G)| =

|E(K)| = "22_", A(G) = 2n — 4 (cada aresta em K, é adjacente a outras 2n — 4

arestas) e G é didmetro 2, isto porque o grafo é completo, sendo toda aresta e de

K, adjacente ou & distancia 2 de outra aresta em K,,. Com isso, A(G) > ”22_ n_ 1=

CORCON

2 . .. . ~
1= %. Ou seja, o limite superior para o span k de A-coloragoes

‘e . , A2 2 A
4timas para a classe dos grafos linha é A—gm <k< %. O

6.3.1 Grafos quase linha

Definig¢do 6.5 (*) Um grafo @ é quase linha se for possivel adicionar arestas em

@ de forma que o grafo resultante H seja grafo linha com A(H) = A(Q) + p, onde
2 _
w < A(Q)2

Teorema 6.18 (*) Para um grafo quase linha Q, 0 <p < —A(Ql);\z/_;ﬁ-

Prova. Seja H o grafo linha obtido a partir de ) adicionando arestas de forma que
A(H) = A(Q) + p seja minimo.
Sabe-se que %?(H)_—Q < AQ? e AH) = A(Q) + p, entéo

(AQ)p )2+§(A(Q)+p =2 < A(Q)?. Para encontrar o intervalo de possiveis valores de p é

necessério obter as solugoes da equacgio 0 < A(Q)2+(—2p—4)A(Q) + (—p? —4p+2).
AQ) = (2p+4):l:\/(—2p—§)2—-4(—p2—4p+2)
AQ)=(p+2)t/2(p®> +4p+1) (sendo p® +4p+1 < (p+2)?)
Entdo, A(Q) < (p+2) —/2(p+22=0e A(Q) > (p+2)+ +/2(p + 2)?

AQ) > p(1+V2)+2+2v2

A(Q)—2—2v2
PSSR 8

Por exemplo, valores de p para grafos quase linha @ com A(Q) = 100:
100-2—-v2 _
Ou seja, se for possivel transformar um grafo quase linha @ com A(Q) = 100

em um grafo linha H adicionando arestas de forma que A(H) < 139, entdo

MQ) < AQ)~
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6.4 Grafos split

Nesta secao é apresentado um limite superior para o span de A-coloragoes 6timas
na classe dos grafos split. O primeiro limite para esta classe foi obtido indiretamente
por Sakai [59], quando esta forneceu a prova do limite de (A + 3)* para grafos
cordais. Posteriormente, outro limite foi proposto por Bodlaender et al. [6] e depois
melhorado em Bodlaender et al. [7] passando de A'® + 2A + 2 para AN + 2A,
isto especificamente para a classe dos grafos split. E, mais recentemente, este limite
foi reduzido para E%w (na a casa dos 0.41A'5 + O(A)), resultado obtido por
Krél [42] para os grafos cordais. O nosso resultado reduz o limite superior para o
span de A-coloragoes Otimas nos grafos split e comprova a conjectura de Griggs e
Yeh 3.1 e a conjectura de Krél [42] (para a classe dos grafos cordais) para a classe

dos grafos split.

Conjectura 6.19 (Krdl [42] - 2005) Eziste k-\-coloragdo para grafos cordais com

k<22 1 0(A).

Defini¢do 6.6 (*) Seja G = (V, E) um grafo split e V = (K, I) uma parti¢ao dos
vértices de G tal que os vértices de K sdo formados pelo maior subgrafo completo de
G e os vértices de I sdo um conjunto independente. Um grafo G, é split condensado
se este é obtido a partir de G condensando vértices & distdncia 3 recursivamente,
até o grafo ter didmetro 2. Ou seja, se G tem dois vértices u e v & distancia 3, retire
os dois vértices, adicione um vértice uv com todas as adjacéncias de u e v, obtendo
um novo grafo G', e continue este processo até o grafo se tornar didmetro 2, neste

caso, G’ é um split condensado de G.

Teorema 6.20 (*) Seja G = (K, I, E) um grafo split e G, = (K., I, ;) um grafo
split condensado obtido a partir de G, G, continua sendo split e A(G) = A(G,).

Prova. Em um grafo split G, todo vértice v com g(v) = A pertence a um maior
subgrafo completo. Suponha, por absurdo, que v pertenca a um vértice do conjunto
independente que nao faga parte de um maior subgrafo completo. Entéao v é adja-
cente a A vértices em K, e todos os A vértices em K sdo adjacentes entre si. Ou
seja, os vértices y € K tém grau A, formando com v um maior subgrafo completo

em (G, uma contradiggo.

123



Sejam u e v dois vértices em I com distancia 3. Entdo u e v ndo sdo adjacentes
a um mesmo vértice (sendo distAncia de u e v seria 2). O vértice uv é adjacente
aos mesmos vértices de K que u e v eram e continua ndo sendo adjacente a todos
os outros vértices em I, ou seja, o grafo G', obtido por esta condensagao, continua
sendo split e, consequentemente, G, também.

Ao condensar os vértices v e v pertencentes a I, K, = K (j4 que ambos nao
fazem parte de K). Como os vértices u e v estdo a distancia 3 em I, estes nao
sao adjacentes a um mesmo vértice em K. Ou seja, os graus dos vértices em K,
continuam os mesmos graus que em K, pois toda aresta incidente a um vértice em
K continua incidente ao mesmo vértice em K. (o que muda s@o as incidéncias das
arestas em I, onde agora as arestas incidentes a % ou a v séo incidentes a uv como

ilustrado na figura 6.21).

Figura 6.21: Grafo split G e grafo split condensado G

Apbés condensar os vértices u e v, todo vértice z € V(G') com z # {u, v} continua
com o mesmo grau que tinham em G, sendo g(z) < A(G), onde algum vérticey € K,
tem grau g(y) = A(G), j4 que em um grafo split, todo vértice com grau A pertence
a0 maior subgrafo completo. O vértice uv é adjacente a no maximo todos os vértices
de K, e, como |K,| = |K| < A(G), entdo g(uv) < A(G). Logo, A(G) = A(G) e,
consequentemente, A(G.) = A(G). O

E interessante verificar que existem diversas formas dos vértices de [ serem con-
densados e, cada uma delas pode fornecer uma atribuigdo de cores diferente e que
respeita uma A-coloragdo. Entretanto, como serd verificado a seguir, em todas estas
existe um limitante em |I |, o que nos fornece um limite superior para o span de

uma, A-coloragao 6tima para grafos nesta classe.
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Teorema 6.21 (*) Se G = (K,I,E) é um grafo split e G, = (K, I., E.) € um
grafo split condensado oblido a partir de G com |I)| = p e |K.| = w, entdo

w (*37) > ()

Prova. Como G, é didmetro 2, entdo todo par de vértices em G, tem distincia
menor ou igual a 2. Como I, é um conjunto independente, entdo todo par de
vértices em I, tem distancia igual a 2.

Seja x e y dois vértices em I, se estdo a distancia 2 entdo sdo adjacentes a um
mesmo vértice em K,.. Suponha, por absurdo, que ndo. Entdo z e y sdo adjacentes
apenas a vértices ' € K, e 3y € K, onde z’' # 1/, entao o menor caminho entre z e
y é do tipo (z, 7', ¥, y), onde z e y t&m distancia 3, uma contradicao.

Se |I.| = p, existem () pares de vértices em I, que estdo & distancia 2 entre si,
onde estes pares tém que ser cobertos por vértices em K. Ou seja, para cada par
de vértices z e y de I, existe vértice z em K, onde 2z € E, e yz € E,.

Para encontrar o niimero maximo de vértices de I, basta verificar o nimero
méximo de vértices que podem ser cobertos pelos vértices de K, onde |K,| = w.

Cada vértice y € K, tem no mdximo A — w + 1 arestas adjacentes a vértices
em I, e w — 1 arestas incidentes a vértices em K,. As arestas incidentes a K, nao
influenciam na cobertura de vértices & distancia 2 em I, (um par de vértices em I,
para ser coberto, precisa ser adjacente a um mesmo vértice em K., as arestas entre
vértices de K, ndo cobrem nenhum desses pares).

Entao, para cada vértice y € K., existem no maximo A — w + 1 arestas que
cobrem vértices em I, e o nimero maximo de vértices de I, cobertos por estas
A —w+1 arestas é (A_;’H). E necessério que o niimero de vértices em I, ndo seja
maior do que o niimero de vértices em I, que podem ser cobertos pelos vértices de

K., ou seja, w(A_;”H) > (g) O

[16A3 12472427
Teorema 6.22 (*) Para um grafo split G, \(G) < 1+ 5o +2A — 2.

Prova. Seja G = (K, I, E) um grafo split e G, = (K, I, E.) um grafo split con-
densado de G. Uma A-colorag@o de G, pode ser estendida a uma A-coloracio de G,
onde os vértices condensados em G recebem a mesma cor, o que pode ocorrer, ja

que estdo & distancia 3 entre si, entdo A(G) < A(Ge).
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Pelo Teorema 6.21, se |I.] =pe K. =w (onde 0 < w < A, j& que os vértices de
K, formam uma clique), entdo w(A_;”H) > ().

Pelo Lema 4.11, para qualquer grafo didmetro 2 G, N'(G) = M(G) < n+pv(GS)—
2. Se o grafo G, for g-partido, entdo pv(GS) < ¢ (j& que os préprios vértices de cada
parte formam uma partigdo de caminhos disjuntos no grafo complemento) e, pelo
Teorema 1.1, de Brooks, todo grafo a menos de ciclo impar e completo tem g < A. O
iinico grafo ciclo impar que é split é o C3, que é isomorfo ao K3. E, pelo Teorema 2.1,
tem-se A(G) < 2A para grafos completos.

Para os casos restantes, A = n + pv(G¢) — 2, onde n = p + w.

oo w(*3*) 2 (2)

(WA —w? +w)(A —w) > p* —p

wA? — w?A — WA+ Wi FwA —wr > p? —p

Seja f(w) = w® + w?(—2A — 1) + w(A?% + A), para encontrar o valor méximo
de f pode-se fazer uma andlise dessa fungdo. Quando w = 0, entdo f(w) = 0
e esta é uma das raizes dessa fungdo, o mesmo ocorre quando w = A. Sejam
fl(w) = 3w? + w(—4A — 2) + (A% + A) e f"(w) = 6w — 4A — 2 a primeira e a
segunda derivada da fungo f(w). Quando o valor de f”(w) é zero, encontra-se o
ponto de inflexdo dessa fungao, ou seja, onde a concavidade muda. Este ponto se

situa em 6w —4A—2 = 0, ou seja, w = 22+ Ao igualar o valor da primeira derivada
’ ) 3

a zero, encontra-se valores méaximos e minimos locais de f(w). Como ilustrado na

2A+41
3

<4 2841
, J& que o ponto ===

figura 6.22, o maior valor de f(w) ocorre quando 0 < w <
é de inflexd@o, e o valor da fungdo f(w) quando w = A é zero e, por causa disto,
a funcgdo tem um dos dois formatos apresentados na figura 6.22. E, em ambos, o
ponto f; (w), méximo da fungdo f(w), esta situado antes do ponto de inflexao.

Para f'(w) = 0, 3w? + w(—4A — 2) + (A2 + A) = 0.
w — (40+2)%4/(—4A-2)2-12(A2+A)
= - .

(2A41) + V16AZ4+16A+4—12A2-12A
3 6 :

w = 2A+Y) | VAAZAAL4
3 6 '

w =

w = EATDEVATLAT
= Y .

(2A+1)

35—, como ilustrado na

J& foi visto que o valor de w para f (w) é menor que

figura 6.22.
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Figura 6.22: Possiveis formatos dos graficos da funcao f

Verifica-se a fungéo f(w) = w(A —w + 1)(A — w) para os valores de w iguais a

A2 A-l & A4l o 842 apresentados na tabela 5.1.

3 * 3 »37 3
w f(w)
A—2 | 4A346A2_18A—20
3 27
A-1 4A346A2—6A—4
3 27
A 4A34-6A2
3 27
A+l 4A346A2-2
3 27
A2 4A346A2—-6A—4
3 27

Tabela 6.1: Valores da funcdo f(w)

Estes pontos caracterizam uma mudanga na fungéo f, sendo o valor méximo

desta fungao localizado entre os valores % e % de w. Como w, que representa

o tamanho de K, este tem que ser um ndmero inteiro. Com isso, um dos valores
localizados na tabela 5.1 representa o méximo da fungéo para valores de w inteiros, j4
que o maximo dessa funcio se encontra entre esses valores e w tem obrigatoriamente
um valor inteiro entre esses valores.

A
3

Entéao, no pior caso, o valor maximo da fun¢do f(w) é obtido quando w =

sendo f(w) = 4224642 E este valor limita o tamanho méximo de p.

27
4034642 2
27 Z =D
2 _ 4A346A2
02p"—p— 57~

16A34+24A2 427
. 144/ ettt

- 2

1+ /1643 424A2427
Ou seja, 0 <p < 27

2
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16A3424A24.27
B, A=n+po(G) —2<ptw+qg—2< V3T L 9A 2 0

Corolario 6.23 (*) O resultado do Teorema 6.22 fornece um limite superior para
o span de A-coloragbes dtimas nos grafos split melhor do que % +2A, previamente

desenvolvido por Bodlaender et al. [7].

Prova. Suponha, por absurdo, que p = 2‘/——A15 + A% 4+ 1, Entdo p(p — 1) =

(2\/_A15 + A0S 1)(2\/—&5 +A°5) - 4A3+4\/_A24;\/‘A1 5+A%8 4A3;76A2’ umas.

contradicao pelo Teorema 6.22.
Logop < 2/ZA L A0S ¢ \(G) < ntg—2 < BETAYY L A0S 19N 9 < AT2 4 9A,
para qualquer A (vide figura 6.23 para o grafico da funggo).

jf'
L

Figura 6.23: Verificacao que 0 < 0.115A5 — A0S . 9
Um valor aproximado para este limite pode ser dado por 0.385A5 + A5 1 2A -2,

O

Coroldrio 6.24 (*) A conjectura 8.1, de Griggs e Yeh, € verdadeira para a classe

dos grafos split.

Prova. Pelo Corolédrio 6.23, para grafos split, A(G) < 0.385A% + A®S + 2A — 2.
E, 0.385A15 + A%5 + 2A — 2 < A% para A > 3 (vide figura 6.24 para o gréifico da
fungdo). Para A = 2, pelo Lema 2.16, \(G) < A% d

Corolario 6.25 (*) A conjectura 6.19, de Krdl, é verdadeira para a classe dos

grafos split.
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ek

Figura 6.24: Verificacio que 0 < A% — 0.385A1° — A0S — 2A +2

Prova. Pelo Corolério 6.23, A\(G) < %+AO'5+2A—2. Como 2‘/??1'5 — 23A\/1;,

a nossa A-coloragao dos grafos split comprova a conjectura de Kral para a classe dos

grafos split, subclasse dos grafos cordais . (]

Conjectura 6.26 (*) A conjectura 6.19, de Krdl, pode ser provada para a classe

dos grafos cordais utilizando o resultado do Coroldrio 6.25.

Evidéncia. Na verdade, como a classe dos grafos cordais tem um esquema de eli-
minagdo perfeita, onde todos os vértices que sucedem outros na ordenacgdo deste
esquema de eliminacdo perfeita formam um subgrafo completo, pode-se tentar tra-
tar grafos cordais como varios tipos especiais de subgrafos split com algumas mo-
dificagBes, que continuam respeitando a conjectura de Krél [42] se as cores forem
atribuidas em uma certa ordenagdo. O problema é que existem vértices fora do
subgrafo que influem nos vértices que fazem parte do subgrafo. Para alguns ca-
sos, fazendo alteragoes nas ordenagoes do esquema de eliminagao perfeita, € possivel
verificar que a conjectura € verdadeira utilizando o resultado do teorema 6.22, mas
como ainda existem casos nao resolvidos, esta parte do trabalho nao fara parte deste

texto.

Teorema 6.27 (Bodlaender et al. [7] - 2004) Eziste grafo G = (K, I) na classe
dos split onde M\(G) > —é-\/gAlﬁ + 2.

Prova. Constréi-se um grafo split G com didmetro 2 onde |I| = A e |K| = %—l-l.

Com isso, A(G) > N(G) >n—12>L/2A15 4+ 2
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Seja G com %\/gAm vértices no conjunto independente /. Separe-os em %A
grupos, cada um com no méximo —g— vértices. Seja K = %-I—l. Existem no maximo
h@ pares distintos desses grupos. Para cada um dos pares desses grupos, um
vértice da clique é adjacente a todos os vértices desses dois grupos. Com isso, o grau

méximo desse grafo é A (cada vértice é adjacente a % vértices em K e adjacente a

20

+ Vértices no conjunto independente I). (|

no maximo

Teorema 6.28 (Bodlaender et al. [7] - 2004) O problema da A-coloragio para
grafos split é N'P-completo.

Prova. B feita uma generalizaggo da prova de N'P-completude do problema da
M-coloragdo, feita por Griggs e Yeh [28] e descrita na segao 2.5.

Seja F uma classe de grafos. Se para todo G € F a operagio de join de G
com um vértice v resultar em um grafo G’ € F e, se o problema de encontrar um
caminho hamiltoniano na classe dos grafos complemento de F for N/P-completo,
entdo o problema da A-coloragdo para a classe dos grafos F é N'P-completo. Isto
porque existe transformagao polinomial do problema de encontrar um caminho ha-
miltoniano na classe de grafos G° complementos de F para o problema de encontrar
uma (|V(G")|)-A-coloragéo do grafo G’ obtido pelo join dos grafos G € F com um
vértice v, como descrito no Teorema 2.19, e este problema estar claramente em NP.

Se for considerada a classe dos grafos split, adicionar um vértice universal a um
grafo split continua mantendo o grafo resultante na classe dos split e, encontrar um
caminho hamiltoniano na classe dos grafos formada pelos complementos dos grafos
da classe split é N'P-completo. Isto porque o complemento de um grafo split é um
grafo split (o conjunto de vértices que era independente em G vira completo em G¢
e o conjunto de vértices que era um completo em G vira um conjunto independente
em G°), ou seja, a classe dos grafos complementos dos split sao os préprios split e, o
problema de encontrar um caminho hamiltoniano em um grafo split é N'P-completo,
prova feita por Golumbic [24]. Entéo, o problema da A-coloragao para grafos split é

NP-completo. O

Definicao 6.7 Um grafo G é fortemente cordal se é cordal e para cada ciclo de
tamanho par com tamanho maior ou igual a 6 existe uma corda onde a distdncia no

ciclo entre os vértices extremos desta corda é par.
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Teorema 6.29 (Dahlhaus [60] - 1991) Um grafo G ¢ bipartido cordal se e so-
mente se o grafo obtido por transformar uma das partes de G em um completo é

fortemente cordal. Além disso, neste caso, G também serd um split.

Coroléario 6.30 (*) O problema da A-coloragdo para a classe dos grafos F, formada

pelos complementos dos grafos fortemente cordais, é N'P-completo.

Prova. O problema de encontrar caminhos hamiltonianos em grafos fortemente
cordais foi provado ser NP-completo por Muller [55]. Usando os mesmos argumentos
do Teorema 6.28, como adicionar um vértice universal em um grafo G na classe F
mantém G nesta classe e, como o problema de encontrar o caminho hamiltoniano
para a classe dos grafos complemento de JF, que sdo os grafos fortemente cordais,
é um problema NP-completo, entdo o problema da A-coloragéo para a classe dos

grafos que estdo em F e tenham um vértice universal também é N P-completo. [l

6.5 Grafos de permutacao

Nesta secao é apresentado um limite superior para o span de A-coloragoes 6timas
na classe dos grafos de permutagao. Este resultado é melhor do que os previamente
obtidos por Bodlaender et al. [7] para grafos de permutagio (A < 5A — 2) e Cala-
moneri [11] para grafos de co-comparabilidade (A < 4A + 1).

A seguir sao apresentados algumas propriedades dos grafos de permutacao.

Definicao 6.8 Um grafo G é de comparabilidade se existe uma ordenagao de seus
vértices vg, 1, . . ., Un_1, tal que para cada i < j < I, se v;v; € E(G) e vju € E(G),

entdo vy € E(G).

Definicao 6.9 Um grafo G é de co-comparabilidade se o seu complemento G é de

comparabilidade.

Teorema 6.31 (Dushnik e Miller [19] - 1941) Um grafo G € de permutagdo se

e somente se G € de comparabilidade e de co-comparabilidade.

Teorema 6.32 (Golumbic [24] - 1980) Um grafo G é de permutagdo se e somente
se é um grafo de intersecao de segmentos de retas que conectam duas retas paralelas

no plano.
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Para o resto desta segio, baseado no Teorema de Golumbic [24], usamos v tanto

para denotar um vértice quanto o seu segmento correspondente.
Teorema 6.33 (*) Para um grafo de permutagio G, M(G) < 4A — 3.

Prova. Se G n#o for didmetro 2, atribua cores aos vértices do grafo utilizando
o método de Kral e Skrekovski, apresentado no Teorema 3.17. Seja v um vértice
de G, os vértices adjacentes a v em G cruzam o segmento de reta v no modelo
de permutacdo. Seja X e Y a particio do conjunto de vértices adjacentes a v
em G definida como ilustrado na figura 6.25. Sejam eX e €Y os conjuntos de
vértices a distancia 2 de v que se situam a esquerda no modelo de permutagao e
que sdo adjacentes a vértices de X e Y, os conjuntos dX e dY s@o definidos de
maneira analoga, como ilustrado na figura 6.25. Para este caso, N1(v) = |X|+ Y]

e Na(v) < [dX] + |dY | + [eX] + |eY].

Figura 6.25: Modelo de interse¢cao de um grafo de permutagéo

Se X #£ 0eY # 0, existe um vértice adjacente a todos os vértices em Y, a
todos em eX e a v (0 segmento mais a esquerda em X tem essa propriedade). Como
este segmento é cruzado por no méximo A segmentos, tem-se [eX |+ |Y|+1 < A.
Analogamente |[dX|+|Y|+1 < A, [eY]+|X]|+1 < Ae|dY|+|X|+1 < A. Somando-
se as quatro inequagdes, obtém-se o niimero de vértices que estao a distancia 2 de v
mais duas vezes o nimero de vértices que sao adjacentes a v, [eX| + |[dX |+ [eY| +
|[dY |+ 2| X| + 2|Y| < 4A — 4. Ou seja, dy(v) < 4A — 4.

Se Y = 0 (o caso de X = § é andlogo), [eX|+1 < Ae|dX|+ 1< A, como
ilustrado na figura 6.26. Ou seja, |eX|+|dX| < 2A-2¢, d,(v) < 2X +|eX|+[|dX]| <
4A — 2. Entéo, pelo Teorema 3.17, AM(G) < x»(G?) -1 < A, — 1 <4A -3.

Se G for didmetro 2, suponha, por absurdo, que exista segmento j & distancia 2

de v & esquerda no modelo de permutagdo, que néo seja adjacente a algum segmento
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Figura 6.26: Modelo de intersegdo de um grafo de permutagao

[ de X (os segmentos que cruzam v), como ilustrado na figura 6.27. Como o grafo é
didmetro 2, é necessario que j e ! estejam & distancia 2, ou seja, existe segmento p
que cruza ambos. Sé que para isto, p também cruza o segmento v e faz parte de X,
ou seja, existe segmento em X que cruza todos os segmentos & distancia 2 de v &
esquerda no modelo, uma contradi¢gdo com a suposicdo. Para os vértices & distancia
2 a direita no modelo, a prova é anéloga. E, o mesmo vale para vértices & distancia
2 por segmentos que passem por Y. Entdo, existe segmento em X que é cruzado
por todos os vértices a distancia 2 de v por X e existe segmento em Y com a mesma,

propriedade.

Figura 6.27: Contradigdo em grafo de permutagio e didmetro 2

As possiveis representagoes de um vértice v em um modelo de permutacio de G
sao dadas na figura 6.28. No primeiro caso, dY e dX sdo vazios, sendo existiriam
vértices j e m a distancia 3, com j € eX, k€ X,l €Y em € dY, o caso em que
eY e eX sdo vazios é andlogo. Sendo [eX|+|Y|+1 < A (j4 que todos os segmentos
de eX e de Y cruzam algum segmento em X), Y|+ |X| +1 < A (j4 que todos os
segmentos de €Y e de X cruzam algum segmento de Y) e |[eX|+|eY|+2| X |+2|Y]| =
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2|N1(v)| + |No(v)] < 3A — 2. No segundo caso, |eX| + [dX|+1 < A (j& que
existe segmento de reta em X adjacente a todos os segmentos em eX e em dX).
Com isso, |eX| + |[dY| + 2|X]| = 2|Ni(v)| + |N2(v)] £ 3A — 1. Em ambos os
casos, se for utilizada a atribui¢do de cores do Teorema 3.12, de Chang e Kuo,

NG) < max{2IN(0)[ + [Na(w)]} < 38 1. O

Figura 6.28: Modelos de intersegao de grafo de permutacao e didmetro 2

Coroldrio 6.34 (*) A conjectura 8.1, de Griggs e Yeh, é verdadeira para a classe

dos grafos de permutagao.

Prova. No Teorema 6.33 foi estabelecido o limite superior para o span de
A-coloragbes G6timas nos grafos de permutagio de A < 4A — 3. Ou seja, para A > 3,
sempre existe cor para v no intervalo {0, ..., A2} se for utilizado o método de atri-

buicao de cores descrita. Para A = 2, pelo Lema 2.16, A < A2 (]

6.6 Cografos

Nesta secdo é apresentado resultado para o limite superior para o span de
A-coloragbes 6timas na classe dos cografos. Esta classe ja foi estudada por Chang e
Kuo [15], que estabeleceram algoritmo linear para encontrar uma A-coloragao 6tima.
Porém, nao foi feito um estudo no limite superior justo para o span de A-coloracoes

Gtimas nesta classe em relagao ao valor de A, o que é feito a seguir. Além disso, é
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apresentada a classe dos p-cografos conexos, onde a conjectura 3.1, de Griggs e Yeh,

é verdadeira para certos valores de p.

Teorema 6.35 (*) Para um cografo G, formado pelo join dos cografos Gy e Ga,

n=[V(G)] < 2A(G) = A(G1) = A(Gy).

Prova. A operagdo de join entre os grafos G; e G5 torna todos os vértices de
G adjacentes aos vértices de Gy e vice-versa. Entdo, A(G) = max{A(G:1) +

[V (G2)|, A(G2) + [V (G1)|}, como ilustrado na figura 6.29.

G

Figura 6.29: Obtencao do A de um cografo conexo

Como A(G) é o méximo entre A(G1)+|V(Gs)| e A(G2)+|V(G1)], entdo 2A(G)
A(Gy) + A(Gs) + V(G| + |[V(G2)|. E, como |V(G1)| + [V(G2)| = n, entdo n <
2A(G) — A(Gh) — A(Go).

v

O

Coroldrio 6.36 (*) Para um cografo G = G1 NGz, M(G) < 2A - A(Gh) —A(G) +
pu(G°) — 2.

Prova. Vale ressaltar que, para um cografo desconexo, esta prova pode ser aplicada
a cada componente conexa, obtendo o mesmo resultado para a componente conexa
com maior span.

O grafo G é didmetro 2, j4 que é obtido por uma operagao de join. Entao, todo
vértice estd & distdncia no méaximo 2 dos outros e N(G) = A(G). Pelo Lema 4.11,
MG) = X(G) = n+puv(G°) —2. E, pelo Teorema 6.35, n < 2A(G) — A(G1) — A(Gy).
d
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Teorema 6.37 (Chudnovsky et al. [16] - 2006) Um grafo G é perfeito se e
somente se G e G° ndo contém ciclos tmpares induzidos de tamanho maior ou igual

a .
Teorema 6.38 (Lovasz [48] - 1972) Todo cografo é perfeito.

Prova. Na verdade todo cografo é de permutacdo. Pode-se a partir da co-arvore do
cografo obter um modelo de permutagio, onde as folhas da co-arvore sao segmentos
de retas e, se o nd interno da co-arvore for uma operacdo de unido, os segmentos
representados por seus filhos sdo colocados um do lado do outro, sendo o nd interno
¢ uma operacao de join e os segmentos dos filhos se cruzam totalmente no modelo.

Como todo grafo de permutagéo é de comparabilidade e de co-comparabilidade
e, como grafos de comparabilidade ndo tém ciclo impar induzido com tamanho
maior ou igual a 5, sendio neste ciclo existem arestas %0 e v e néo existe aresta uy,
uma, contradicdo com o fato dos grafos de comparabilidade terem uma orientagdo
transitiva (existe ordenacdo onde se existem arestas uv e U9, existe aresta u_g}) Com
isso, grafos de comparabilidade ndo tém ciclo impar induzido maior ou igual a 5.
Como grafos de permutagio sao de comparabilidade e co-comparabilidade, ndo existe
ciclo impar de tamanho maior do que 5 e néo existe anti-ciclo {mpar maior do que

5 e, pelo Teorema 6.37, todo grafo de permutagdo é perfeito. 0O

Teorema 6.39 (*) Para um cografo G = G1 A Gz, M(G) < 2A.

Prova. Esta prova pode ser aplicada a cada componente conexa de um cografo,
sendo A o maximo span obtido entre elas.

Em G, o maior subgrafo completo com tamanho w(G) foi obtido a partir da
operagdo de join dos cografos Gi e Gy. Além disso, w(G) < A(G1) + A(Gs) + 2,
j& que todo par de vértices é adjacente em um subgrafo completo, e a operacio de
join de G e G néo alterou as adjacéncias entre vértices de G; e nem entre vértices
de G2. Como todo vértice em (i1 tem no méximo adjacéncia a A(Gy) vértices e
os de G a A(Gy) vértices, entao w(G) < A(Gy) + A(G2) + 2, como ilustrado na
figura 6.30.

Pelo Lema 4.12, para um grafo ¢g-partido, pv(G°) < ¢g. Pelo Teorema 6.38, todo

cografo é perfeito. Como G é perfeito, pelo Teorema 1.1, se G ndo é completo
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Figura 6.30: Maior subgrafo completo de um cografo

nem ciclo fmpar, entdo ¢ = x(G) = w(G). Quando G é completo ou ciclo impar,
pelos Teoremas 2.1 e 2.2, A(G) < 2A. Para os outros casos, pelo Coroldrio 6.36,
MG) <2A — A(Gh) — A(G2) + pu(G°) — 2 < 2A — A(G) — A(Gy) +w(G) — 2. E,
como w(G) < A(G1) + A(Gs) + 2, tem-se A(G) < 2A.

E interessante verificar que este limite é justo para esta classe de grafos, ja que

todo grafo completo K, é cografo e, pelo Teorema 2.1, A\(K,,) = 2A. O

Definigao 6.10 Um grafo G é threshold se este pode ser obtido a partir de operagdes
de join e unido de um grafo threshold com um vértice isolado ou se este é um vértice

isolado.

Um problema em aberto, proposto por Calamoneri [9], era encontrar o limite
superior justo para o span de A-coloragoes 6timas na classe dos grafos threshold,

uma prova para esta conjectura segue no Corolario 6.40.
Corolario 6.40 (*) Para um grafo threshold G, M(G) < 2A.

Prova. Sabe-se que os grafos threshold sdo uma subclasse dos cografos. Com isso,
pode-se afirmar que o limite superior para o span de A-colorages Gtimas nos cografos
também ocorre para os grafos threshold, sendo este limite dado pelo Teorema 6.39.
E, como todo grafo completo tem A = 2A e sdo threshold, fica verificado que este

limite é justo para esta classe. U
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6.6.1 Componente p-cografos

Definigao 6.11 (*) Um grafo G é componente p-cografos se os vértices de G podem

ser particionados em p cografos conexos.
Corolério 6.41 (*) Para um grafo G componente p-cografos, A(G) < p(2A+2)—2

Prova. Este Corolario segue do Teorema 6.39. Particione o grafo G em p cografos
conexos: G1,Ga,...,Gp. Pelo Teorema 6.39, A(G;) < 2A(G;), 1 < i < p. Como
toda componente conexa de um cografo tem didmetro 2, entao todos os vértices
destas componentes precisam de cores diferentes.

No pior caso, os p cografos tém todas as arestas possiveis entre seus vértices.
Como em cada componente os vértices ja tém cores diferentes, estas arestas nao
adicionam nenhuma restrigao entre vértices da mesma componente.

Atribua as cores aos vértices de cada cografo G; (1 < ¢ < p) em sequéncia, onde
cada componente comeca utilizando a ltima cor da anterior mais dois. Isto nos

fornece uma A-coloragéo para o grafo GG, onde:

M@) < [i(2A) +2] —2=p(2A +2) -2

=1

Corolério 6.42 (*)

Prova. Do Teorema 6.41, A(G) < p(2A +2) — 2. E, como p < A—z“l-,
MG)<2L2A+2)—2<A?-3 a

Na figura 6.31 é ilustrado um exemplo de um componente p-cografos G com

p=3e A =7 onde, pelo Coroldrio 6.42, \(G) < A? — 3.

6.7 Grafos Py-tidy

Nesta segao serd indicado como é possivel encontrar o span de uma A-coloragao
6tima para grafos Py-tidy em tempo linear.
Os Unicos métodos conhecidos para encontrar o span de uma A-coloragao 6tima

em tempo linear, além das classes mais simples como ciclos, rodas e completos, sao
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Figura 6.31: Exemplo de grafo componente p-cografos

para cografos (Chang e Kuo [15]), grafos grade (Calamoneri e Petreschi [9]) e grafos
chain (Araki [1]). Além desses, s6 foram desenvolvidos um algoritmo polinomial
para calcular o span de uma M-coloragio 6tima para &rvores (Chang e Kuo [15]),
que depois foi aprimorado por Hasunuma et al. [31], baixando sua complexidade
para linear e um algoritmo linear para os grafos p-quase arvores para. alguns valores
de p (Fiala et al. [21}).

Desta forma, é interessante apresentar um método para encontrar o span de uma
A-coloragao &tima, na classe dos grafos Py-tidy, super classe dos cografos, em tempo
linear. Além disso, o algoritmo apresentado nesta segdo obsoleta o algoritmo linear
aproximativo para grafos matrogénicos (Calamoneri e Petreschi [13]), j& que esta
classe tem como super classe os grafos Pj-estendidos, que por sua vez tem como
super classe os grafos Ps-tidy.

No final da segdo sdo apresentadas as modificagbes necessarias para, além de
encontrar o span de uma A-coloragao étima para os grafos Py-tidy, também encontrar
uma A-coloragdo com este span, tendo complexidades de tempo e espago lineares.

O algoritmo apresentado nesta segio é uma adaptago do algoritmo linear para
encontrar o nimero de caminhos disjuntos em grafos Py-tidy, feito por Giakoumakis,
Roussel e Thuillier [23], incluindo a verificagdo dos casos em que este algoritmo nao
fornece diretamente uma A-coloracio 6tima para os grafos Ps-tidy. Alguns conceitos

s80 necessarios e sdo definidos a seguir.
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Definicao 6.12 Um grafo G é aranha se o seu conjunto de vértices pode ser partici-
onado em 3 conjuntos (K, S, R), com |K| = [S| > 2 onde: os vértices de K induzem
um subgrafo completo em G, os vértices de S induzem um subgrafo independente
em G, os vértices de R (também chamado de cabe¢a) induzem um subgrafo qualquer
em G, existem todas as arestas entre vértices de K e R e; (i) existem |S| arestas
entre vértices de S e K referentes a uma correspondéncia entre os vértices de S e
os vértices de K (neste caso o grafo é chamado de aranha magra) ou (ii) existem
|S[(]S| — 1) arestas entre vértices de S e K sé faltando as arestas referentes a uma
correspondéncia entre os vértices de S e de K (neste caso o grafo é chamado de

aranha gorda).

Figura 6.32: Grafo aranha magra

Na figura 6.32 é apresentado um exemplo de um grafo aranha magra, onde exis-
tem arestas enfre todos os vértices em K e existem arestas entre todos os vértices de
K e R (existe alguma, liberdade poética para a elaboracao dessa figura, portanto al-
gumas arestas ocasionalmente podem ter sido omitidas, e o conjunto S estd dividido
em vérios vértices isolados). Para uma ilustragéo mais formal dos grafos aranha,
e para verificacao que o complemento de um grafo G aranha magra é um grafo G°¢

aranha gorda, e vice-versa, é dada a figura 6.33.

Definicao 6.13 Um grafo G é quase-ourigo do mar com cabe¢a ou quase-estrela do
mar com cabega se este for obtido de um grafo H (aranha magra ou aranha gorda,
respectivamente) com V(H) = (K, S, R), trocando-se um vértice v € K U.S por um
K, ou por um S; (mantendo as mesmas adjacéncias de v para ambos os vértices
novos). Os vértices novos do K3 ou do Sp pertencem ao conjunto do vértice que foi

trocado.
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Figura 6.33: Complementos de grafos aranha magra e aranha gorda

Definicao 6.14 Uma decomposicdo modular é uma particdo recursiva dos vértices
de um grafo em subconjuntos de vértices chamados de mddulos tal que para cada
médulo, todo vértice que néo pertenca ao médulo tem a mesma vizinhanga a todos
os vértices dentro do médulo. Um médulo M é chamado de forte se nio existe in-

tersegdo com outros médulos (s6 podendo conter ou ser contido por outros médulos).

Definicao 6.15 Os médulos fortes de um grafo G podem ser organizados em uma,
drvore de decomposi¢io modular, onde um médulo M’ é pai de um médulo M se
M C M'. Ou seja, as folhas dessas drvores representam subgrafos K; em G ¢ a raiz

representa o préprio grafo.

Teorema 6.43 (McConnel e Spinrad [50] - 1993) Uma drvore de decomposigio
modular de wm grafo G = (V, E) pode ser obtida em tempo O(|V| + |E|).

Teorema 6.44 (Giakoumakis, Roussel e Thuillier [23] - 1997) Um grafo ¢é
Py-tidy se, em sua drvore de decomposi¢io modular, os vértices de um mddulo forte
induzem um subgrafo: desconexo, complemento desconexo, aranha magra, aranha

gorda, quase-ouri¢co do mar com cabega, quase-estrela do mar com cabega, Ps, Ps,

Cs ou Kj.

Teorema 6.45 (Giakoumakis, Roussel e Thuillier [23] - 1997) A classe dos
grafos Py-tidy é hereditdria.

Teorema 6.46 (Giakoumakis, Roussel e Thuillier [23] - 1997) O ndmero
minimo de caminhos disjuntos pv(G) em que se pode particionar um grafo Py-tidy

G pode ser obtido em tempo linear.
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Como consequéncia do resultado do Teorema 6.46 pode-se construir um algoritmo
para encontrar uma A-coloragéo 6tima para grafos Py-tidy se forem tratados alguns

casos em especial.
Lema 6.47 (*) Os grafos Py-tidy sdo auto-complementares.

Se a mesma arvore de decomposi¢do modular for considerada, no grafo complemento,
cada moédulo forte desconexo vira complemento desconexo, cada aranha magra vira
aranha gorda, cada quase-ourico do mar com cabega vira quase-estrela do mar com
cabeca, cada Ps vira Ps, cada Cs vira Cs e cada K7 continua sendo o mesmo Kj e
vice-versa. Além disso, a relagdo de cada vértice fora do mddulo ter a mesma ad-
jacéncia a todos os vértices dentro de um médulo permanece. E, pelo Teorema 6.44,

o grafo G° é Py-tidy. Wl

Corolirio 6.48 (*) O span de uma A-coloracio dtima de grafos Py-tidy G, a menos
de grafos com componentes conezas que sejam grafos aranha magra ou quase-ourico

do mar com cabega, pode ser obtido em tempo linear.

Prova. Pelo Teorema 6.44, sabe-se que a raiz da drvore de decomposi¢ao modular
serd um grafo: (z) desconexo; (ii) complemento desconexo; (ii) aranha magra; (iv)
aranha gorda; (v) quase-ouri¢o do mar com cabega; (vi) quase-estrela do mar com
cabega; (vii) Ps; (viii) Ps; (iz) Cs; (z) KA.

Na figura 6.34 sdo apresentadas A-coloracdes Gtimas para os grafos Ps, Ps, Cs e

K, resolvendo os casos (vit), (viii), (iz) e ().

Figura 6.34: A-coloracdes 6timas para os grafos: Ps, P5, Cs e K1

Se o grafo G for desconexo, uma A-coloragdo 6tima é obtida como a unido das -

coloragoes dtimas de cada componente conexa €, como cada componente conexa de G
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é um grafo Py-tidy (a classe dos grafos Py-tidy é hereditaria segundo o Teorema 6.45),
ao obter o span de uma A-coloragao étima para cada componente conexa Py-tidy, o
méximo desses spans fornece o span de uma M-coloracao étima para o grafo G.

Pelo lema 6.47, o complemento de um grafo Py-tidy é um grafo Py-tidy.

Se o grafo for complemento desconexo, este foi obtido por meio de uma operacao
de join entre as componentes conexas de seu grafo complemento. Com isto, sabe-se
que este grafo é didmetro 2, sendo uma A-coloragido de GG equivalente a uma X-
coloragdo de G. Sabe-se, pelo Lema 4.11, feito por Chang e Kuo [15], que o span
de uma X-coloragio de um grafo G é dado por N(G) = n + pv(G°) — 2. Como
G°® é um grafo Pys-tidy, pelo Teorema 6.46, este é obtido em tempo linear. Logo,
AG) = N(G) também é obtido em tempo linear.

Como os grafos aranha gorda e quase-estrela do mar com cabega sao todos
didmetro 2 para K > 3 (segue trivialmente de que todo par de vértices em S
tém pelo menos um vértice em K em comum, todos os vértices em K sdo adjacentes
entre si, e todo vértice em R é adjacente a todo vértice em K), a obtengéo do span
de uma A-colorag@o 6tima desses grafos pode ser feita da-mesma forma que para
grafos complemento desconexo. Para K = 2 os grafos aranha gorda e quase-estrela
do mar com cabeca podem ser vistos como grafos aranha magra e quase-ouri¢o do
mar com cabega, respectivamente.

Faltam os casos em que a raiz da arvore de decomposi¢ao modular é um grafo
aranha magra ou quase-ourico do mar com cabega. Para esses casos € necessaria
uma andlise mais elaborada, que é feita nos Teoremas 6.50 e 6.51, utilizando-se o

Lema 6.49. O

Lema 6.49 (*) Seja G um grafo obtido por uma operagéo de join entre os vértices
de Gy e 0s vértices de Hy, subgrafo induzido didmetro 2 de um grafo Gy. Se existe
A-coloragdo para G1 onde os vértices de Hy recebem as mesmas cores que as de uma
A-coloragdo dtima de Hy e os vértices V(G1) \ V(Hi) ndo recebem nenhuma cor
maior que o span de Hi mais um, entdo essa \-coloracdo de G se estende a uma

das A-coloragdes dtimas de G.

Prova. No Lema 4.15, Chang e Kuo [15] provaram que para o join de dois grafos G4

e Go, N(G1AG2) = N(G1) + N(G2) + 2. Ou seja, é feita uma atribuicgo de cores de
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uma A'-coloragéo 6tima de Gy, uma cor nao é utilizada, e é feita uma atribuicio de
cores de uma N-coloragio Gtima de Gq, desconsiderando as cores {0, ..., N(Gq)+1}
(para isto basta somar o valor X'(G1) + 2 as cores da X'(Gz)-coloragéo de Gs).

O subgrafo induzido formado pelos vértices de Hy U G4 é o join destes dois
subgrafos, onde todos os seus vértices tém distancia 2 entre si. Neste caso, tem-se
MGHLUGy)) = N(G[H1U Gyq]) = N(Hy) + XN(Gs) + 2.

Com isso, pelo Lema 2.6, sabe-se que A(G) > XN (H;) + N(G2) + 2, j4 que G tem
um subgrafo que utiliza pelo menos este span.

Se existe uma A-coloracéo de Gy, onde os vértices de H; recebem a mesma, cor
que em uma A-coloracéio étima de Hi, e os vértices de V(G1) \ V(H;) recebem cores
com valores até X' (H1)+1, esta atribuicao de cores fars parte de alguma A-coloracéo
6tima de G.

Como H; é um subgrafo didmetro 2, A(H;) é igual a N (H;), e esta atribuicao
de cores dos vértices de G; pode ser estendida para uma A-coloragdo do grafo G
com MQG) = N(Hi1) + N(Gz) + 2 se os vértices de G receberem as cores de uma
XN-coloragdo de G somada da cor N(H;) + 2. Isto porque o subgrafo induzido
G[H1UG5] se comporta como um join entre dois grafos e os vértices de V(G1)\V (H;)
néo adicionam nenhum restrigao aos vértices de G, ja que estes s recebem cores em
{0,..., N(H1) + 1}. E, esta A-coloracio de G serd 6tima, j4 que existe um subgrafo

de G que precisa, no minimo, deste span O

Teorema 6.50 (*) O span de uma A-coloragdo 6tima de um grafo aranha magra

pode ser obtido em tempo linear.

Prova.

Seja G’ um grafo aranha magra tal que V(G') = (S', K’, R’). Para qualquer
vértice v’ € &', |Pro(v')] <3+ (|K'| — 1)+ |R/| (trés cores do vértice em K’ em sua
adjacéncia, |K'| — 1 dos vértices & distancia 2 em K’ e |R’| dos vértices em R’ que
estdo a distancia 2) e, em um intervalo de {0, ..., |K’| +|R/| + 2}, sempre existe cor
que pode ser atribuida a v respeitando uma A-coloragao.

O span necesséario para atribuir cores aos vértices do subgrafo induzido G'[K'UR/
é, pelo Lema 4.11, M(G'[K'UR']) = X(G'|K'UR]) = |K'|+|R'|+pv(G'[K' U R]) -2,

jé que este é formado por um join entre os subgrafos induzidos G'[K’] e G'[R/].
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Se |K'|+ |R| + pv(G'[K' U R']) — 1 > |K'| + |R| + 3, entdo sempre existem cores
em {0,...,N(G'[K'U R])} que podem ser atribuidas aos vértices de S’. Este caso
ocorre quando pv(G'[K' U RY) > 4.

Se pu(G'[K' U R']) < 4 (considerou-se interessante fazer a prova a partir de
»(G'[K'"UR) < 4 para facilitar o entendimento do Teorema, 6.51, mesmo esta,
prova podendo ser feita apenas para pv(G'[K’ U R']) < 3), entdo |K’| < 4, j& que
K’ é um subgrafo completo e existe um join entre elementos de K’ e R’ em G’. No
complemento do subgrafo G'[K’U R’] cada vértice em K’ corresponde a um caminho
disjunto, este sendo limitado por 4.

Se |K'| = 4 e py(G'[K' U R']) < 4, esse grafo aranha magra tem R = {, sendo
existe um completo de tamanho 5 em G'[K’U R'] que faz pv(G'[K' U R]) > 5. Uma

A-coloragfo 6tima para o grafo aranha magra com |K’| = 4 é dada na figura 6.35.

Figura 6.35: A-coloragdes Gtimas para grafos aranha magra onde 2 < |K'| < 4 e

R =0

Se |K'| = 3 e R = ), uma A-coloragio dtima é dada na figura 6.35. Para
R # 0, pelo Lema 6.49, se K’ for considerado como H; e R’ como Gy, como os
vértices de S utilizam no méximo a cor N'(H;)+1 e os vértices de Hy recebem cores
equivalentes a de uma A-coloragio 6tima de Hy, uma A-coloragdo de G'[H1UG3| pode
ser obtida como para um grafo complemento desconexo, utilizando o procedimento
descrito no Coroldrio 6.48, aonde os vértices de Hy vdo receber as cores {0,2,4} ou
{MG'[Hy U Gq]) — 4, A(G'[H1 U Gq]) — 2, \(G'[H1 U Gq])} (no segundo caso, basta
aplicar o Lema 2.12 e inverter a A-coloragdo), mantendo as cores dos vértices de S
como descritas na figura 6.35.

Se |K'| = 2 e R’ = {3, uma A-coloragao 6tima é dada na figura 6.35. Para R’ # 0,
se pu(G'[R']) > 2 existe uma cor ¢ ndo utilizada em uma N-coloragio 6tima de R/,
e uma, A-coloracao 6tima para o grafo G’ é dada na figura 6.36, mantendo o mesmo

span de uma A-coloragdo étima de G'[K’ U R'], que pode ser calculado como o de

145



um grafo complemento desconexo, como descrito no Corolario 6.48.

Figura 6.36: A-coloragoes dtimas para grafos aranha magra onde |K'| =2e R # 0

O que falta ser analisado para os grafos aranha magra é quando |[K'| = 2 e
pu(G'[R']) = 1. Neste caso, em uma X-coloragdo étima para R’ todas as cores em
{0,...,|R'| — 1} séo utilizadas injetivamente por vértices de R’

Suponha que exista A-coloragao étima para G’ onde dois vértices de G’ recebem
a mesma cor. Os Unicos dois vértices & distancia 3 em G’ sao os dois vértices de
S’. No melhor caso, os vértices de K’ proibem 4 cores aos vértices de R’, e a cor
dos vértices S’ é diferente dessas 4 cores (j4 que os dois vértices tém a mesma cor
e sdo adjacentes a vértices de K’), ou seja, existem 5 cores proibidas para R’ e,
como sao utilizadas no minimo |R’| cores em uma A-coloracio de R', no total séo
utilizadas |R/| + 5 cores em uma A-coloragdo do grafo G’ onde vértices de S’ tém a
mesma cor. Se os vértices de S’ recebem cores diferentes, entdo sdo necessarios pelo
menos |R'| + 4 cores, j& que sdo necessdrias |R/| cores para os vértices de R’ e todas
elas tém que ser diferentes das 4 cores dos vértices de K’ e §’. Uma A-coloragéo
de G’ com este ntimero de cores (no intervalo {0,...,|R/| + 3}) pode ser gerado
da seguinte maneira: (i) encontre uma A-coloragao étima de K3 A R’ como descrito
no Coroldrio 6.48 para grafos complemento desconexo; (ii) complete as cores dos

vértices de K’ e S’ segundo a A-coloracao da figura 6.37. O

Teorema 6.51 (*) O span de uma A-coloragio dtima de um grafo quase-ourigo do

mar com cabe¢a pode ser obtido em tempo linear.

Prova. Seja G” um grafo quase-ourico do mar com cabeca com V(G") =
(8", K", R"). Seja v € S” o vértice que foi substituido por: (i.a) um Sy ou; por (i.b)
um K. Ou, seja w € K" o vértice que foi substituido por: (ii.a) um Sy ou; por
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IR[+2

Figura 6.37: A-coloragfes Gtimas com span |R/| 4+ 3 para grafos aranha magra onde

|K'| =2, R # 0 epv(G[R]) =1

(i.a) No pior caso, se v € S”, entdo |Pro(v)| < |R"| + |K"| + 3. E, quando
N[K"UR"|4+1 = |K"|+|R"|+pv(G"[K" U R"]) —1 > |R"| + | K"| + 4, sempre existe
cor para ser atribuida aos vértices de S”. Ou seja, quando pv(G'[K” UR"]) > 5 o
span de uma A-coloragdo étima de G” é dado por N (G"[K" U R"]).

Quando pu(G"[K" U R"]) < 4, sabe-se que |K”| < 4. Para |K"| =4, R" = () ou
pu(G"[K" U R"]) > 5 e, uma A-coloragio étima. deste grafo é dada na figura 6.38

Figura 6.38: A-coloragtes étimas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (i.a)

onde 2< |[K"|<4eR'"=10

Para |K"| = 3 e R” = ) uma A-coloragao 6tima é dada na figura 6.38. Para
R" # () uma A-coloracao de K” U S” é dada na figura 6.39, onde os vértices de K"
recebem a mesma cor que em uma A-colora¢io 6tima de K” e os vértices de S” sé
recebem cores no intervalo {0, ..., N(G"[K"])+1}. Com isto, pelo Lema 6.49, o span
de uma A-coloragao étima de G” serd o mesmo que para o subgrafo G'[K”UR"], que
pode ser obtido como descrito no Corolario 6.48, ja que este é um grafo complemento
desconexo.

Para |K”| = 2 e R” = () uma M-coloragao 6tima é dada na figura 6.38. Para
R" B, como pv(G"[K" U R"]) < 4, entdo 1 < pu(G"[R"]) < 2.

Se pv(G"[R"]) = 1, suponha que dois vértices de S” recebam a mesma cor,

entao esta cor é diferente das 4 cores proibidas por vértices de K”, ji que ambos
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Figura 6.39: A-coloragoes Gtimas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (i.a)

onde |K"|=3e R"#£ 10

os vértices de S” s@ao adjacentes aos vértices de K”. Com isso, existem pelo menos
5 cores proibidas para os vértices de R”. Se todas as cores de S” sdo diferentes,
existem também pelo menos 5 cores proibidas para R”. Ou seja, A\(G") > |R"| + 4.
Na figura 6.40 é apresentada uma A-coloragdo 6tima para este caso, onde o span é

|R"| + 4.

JR"[+3 O /R")[:—4 7
< {BRM }

>
e e

Figura 6.40: A-coloragdes Gtimas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (i.a)

onde [K"| =2, R" # 0B e pv(G"[R"]) =1

Se pu(G"[R"]) = 2, da mesma forma que para pv(G”[R"]) = 1, se existem dois
vértices em S” com a mesma cor ou se todos tém cores diferentes implica que A(G”) >
|R”| + 4. Na figura 6.41 sfo apresentadas A-coloragdes Gtimas para este caso, onde

o span é |R"| + 4.

IR1*+3 O /R./+4 1

LR RN

e

e

Figura 6.41: A-coloragdes Gtimas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (i.a)

onde |K”| — 2, R// 75 @ e p'l)(G"[R”]) =92
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(i.b) No pior caso, se v € S”, entdo |Pro(v)| < 6 + (|K"| — 1) + |R"|. Para os
casos em que (K" UR")+1 = |K"| +|R"| + pv(K"UR") — 1 > |K"| + |R"| + 6
sempre existem cores para os vértices de S” utilizando-se o span de A(G"[K” U R"]),
subgrafo de G". Isto ocorre quando pv(G”[K” U R"]) > 7. Portanto, sé é preciso
verificar os casos em que |K"| < 6.

Para |[K”| = 6 e pu(G"[K"UR'"]) < 6, R” = () e A-coloracdes 4timas para
5 < |K"| <6 e R = sdo dadas na figura 6.42.

Figura 6.42: A-coloragdes étimas para grafos quase-ourico do mar com cabega (i.b)

onde 5< [K"|<6eR'"={

Nos casos em que 2 < |K"| <4 e R" = () pode-se obter M-coloracbes étimas para
estes grafos utilizando as mesmas coloragoes dadas na figura 6.38 sem desrespeitar
nenhuma restrigéo.

E, quando 3 < [K”| < 5 e R" # §, o Lema 6.49 nos diz que A(G") = A\(G"[K" U
R"]) segundo as A-coloragGes da figura 6.43 e, a A(G"[K” UR"]) pode ser obtida como

descrito descrito no Corolario 6.48 para o caso dos grafos complemento desconexo.

Figura 6.43: A-coloragdes 6timas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (i.b)

onde 3<|K"|<b5eR"#£0
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Quando |K"| = 2 e R” # 0, como o caso (i.a) é subgrafo do caso (i.b), pelo
Lema 2.6, o span para este caso serd maior ou igual ao do caso (i.a), onde |K"| = 2
e R” # 0. Com esta informagao, pode-se obter A-coloracées étimas para os casos
em que 1 < pv(G”[R"]) < 2 como dadas na figura 6.44. Para os casos em que
3 < pu(G"[R"]) < 4, existem pelo menos duas cores ¢; e ¢y com diferenca pelo
menos dois que nao sdo utilizadas por vértices de G"[R"] em uma N-coloragio de
G"[R"] e, uma A-coloragéo Stima para o grafo G” é dada na figura 6.45. Neste caso,
span de G é igual ao do subgrafo G"[K” U R"], que pode ser obtido como descrito

no Corolario 6.48 para o caso dos grafos complemento conexo.

IR"[+3 IR"[+3

,,,,, 41

Figura 6.44: A-coloragdes 6timas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (i.b)

onde [K"| =2, R"# 0 e 1 < pv(G"[R"]) < 2

4

R+ 3

Figura 6.45: A-coloragdes 6timas para grafos quase-ourigo do mar com cabeca (i.b)

onde |[K"| =2, R"# 0 e 3 <pv(G"[R"}) < 4

(ii.a) No pior caso, se v € S”, entdo |Pro(v)| < 6 + (|K”| — 2) + |R"|. E,
quando X(G"[K"UR")) +1 = |K"|+|R"|+pv(G"[K" UR"]) —1 > |R"| + |K"| +5,
sempre existem cores para os vértices de S” utilizando-se span N (G"[K” U R"). Ou
seja, quando pv(G”[TUR’]) > 6 o span de uma A-coloragio 6tima de G” é dado
por NX(G"[[K" U R"]), que pode ser calculado utilizando-se o método para grafos
complemento desconexos, descrito no Corolério 6.48.

Nos casos em que pu(G"[K” UR"]) < 5, 3 < |K”| < 6. Isto porque [K"| > 7

obriga pu(G"[K"” U R"]) > 6, e este grafo foi obtido de um grafo aranha magra H
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com partigio de vértices (K, R,S), onde o vértice trocado por um S, foi algum de
K, sendo ambos os novos vértices pertencentes ao conjunto K” e, como |K| > 2 por
defini¢ao, entao |K"| > 3.

Para |K”| = 6, como pu(G'[K" UR"]) < 5, R" = 0. E, A-coloragdes étimas
para grafos grafos quase-ourigo do mar com cabega onde 3 < |K”| < 6 sdo dadas na

figura 6.46.

Figura 6.46: A-coloragoes dtimas para grafos quase-ourico do mar com cabega (ii.a)

onde 3< |K"|<6eR"=10

Nos casos em que 4 < |K”| < 5 0 Lema 6.49 nos diz que AM(G”) = M(G"[K"UR"])
segundo a coloragdo da figura 6.47 e, a A(G"[K”UR"]) pode ser obtida como descrito

descrito no Corolério 6.48 para o caso dos grafos complemento desconexos.

Figura 6.47: A-coloragbes 6timas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (ii.a)

onde 4 < |K"|<5eR'"#0

E, quando |K"| = 3, os 3 vértices de K” proibem pelo menos 5 cores em vértices
de R" e, consequentemente, A(G") > X (R")+5. Uma A-coloragéo étima de G” com

este span é dada na figura 6.48.
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veRs o Cgh™

Figura 6.48: A-coloragbes Gtimas para grafos quase-ourigo do mar com cabega (ii.a)

onde |K"| =3 e R"# 0

(i1.b) No pior caso, o nimero maximo de cores proibidas para este caso ¢ igual
ao do caso (ii.a). E, pelo mesmo motivo de (ii.a), pode-se calcular em o span de
uma A-coloragdo Gtima para esse caso quando pv(GY[K" U R"]) > 6.

S6 faltam ser verificados os casos em que pv(G”[K" U R"]) < 5,3 < |K”| < 6. Na
figura 6.49 sdo apresentadas A-coloragGes Gtimas para os casos em que 3 < |K”| < 6

e R" = (.

Figura 6.49: A-coloragoes Stimas para grafos quase-ourico do mar com cabega (ii.b)

onde3< |[K"|<6eR'=0

Quando R” # ), pelo Lema, 6.49, baseando-se na A-coloracdo dada na figura 6.49,
onde os vértices de K” recebem as mesmas cores de uma X'-coloragéo de G"[K"] e
os vértices de S” recebem cores no intervalo {0, ..., N(G"[K"]) + 1}, pode-se obter
o span de uma A-coloragao 6tima em tempo linear. Para isto, basta calcular o span

do subgrafo G"[|K” U R"] como descrito no Corolério 6.48 para grafos complemento
g
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desconexos. O

Giakoumakis, Roussel e Thuillier ndo deram o Corolario 6.52, mas como em seu
algoritmo para encontrar o nimero de caminhos disjuntos foi deixado explicitamente
especificado quais sdo estes caminhos disjuntos em cada um dos possiveis médulos
fortes da arvore de decomposigao modular, este resultado pode ser obtido trivial-
mente armazenando esses caminhos disjuntos em um grafo auxiliar (utilizando listas
de adjacéncia), contendo n vértices e, no méximo n — 1 arestas, correspondente aos
caminhos disjuntos do grafo Ps-tidy que sao tratados. Neste corolario s6 é explicado
como encontrar e armazenar esses conjuntos de caminhos disjuntos, para uma prova
mais detalhada da corretude da escolha desses caminhos, se necessdria, esta pode

ser vista no artigo de Giakoumakis, Roussel e Thuillier [23].

Coroldrio 6.52 (Giakoumakis, Roussel e Thuillier [23] - 1997) Pode-se obter
0 conjunto dos caminhos disjuntos (que correspondem ao nimero minimo dos cami-

nhos disjuntos) de um grafo Py-tidy com complezidade de tempo e espago lineares.

Prova. Primeiro o algoritmo para determinar o valor do nimero minimo de ca-
minhos disjuntos pv é utilizado, obtendo esses niimeros para cada um dos médulos
fortes na arvore de decomposi¢ao modular.

A anélise para os casos de join ou unido de maddulos fortes sdo tratados como
operagOes binérias (se existirem mais de um médulo sendo unido ou sendo obtido por
uma, operacéo de join basta trata-los, recursivamente, em vérias operagdes binérias).

Se o médulo forte na arvore de decomposicdo modular é obtido a partir de uma
operagdo de unido de dois grafos G e Gq, entéo o conjunto dos caminhos disjuntos
serd a unifio desses caminhos disjuntos de ambos os grafos, ja& que nenhuma aresta
foi adicionada entre os grafos, estes se mantém.

Se 0 médulo forte na arvore de decomposi¢do modular é obtido a partir de uma
operacao de join de dois grafos G; e Gs, entdo o niimero minimo de caminhos
disjuntos ¢é pv(G1 A Gz) = max{pv(Gs) — [V(G1)|,pv(G1) — |V(G2)|,1} (esta prova
jé foi feita no Lema 4.16) e, o conjunto dos caminhos disjuntos é obtido dependendo
deste méximo. Se for o primeiro caso, escolhe-se 2|V (G)| caminhos disjuntos em
pv(G2) e una-os, dois-a~dois, por algum de seus extremos com um vértice de G;. O

segundo caso é anédlogo. Para o terceiro caso, todos os vértices de G; U Gy fazem
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parte de um caminho no conjunto dos caminhos disjuntos (onde os extremos sio
dados por dois vértices extremos de caminhos do grafo que tenha maior niimero de
vértices, se os grafos tém o mesmo ndmero de vértice, os extremos deste caminho
sao dois vértices quaisquer desde que um de cada grafo). Os trés casos podem ser
observados na figura 6.50 (a), (b) e (c), respectivamente, onde as arestas em negrito
sao atribuidas ao grafo auxiliar. A complexidade de tempo serd dominada em: (a)
(respectivamente (b)) pela necessidade de escolher 2|V (G;)| (2[V(Ga)|) extremos de
caminhos de G2 (G1) quaisquer e uni-los dois-a-dois utilizando vértices de G4 (Ga),
removendo as arestas de G1 (Gz), este passo tem complexidade O(|V (G4)|+|V (G2)|);
(c) é necessério verificar a retirada de O(|V(G1)| + |V (Gs)|) arestas de Gy e G e a
adigdo das arestas alternando entre os vértices desses dois grafos ao grafo auxiliar,
o que pode ser feito com complexidade O(|V(G1)| + |V(G2)|). Como ao tratar este
mddulo forte estdo sendo consideradas O(|V(G1)||V(G2)|) arestas proveniente do
join entre esses dois grafos que ainda ndo foram consideradas na complexidade do

algoritmo, este permanece linear.
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Figura 6.50: Caminhos disjuntos em um join de dois grafos

Para os casos em que o médulo forte vizinhanga M’ for uma aranha magra,
aranha gorda, um quase-ouri¢o do mar com cabeca ou uma quase-estrela do mar
com cabecga, os caminhos sdo dados de forma que nenhum deles altera caminhos
j4 descritos no grafo auxiliar. Os caminhos sdo fornecidos explicitamente em cada
caso, onde a complexidade para adicionar estes caminhos é da ordem O(| K|+ |S]+

[R|), entretanto é necessdrio distribuir os vértices de K e S de forma a caracterizar
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estes tipos de grafos, isto pode ser feito se para cada vértice de K e S, as suas
adjacéncias forem observadas, este passo de caracterizagio destes tipos de grafos tera
complexidade O(| K|?+|K]||R|). Como ao tratar o médulo forte M’ sdo acrescentadas
O(|K|? + |K||R|) arestas ainda ndo consideradas na complexidade deste algoritmo,
este permanece linear.

Se o mddulo vizinhanca for um grafo aranha gorda G = (K, S, R), se R ¢ vazio,
entdo todos os vértices fazem parte de um caminho. Se R néo é vazio, entao esco-
lha um caminho disjunto de R e acrescente todos os vértices de K e S, formando
o caminho da figura 6.51, onde as arestas em negrito sdo acrescentadas ao grafo

auxiliar.

Figura 6.51: Caminhos disjuntos em um grafo aranha gorda

Se 0 médulo vizinhanga for um grafo aranha magra G = (K, S, R), entdo pv(G) =
pv(R) + max{0, [w] }. E, como pode ser visto na figura 6.52, cada caminho
disjunto em R cobre dois vértices em K e dois vértices em S. Para cada caminho
disjunto em R, escolha quatro vértices (dois de K e os dois de S, que tenham a
correspondéncia a esses vértices de K) e acrescente-os ao conjunto de vértices dos
caminhos disjuntos de R. Quando 2|K| é maior que pv(R), os caminhos disjuntos
de R nao cobrem todos os vértices dos grafos aranhas, e é necessario acrescentar
caminhos disjuntos de tamanho 4 (dois vértices de S e os dois vértices de K e, se
| K| for um ndmero fmpar, é adicionado um caminho disjunto com um vértice de K
e outro de S, respeitando a correspondéncia), como descrito na figura 6.52, onde as
arestas em negrito sdo atribuidas ao grafo auxiliar.

Se o mdédulo vizinhanga for um: Ps; Ps; Cs; ou um K, esses grafos tem um
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Figura 6.52: Caminhos disjuntos em um grafo aranha magra

caminho hamiltoniano e, trivialmente, existe um caminho disjunto que passa por
todos os seus vértices.

Se o moédulo vizinhanga for um grafo quase-ourico do mar com cabeca
G = (K, S, R), entdo a obteng¢ao do conjunto de caminhos disjuntos é divido em
4 subcasos:

(a.1) Sy substitui um vértice de S. Se [K| = 2, os caminhos disjuntos sdo dados
como ilustrado na figura 6.53(a). Se |K| > 2, calcula-se o conjunto de caminhos
disjuntos como se fosse uma aranha magra (néo considerando os vértices de Sy nem
o vértice de K que seja correspondénte), e depois o caminho formado por Sy e o
vértice em K, que seja correspondénte, ¢ incluido. Como ilustrado na figura 6.53(b),
onde as arestas em destaque sao atribuidas ao grafo auxiliar.

(a.2) Ky substitui um vértice de S. Obtém-se o conjunto de caminhos disjuntos
como se fosse uma aranha magra (néo considerando um dos vértices de K3), e depois
o vértice nao considerado € acrescentado como extremo do caminho que termina no
vértice de K> considerado, como ilustrado na figura 6.54, onde as arestas em negrito
sao atribuidas ao grafo auxiliar.

(a.3) |K| > 2pv(R) e um Ky ou um S; substituiu um vértice de K. O primeiro

caminho disjunto vai cobrir os vértices do Ky ou Sy, o vértice de K correspondénte
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Figura 6.53: Caminhos disjuntos em um grafo quase-ourigo do mar com cabeca onde

S, eS8

Figura 6.54: Caminhos disjuntos em um grafo quase-ourico do mar com cabeca onde

K, e S

157



a ambos, e mais 4 vértices, dois de K e dois de §, como ilustrado na figura 6.55,
os outros conjuntos de caminhos disjuntos vdo se comportar como se tivesse sendo
tratado um grafo aranha magra (estes caminhos podem ser especificados escolhendo
dois vértices em S que nao sejam correspondéntes a K, ou Sz, estes formam o
caminho disjunto em que K3 ou Sy fazem parte e, selecione outros pares de S como
sendo caminhos disjuntos contendo os vértices correspondéntes em K como vértices

internos).

-

Figura 6.55: Caminhos disjuntos em um grafo quase-ourigo do mar com cabega com

|K| > 2pv(R) e Ky ou Sy substituindo um vértice de K

(a.4) |[K| < 2pv(R) e um Ky ou um S, substituiu um vértice de K. Se |K| =3
os caminhos disjuntos podem ser distribuidos como ilustrado na figura 6.56(a), se
|K| > 4 estes podem ser distribuidos como ilustrado na figura 6.56(b), onde o
primeiro caminho cobre os vértices de Ky ou de Ss.

Se o mdédulo vizinhanga for um grafo quase-estrela do mar com cabega
G = (K,S,R) com |K| > 3, entdo a obtengdao do conjunto de caminhos disjun-
tos é divido em 3 subcasos (para os casos em que | K| = 2 estes podem ser tratados
como quase-ouri¢co do mar com cabega):

(b.1) Sy substitui um vértice de S. Obtém-se um caminho disjunto ¢ como
descrito na figura 6.57, os outros caminhos disjuntos sdo dados como todos os pro-

venientes de R.
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(@) (b)

Figura 6.56: Caminhos disjuntos em um grafo quase-ourigo do mar com cabega com

[K| < 2pv(R)

Figura 6.57: Caminhos disjuntos em um grafo quase-estrela do mar com cabega com

S, eS8

(b.2) Ky substitui um vértice de S. Obtém-se um caminho disjunto ¢ como
descrito na figura 6.58, os outros caminhos disjuntos sao dados como os outros
caminhos disjuntos provenientes de R que nio pertencem a c'.

(b.3) K3 ou S; substitui um vértice de K. Obtém-se um caminho disjunto ¢’
como descrito na figura 6.59 (as arestas entre os vértices de R e K que néo fazem
parte de ¢’ estdo sendo omitidas, mas continuam existindo todas as arestas entre
esses vértices), os outros caminhos disjuntos séo dados como os outros caminhos

disjuntos provenientes de R que n&o sdo pertencem a c”. O

Corolario 6.53 (*) Emiste algoritmo linear, em tempo e espago, para atribuir cores

aos vértices de um grafo Py-tidy respeitando uma A-coloragdo dtima se é possivel
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Figura 6.58: Caminhos disjuntos em um grafo quase-estrela do mar com cabega com

KyeS

Figura 6.59: Caminhos disjuntos em um grafo quase-estrela do mar com cabega com

Ky ou Sy substituindo um vértice de K

obter o conjunto dos caminhos disjuntos do grafo com complexidade de tempo e

espago lineares.

Prova. Pelo Corolério 6.52, é possivel obter o conjunto dos caminhos disjuntos do
grafo com complexidade de tempo e espago lineares. Entao, basta aplicar o método
descrito na volta da prova do Lema 4.11 para os casos em que o médulo raiz na arvore
de decomposi¢do modular ndo contém componentes conexas que sejam um grafo
quase-ourigo do mar, nem um grafo aranha magra. Para esses casos, pode-se obter
uma A-coloragao 6tima para estas componentes conexas, basta utilizar o método
descrito na volta da prova do Lema 4.11 para a atribuicdo de cores dos vértices

do subgrafo completo e da cabega dos grafos quase-ourigo do mar com cabega ou
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aranha magra, e utilizar a atribuigao de cores descrita nos Teoremas 6.50 e 6.51 para

os vértices restantes. ]

6.8 Resumo dos resultados nos limites superiores

Nesta secao é fornecida uma tabela comparando os resultados novos com os

antigos, quando estes existem.

Classes Limite antigo Limite novo
A<AT-A+2
bipartidos cordais .
(*)
A< A2

fracamente cordais
*)
A< min{&;‘—é—‘—g, A?}
*)
A< A?
*)
A < 0.409A + O(A) | X < 0.385A15 + 2A + A0S — 2

grafos linha

grafos quase linha

split

Krél [42] *
A<4A +1 A<4A -3
permutacao
Calamoneri [9] "
A=n+pv(G°) -2 A<2A
cografos
Chang e Kuo [15] (*)

componentes p-cografos

Tabela 6.2: Limites superiores novos para classes de grafos
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Capitulo 7

Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo principal apresentar de maneira sistemética os
resultados relacionados ao problema da A-coloragdao. Em especial, os relacionados ao
estabelecimento de limites superiores para o span de uma A-coloragéo étima, tanto
os ja conhecidos como novos. Desde os limites para classes mais simples até limites
mais complexos, incluindo os limites superiores de: Griggs e Yeh; Chang e Kuo;
Krél e Skrekovski; e Gongalves. E, foi feito um vasto estudo em classes especificas
de grafos, para viabilizar o desenvolvimento de novos limites superiores para algumas
delas. Além das provas por nés desenvolvidas o texto inclui provas feitas por terceiros
que estao diretamente relacionadas as provas de nossos resultados, onde estas foram
reescritas, simplificadas e comentadas.

Como consequéncia, limites superiores foram desenvolvidos para algumas classes
especificas de grafos, conseguindo provar, para estas classes, a conjectura de Griggs
e Yeh, de que em uma A-coloragio é possivel atribuir cores aos vértices do grafo
utilizando no maximo a cor A2,

Nesta dissertagao foram encontrados limites superiores para as seguintes classes:
grafos bipartidos cordais, grafos fracamente cordais, grafos linha, grafos quase-linha,
grafos componentes p-cografos. E, foram melhorados os limites superiores para as
seguintes classes: grafos split, grafos de permutacio e cografos (neste caso foi forne-
cido um limite superior alternativo). Em todas estas sendo verificado a veracidade
da conjectura de Griggs e Yeh [28]. Em resumo, apresentamos provas de que a
conjectura de Griggs e Yeh [28] é verdadeira para as classes de grafos da figura 7.1,

determinando limites superiores para classes ainda nfo estudadas ou melhorando re-
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sultados j4 estabelecidos por outros pesquisadores. Além disso, também foi provada

a conjectura de Kral [42] para grafos cordais, restrita a classe dos grafos split.

| componentes p-cografos
permutacao |

Figura 7.1: Classes em que foram obtidos novos limites superiores

Estes resultados foram apresentados como trabalhos completos em trés con-
feréncias, como descrito a seguir:

(i) Limite superior para o span de A-coloracBes étimas nos grafos bipartidos
cordais, XL SBPO (Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional), Jodo Pessoa - PB,
2008.

(ii) Limites superiores para o span de A-coloragdes étimas nos cografos, grafos
de permutacio e grafos linha, XXXII CNMAC (Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional), Cuiaba - MT, 2009.

(iii) On L(2,1)-coloring split, chordal bipartite, and weakly chordal graph, V
LAGOS (Latin-American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium), Gra-
mado - RS, 20009.

Outro resultado deste trabalho foi a elaboragdo de um algoritmo linear para de-
terminar o span de uma A-coloragao dtima na classe dos grafos Py-tidy, e a alteragao
deste algoritmo para encontrar uma A-coloragdo com este span. Este resultado é
particularmente interessante porque existem poucos algoritmos, lineares ou polino-
miais, para determinar o span de A-coloragoes Gtimas, e encontrar essas A-coloragdes

com este span para classes de grafos.

163



Ao final deste trabalho algumas questdo ficam em aberto. A prova da conjectura
de Griggs e Yeh, de 1992, é a principal delas, apesar de alguns avangos terem sido
feitos em relagéo a classes especificas de grafos. Além disso, ficaram faltando nesta
dissertagdo exemplos de grafos que atingem a quota do limite superior para o span
de A-coloragbes 6timas nas classe dos grafos bipartidos cordais, grafos fracamente
cordais e dos grafos de permutagdo. E também fica em aberto o estabelecimento
da complexidade do problema da A-coloracgio para as classes dos grafos bipartidos
cordais, grafos de permutagfo e grafos linha. Para grafos bipartidos, existe grafo
para qualquer A em que A > A% — A + 1, exemplo desenvolvido por Calamoneri [9]
e existe prova da NP-completude para o problema da A-coloragdo para a classe dos
grafos bipartidos planares, desenvolvida por Bodlaender et al. [7]. Infelizmente estas

abordagens néo se adaptam diretamente para a classe dos grafos bipartido cordais.

”Mestre ndo é quem ensina, mas quem de repente aprende. (Guimaries Rosa) ”
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Apeéndice A

Prova do lema estrutural de

Goncalves

Aqui ¢ apresentada a prova do lema feito por Gongalves, suficiente para encontrar

o melhor limite superior conhecido para o span de A-coloragoes dtimas de grafos.

Lema A.1 (Gongalves [26] - 2005) Todo grafo G com grau A > 3 tem:

(i) um vértice com grau menor que A ou;

(ii) wm ciclo de tamanho 8 ou;

(iii) dois ciclos de tamanho 4 passando pelo mesmo vértice v ou;

(iv) um vértice v adjacente a trés vértices u, x ey tal que existe ciclo de
tamanho 4 passando pela aresta uv e com G \ {z,y} conezo ou;

(v) um vértice u adjacente a dois vértices v e w tal que G\ X € conexo, onde
X = (Ni(v) U Ny(u)) \ {w}.
Prova. A prova ¢ feita verificando que, se um grafo nfo tem nenhuma das confi-
guragSes (i), (ii), (ili) e (iv), entdo tem a configuragio (v).

Dada uma aresta e = uv € E(G), seja N(e) = (N1(u) U Ny (v)) \ {u,v} (os
vértices adjacentes a u e v que néo sdo u e v) e S o conjunto de todos os subgrafos
maximais S de G'\ {u, v}, tal que para cada par de vértices (z,y) € V(S), existe um
caminho entre = e y internamente disjunto de N(e).

Dois subgrafos S e S; que pertencam a S s6 podem ter vértices em comum em
N(e), pois caso contrério, G[S; U S2] é um subgrafo maior também com caminhos
internamente disjuntos de N(e) entre quaisquer pares de vértices, uma contradicdo

com o fato deles serem maximais.
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Para um subgrafo S € S, denota-se L(S) = V(S5) N N(e) por vértices de ligagio
e I(S) = V(S) \ L(S) por vértices internos de S. Seja ¥ C N(uv) U {u, v}, logo o
grafo G \'Y é desconexo se existe um subgrafo S’ € S com L(S') C Y e |I(S")| > 0.

Uma aresta e € E(G) corresponde a uma aresta uv da configuragio (v) se e
somente se existe vértice w € N(e) contido em todos os subgrafos de S. Isto porque
G\ (Y \ {w}) é conexo e, todo par de vértice tem um caminho até w, sendo w
contido em todos os subgrafos de S.

Para encontrar a aresta do tipo uv da configuragio (v), pode-se utilizar o segninte
método:

(1) Escolha duas arestas ndo adjacentes e e f em E(G).

(2) Verifique se e corresponde a uma aresta uv do caso (v).

(3) Sendo, seja um subgrafo Sy € S que contenha f. Como e néo cor-
responde a uma aresta uv do caso (v), existem subgrafos S;, com 7 > 0, tais que
L(S) \ L(S;) # 0 (ou a aresta e = uv e qualquer w € L(Sp) caem no caso (v)).
Sejam F o conjunto destes subgrafos e S1 € F o subgrafo que minimiza |L(S; € F)|
e, em caso de empate, que maximize |I(S; € F)|. Se |I(S1)| > 2, seja e uma aresta
de S} com seus dois extremos em I(S;), v4 para o passo (2) com esta aresta.

Como o |I(Sp)| sempre aumenta a cada iteragio, este processo termina em algum
momento. A figura A.1 ilustra porque isto ocorre. Nenhum vértice em L(Sp)\ L(S1)
¢ adjacente a vértice em Sy (sendo seria L(Sp) N L(S1)) e, com isto, todo vértice de
S0\ L(51) (equivalente a I(Sp) U (L(So) \ L(S1))) estd em I(Sp) na préxima iteragao.

Falta verificar que, para uma aresta e = ab, I(S1) > 2 ou uma das configuracoes
(i), (ii), (iii), (iv) ou (v) ocorre. Suponha, por absurdo, que |I(S1)| = 0, seja €’ = a’t’
a sua Unica aresta, sendo {a’,b'} € N(e). Entéo |L(S1)| = 2 e todo subgrafo S; € F
tem |L(S;)| > 3 ou [L(S;)| =2 e [I(S;)] = 0. Se @’ e V' forem ambos adjacentes a a
ou a b existe ciclo de tamanho 3, recaindo no caso (ii). Seja o' € Ni(a) e b’ € N1(b)
e seja c um vértice de L(Sp)\ L(S1), sendo ¢ & {a’,b'}, como ilustrado na figura A.2.
Sem perda de generalidade, seja ¢ € Ny(a). Como {a’,b,c} € Ny(a) e (a,b,b',a’)
é um ciclo, se G \ {c,a'} for conexo, entdo trata-se do caso (iv). Seja G\ {c,a'}
desconexo, isso significa que existe um vértice d € V(G) \ {¢,a'} tal que todos os
caminhos de d até a passam por ¢ ou por a¢’. O subgrafo S; que contém d é tal

que L(S;) C {c,a'} e d € I(S;) e, como b € L(Sp) \ L(S;), entao S; € F. Isto é

172



Figura A.1: Verificacdio que |I(Sy)| sempre aumenta a cada iteragio

uma contradigdo com o fato de |L(S;)| < 2 e |I(S;)] > 1, e ter-se escolhido um dos
subgrafos S; € F com |L(Sp)| = 2 e com {I(Sp)| = 0.

b

|

LS  KSi

Figura A.2: Absurdo em subgrafo S; com I(S;) =

Suponha, por absurdo, que [I(S1)| = 1. Seja ¢ o dnico vértice em I{S;). Como
g(c) = |L(S;)| = A > 3, qualquer S; € F tem ou |L(S;)| > A, ou |L(S;)] = A e
[I(S;)| = 1 (quando [I(S;)] = 0, |L(S;)| = 2 < A). Se A > 4, existe pelo menos
dois ciclos de tamanho 4 passando por ¢, como pode ser visto na figura A.3, e
pode ser tratado como o caso (iii). Se A = 3, sejam Ni(a) = {b,d’,a"} e N1(b) =
{a,t',b"}. Sem perda de generalidade, seja N;(c) = L(S;) = {a’,a",t'}. Como
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S1 € F, L(So) \ L(S1) # 0, sendo b” € L(Sy). Como (a,d’, c,a”) formam um ciclo, se
G\ {a",b'} for conexo, este grafo pode ser tratado pelo caso (iv), entdo considere-o
desconexo. Isso significa que existe vértice z tal que todos os caminhos de z até a
passam por ¢’ ou b'. O subgrafo S; que contém z é tal que L(S;) C {a”,¥'}. Como
b" € L(So) \ L(S;), entdo S; € F. S6 que com isso |L(S;)| < 2, o que contradiz a
minimalidade de |L{S;)| = A (j4 que A = 3), uma contradigio.

Como |I(S1)| # 0 e |I(S1)| # 1, entao [I(S1)] > 2. O

Figura A.3: Absurdo em subgrafo S; com I(S;) =1e A >4

Figura A.4: Absurdo em subgrafo Sy com I(S1) =1e A =3
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