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na ideia de minimizacao do gap de integralidade. Demonstramos aqui a convergén-
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Capitulo 1

Apresentacao Geral

Este trabalho é essencialmente dividido em duas partes distintas. Em cada uma des-
sas partes, é tratado um problema de otimizagao especifico, para o qual desenvolve-
mos abordagens de solugao e apresentamos resultados computacionais consistentes.

Na Parte [, abordamos o problema convexo de Programagao Nao Linear Inteira
Mista (PNLIM) binaria:

() win Sy
sujeito a: g(z,y) < 0, (1.1)

re X, yeYn{o, 1},

onde X e Y s@o subconjuntos poliédricos de R™ e R™, respectivamente. As fun-
goes f: X XY - Reg: X xY — R™ sao convexas, continuas e duplamente
diferenciaveis. Foram desenvolvidos dois algoritmos para solucionar o problema (P)
de forma exata baseados na ideia de minimizacao de gap de integralidade. Por essa
razao, os mesmos foram denominados como Algoritmos de Minimizagao de Gap de
Integralidade (AMGI). Ambas as versdes de AMGI s@o apresentadas em detalhes e
a convergéncia para solucao 6tima em numero finito de iteragoes é demonstrada. As
abordagens AMGI possuem a peculiaridade de poderem localizar solugoes vidveis
de forma bastante rapida, o que habilita seu uso como heuristica de viabilidade,
podendo ter, nesse contexto, sua execucao interrompida de forma precoce, isto é,
antes da otimalidade ser comprovada. Realizamos experimentos computacionais
avaliando o desempenho de AMGI em relagao a outros algoritmos exatos de PNLIM
encontrados na literatura. Adicionalmente, também comparamos AMGI com alguns
algoritmos heuristicos. Em ambos os casos, conseguimos resultados promissores.
Na Parte [[I] tratamos o problema nao convexo de Programagao Nao Linear

onde a nao convexidade se remete apenas a termos quadraticos existentes na funcao



objetivo e/ou restrigoes:

(PQR) z:= mxin fo(z) + qo(x),
sujeito a:  fi(z) + qi(x) <b;, i=1,....m

(1.2)
ly <2 < uyg,
x; €74, para j € I,
onde, para j = 0,...,m, f;(z) sdo func¢ées nao lineares convexas e ¢;(x) = %x’ij

sao fungoes quadraticas. Assumimos aqui que a regiao viavel de (PQR) é limitada
e que ao menos alguma das matrizes simétricas );, j = 0,...,m nao é semidefinida
positiva, o que significa dizer que, ao menos uma das funcoes ¢;(x) é ndo convexa.
Observe que o problema (PQR) pode incorporar variaveis em dominios inteiros, o
que o torna um problema de PNLIM nao convexa. Uma abordagem baseada em
Branch-And-Bound Espacial (BBE) é proposta para o problema (PQR). Apre-
sentamos diferentes estratégias de decomposigao da parte nao convexa de (PQR)
com o proposito de construir uma relaxacao convexa funcional para este problema
a ser adotada em nosso algoritmo baseado em BBE. Novamente, sao apresenta-
dos resultados computacionais onde avaliamos o desempenho de diversas estratégias
de decomposi¢ao. Adicionalmente, comparamos nossos melhores resultados com os
de conhecidos pacotes computacionais comumente utilizados para solucionar o pro-
blema (PQR). Nesse ultimo contexto, o trabalho aqui desenvolvido se mostrou
extremamente competitivo.

Ambas as partes tiveram como objetivo adicional, além da contribuicao teoérica
por meio da pesquisa sobre algoritmos, a apresentacao de uma contribuicao pratica
computacional por meio da construgao de solvers que implementam as abordagens
aqui propostas. Os pacotes computacionais aqui desenvolvidos, descritos brevemente
ao final de cada parte, serao disponibilizados & comunidade técnica e cientifica como
software aberto. Esperamos desse modo contribuir de forma direta e efetiva para o
desenvolvimento nao apenas das areas aqui estudadas, mas do conhecimento cienti-

fico como um todo nos seus mais diversos campos de atuacao.



Parte 1

Algoritmos de Minimizacao de Gap
para Programacao Nao Linear

Inteira Mista Binaria



Capitulo 2

Introducao

2.1 Definicao do problema

Problemas de Programagao Nao Linear Inteira Mista (PNLIM) sdo caracterizados
pela presenca simultanea de varidveis em dominios continuos e discretos, além de
expressoes nao lineares incorporadas na fungao objetivo e/ou restrigoes. Particular-
mente, nesta parte do trabalho, abordamos o problema de PNLIM binaria, o que se
constitui em um problema de PNLIM onde todas as variaveis inteiras sao binérias,
isto ¢, restritas aos valores {0, 1}:
(P)  min  f(z,y)
sujeito a:  g(z,y) < 0, (2.1)
re X, yeYn{o, 1},

onde X e Y sao subconjuntos poliédricos de R™ e R™, respectivamente. As fun-
goes f : X XY -5 Reg: X xY — R™ sao convexas, continuas e duplamente
diferenciaveis. Uma vez que as fungoes de (P) sdo convexas, o problema (P) é dito
convexo, embora, a simples presenca de varidveis binédrias o torne nao convexo a
rigor. Destacamos que uma variavel inteira nao binaria com limitantes inferior e
superior finitos pode ser substituida por uma expressao linear em fun¢ao apenas de
variaveis binarias. Deste modo, mesmo um problema de PNLIM nao binaria pode
ser resolvido por abordagens para PNLIM binéria, embora, na pratica, esse tipo
de transformacao nao seja recomendada por aumentar a dificuldade envolvida na
resolucao do problema.

PNLIM tem sido objeto de estudo de diversos pesquisadores em tempos recen-
tes. O leitor interessado pode conferir bons trabalhos de revisao bibliografica em
[1H5]. Dentre as aplicagdes de PNLIM encontradas na literatura, podemos mencio-
nar: planejamento de redes de telecomunicagoes [6], agendamento de operagoes em

refinarias de petroleo [7], sistemas de geragao de energia [§], projetos de cadeias de



suprimentos [9], caminhos de robos industriais [10], sintese de processos quimicos
[11], prevengao de conflitos de aeronaves [12], redes metabdlicas em biotecnologia
[13], redes de distribuigao de agua [14], trajetoria de valvulas em séries de tanques
em cascatas [15], projeto de camada de isolante térmico para o Grande Colisor de

Hédrons [16] e recarga de nucleo de reatores nucleares [16].

2.2 Classes de algoritmos para PNLIM

Ao longo dos tltimos anos, diversos algoritmos foram apresentados para a resolugao
de problemas de PNLIM. Neste trabalho, formulamos uma classificagao propria para

enquadrar os algoritmos existentes nas seguintes categorias:

1. Algoritmos de aproximacao linear: Este tipo de algoritmo resolve um
problema de PNLIM convexo aproximando-o por uma sequéncia de proble-
mas de Programacao Linear Inteira Mista (PLIM), cujas resolugoes fornecem
limitantes inferiores (no caso de minimizagao) para o problema abordado. A
principal vantagem destes algoritmos é que eles se valem diretamente de todo
o avanco e maturidade ja alcancados na area de PLIM, o que tem se mostrado
especialmente eficiente em casos onde o grau de nao linearidade do problema
de PNLIM abordado é baixo. O principal ponto fraco é que, a cada iteracao,
um novo problema de PLIM com mais linearizagoes que o anterior precisa ser
resolvido, o que, em alguns casos, pode tornar estes algoritmos desvantajosos
em comparacao com os demais, caso muitas linearizagoes sejam necessarias
até que o problema original esteja adequadamente aproximado. Os principais
representantes dessa classe de algoritmos sao os algoritmos de decomposicao
de Benders generalizada [17], aproximagcao externa [I1] 18|, branch-and-bound
linear /néo linear baseado em aproximacao externa [19] e plano de corte esten-
dido [20].

2. Algoritmos de branch-and-bound nao linear: De modo geral, esta classe
generaliza ao contexto nao linear a conhecida metodologia de particionamento
de espago conhecida como Branch-And-Bound (BB), ja amplamente difundida
no universo de PLIM. O sucesso na aplicacao de BB para PLIM esta forte-
mente relacionado a adogao de técnicas auxiliares para aceleragao de sua con-
vergéncia tais como pré-processamento, (re)inicio promissor (hot start), strong
branching, e geracao de cortes. Estas técnicas em geral nao sao facilmente es-
tendidas ao universo nao linear, o que, aliado a uma relativa dificuldade na
resolucao de problemas de Programacao Nao Linear continua (PNL), faz com

que os algoritmos de BB ainda nao consigam repetir neste novo ambiente



o mesmo éxito alcangado em PLIM. Trabalhos envolvendo algoritmos dessa

classe para PNLIM podem ser conferidos em [21H26].

. Algoritmos de subproblemas continuos: Algoritmos desta categoria sao
caracterizados pela resolugao de uma sequéncia de problemas em dominio con-
tinuo. Diferentemente dos algoritmos de BB, esta classe nao faz particiona-
mento explicito do espago em seu processo de convergéncia. Como repre-
sentantes desta classe, podemos citar algoritmos baseados em programacao
quadrética sequencial [27, 28|, embora, segundo nosso melhor conhecimento,
nao exista ainda demonstracao de convergéncia para estes algoritmos. Temos
ainda em [29] um algoritmo baseado em lagrangeano para problemas separa-
veis ou polinomiais 0-1 e o trabalho apresentado em [30], onde o problema
de PNLIM binério com restri¢goes lineares é reformulado como um problema
nao-convexo cuja resolucao é feita através de um esquema de penalizagao e

suavizacao.

. Reformulagao como problema de programacao disjuntiva: Nos ultimos
anos, alguns trabalhos tém levantado a questao de que problemas de PNLIM
podem ser reformulados como problemas de Programagao Disjuntiva (PD),
que sao problemas de otimizagao que incorporam varidveis logicas para decidir
se determinados conjuntos de restricoes devem ser satisfeitos ou nao. Nesse
contexto, problemas de PNLIM podem entao ser tratados por algoritmos de-
senvolvidos no ambito de PD. Vale destacar que, neste caso, a reciproca se
mostra verdadeira, isto é, problemas de Programagao Disjuntiva podem ser
reformulados e resolvidos como problemas de PNLIM. O leitor interessado no

assunto pode consultar os recentes trabalhos [2, [31-34].

. Abordagens hibridas: Os algoritmos dessa categoria procuram combinar
caracteristicas presentes nos algoritmos das categorias anteriores. O objetivo
principal é aproveitar as principais vantagens das abordagens mescladas e, de
forma simultanea, remediar seus pontos fracos. Como representantes dessa
classe, podemos mencionar o algoritmo em [35], que mistura o algoritmo de
BB linear/nao linear baseado em aproximagao externa com o algoritmo de
aproximagcao externa puro, e [36], que mistura branch-and-bound nao linear

padrao com aproximacao externa.

. Heuristicas: Em geral, abordagens dessa classe tém como objetivo forne-
cer solugbes vidveis para os problemas abordados (heuristicas de viabilidade),
ou melhorar solugoes vidveis ja obtidas para os mesmos (heuristicas de me-
lhoramento). Heuristicas podem utilizar mecanismos dos mais variados tipos

para cumprir suas metas, inclusive apresentar caracteristicas de algoritmos



das classes descritas anteriormente. Todavia, preferimos separar as heuristicas
em uma categoria a parte devido ao seu nao compromisso com a otimalidade
do problema abordado. Em outras palavras, a aplicacdo de uma heuristica
nao traz a garantia da obtencao de uma solugao 6tima, mas, ainda assim, es-
ses algoritmos tém suma importancia pelo fato de poderem ser utilizados em
conjunto com os demais algoritmos para acelerar a convergéncia destes. Uma
boa solugdo viavel, juntamente com o limitante superior (minimizagao) que a

mesma fornece, pode ser de grande utilidade para:

(a) Melhorar aproximagoes lineares;

(b) Evitar a exploracao desnecesséria de sub-ramos da arvore de enumeragao
dos algoritmos de BB, ou ao menos diminuir a demanda por memoria
destes uma vez que, um bom limitante superior pode diminuir o tamanho

maximo da lista de sub-ramos em aberto;

(c) Ser utilizada como um bom ponto de partida para os algoritmos de re-

formulagao continua.

Ademais, em alguns casos, obter uma soluc¢ao viavel para um problema de
PNLIM pode se constituir por si s6 em uma tarefa bastante adrdua, sendo
até mesmo impraticavel para alguns algoritmos nao heuristicos cumpri-la em
tempo razoavel. O desenvolvimento e aplicagao de heuristicas para PNLIM

sao relatados em [1, B7-41].

Ressaltamos que, dentre outras razoes, por ser esta uma area de estudo relati-
vamente recente, ainda nao existe uma abordagem com desempenho pratico clara-
mente superior as demais. Além disso, os diversos algoritmos até entao apresenta-
dos muitas vezes apresentam performance pratica que deixa a desejar, demandando
grande esfor¢o computacional para a resolugao de problemas de tamanho modesto
em comparacao aos problemas ja resolvidos pelos algoritmos para PLIM. Estes fatos
justificam plenamente as pesquisas pela melhoria dos algoritmos ja existentes, bem
como aquelas por novas abordagens promissoras para PNLIM, tanto em ambito de

metodologias exatas quanto de metodologias heuristicas.

2.3 Escopo

Esta parte do trabalho inicialmente propoe, no Capitulo [3, um algoritmo da classe
de subproblemas continuos para a resolu¢ao de (P) denominado como Algoritmo de
Minimizacao do Gap de Integralidade 1 ou AMGI1 . AMGI1 é baseado na ideia
da resolucao de problemas nao convexos visando a minimizar o gap de integrali-

dade e, assim, encontrar uma sequéncia de solugoes viaveis até a solucao 6tima ser
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encontrada. Posteriormente, no Capitulo [ desenvolvemos uma segunda versao do
algoritmo denominada como AMGI2, onde nos aproveitamos da mesma ideia da ver-
sao anterior incorporada em procedimento de branch-and-bound. Embora AMGI1
e AMGI2 tenham sido formulados para a resolu¢ao de (P) até a sua otimalidade,
percebemos que estes algoritmos tendem a localizar solugoes viaveis rapidamente,
0 que nos motivou a apresentar uma pequena modificagao em AMGI2 para tornar
mais efetivo o seu uso como heuristica de viabilidade no Capitulo dl Resultados
computacionais sao apresentados no Capitulo [0, onde desenhamos ainda algumas
conclusoes. Adicionalmente, fazemos proveito deste capitulo para apresentar uma
das maiores contribuicoes produzidas por este trabalho de pesquisa, que consiste no
oferecimento & comunidade técnica e cientifica de um novo pacote computacional

aberto para PNLIM, o solver Muriqui.



Capitulo 3

O Algoritmo de Minimizacao do Gap

de Integralidade (versao 1)

3.1 O problema abordado

Conforme mencionado no Capitulo [2] nesta parte do trabalho abordamos o seguinte
problema convexo de Programagao Nao Linear Inteira Mista (PNLIM) onde todas
as varidveis inteiras sao binérias:
(P)  min  flz,y)
sujeito a:  g(z,y) < 0, (3.1)
re X, yeYn{o, 1}m.
onde X e Y sao subconjuntos poliédricos de R e R, respectivamente. As fungoes

f: X XY 5Reg: X xY — R™ sao convexas e duplamente diferenciaveis e

continuas. Assumimos aqui que (P) possui solugao étima.

3.2 Subproblemas Considerados

Algoritmos que tratam o problema (P) comumente abordam a versao relaxada deste
na qual as restricoes de integralidade sao omitidas. Desse modo, constréi-se o se-
guinte problema de Programagcao Nao Linear continua (PNL), denominado relaxagao

continua de (P):

(P) min [z, y)
sujeito a: g(z,y) < 0, (3.2)
O0<y<l1,
reX,yey.

Seja (#,7) uma solucdo qualquer para (P). Definimos o gap de integralidade
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(ou simplesmente gap) de (&, ) como sendo uma medida para a distancia que esta

solucdo estéa de satisfazer as restrigdes de integralidade relaxadas em (P). Uma das

possiveis formas de se calcular este gap de integralidade é através da expressao:

gap(y) = Zy:yz-(l — Vi)

Observe que, obviamente, o gap nao depende das variaveis continuas . Note
ainda que, considerar as restrigdes de integralidade de (P) consiste em considerar
na regiao viavel deste problema apenas as solu¢oes onde o respectivo gap é zerado.
Deste modo, nossa motivacao para o desenvolvimento de um novo algoritmo para
PNLIM binéaria vem do fato de que podemos substituir as restri¢oes de integralidade

pelas restrigoes gap(y) = 0 e 0 < y < 1, obtendo assim o seguinte problema de PNL:

(P)  min  f(z,y) (3.3)
sujeito a:  g(z,y) < 0, (3.4)
Zyi(l —yi) = 0, (3.5)

i=1
0<y<1, (3.6)
reX, yey. (3.7)

Embora (P) seja um problema apenas em dominio continuo, o que em principio
simplificaria seu processo de resolugao, a restricao o torna nao convexo e com
regiao viavel desconexa, o que dificulta de forma bastante acentuada o processo
pratico de obtenc¢ao de uma de suas solu¢oes 6timas globais. Por esta razao, Murray
e Ng propoem em [30] um algoritmo para a resolugao de um problema de PNLIM com
variaveis binarias e restrigoes lineares onde a restri¢ao (3.5)) é penalizada na fungao
objetivo. Para lidar com a nao-convexidade da nova fungao objetivo, uma estratégia
de suavizacao é adotada pelos autores. Este mesmo recurso de penalizar a restricao
(13.5) na fungao objetivo ja havia sido anteriormente abordado por Raghavachari em
[42], ainda no ambito de Programagao Linear Inteira Mista (PLIM).

Diante das dificuldades trazidas pela incorporacao da restricao , e notando
que o gap de uma solugao viavel de P tem como menor valor possivel o valor zero,
consideramos a resolucao de outro problema de otimizagao onde o objetivo consiste

em apenas minimizar o gap de integralidade:
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(P9) min Z yi(1—ui) (3.8)

z,y
sujeito a: g(z,y) < 0, (3.9)
0<y<1, (3.10)
reX,yeY. (3.11)

Denominamos o problema (P%) como problema de minimizacdo de gap de integra-
lidade. Embora a fungao objetivo de (PY) seja concava (ndo convexa), o que ainda
traz dificuldades para a sua resolucao, sua regiao viavel é convexa, o que favorece o
processo de obtencao de solugbes por parte dos pacotes de PNL em geral. Observe
ainda que este problema nao considera a fungao objetivo original de (P), tendo como
tnico foco a obtencao de uma solucao viavel para o mesmo. E facilmente verificavel
que se a regido viavel de (P) é nao vazia, uma solucao (z,7) ¢ 6tima global de (P%)
se, e somente se, a mesma ¢ viavel para (P).

A obtengao de uma solugdo 6tima global para o problema (P%) nos d4 uma
solucdo viavel para (P). Entretanto, nada podemos aferir sobre a qualidade dessa
solugdo, ja que a fungao objetivo original de (P) nao é considerada nesse novo pro-
blema. Sendo assim, qualquer solugao viavel para (P) pode ser obtida com este
processo, inclusive alguma que maximize a fun¢do objetivo f(x,y) no lugar de al-
guma que a minimize. Para remediar este fato, adotamos duas estratégias visando
a melhoria da solugao encontrada. A primeira estratégia consiste em realizar uma
espécie de busca local sobre a vizinhanga dessa solu¢ao. Tomando por (z,y) a solu-
cdo 6tima global obtida para (P%), realizamos uma busca local em sua vizinhanca

resolvendo o seguinte problema de PNL obtido de (P) ao se fixar y em ¥:

(PG) min  fx.9)
sujeito a: g(z,y) < 0, (3.12)
reX.

Observe que a resolu¢ao do problema (P(y)) fornece uma solu¢ao & tal que
(Z,y) ¢ a melhor solugdo para (P) tendo y como valor para a variavel inteira y
(no caso de (P(y)) possuir multiplas solugbes 6timas, (Z,y) serda uma das melhores
solugoes para (P) com y fixo em 7). E importante mencionar que esta estratégia
de resolver o problema (P(y)) ¢ adotada em certos algoritmos para PNLIM que se
valem de aproximacao linear - como decomposi¢gao de Benders generalizada [17] e
aproximagcao externa [I1] - para obtengao de limitantes superiores validos para (P)
e fortalecimento, por meio da solugao obtida, das respectivas relaxacoes de PLIM

utilizadas por estes algoritmos.
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Nossa segunda estratégia de melhoria de solucao consiste na resolucao do seguinte
problema PNL, que também visa minimizar o gap de integralidade e adota uma

restricao de corte de nivel objetivo:

(PO(2", €.)) min > w1 =) (3.13)
’ i=1

sujeito a: g(z,y) < 0, (3.14)

flzy) < 2" —e, (3.15)

0<y<1, (3.16)

reX, yev. (3.17)

onde 2" é o melhor limitante superior obtido para (P), e €. > 0 é uma tolerancia de
convergéncia. Denominamos o problema (P% (2%, ¢.)) como problema de minimizagio
de gap de integralidade com corte de nivel objetivo. Note que a tnica diferenca entre
os problemas (P%) e (P9 (2% ¢€.)) ¢ que este tltimo traz a restricdo de corte de nivel
objetivo (3.15), que visa a obtencdo de uma solugao vidvel que melhore o limitante

superior conhecido, quando possivel.

3.3 Algoritmo e Demonstracao de Convergéncia

Tendo apresentado os subproblemas de interesse, estamos prontos para introduzir
a primeira versao de nosso algoritmo para solucionar o problema (P), denominado
aqui como Algoritmo de Minimizacao de Gap de Integralidade. Designamos esta
primeira versao do algoritmo como AMGI1 e o apresentamos como Algoritmo [3.1]
Observe que uma solugao (z°,4°) viavel para (P) pode ser obtida na linha [1| com
a resolugdo de (PY). Em caso de sucesso, usamos o valor 4" para a resolucio de
(P(3°)) na expectativa de melhorar a solugao obtida. Observe que o lago entre as
linhaseconsidera o problema (P%(z%, €,)) no lugar de (P%) e tem como objetivo
obter uma sequéncia de solugoes (Z*,7*) cada vez melhores com respeito a fungao
objetivo, até que (pG(z“, €.)) seja inviavel ou sua resolugao fornega uma solugio "
nao inteira. O teorema a seguir assegura a convergéncia do algoritmo AMGI1 em um

numero finito de iteragoes se otimalidade global puder ser assegurada na resolugao
de (PS) e (PG(z",¢,)).

Teorema 3.1. Sejam (P%) e (P%(z",¢.)) os problemas de minimizacio de gap de
integralidade tomados pelo algoritmo AMGI1 (Algoritmo [3.1). Se estes problemas
sempre puderem ser resolvidos até a sua otimalidade global ao longo da execucao

deste algoritmo, entdo o mesmo convergird para a solugdo dtima de (P), com tole-

rdancia €., em um numero finito de iteracoes.
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Entrada: (P): problema de PNLIM abordado, €.: tolerancia de convergéncia
Saida: (z*,y*): Solucdo otima para (P)

1 Seja (2°,9°) uma solugdo 6tima global de (PY) ;

2 se j° for inteira entao

3 Seja #° uma solugao 6tima de (P(3°)) ;

4 (z*,y") = (jOgO) )

s | 2= f@%7);

6 k=1;

7 enquanto (P%(z%e.)) for vidvel faga

8 Seja (z*, 7*) uma solucdo 6tima global de (P%(z%,¢.)) ;

9 se 7* for inteira entdao

10 Seja ¥ uma solucdo 6tima de (P(g*)) ;

11 (@*,y) = (@°5%) ;

12 2= @) 5

13 senao

14 L pare o algoritmo ;

15 | k=k+1;

Algoritmo 3.1: Algoritmo AMGII.

Demonstra¢do. Uma vez que o problema (P%) é resolvido até a otimalidade global,
se (P) for viavel, o algoritmo AMGI1 obteré, na linha [1} uma solugao viavel inicial
(7% 7°) com 7° inteira. A resolugao de (P(°)) nos dara a solugao (z°,3°), que,
entdo, sera a melhor solugao viavel de (P) tendo 3° como valor para y e o valor
f(z°,4°) sera utilizado como valor inicial para o limitante superior z*.

A partir de entdo, o algoritmo considera o problema (pG(z“, €c)), que possui
restricao de corte de nivel objetivo sobre o valor corrente de z*. Uma vez que
esse corte é feito primeiramente sobre o valor da melhor solucao que possui 4° como
valor para y, podemos garantir que 4° nao pode figurar como valor de ¥ em nenhuma
solucao viavel de (pG(z“,ec)). Desse modo, se (2%, 7°) nao for 6tima para (P), a
solucao (z',7') obtida tera y* # ¢°, f(z',y') < f(z°4°) e sera utilizada para
obter a solugao (z',4'), que sera a melhor solugao vidvel de (P) tendo 3' como
valor para y. Esta tltima solugao sera entao utilizada para atualizar o limitante
superior z". Estendendo esse raciocinio, temos que, a cada iteragao, a resolucao de
(PY (2", ¢.)) nos fornecera uma solucio inteira para y de valor §* diferente de todos
os valores obtidos nas iteragoes anteriores (isto &, y* # 47,Vj € {0,1,...,k — 1}),
até que o problema (PG(,Z“, €.)) seja invidvel, ou forneca um valor #* nio inteiro
em sua solucao 6tima global. Temos ainda que o limitante superior z* assumira
uma sequéncia decrescente de valores. Uma vez que o niimero de solugoes diferentes
para y é finito, ji& que todas as varidveis inteiras sao binarias, temos que AMGI1
convergird em um numero finito de iteragoes, e a tultima solugao viavel obtida para

(P) sera otima para este problema com tolerancia .. O

Apontamos que o Algoritmo[3.1]ndo obtém limitantes inferiores para (P) até que
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algum dos seus critérios de parada de otimalidade seja atendido, isto é, o problema
(PY(2",¢.)) se torna inviavel ou fornece solucio 6tima global néo inteira. Quando
algum destes eventos ocorre, podemos tomar o valor z* — €. como limitante infe-
rior para (P). Em situagoes praticas onde seja necessério obter uma sequéncia de
limitantes inferiores para (P) antes da otimalidade ser comprovada, pode-se utilizar

uma versao modificada do algoritmo. Seja a restrigao de corte de nivel objetivo

flx,y) < w (3.18)

onde w é constante, possivelmente uma estimativa para o limitante inferior. Con-
forme j& mencionado, se esta restricio tornar o problema (P%(w, 0)) inviével ou com
solugao 6tima nao inteira, podemos tomar w como limitante inferior para (P). De
posse desta informagao, podemos desenvolver uma adaptagao do algoritmo onde o
parametro w seja atualizado em uma busca binaria entre o limitante inferior z! e o
limitante superior z* corrente, conforme expresso no Algoritmo [3.2 A estimativa

inicial de z' pode ser obtida com a resolucio de (P) (relaxacdo continua de (P)).

Entrada: (P): problema de PNLIM abordado, €.: tolerancia de convergéncia
Saida: (x*,y*): Solucdo 6tima para (P)

Seja (2°,7°) a solucdo de (P) ;
2= f(@°,9°) ;

-

2

3 se §° for inteira entao

4 ((E*,y*) = (iovgo) )

5 24 :f(‘%ovgo) )

6 pare o algoritmo ;

Seja (z', ') uma solugdo 6tima global de (P%) ;

s se Y for inteira entao

9 Seja 7! uma solugao 6tima de (P(y')) ;

o | (@%yf) =@y

11 % = f(a?l,jjl) ;

12 k=2;

13 enquanto z" —z! > ¢, faga

14 w = zl"'Tzu ;

15 se (P%(w,0)) for vidvel entdo

16 Seja (z*, 7*) uma solucdo 6tima global de (P%(w,0)) ;
17 se ¢F for inteira entao

18 Seja 7% uma solugdo 6tima de (P(g*)) ;
19 (z*,y*) = (@"7") ;

20 24 = f(i'k’ gk) )
21 senao
22 L 2 =w;
23 senao
24 L 2 =w;
25 k=k+1;

Algoritmo 3.2: Algoritmo AMGI1 modificado.
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Ressaltamos que, no Algoritmo [3.2], o parametro w, usado para compor a res-
tricao de corte de nivel objetivo , é calculado como sendo o valor médio entre
Zl e 2 (linha . Desse modo, podemos garantir que o gap de otimalidade 2% — 2!
sempre sera reduzido a, pelo menos, a metade a cada iteracao do lago nas linhas
visto que, ou limitante inferior 2! sera atualizado para w (linhas [22]e , ou
o limitante superior z* sera atualizado para um valor menor ou igual a w (linha .
Outros esquemas para a atualizacao de w podem vir a ser empregados, tentando
privilegiar, por exemplo, a atualizacdo de 2" em detrimento da de 2!, ou vice-versa.
Uma possivel estratégia seria a ado¢ao de um parametro o € (0, 1) para o célculo
de w segundo a expressao

w=(1—a)2" +az".

O parametro « controlaria se o corte de nivel objetivo seria construido mais proximo
ao limitante inferior ou ao superior.

Embora essa nova versao de AMGI1 possa parecer bastante atrativa a primeira
vista, temos observado que, na pratica, a resolucao dos problemas de minimizacao
de gap se torna consideravelmente mais dispendiosa quando o mesmo nao fornece
solucao inteira, o que pode acabar tornando essa versao de AMGI1 menos eficiente
em relagao a original.

Por fim, apontamos que, embora os problemas de minimizacao de gap possuam
funcao objetivo nao convexa, os mesmos possuem particularidades que podem vir
a ser empregadas na elaboracao de um método especializado para a sua resolugao.

Tais particularidades incluem:

e Funcao objetivo quadratica, concava e separavel;
e Regiao vidvel convexa;
e Limite inferior conhecido;

e Possibilidade de interromper o processo de resolucao destes subproblemas a
qualquer momento em que um limitante inferior acima de zero for obtido para

OS IMesmos.

Temos notado ainda que, na pratica, pode ser 1util considerar a integralidade de y
nos problemas de minimizacao de gap com o objetivo de melhorar a eficiéncia de
sua resolucao, pois esta informacao pode acelerar um possivel processo de divisao
do espago feito por algoritmos de otimizagao global. De um modo geral, estratégias
auxiliares que acelerem a resolucao dos problemas de minimizagao de gap sao de
extrema utilidade para AMGI1, visto que o algoritmo tende a gastar algo em torno

de 100% de seu tempo de execucao resolvendo estes problemas.
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Capitulo 4

O Algoritmo de Minimizacao do Gap
de Integralidade (versao 2)

4.1 O problema abordado

Neste capitulo, ainda abordamos o problema convexo de Programacao Nao Linear
Inteira Mista (PNLIM) binaria:

(P) min f(z,y)
sujeito a:  g(z,y) < 0, (4.1)

reX,yeYn{o, 1},

onde X e Y sao subconjuntos poliédricos de R"™* e R™v, respectivamente. As fungoes
f: X XY >Reg: X xY — R™ sao convexas e duplamente diferenciaveis e

continuas. Assumimos aqui que (P) possui solugao étima.

4.2 Motivacao

Conforme o Teorema (Capitulo [3)) enuncia, a convergéncia para a otimalidade de
AMGI1 esta fortemente fundamentada na obtengao de solugdes 6timas globais para
os problemas de minimizacao de gap (P¢) e (P%(2*,¢.)). Embora esses problemas
nao convexos possuam particularidades que poderiam facilitar o seu tratamento,
conforme discutido anteriormente, o processo pratico de resolugao desses problemas
pode ainda se mostrar bastante drduo. Essa desvantagem é agravada pelo fato de
que uma série de problemas desse tipo precisa ser resolvida e que pode ser dificil
a obtencao de uma rotina computacional eficiente para desempenhar essa tarefa.
Com estas informagoes em mente, desenvolvemos um novo algoritmo baseado na
ideia de minimizacao de gap de AMGI1 integrada a um procedimento de Branch-

And-Bound. Este novo algoritmo nao exige otimalidade global na resolucao dos
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problemas de minimizacao de gap, o que lhe permite ser implementado com alguma
das diversas rotinas computacionais de Programacao Nao Linear (PNL) das quais
dispomos nos dias de hoje. Denominamos nossa abordagem como Algoritmo de
Minimizacao do Gap de Integralidade 2, ou AMGI2.

Segundo nosso melhor conhecimento, a metodologia mais indicada para otimizar
os problemas de minimizacao de gap seria a aplicacao de um algoritmo de Branch-
And-Bound Espacial (BBE) . Considerando a aplicagdo de um algoritmo de BBE
bésico sobre um dos problemas de minimizacao de gap, no momento apropriado para
a divisao do espago (branching), seria necessaria a escolha de uma variavel y, para a
geragao de duas novas subpartes do espago. Em uma delas seria adotada a restri¢ao
yp < v, enquanto na outra seria adotada a restri¢ao y, > v, onde v seria um nimero
real escolhido no intervalo (l_yp, Uy, ), € l_yp e uy, seriam, respectivamente, os limi-
tantes inferior e superior de y, na parcela do espaco sendo explorada correntemente
(inicialmente, l,, =0 e @,, =1).

Observe que as duas parcelas do espago geradas possuiriam interseccao entre
si e sua uniao formaria a parcela original que lhes deu origem, diferentemente do
que ocorre na aplicacao do Branch-And-Bound em programacao inteira. O que
gostarfamos de ressaltar é que, embora um algoritmo de BBE basico particione o
espago das varidveis sobre valores v fracionarios, ja sabemos de antemao que as
solugoes de interesse apresentam valores inteiros para as variaveis y, pois essas sao
as solugdes que minimizam nossa fungao objetivo que mede o gap de integralidade.
Tendo essa valiosa informagao em mente, construimos esta nova versao de AMGI
integrando o Algoritmo [3.1] com um procedimento de Branch-And-Bound que divide
o espaco tomando por base os valores inteiros que as variaveis y podem assumir, de
modo similar ao Branch-And-Bound usado em programacao inteira. Nesse contexto,
mostra-se oportuna uma breve apresentagao do algoritmo tradicional de Branch-

And-Bound, feita a seguir:

4.3 O Algoritmo de Branch-And-Bound padrao

Os algoritmos de Branch-And-Bound (BB), juntamente com seus derivados, como
Branch-And-Cut e Branch-And-Price, se constituem numa técnica extremamente
fundamental na area de programacao inteira, seja no ambito linear ou nao linear.
Estes algoritmos se baseiam no particionamento do espaco das variaveis inteiras do
problema abordado. No nosso contexto, definimos como (Py) o subproblema de (P)

referente a uma particio Y C Y
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(Py) ~ min  f(z,y)
sujeito a: g(z,y) < 0 (4.2)
reX,yeYn{o,1}mw.

Definimos entao a relaxacao continua de (Py ), isto é, o subproblema deste onde

as restricoes de integralidade sao relaxadas, como (ﬁy):

(Py)  min  f(z,y)

,y
sujeito a:  g(z,y) < 0 (4.3)
0<y<l1,
reX,yevy.

© 0 N o ;o W N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20

21

22

23

24
25
26

27
28

Entrada: (P): Problema de PNLIM abordado, €.: tolerancia de convergéncia
Saida: (z*,y*): solugao 6tima de (P)
2% =400 ;
Yo=Y
Seja N = {0} a lista inicial de nés em aberto;
1=0;
Seja L’ o limitante inferior do né i ;
LV = - ;
enquanto N # () faga
2 =min{L? : je N};
Selecione um né k de N ;
se (Py+) € invidvel entao
| N =N\{k}; // Poda por inviabilidade
senao
Seja (¥, §*) uma solugao otima de (Py«) ;
se f(z*,7*) < 2% — €. entdo
se §* for inteira entdo

2= f(@%,g") 5

(J’J*,y*) = ('%k7gk) )

N = N\{k} ; // Poda por otimalidade

N=N\{j:L?>z"—¢€}; // Podas por limite
senao

// Ramificagio

Selecione uma variavel y; com valor gjf nao inteiro ;
Vil =yrFn{ye R™ :y; < |g}]};

Y2 =ykn{y e R™ y; > [35]}

LY = L2 = f( )
N=NU{i+1,i+ 2}\{k} ;

1=14+2;

senao
L N = N\{k} ; // Poda por limite

Algoritmo 4.1: Algoritmo de Branch-And-Bound basico.

O algoritmo basico de BB, apresentado aqui como Algoritmo 4.1} resolve as

relaxagoes continuas de (Py) referentes as partigdes do espaco geradas. Note que,
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no Algoritmo [4.I} uma arvore de busca é percorrida, onde, a cada né k explorado,
a relaxacao continua (Py«) do subproblema na particao Y* é resolvida. Assim, seja
z* o melhor limitante superior corrente e (7, %) uma solucdo 6tima de (Py+), caso

este seja viavel. Temos entao quatro possibilidades distintas a considerar:

1. O problema (pyk> € invidvel: neste caso, podemos descartar todos as subparti-
¢oes de Y* (subarvore abaixo do né atual), pois também serdo invidveis (poda
por inviabilidade, linha |[11{do Algoritmo {.1).

2. f(a*,y*) > 2% neste caso, uma vez que o valor f(x*,4*) é um limitante inferior
para (P) em toda subpartigao de Y*, temos a certeza de que nenhuma delas

apresenta solugao que melhore o limitante superior conhecido, e, portanto,

podemos descarté-las (poda por limite, linha 28 do Algoritmo .

3. f(xF yF) < 2% eyk éinteira: neste caso, temos uma solucao viavel melhor que
a melhor solugao conhecida. Assim, podemos atualizar z* e também descartar
as subparticoes de Y* (poda por otimalidade, linha |18 do Algoritmo 4.1)), pois
f(a* y*) ainda é um limitante inferior para as mesmas, e, portanto, nenhuma
delas pode fornecer solu¢ao que melhore o novo limitante superior. Podemos
ainda descartar todos as demais partigoes em aberto da arvore que apresentam

limitante inferior maior que o novo valor de z* (podas por limite, linha [19| do

Algoritmo .

4. f(a®,9y*) < 2% e y* nao € inteira: neste caso, precisamos avaliar subparti-
coes de Y*, pois existe a possibilidade de alguma delas abrigar solucao viavel
que melhore o limitante superior. Escolhemos uma variavel y; para particio-

nar o espaco e ramificamos a arvore, criando assim duas novas subparticoes

(ramificagao, linhas do Algoritmo [4.1]).

Na préatica, costumam-se empregar muitas estratégias auxiliares na aplicacao do
BB com o intuito de acelerar seu processo de convergéncia, como, por exemplo, gera-
¢ao de cortes; pré-processamento; (re)inicio promissor (hot start); strong branching;
pseudo-custos; aplicagoes de heuristicas e ramificacao sobre multiplas variaveis. O
leitor interessado em uma discussao mais aprofundada sobre a aplicacao de BB para
PNLIM, com mencao a algumas dessas estratégias, pode consultar os trabalhos
1, 26].

4.4 Algoritmo AMGI2

Definimos entao o problema de minimizagao de gap de integralidade com corte de

nivel objetivo tomado em um determinado né k:
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Ty

(pG(ka Zu> Ec)) min Zyz(l - yz) (44)
i=1

sujeito a: g(z,y) < 0

f(w7y) S ZU_EC
0<y<l1
reX, yeYk

onde Y* ¢ a particao de Y referente ao no k.

A segunda versao de AMGI foi projetada para ser utilizada com pacotes de PNL
que podem convergir para solugoes 6timas locais ao lidarem com os problemas de
minimizagao de gap considerados. A cada vez que uma solugao 6tima (z*,5*) com *
nao inteiro é obtida para um desses problemas, particionamos o espaco ramificando
sobre alguma variavel y; com valor gjf fracionario. Por outro lado, quando obtemos
y* inteiro nessas mesmas circunstancias, utilizamos essa nova solucao para obter
a solucdo (7%, %) a partir de (P(y*)) que atualizard o limitante superior z*. De
posse dessa tltima, resolvemos novamente o problema de minimizacao de gap na
mesma partigdo corrente k, mas agora com a restricao de corte de nivel objetivo
atualizada. Repetimos esses passos na parti¢cao corrente k£ até obtermos uma solugao
(z* %) com g* nao inteiro para (P%(Y*, 2% ¢.)), ou este problema se tornar inviavel.
Nesse primeiro caso (7* nao inteiro), procedemos a ramificacao. No segundo caso
((PE(Y*, 2% ¢.)) inviavel), realizamos poda.

O algoritmo de AMGI2 ¢ mostrado como Algoritmo [£.2] Observe que um proce-
dimento tnico de Branch-And-Bound é utilizado de forma integrada as resolugoes
dos problemas de minimizagao de gap. Uma estratégia similar foi utilizada em [19]
para apresentar um algoritmo para PNLIM baseado no algoritmo de Aproximagao
Externa de [11], 18], que originalmente pode se valer de varias aplicagbes sequenciais
de BB para a resolugao de problemas de PLIM aproximativos. No algoritmo pro-
posto em [19], um procedimento tnico de BB é utilizado para a resolu¢ao de um
problema de PLIM aproximativo que entao ¢ atualizado dinamicamente ao longo da
exploracao dos nos.

Ressaltamos que no Branch-And-Bound de AMGI2, nao dispomos de qualquer
artificio para obtencao de limitantes inferiores para cada particao. Por esta razao,
podas por limite nao podem ser realizadas. Podas por otimalidade das particoes
também se mostram impraticéveis, pois a obten¢ao de uma solucao inteira em uma
particao nao garante a inexisténcia de solugoes inteiras melhores nessa mesma parti-
¢ao. Dessa forma, o algoritmo AMGI2 s6 pode eliminar parti¢coes por meio de poda

por inviabilidade. Observe, entretanto, que a restricao de corte de nivel objetivo
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Entrada: (P): problema de PNLIM abordado, €.: tolerancia de convergéncia
Saida: (z*,y*): Solucdo otima de (P)

24 =00
Yo=Y -

3

Seja (2%, 7°) uma solugdo 6tima (possivelmente local) de (P%) ;
enquanto 7° for inteira faca

Seja (z°

Seja 7° uma solugao 6tima de (P(3°)) ;

(‘r*>y*) = (i.O’gO) )

v = f(joago) ;

se (PY(Y* 2% e.)) € invidvel entao
L pare o algoritmo ;

,7°) uma solugao 6tima (possivelmente local) de (P%(Y?, 2% ¢,)) ;

Selecione uma variavel y; com valor g]? nao inteiro ;
Yi=Yn{yeR™:y; =0};
Y2=YN{yeR™:y; =1};

Seja N = {1,2} a lista inicial de nos em aberto ;

1=2;

enquanto N # () faga

Selecione um no6 k de N ;

se (PS(YF, 2% ¢,)) € vidvel entao

Seja (z*, 7*) uma solucio Gtima (possivelmente local) de (PC(Y*, 2%, ¢.)) ;
enquanto 7* for inteira faca

Seja % uma solugio 6tima de (P(g*)) ;

(@*,y*) = (@*.7") ;

2= f@"5*)

se (PG(YF 2% ¢.)) é invidvel entdo
L va para a linha ;

Seja (z*, 7*) uma solucio Gtima (possivelmente local) de (PE(Y*, 2% ¢,)) ;

// Ramificag3o
Selecione uma variavel y; com valor g;? nao inteiro ;
Yl =Y*Pn{ye R :y; =0} ;
Y2 =Y*n{yeRw :y; =1};
N=NuU{i+1,i+2};
1=14+2;

N = N\(k}

(4.6) provoca inviabilidade em determinadas parti¢oes que nao possam melhorar o
limitante superior, isto é, particoes que seriam podadas por limitante em um BB tra-
dicional de programagao inteira acabam sendo podadas por inviabilidade em nossa
abordagem. De forma similar, quando a melhor solugao inteira de uma particao por-
ventura ¢ obtida, esta mesma restricao causara inviabilidade na partigao corrente
ou em particoes descendentes. Assim, podas que ocorreriam por otimalidade em
um BB tradicional ocorrem também por inviabilidade aqui. Podas que ocorreriam

no BB tradicional por inviabilidade continuam ocorrendo dessa mesma maneira em

AMGI2.

Ha uma relagao evidente entre o algoritmo de Branch-And-Bound tradicional

Algoritmo 4.2: Algoritmo AMGI2.
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para PNLIM e AMGI2. A principal diferenga diz respeito ao fato que um BB tra-
dicional otimiza em cada particao observando somente a funcao objetivo original
do problema tratado, o que pode levar a solugoes nas particoes que estejam longe
da integralidade. Uma consequéncia bem conhecida deste fato é que, muitas vezes,
um algoritmo de BB pode demandar muitas iteragoes até encontrar alguma solugao
viavel para o problema abordado. Essa demora pode acarretar em um consumo de
memoria mais alto por parte do procedimento, ja que uma lista com nés em aberto
precisa ser mantida, e sem nenhuma solucao viavel conhecida, nao é possivel eli-
minar noés dessa lista através de poda por limite. Em alguns casos, a demora na
obtencao de solugoes viaveis pode provocar a exploragao desnecessaria de muitos nos
que seriam podados caso se conhecesse previamente um bom limitante superior. Por
sua vez, AMGI2 otimiza nas particoes buscando encontrar alguma solugao inteira
que melhore o limitante superior conhecido. Desse modo, AMGI2 tende a encontrar
solucoes viaveis mais rapidamente, o que pode lhe permitir realizar suas podas de
forma mais precoce e assim evitar a exploracao desnecessaria de um ntmero maior
de partigbes nao promissoras em relagao ao algoritmo de Branch-And-Bound tra-
dicional. Ademais, essa caracteristica de localizar solucoes viaveis de forma rapida
permite ainda a AMGI2 ser utilizado na qualidade de heuristica de viabilidade, bas-
tando entao restringi-lo a uma determinada quantidade de tempo computacional ou
nimero maximo de iteracoes, ou ainda, pard-lo quando a primeira solucao viavel
for encontrada. Esta solugao viavel poderia inclusive ser utilizada para melhorar o
desempenho de um BB tradicional ou de outros algoritmos que resolvam (P).

E facil verificar que AMGI2 também apresenta convergéncia para uma das so-
lugoes 6timas do problema considerado com tolerancia €. em um ntmero finito de
iteragoes, com a vantagem de nao exigir otimalidade global na resolugao dos proble-
mas de minimizacao de gap. Esta caracteristica facilita a sua implementacao uma
vez que, rotinas de PNL locais sao mais acessiveis que rotinas de otimizacao global.
Para a escolha do préximo noé a ser explorado, pode-se escolher aquele cujo ancestral
direto ficou mais proximo de zerar o gap antes de sua ramificagdao, além, é claro,
dos tradicionais esquemas de busca em profundidade e largura. Por fim, para a
ramificacao, pode-se escolher a variavel y; com valor mais distante da integralidade

na soluc¢ao do problema de minimizacao de gap referente a particao considerada.

4.5 Atribuicao de Pesos as Variaveis Inteiras

Os problemas de minimizagao do gap considerados até o presente momento tratam
todas as varidveis inteiras como tendo igual peso na funcao objetivo. Na préatica,
muitas vezes tem-se o conhecimento prévio de que priorizar a integralidade de um

determinado subconjunto de variaveis pode facilitar todo o processo de resolucao do
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problema, por exemplo, agilizando a obtencao de solugoes viaveis ou melhorando o
crescimento do limitante inferior das subparti¢coes geradas no processo de ramifica-
¢ao. Em ambos os casos, favorecem-se assim possiveis podas por limite e diminui-se
o tempo total de exploragao dos nos da arvore de BB. Sob essa 6tica, muitos pacotes
computacionais de PLIM, por exemplo, permitem que o usuario atribua prioridades
para cada variavel inteira do problema sendo otimizado. Essas prioridades sao leva-
das em consideracao no momento de escolher a variavel sob a qual a ramificacao é
feita.

Tanto AMGI1 quanto AMGI2 podem incorporar possiveis pesos para as variaveis
inteiras de uma maneira mais efetiva do que o BB tradicional. Basta para isso, além
de tomar as prioridades no momento da ramificagao, considerar como funcao objetivo

dos problemas de minimizacao de gap a seguinte expressao:

i 5iyz'(1 - Yi) (4-9)

onde f; > 0 é o peso referente & variavel 7. Ressaltamos que, considerar (; =
1,9 =1,...,n, equivale a considerar a fungao objetivo de (PY). Note também que
é possivel adotar 3; = 0 sem qualquer prejuizo se a variavel inteira ¢ porventura ja
estiver fixa no contexto em questao.

Observamos que considerar a expressao (4.9)) juntamente com um esquema diné-
mico de atualizacao dos pesos ; pode ser particularmente interessante em AMGI2.
Por exemplo, se for detectado que, em diversas particoes, a solucao 6tima local ob-
tida apresenta dificuldades em zerar o gap de integralidade de uma determinada
variavel y;, pode-se passar a adotar um valor de ; maior que o até entao utilizado,
para que assim a variavel y; receba maior preferéncia do modelo para minimizar
seu gap. Por outro lado, se uma determinada variavel y; alcanca facilmente valores
inteiros nas solucoes 6timas obtidas em cada né, pode-se diminuir seu peso 3; para
tentar incentivar o modelo a zerar o gap das demais variaveis inteiras.

Desse modo, no algoritmo AMGI2 (Algoritmo , a cada noé k explorado, pode-

se considerar:

0 , se y; esté fixa no no k
Big = N (4.10)
Bio + yo; , caso contrario

onde vy é um parametro nao negativo, o; ¢ a média do gap da variavel y; em todos
os nos da arvore ja explorados onde y; nao estava fixa, e 3, ¢ o peso inicial para
y;. Pode-se tomar f3;y = 1, ou utilizar pesos ja pré-definidos pelo usuério. Observe
que se v = 0, recai-se no caso onde cada variavel tera o mesmo peso nas fungoes
objetivo dos problemas de minimizacao de gap em todos os nés. Temos observado

que essa atualizacao dinamica nos pesos 3; pode melhorar o desempenho de AMGI2,
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especialmente porque a solucao 6tima local obtida em cada problema de minimiza-
¢ao do gap ¢é bastante dependente do algoritmo e da implementagao adotada na
rotina de PNL local. Desse modo, a atualizacao dinamica dos pesos pode ajudar
a ganhar diversidade no processo de obtencao dos 6timos locais para os problemas
mencionados. Por fim, vale mencionar que essa estratégia de atualizacao dinamica
dos pesos f; lembra, de certo modo, a conhecida estratégia comumente adotada em
algoritmos de BB denominada como pseudo-custo, embora, estas duas estratégias
possuam finalidades diferentes, uma vez que os pseudo-custos sao utilizados para
a tomada da decisdo da variavel sobre a qual a ramificacao sera feita. (O leitor
interessado em informacoes sobre pseudo-custos no ambito de BB para PNLIM é

encorajado a consultar [26].)

4.6 Uso Como Heuristica

Uma das caracteristicas mais marcantes de AMGI2 ¢ a sua agilidade para encontrar
solugoes viaveis. Deste modo, torna-se natural o seu uso na qualidade de heuristica
de viabilidade. Uma vez que o processo de enumeragao de BB ao qual AMGI2 se
baseia pode ser bastante dispendioso, pode ser necessaria a adogao de mecanismos
que provoquem a parada do algoritmo de forma precoce nesse contexto. Uma es-
tratégia natural a ser empregada seria a interrupc¢ao do algoritmo imediatamente
apds a primeira solugao viavel ser encontrada. Entretanto, esta acao poderia fazer
o algoritmo apresentar uma solugao ruim, o que seria desvantajoso. Outras estraté-
gias naturais que poderiam ser empregadas sao a adocao de um tempo maximo de
execugao, ou nimero méaximo de iteragoes de modo a permitir que o algoritmo en-
contre uma sequéncia de solucoes viaveis reportando assim a tltima delas, que, pela
definicao, é a melhor encontrada. Ainda assim, o ajuste ideal do tempo méaximo de
execucao ou nimero maximo de iteracoes pode nao ser uma tarefa trivial, visto que
esses numeros podem variar bastante dependendo da instancia do problema sendo
abordada.

Devido a isso, apresentamos aqui uma estratégia simples que pode ser empregada
em AMGI2 de modo a tornar mais prético o seu uso como heuristica de viabilidade.
A estratégia se baseia no fato de que, num universo utopicamente ideal, a resolu-
¢ao do problema de minimizacao de gap no né k sempre nos forneceria a solugao
6tima global. Nessas circunstancias, se essa solucao nao satisfizer a integralidade e,
simultaneamente, a restricao de corte de nivel objetivo estiver ativa sobre a mesma,
poderiamos podar esse n6é por limite pois nao haveria solu¢ao que zerasse o gap
abaixo do limitante superior corrente. Isso, por suposto, se realmente tivéssemos
a certeza de que a solucao em maos é de fato a 6tima global para o problema de

minimizac¢ao do gap sendo considerado. Sendo assim, uma vez utilizando AMGI2
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na qualidade de heuristica, isto é, sem o compromisso estrito com a otimalidade,
podemos descartar os nés aos quais obtivermos solu¢ao para o problema de mini-
mizacao de gap onde o corte de nivel objetivo esteja ativo. Observe que, para que
isto ocorra, é necessario que AMGI2 ja tenha encontrado ao menos uma solugao
viavel. Desse modo, mesmo que parti¢oes sejam podadas indevidamente, AMGI2
apresentard uma solucao viavel ao final da execucao. A tendéncia é que este novo
critério de poda de fato elimine muitas parti¢goes precocemente (algumas até inde-
vidamente) e, assim, a execu¢ao do algoritmo chegaria ao seu final de modo mais
rapido. Dessa forma, AMGI2 podera ter sua execucao acelerada, na expectativa de
atender ao requisito implicito de que heuristicas de viabilidade devem fornecer solu-
¢oOes viaveis com baixo tempo computacional. Esta ultima estratégia poderia ainda
ser empregada juntamente com a imposi¢cao de um tempo maximo de execugao ou

nimero maximo de iteracoes todavia.
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Capitulo 5

Resultados e Contribuicoes

Computacionais

5.1 Resultados Computacionais

Para a realizacao de testes computacionais, consideramos um conjunto padrao de
152 instancias de problemas (convexos) de PNLIM binéria disponivel em [43]. In-
formagoes adicionais sobre essas instancias podem ser encontradas no Apéndice [A]
Os testes rodaram em um computador com processador core i7 4790 (3,6 GHz), 16
GB de memoria RAM sob o sistema operacional Open Suse Linux 13.1 [44]. Com
excecao de AMGI1, realizamos implementagoes proprias de todos os demais algorit-
mos mencionados nesse Capitulo (exatos e heuristicos) através da linguagem C-+-+
utilizando o compilador ICPC 16.0.0 [45]. Devido a dificuldade em se obter boas
rotinas de otimizacao global para implementacoes em C+-+, o algoritmo AMGI1
foi totalmente implementado no ambiente GAMS 24.5.3 [46]. Para a resolugao de
problemas de PLIM exigidos por algoritmos que se valem de aproximacao linear,
foi utilizado o pacote Cplex 12.6.0.0 [47]. Para a resolugao de subproblemas de
PNL convexos, foi adotado o pacote Mosek 7.1.0.33 [48] e para a resolugao dos
problemas de minimizagao de gap de AMGI2, foi adotado o pacote Ipopt 3.12.4
[49] com HSL 2014.01.10 [50], uma vez que nao é possivel utilizar Mosek em pro-
blemas nao convexos, ainda que seja apenas para obtencao de 6timos locais. Todos
os algoritmos foram configurados para serem executados por uma tnica thread de
processamento, o que significa dizer que os mesmos foram executados por um tnico

processador a cada instante de tempo na maquina utilizada para os testes.

5.1.1 Algoritmos Exatos

Neste primeiro contexto de execugao, consideramos os seguintes algoritmos exatos
para PNLIM:
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e AMGI1 (versao original apresentada no Algoritmo ;
e AMGI2 OBJ FIX (Algoritmo [4.2 sem pesos na fungao objetivo);

e AMGI2 OBJ DIN (Algoritmo com pesos na fungao objetivo conforme Ex-
pressao (4.10));

e Branch-And-Bound puro (BB) com pesudo-custos conforme [26];

e Plano de Corte Estendido (PCE) de Westerlund e Pettersson [20];

e Aproximagdo Externa (AE), proposto por Duran e Grossmann [I1] e aperfei-

goado por Fletcher e Leyffer [I8];

e Branch-And-Bound hibrido com Aproximagao Externa (BB+AE HIB) de
Melo, Fampa e Raupp [11, 36].

O tempo maximo de execucao de cada algoritmo sobre cada instancia de teste
foi limitado a 4 horas. Com excegao de AMGI1, os demais algoritmos aqui mencio-
nados contaram com a aplicagao de uma rotina de pré-processamento prépria cujo
objetivo é diminuir a largura das caixas das variaveis, isto é, aumentar os limitantes
inferiores e/ou diminuir os limitantes superiores das mesmas. Esta rotina de pré-
processamento ¢ aplicada no inicio da execugao de cada algoritmo sobre possiveis
restricoes lineares presentes no problema sendo tratado. Nos algoritmos que reali-
zam particionamento do espago (AMGI2, BB e BB++AE HIB), esta rotina também
¢ utilizada em cada particao do espago sendo explorada por estes. No algoritmo
AMGI1, as rotinas de pré-processamento padrao do ambiente GAMS foram adotadas.
As abordagens em geral utilizaram tolerancia de convergéncia absoluta e relativa da
ordem de 107%. O parametro v utilizado por AMGI OBJ DIN na formulacio da
fungao objetivo dos problemas de minimizagao de gap (Equacao (4.10) foi fixado
em 10. Pontos aleatérios sao utilizados como solucao inicial dos problemas de mi-
nimizacgao de gap em AMGI2. Ressaltamos que toda execugao de AMGI2 sempre
utiliza a mesma semente de geragao de nmeros pseudo-aleatérios para gerar essas
solugoes iniciais. Desse modo, diferentes execugoes desse algoritmo com os mes-
mos parametros de entrada sobre uma mesma instancia sempre fornecem o mesmo
resultado.

A Tabela [5.1] traz o nimero de instancias onde ao menos uma solugao viavel foi
encontrada por cada algoritmo (coluna # sol viavel), o nimero de instancias onde
cada algoritmo apresentou a melhor solugao dentre todas as abordagens (coluna #
melhor sol) e o nimero de instancias resolvidas por cada algoritmo até a otimali-
dade (coluna # sol 6tima). Pode-se notar que, embora nossas versoes de AMGI

tenham atestado otimalidade para um nimero menor de instancias que os demais
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Tabela 5.1: Numero de solugoes viaveis, de melhores solucoes dentre as abordagens
e de solugoes 6timas (comprovadas) alcangados por algoritmos exatos para PNLIM.

algoritmo # sol viavel # melhor sol # sol 6tima
AMGI1 149 130 113
AMGI2 OBJ FIX 151 127 105
AMGI2 OBJ DIN 151 134 104
BB 148 120 123
PCE 145 141 142
AE 148 144 144
BB+AE HIB 149 145 144

algoritmos, as mesmas obtiveram os melhores valores com relagao ao nimero de
instancias onde ao menos uma solucao viavel foi encontrada. AMGI1 foi capaz de
encontrar solugao viavel para 149 das 152 instancias (mesmo numero alcangado por
BB+AE HIB). As duas versdes de AMGI2 encontraram solugoes viaveis para 151
dos 152 problemas. Estes nimeros evidenciam uma suposta facilidade por parte dos
algoritmos AMGI em obter solugoes viaveis. Destacamos ainda que, dentre todos os
algoritmos considerados aqui, apenas as duas variantes de AMGI2 foram capazes de
fornecer solugoes vidveis para as instancias trimloss6 e trimloss7, que possuem,
cada uma, 56 variaveis continuas, 289 variaveis binarias, 147 restricoes lineares e 7

restri¢oes nao lineares, conforme pode ser verificado no Apéndice [A]

== AMGI2 OBJ FIXA
AMGIZ OBJ DIN
== BB
P CE
AE
== EE+AE HIB

numero de instancias

1 11 15 2 =2

namero de vezes pior que o melhor resultado

Figura 5.1: Comparacao de algoritmos exatos para PNLIM - melhor solucao encon-
trada.

A Figura 5.1 apresenta um grafico comparativo entre as abordagens com relagao
a qualidade da melhor solucao encontrada. Note que os dados estao normalizados em
relacao ao melhor resultado obtido por todas as abordagens sobre cada instancia.

No eixo das abscissas (z), temos valores discriminados para o nimero de vezes
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pior que o melhor resultado apresentado dentre todos os algoritmos. No eixo das
ordenadas, temos o ntimero de instancias alcancado por cada abordagem, isto é, o
ntimero de instancias para as quais o resultado obtido por cada algoritmo é menor
ou igual a x vezes o melhor resultado. Note, por exemplo, que a curva de AMGI1
passa pelo ponto (1, 130), significando que, AMGI1 foi capaz for fornecer a melhor
solugdo (1 vez pior que o melhor resultado) para 130 instancias. Em seguida, a
curva passa pelo ponto (1,1, 139), indicando que, para 139 instancias, AMGI1 foi
capaz de fornecer uma solugao até 10% acima da melhor solu¢do encontrada entre
as abordagens (1,1 vez pior que o melhor resultado). Estendendo esse raciocinio,
percebemos que AMGI1 encontra solucao até 50% acima do melhor resultado para
141 instancias e até 100% acima do melhor resultado para 148 instancias. Por
fim, o grafico informa que quando consideramos solucoes acima de 100% do melhor
resultado, AMGI1 fornece solucao para 149 instancias. Observe, que, a grosso modo,
podemos afirmar que um algoritmo se saiu melhor que os demais no quesito em
questao quanto mais sua curva esta “acima” das curvas dos demais algoritmos no
grafico.

O grafico da Figura indica que a abordagem BB+AE HIB obteve os melho-
res resultados quanto a qualidade da solucao final apresentada. Apontamos que este
algoritmo consegue se valer tanto das vantagens de um algoritmo de Branch-And-
Bound quanto das vantagens do algoritmo de Aproximagao Externa (pertencente a
classe de aproximagao linear), uma vez que se constitui em um hibrido de ambos.
Desse modo, este algoritmo ainda pode se aproveitar de todo o ferramental de um
pacote avancado de PLIM como Cplex, sem ficar excessivamente refém de aproxi-
magcoes lineares que podem nao funcionar muito bem em alguns casos de problemas
de PNLIM. O grafico indica ainda que as trés abordagens AMGI foram também
superadas por AE e PCE (algoritmos de aproximagao linear) quando se consideram
solugoes até 10% acima do melhor resultado. Este cenéario comecga entao a se inver-
ter a partir do momento em que se consideram solucoes até 50% acima do melhor
resultado. A figura ainda deixa claro que as abordagens AMGI superaram completa-
mente o desempenho do algoritmo de Branch-And-Bound puro quanto a qualidade
da melhor solugao encontrada. Desse modo, temos aqui um bom indicio de que as
modificagoes trazidas por AMGI2 podem melhorar consideravelmente a eficacia de
um algoritmo de particionamento de espago como Branch-And-Bound.

A Figura 5.1 sugere que, embora tenha comprovado otimalidade em um ntamero
relativamente baixo de instancias, no geral, as solugoes encontradas pelos algoritmos
AMGI apresentaram boa qualidade como se pode notar observando o nimero de
instancias onde a solu¢ao apontada ficou 1,1 vez pior que o melhor resultado (10%

acima da melhor solu¢do). Este nimero foi de 139 instancias para AMGI1, 140

para AMGI2 OBJ FIX e 142 para AMGI2 OBJ DIN. Podemos entao notar que a
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adicao de pesos dindmicos na funcao objetivo dos problemas de minimizacao de gap

trouxeram uma ligeira melhora para AMGI2 OBJ DIN.
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Figura 5.2: Comparagao de algoritmos exatos para PNLIM - tempo total de execugao
para as instancias resolvidas até a otimalidade.

A Figura[5.2] apresenta um grafico comparativo entre as abordagens com relagao
ao tempo total de execucao despendido nas instancias resolvidas até a otimalidade.
Note que este grafico foi construido de forma similar ao grafico da Figura 5.1 Per-
cebemos que os melhores resultados foram obtidos pelo algoritmo de Aproximagao
Externa, que é da classe dos algoritmos de aproximacoes lineares. Isto se deve prin-
cipalmente ao fato de que este algoritmo se beneficia diretamente da alta eficiéncia
provida pelo pacote Cplex na resolucao das relaxacgoes lineares dos problemas abor-
dados. Destacamos aqui que o conjunto de instancias tomado possui grau de nao
linearidade relativamente baixo, com a maioria das instancias possuindo um nimero
de restrigoes lineares consideravelmente maior que o de nao lineares, o que favorece
os algoritmos de aproximacao linear. Para apoiar essa tese, podemos mencionar que
o algoritmo PCE, que também ¢é de aproximacao linear, foi o que teve a segunda
melhor eficiéncia dentre os considerados. Por nao ser totalmente baseado em rela-
xagoes lineares dos problemas, o algoritmo BB+AE HIB nao conseguiu repetir o
bom desempenho do quesito anterior aqui. Este tltimo algoritmo esta mais funda-
mentado nas relaxagoes continuas das partigoes do espaco geradas, eventualmente
selecionando algumas dessas parti¢oes para aplicacao de relaxacao linear. O grande
nimero de problemas de PNL que precisam ser resolvidos acaba em alguns casos
por fazer esta abordagem possuir eficiéncia inferior ao algoritmo de Aproximagao
Externa puro. Para dar suporte a essa tese, temos o fato de que o algoritmo de
Branch-And-Bound puro apresentou desempenho abaixo de BB+AE HIB no que-

sito em questao.
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Com relagao ao tempo de execucao, podemos destacar que as trés versoes de
AMGI foram totalmente superadas pelas demais abordagens, tendo AMGI1 se saido
levemente superior as versoes de AMGI2. Este ultimo fato pode ser parcialmente
explicado por uma dificuldade marcante do pacote Ipopt em resolver os proble-
mas de minimizacao de gap de AMGI2. Frequentemente Ipopt atinge o nimero
méximo de iteragoes ao abordar estes problemas, mesmo quando dobramos ou tri-
plicamos o nimero maximo de iteracoes inicialmente estipulado como padrao pelo
solver. Ademais, Ipopt ainda nao possui ferramentas que poderiam melhorar sua
eficiéncia, como discriminagao de restrigoes lineares e quadraticas das demais e ar-
mazenamento interno de coeficientes de matrizes esparsas a priori de seu processo
de otimizacao. Diante dessas circunstancias, temos a mais absoluta convicc¢ao de que
o desenvolvimento de métodos especializados para abordar os problemas de minimi-
zagao de gap melhoraria consideravelmente a performance dos algoritmos AMGI, e,
por consequéncia, aumentaria a sua competitividade em relagao aos demais, visto
que ficou evidenciado que nossa metodologia é efetiva em encontrar boas solugoes.
Estes algoritmos especializados poderiam se valer, por exemplo, das caracteristicas
especiais presentes nos problemas de minimizagao de gap mencionadas na Se¢ao 3.3
De toda forma, é valido ainda como perspectiva futura de trabalho ao menos o teste
de AMGI2 com outros solvers de PNL que utilizem algoritmos diferentes para a reso-
lugao dos problemas de minimizagao de gap, dado o insucesso apresentado por parte
do algoritmo de pontos interiores implementado em Ipopt sobre esses problemas.

Vale destacar ainda que novos estudos e testes ainda precisam ser feitos com o
objetivo de melhorar o ajuste e o desempenho das versoes de AMGI, cujas imple-
mentagoes aqui ainda se encontram em fase inicial. As implementagoes dos demais
algoritmos, por sua vez, ja estao em estagio mais avancado, o que também ajuda a
explicar a diferenca de performance notada aqui. Podemos mencionar, por exemplo,
que diversas estratégias que comumente melhoram o desempenho de algoritmos de
BB foram propostas posteriormente a este. Fica entao apontado, como perspectiva
de trabalho futuro, a busca por mecanismos que também possam melhorar o desem-
penho dos algoritmos AMGI de modo a torna-los mais competitivos em relacao aos
demais. Uma possivel fonte de inspiragao sao as estratégias ja apresentadas para a
melhora de algoritmos de BB.

A Figura [5.3] compara as abordagens quanto a qualidade da primeira solucao
viavel obtida. O grafico mostra que AE e BB+AE HIB tiveram desempenho bas-
tante similar, o que pode ser um indicativo de que a primeira solu¢ao obtida por
BB+AE HIB venha da aplicacao de AE sobre o problema original abordado, ja
que BB+AE HIB considera a aplicacao peridédica e recorrente de AE sobre o pro-
blema tratado por tempo limitado. Também é perceptivel que as abordagens AMGI

possuem desempenho similar ao do algoritmo de Branch-And-Bound puro e que o al-
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Figura 5.3: Comparacao de algoritmos exatos para PNLIM - primeira solugao viavel
encontrada.

goritmo PCE, que ¢é totalmente baseado em planos de corte sobre relaxagoes lineares,
apresentou um bom desempenho nesse contexto. Temos observado que este tltimo
algoritmo, em geral, obtém boas primeiras solugoes viaveis, ao custo de demandar
mais tempo e iteracoes que o algoritmo AE, que também ¢é baseado em relaxagoes
lineares, demanda para desempenhar esta mesma tarefa. Esta caracteristica pode

ser parcialmente observada na Figura [5.4] a seguir.
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Figura 5.4: Comparagao de algoritmos exatos para PNLIM - tempo de execugao até
a obtencao da primeira solugao viavel.

A Figura compara as abordagens quanto ao tempo de execugao necessario
para obtencao da primeira solucao viavel. AE apresentou o melhor desempenho
nesse quesito, como ja era de se esperar pela analise da Figura [5.2 Entretanto,

aqui vale destacar que as abordagens AMGI apresentaram desempenhos semelhantes
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entre si tendo dominado completamente os algoritmos BB, PCE e BB+AE HIB.
Uma avaliacao conjunta das Figuras e nos aponta que AMGI2 foi capaz de
diminuir sensivelmente o tempo que o algoritmo de BB demanda para encontrar
a primeira solucao viavel, sem sofrer perdas no que diz respeito a qualidade dessa
solugao. Esse apontamento indica um possivel caminho de pesquisa futura, onde
aplicacao de AMGI2 e de BB podem ser integradas. Pode-se, por exemplo, comecar
a resolugao do problema por AMGI2 até a primeira solugao viavel ser encontrada, ou
até a execugao de p iteragoes de AMGI2 sem melhora da melhor solugao conhecida,
e, entao, passar para a aplicacao de BB aproveitando desde ja a lista de nos em

aberto deixada por AMGI2 no momento de sua interrupgao.

5.1.2 Algoritmos Heuristicos

Nesta subsec¢ao, comparamos o desempenho das seguintes heuristicas no contexto
de PNLIM binaria:

AMGI2 versao heuristica, com peso dindmico na func¢ao objetivo (Equagao

[1.10)) e poda por limite (descrita na Se¢ao [4.6));

Feasibility Pump (FP) para PNLIM apresentado por Bonami e Gongalves [37];

Feasibility Pump baseado em Aproximagao Externa (FP-AE) de Bonami et al.
|38];

Heuristica de Mergulho de Bonami e Gongalves [37].

Neste contexto, o tempo maximo de execucao dos algoritmos sobre cada instancia
foi ajustado em apenas 10 minutos, visto que espera-se que heuristicas consigam
apresentar solucao viavel utilizando-se de baixo tempo de execucao. Os demais

parametros de AMGI2 foram ajustados conforme a Subsegao [5.1.1]

Tabela 5.2: Numero de solugoes viaveis, de melhores solucoes dentre as abordagens

e de solugdes 6timas (ndo comprovadas) alcangados por algoritmos heuristicos para
PNLIM.

algoritmo | # sol viavel # melhor sol # sol 6tima
AMGI2 151 105 45
FP 145 30 16
FP-AE 150 35 16
Mergulho 128 o1 17

A Tabelal5.2] traz o ntumero de instancias onde cada heuristica encontrou solucao

viavel (coluna # sol viavel), o numero de instancias onde cada heuristica apresentou
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a melhor solugao dentre todas as abordagens (coluna # melhor sol) e o ntmero
de instancias onde a solugao 6tima por ventura foi obtida (coluna # sol 6tima).
Pode-se facilmente observar que AMGI2 apresentou os melhores resultados para
as trés colunas numéricas da tabela. As quantidades de melhores solugoes dentre
as abordagens e de solugbes Otimas (nao comprovadas) obtidas por AMGI2 sao

notavelmente superiores as dos demais algoritmos.
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Figura 5.5: Comparacao de algoritmos heuristicos para PNLIM - melhor solugao
encontrada.
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Figura 5.6: Comparacao de algoritmos heuristicos para PNLIM - melhor solugao
encontrada com a melhor solu¢ao conhecida.

A Figura @ apresenta o grafico comparativo entre as abordagens quanto a so-
lucao apresentada. Indiscutivelmente, AMGI2 supera as demais heuristicas quanto
a qualidade da solugao apresentada e ao nimero de instancias onde alguma solugao

viavel foi encontrada (151 instancias). A Figura compara as solucoes obtidas
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pelas abordagens com a solu¢do 6tima (ou a melhor solu¢do conhecida) de cada
instancia. Novamente, o desempenho de AMGI2 é melhor que os das demais heuris-
ticas. Estes resultados indicam que o uso de AMGI2 pode ser muito vantajoso em
situacoes onde partir de boas solugoes viaveis seja crucial ou oportuno.
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Figura 5.7: Comparacao de algoritmos heuristicos para PNLIM - tempo de execugao
para instancias onde alguma solucao viavel foi obtida.

A Figura apresenta o grafico comparativo das abordagens em relagao ao
tempo de execucao. O grafico mostra que o algoritmo FP-AE obteve os melhores
resultados em termos de eficiéncia. A incorporagao de aproximagoes lineares para
prover solucoes as variaveis inteiras feita por FP-AE parece ter trazido vantagens ao
algoritmo em relagao ao arredondamento simples utilizado por FP. Pode-se obser-
var que o desempenho de AMGI2 esta notavelmente abaixo das demais heuristicas.
Isto se deve em muito & demora por parte de Ipopt em resolver os problemas de
minimizacao de gap e ao fato de que as demais heuristicas param na primeira solu-
¢ao viavel encontrada por nao terem meios de melhorar essa solu¢ao. AMGI2 por
sua vez, possui um mecanismo que lhe permite prosseguir apds a obtencao de uma
solugao, na expectativa de alcancar solugoes viaveis ainda melhores. Desse modo,
AMGI2 demanda tempo computacional maior que as demais heuristicas, mas, con-
forme indicado nas Figuras e [5.6], pode conseguir resultados expressivamente
melhores. Vale ressaltar ainda que, embora os tempos de execu¢ao de AMGI2 se-
jam relativamente grandes, ainda assim, seus resultados foram obtidos respeitando

o tempo maximo de apenas 10 minutos em cada instancia de teste.
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5.2 Contribuicoes Computacionais

Além de propor novas abordagens para PNLIM (contribuigao tedrica), este trabalho
sempre teve como um de seus objetivos principais o desenvolvimento de um novo
pacote computacional aberto para PNLIM (contribui¢ao computacional). Este novo
solver, denominado como Muriqui, tem como missao agregar todo o conhecimento
e experiéncia que obtivemos ao longo desses anos de pesquisa bem como o resultado
de trabalhos futuros que ainda serao conduzidos. O desenvolvimento de Muriqui
tem se mostrado um desafio a cada dia mais complexo, que transcende o escopo

desta tese de doutorado. Suas motivagoes principais sao:

e A potencializacao da utilidade deste trabalho de pesquisa;

A ampliacao do nosso conhecimento pratico sobre a implementacao e o funci-

onamento dos algoritmos estudados;

e O provimento de suporte para o trabalho de outros pesquisadores na &rea,

contribuindo assim para o avanco da ciéncia como um todo;

O incentivo ao aumento das aplicagoes praticas de PNLIM;

A inexisténcia de um pacote computacional consolidado para PNLIM, embora

j& existam alguns disponiveis, em sua maioria de carater experimental;

A existéncia de “lacunas”, isto €, funcionalidades uteis ainda nao disponiveis,

nos pacotes para PNLIM ja existentes;

O incentivo ao desenvolvimento da computacao cientifica brasileira.

Muriqui tem por objetivo ser um pacote altamente customizével que faz uso das
melhores rotinas computacionais livres e comerciais as quais temos acesso. Além de
apresentar uma biblioteca de rotinas para programagcao em C++, Muriqui pode ser
utilizado por meio do sistema AMPL [51], o que lhe permite alcangar usuarios com
pouca ou nenhuma habilidade em programagao. Os diversos algoritmos mencionados

nesse capitulo ja estao disponiveis para uso no software, a saber:

e Algoritmos exatos:
Aproximagao Externa |11, [18];
Plano de Corte Estendido original [20];
Plano de Corte Estendido melhorado (ainda a ser apresentado);
Branch-And-Bound paralelo;

Branch-And-Bound paralelo hibrido com Aproximacao Externa [T}, 36];

36



Algoritmo de Minimizagao de Gap de Integralidade 2 (apresentado aqui),

com suporte a execucao paralela por miltiplos processadores;

e Algoritmos heuristicos
Feasibility Pump [37];
Feasibility Pump baseado em Aproximagao Externa [38];
Heuristica de Mergulho [37];

Algoritmo de Minimizagao de Gap de Integralidade 2 (apresentado aqui),

com suporte a execucao paralela por multiplos processadores.

A disponibilizacao de diferentes algoritmos no pacote o torna bastante versatil
para a abordagem de toda uma variedade de aplicagoes préticas que podem ter
caracteristicas bastantes distintas. Futuramente, outros algoritmos poderao ser in-
corporados ao pacote, incluindo métodos exatos, heuristicas e até metaheuristicas,
como, por exemplo [52H54]. O desenvolvimento de Muriqui j& resultou na proposi-
¢ao do algoritmo de Branch-And-Bound hibrido com Aproximacao Externa, apre-
sentado em [1I, 36]. Conforme pode ser conferido na Subsegao , esta abordagem
tem sido efetiva em diversos problemas de PNLIM. Ademais, a implementagao de
Branch-And-Bound de Muriqui permite a customizagao deste algoritmo para apro-
veitamento de particularidades presentes em determinadas aplicagoes. Um exemplo
de sucesso na customizagao do BB de Muriqui esta descrito em [55], onde caracte-
risticas especiais presentes no problema de Steiner Euclidiano foram tomadas para
compor um algoritmo de BB otimizado para a resolugao deste problema, com base na
implementagao disponivel em Muriqui. Os autores reportam altos niveis de ganho
de perfomance com a customizacao desenvolvida para este problema a partir do BB
de Muriqui, o que abre mais uma linha de atuagao para esse pacote computacional.

As implementagoes dos componentes de Muriqui, feitas em C++, atualmente
contam com cerca de 40 mil linhas de c6digo em seus arquivos fontes (excluindo
linhas vazias e de comentarios). Alguns desses componentes ja se tornaram projetos
independentes que podem agora ser facilmente reutilizados em outras aplicagoes
computacionais, o que se constitui em mais uma contribuicao deste trabalho. Estes

componentes incluem:

e Um framework para implementagao genérica de algoritmos de Branch-And-
Bound com suporte a execucao de miltiplas threads de processamento para

resolucao de subproblemas em paralelo;

e Uma Interface de Programagao de Aplicagoes (Application Programming In-
terface) para a utilizacdo de diferentes pacotes de otimiza¢do computacional

de forma unificada;
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e Uma biblioteca para representacao genérica de problemas de Programacao Nao

Linear Inteira Mista, com suporte a recebimento de dados via sistema AMPL

e Uma biblioteca para armazenamento de coeficientes de matrizes esparsas.

Vale destacar que os componentes acima ja tem sido reutilizados com sucesso no
desenvolvimento da aplicacao computacional referente a outra parte deste trabalho,
o pacote computacional iquad, cuja descrigao é feita na Segao O trabalho
de implementagao aqui mencionado foi totalmente desenvolvido com o intuito de
torna-lo util para pesquisas e aplicagoes futuras, nao apenas de nossa parte, mas
também por parte de outros pesquisadores e técnicos nos mais variados campos do

conhecimento.

38



Parte 11

Uma Abordagem de
Branch-And-Bound Espacial para
Programacao Quadratica Nao

Convexa
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Capitulo 6
Introducao

Problemas de Programagao Nao Linear (PNL) ndo convexa, comumente denomi-
nados como problemas de otimizacao global, sao problemas de otimizacao que in-
corporam fung¢oes nao convexas na func¢ao objetivo sendo minimizada EI e/ou nas
restrigoes (na forma de desigualdades com limitante superior). Nessa parte do tra-
balho, estamos interessados na resolucao do seguinte problema de otimizacao global

onde a nao convexidade se remete apenas as fungoes quadraticas:

(PQR) z:= rr;in folz) + qo(x),
sujeito a:  fi(z) + qi(w) <b;, i=1,....m

(6.1)
l, <o <,
x; €7, para j €L,
onde, para j = 0,...,m, f;(z) sdo func¢oes nao lineares convexas e ¢;(x) = %x’ij

sao fungoes quadraticas. Assumimos aqui que a regiao viavel de (PQR) é limitada
e que ao menos alguma das matrizes simétricas );, j = 0,...,m nao é semidefinida
positiva, o que significa dizer que, ao menos uma das funcoes ¢;(x) é ndo convexa.
Note que algumas das matrizes ); ou mesmo as fungoes f; podem ser nulas. Ob-
serve ainda que termos lineares podem estar presentes nestas tltimas funcoes de
forma exclusiva ou em conjunto com termos nao lineares convexos, e que possiveis
restri¢oes de igualdade podem ser desmembradas em duas desigualdades para aten-
der ao formato acima. Aqui, exceto quando explicitamente dito o contrério, vetores
sao representados como vetores coluna.

A presenca de fungoes nao convexas pode acarretar na existéncia de multiplas
solugoes 6timas locais na regiao viavel de um problema de otimizagao, o que dificulta
de forma acentuada o processo de obtencao de alguma solugao 6tima global. Métodos
tradicionais de PNL se baseiam em otimalidade local, o que implica que eles podem

ser facilmente levados a convergir para pontos de 6timos locais que nao otimizem

Ipara o caso de maximizacdo, a funcdo considerada é nao concava,
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o problema de forma global. Para tornar a situacao ainda mais critica, em geral,
esses métodos nao sao capazes de atestar se uma solucao 6tima obtida é global
ou apenas local. Diante desse fato, a area de otimizacao global tem sido tema
recorrente de pesquisa (o leitor interessado em revisoes bibliograficas gerais pode
consultar [56-58]). Os algoritmos desenvolvidos nesse ambito, em geral, requerem
esforgo computacional bem mais elevado em comparagao aos métodos tradicionais
de PNL local, e, em geral, sao capazes de resolver em tempo habil apenas problemas
de dimensao reduzida em comparacao com estes tltimos. Por essa razao, pesquisas
pela melhoria e desenvolvimento de novas abordagens para otimizagao global sao de
fundamental importancia, especialmente porque, no mundo real, muitos problemas
praticos podem nao ser modelados de forma satisfatéria apenas com o uso de fungoes
convexas.

Modelos de otimizacao envolvendo fungoes quadraticas nao convexas, em particu-
lar, tem larga aplicagao em otimizac¢ao combinatéria. O problema de corte méximo
(max-cut) em grafos com pesos pode ser facilmente modelado como um problema
quadrético nao convexo (com matriz (g indefinida), e seus métodos de solu¢ao mais
conhecidos exploram esse modelo (o leitor interessado por consultar [59], por exem-
plo). Adicionalmente, o problema de alocagdo quadratica (quadratic assignment
problem), que tem sido utilizado para modelar muitos outros problemas de otimi-
zacao combinatoéria estruturados, é diretamente modelado utilizando um modelo
quadratico nao convexo. (Veja [60], por exemplo). No universo continuo, minimiza-
¢ao de fungoes concavas aparecem naturalmente quando temos economias de escala.
No campo de Programagao Nao Linear Inteira Mista (MINLP), podemos mencionar
modelos quadraticos nao convexos envolvendo termos bilineares, que aparecem em
problemas de corte de estoque (para mais informagoes, consulte [61]), ou mesmo os
problemas de minimizagao de gap adotados pelas abordagens AMGI (descritas na
Parte I| deste texto), que minimizam uma fungao objetivo quadratica concava sujeita
a restricoes convexas.

A metodologia de Branch-And-Bound Espacial (BBE) é bastante difundida para
a resolucao de problemas de otimizacao global. Esta metodologia consiste em divi-
dir o espago em busca de solugoes viaveis que possam melhorar o limitante superior
conhecido (no caso de fungao objetivo de minimizagao) para o problema tratado, até
que seja comprovado que uma solugao vidvel obtida ¢ a solugao 6tima global do pro-
blema em questao (assumindo, é claro, que esta solugao 6tima global exista). Para
que esse “certificado” de otimalidade possa ser obtido, torna-se crucial a constru-
¢ao de uma relaxagao convexa para os subproblemas em cada subporcao do espaco
explorada. Através da resolucao destas relaxacoes convexas, obtém-se limitantes
inferiores para as diferentes subpor¢oes do espaco, o que permite o descarte das

mesmas tao logo fique comprovado que nao possam abrigar solu¢des melhores do
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que a melhor solucao conhecida. Isto ocorre quando as respectivas relaxagoes con-
vexas fornecem limitantes inferiores maiores ou iguais ao limitante superior global
do problema (obtido, em geral, com a melhor solugao viavel encontrada), ou quando
estas mesmas relaxagoes se mostram inviaveis. Em geral, quanto mais forte é a
relaxacao obtida, isto é, quanto mais proxima do problema original ela esta, melhor
tende a ser o limitante inferior (para o caso de minimizagao) que a mesma fornece.
A habilidade em produzir bons limitantes inferiores é essencial para o sucesso de um
algoritmo de BBE, pois permite o descarte de subporgoes do espaco nao promisso-
ras de modo mais prematuro, evitando assim o desperdicio de esfor¢co em partes do
espaco que nao nos interessam.

Conforme discutido acima, uma vez que esta metodologia envolve a construcao
de uma relaxagao convexa para o problema abordado, uma dificuldade marcante e
evidente nas abordagens gerais baseadas em BBE consiste em como lidar, no mo-
mento da construgao dessas relaxacoes, com os mais variados tipos de fungoes nao
convexas que podem estar presentes na fungao objetivo e/ou restrigdes. Em muitos
casos, para se garantir a obtencao de uma relaxacao convexa geral, pode-se terminar
por construir uma relaxacao fraca que tende a fornecer limitantes inferiores ruins e
a prolongar o processo de convergéncia do algoritmo. Por esta razao, pode ser de
grande interesse o desenvolvimento de abordagens especializadas para determinados
tipos especificos de problema de otimizagao global, pois dessa forma, particulari-
dades do problema em questao podem ser consideradas para a construcao de uma
relaxacao convexa mais forte, levando assim a resultados melhores em relacao a
abordagens mais genéricas. Nesse trabalho, em especial, nos dispomos a desenvol-
ver uma abordagem baseada em BBE para os problemas onde a nao convexidade se
remete apenas a termos quadraticos.

Para este trabalho, particularmente, importantes ideias foram obtidas a partir
dos trabalhos [62] e [63], onde nado convexidade quadratica ¢ identificada dinamica-
mente e combinada com uma metodologia disjuntiva de modo bastante sofisticado.
Nesta parte do nosso trabalho, no lugar de adotar um processo disjuntivo, desen-
volvemos uma metodologia baseada em Branch-And-Bound Espacial para resolver
o problema (PQR). Nossa abordagem se baseia em tirar o maximo de proveito pos-
sivel de toda convexidade presente no problema, tanto nas fungoes convexas f;(z)
quanto na parte quadratica ¢;(x), para a construcao de uma boa relaxacdo convexa.
A ideia principal consiste em decompor cada funcdo quadratica g;(x) = %x/ Qjx

como sendo uma diferenca entre fungoes quadraticas convexas da seguinte forma:

() = p;j(x) —rj(x) (6.2)

onde p;(z) = 32’ Pjz e rj(x) = 32'R;x (note que as matrizes P; e R; sdo semidefini-
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das positivas, ja que p;(x) e rj(x) sdo convexas, e precisam ser calculadas de algum
modo para que a decomposigao seja obtida com sucesso). Por tras da decomposi¢ao
, esta a ideia de identificar uma possivel parte convexa em g;(x) e separé-la no
termo p;(x). Essa possibilidade de extracdo do termo p;(x) a partir de ¢;(x) é uma
das principais vantagens de nossa abordagem. Por se tratar de um termo convexo,
p;(z) ndo necessita ser relaxado. Assim, a decomposigao nos permite tratar na
relaxacdo os termos convexos p;(x), juntamente com os termos f;(x), em suas for-
mas originais, concentrando entao nossos esforcos na relaxacao dos termos concavos
—r;(x) apenas. Note que essa estratégia tende a nos fornecer meios de construir uma
relaxacao melhor para (PQR) do que a que terfamos se simplesmente relaxéssemos
o termo ¢;(x) sem qualquer tentativa de identificacdo de uma parte convexa presente
no mesmo. Posto isso, avaliamos aqui diferentes formas de se obter a decomposi¢ao
, sendo umas delas baseada na decomposi¢ao por autovalores da matriz Q); e,
as demais, baseadas na decomposicao dessa mesma matriz por meio da obtencao de
uma matriz R; diagonal que atenda aos requisitos de ([6.2]).

A estratégia de decompor fungoes como a diferenca entre duas fun¢oes convexas
no contexto de programagao matemaética é denominada como Diferenca de Convexas
(DC). DC ja fundamentou diversos resultados tedricos e métodos de solugao (para
um apanhado geral sobre o assunto, consulte [64,[65]). Em particular, decomposigoes
de fungbes quadraticas nao convexas em uma diferenga de fungoes convexas tém sido
utilizadas na literatura para a construgao de relaxagoes convexas dos problemas
quadraticos abordados.

Em [66], um algoritmo de Branch-And-Bound elipsoidal foi proposto para mi-
nimizar um funcao quadratica nao convexa sobre um conjunto convexo poliédrico
limitado. Em [67], é introduzido o conceito de decomposi¢oes DC dominadas para
fungoes quadraticas nao convexas. Os autores demonstram que existe um nimero
infinito de decomposi¢oes nao dominadas para fungoes quadraticas nao convexas
(incluindo a decomposigdo por autovalores utilizada neste trabalho). Algoritmos
para computar decomposicoes nao dominadas sao propostos pelos autores, mas os
mesmos nao apresentam resultados numéricos. Todavia, os autores mostram como o
conceito pode ser aplicado para a computacao de limitantes em algoritmos de BBE
para problemas quadraticos. E demonstrado que limitantes obtidos com a subesti-
magao por secantes da parte concava de uma dada decomposi¢ao (para problemas
de minimizagao) sdo mais fortes que limitantes obtidos com outras decomposigoes
dominadas por essa primeira.

Em [68], é tratado o problema de minimizac¢ao de uma fungao objetivo quadra-
tica 2’Qx, x € R™ sobre um simplex. Os autores comparam dois limitantes inferiores
para o valor da funcao objetivo: O limitante composto [69)] e o limitante obtido por

meio da DC Q = P — R. As matrizes semidefinidas positivas P e R sao obtidas
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por meio da resolucao de um problema de programacao semidefinida que garante
o melhor limitante inferior entre qualquer escolha de matrizes. Embora os autores
discutam sobre a extensao do limitante DC para o caso onde a regiao viavel é dada
por um politopo (ainda limitado), eles mencionam que, neste caso, o problema de
programagao semidefinida necessario para a obtencao de P e R é computacional-
mente intratédvel. Adicionalmente, o esquema de decomposicao DC proposto nao é
aplicavel a problemas quadraticos mais gerais.

Um problema quadratico mais geral que os tratados nos trabalhos citados
até aqui é tratado em [70], onde se minimiza a fun¢do quadratica ndo convexa
' Qox + cjz, x € R™ sujeito a restrigoes quadraticas convexas 2'Q;x + cix +b; < 0,
para i = 1,...,m , (Q; »= 0, isto &, @); é semidefinida positiva). Os autores pro-
poem o célculo de limitantes inferiores através da solugao de relaxagoes convexas do
problema. Estas relaxagoes convexas sao construidas usando esquemas de decompo-
sicao DC otimizados. O termo concavo é entao subestimado por uma funcao linear
sobre a relaxacao. O esquema DC apresentado utiliza uma combinagao de matrizes

de posto 1 juntamente com as matrizes de restricoes da seguinte forma:

p m
Qo + Z Aiviv; + Z wiQ; = 0, (6.3)
i=1 i=1
onde v; € R", i = 1,...,p , sdo vetores nao nulos, A € R e p € R7. Note

entao, que, para a obtencao de uma decomposicao DC na forma Qg = Fy — Ry,
basta tomar Ry =Y &, \v;vf + > it 11;Q; e entdo calcular Py como sendo Qo + Ry
(observe entao que o lado esquerdo da expressao fornece o valor para Py nesse
contexto). Assim, de modo similar ao trabalho feito em [68], os autores utilizam
um modelo de programacao semidefinida para encontrar os valores de A e u que
fornecem a combinacao de matrizes segundo a expressao que leva ao melhor
limitante possivel.

Nesta parte do trabalho, também consideramos decomposicoes DC de funcoes
quadraticas nao convexas presentes no problema abordado. Entretanto, o problema
tratado aqui é mais geral que os problemas quadraticos abordados nos trabalhos
citados. Ademais, diferentemente de [68, [70], nosso objetivo final ndo é apenas a
construcao de uma relaxacao convexa para o calculo de limitantes inferiores para o
valor 6timo, mas sim a obtencao da solucao global do problema abordado por meio
de um algoritmo baseado em BBE. O Capitulo [7]apresenta os fundamentos de nossa
abordagem, inicialmente para o caso particular do problema (PQR) onde todas as
variaveis estao em dominio continuo e a parte nao convexa do problema esta restrita
a fungao objetivo, isto é, ao termo ¢o(x). Introduzimos nesse capitulo o algoritmo
bésico juntamente com distintas formas de se calcular a decomposi¢ao DC de go(x).

Posteriormente, propomos um modelo de programacao semidefinida para a decisao
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da melhor decomposi¢ao DC a ser adotada no problema abordado. Adicionalmente,
discutimos ainda nesse capitulo a extensao de nossa metodologia para o caso mais
geral representado no problema (PQR), onde nao convexidades também podem es-
tar presentes nas restrigdes através dos termos ¢;(z), i =1,...,m , e com a possivel
presenca de variaveis em dominios inteiros. Por fim, resultados computacionais com
algumas conclusoes sao apresentados no Capitulo [§] onde também apresentamos
outra grande contribuicao desse trabalho de pesquisa, que consiste na disponibiliza-
¢ao de um novo pacote computacional aberto que implementa a metodologia aqui

descrita para a resolugao de (PQR), o solver iquad.
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Capitulo 7

Uma Abordagem de
Branch-And-Bound Espacial para
Programacao Quadratica Nao

Convexa

7.1 Introducao

Para melhor apresentar os principais conceitos de nossa abordagem, tratamos neste
capitulo da resolugdo de um caso particular do problema (PQR) apresentado no
Capitulo[6] onde a nao convexidade aparece apenas nos termos quadraticos presentes

na fung¢ao objetivo:

(PQ) mmin folx) + qo(x),

sujeito a: reX

(7.1)

onde fo(x) é uma fungao convexa qualquer, possivelmente linear, nao linear ou até
mesmo nula, ¢o(x) = %x’ Qoxr é uma funcao quadratica nao convexa, o que significa
dizer que @)y ndo é semidefinida positiva (assumimos @)y simétrica, todavia). X é
um conjunto definido por restri¢oes de caixa juntamente com uma quantidade m de

restricoes convexas:
fl<$)§bz, izl,...,m

r e R,
onde f;(z), i = 1,...,m sdo fungdes convexas quaisquer, possivelmente lineares,

quadréticas ou nao lineares. Assumimos aqui que (P(Q) possui solu¢ao 6tima global e
que sua regiao viavel é limitada. Nossa abordagem consiste na resolucao do problema

(PQ) por meio de um algoritmo baseado em Branch-And-Bound Espacial (BBE) que
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resolve sucessivas relaxagoes convexas do problema (P()) em subporgoes do espago.
Observe que, a caracteristica das funcoes f;(x), j = 1,...,m definira o tipo de rotina
computacional utilizada na resolugao dessas relaxagoes. Se todas essas fung¢oes forem
lineares, por exemplo, podera ser empregado um solver de Programacao Quadratica.
Caso alguma fungao f;(z), i = 1,...,m seja quadratica (sem que haja qualquer outra
fungao nao linear), poderéa ser utilizado um solver para Problemas Quadraticamente
Restritos. Caso haja alguma fun¢do nao linear em (PQ), entdo podera ser adotado
um solver de Programacao Nao Linear.

Na Se¢ao[7.8] discutimos a extensao da metodologia para problemas onde fungoes
quadraticas nao convexas também aparecem nas restricoes dos problemas, além de
uma possivel incorporagao nos mesmos de variaveis em dominios discretos (inteiros).
Antes de especificamente introduzir os detalhes de nossa abordagem, é apropriado

realizar uma breve discussao sobre BBE.

7.2 Branch-And-Bound Espacial

Apresentamos aqui o algoritmo de Branch-And-Bound Espacial (BBE) tomado por
base para a construgao de nossa metodologia (Algoritmo[7.1]). A filosofia geral deste
algoritmo é bastante similar ao Branch-And-Bound utilizado em Programagao In-
teira, apresentado neste trabalho na Secao (Capitulo . Seja (PNY) o problema
de minimizacao nao convexo sendo abordado. De modo geral, é necessario algum
esquema para a construcao de uma relaxacao convexa desse problema, denotada
aqui por (PVY). Através de sua resolucio, esta relaxacio convexa é responsavel
pelo fornecimento de limitantes inferiores para diferentes subporcoes V¥ do espaco
da regido viavel do problema. Seja (P)) a relaxagio convexa de (PNC) resolvida
na subporcao do espaco V*. Sejam ainda z* a solucdo 6tima de (E{ﬂc ), caso este
seja viavel, zF o seu respectivo valor 6timo da funcdo objetivo, e, 2%, o melhor limi-
tante superior conhecido para (PV¢) (note que z* pode ser inicializado como +00).
Note que se z* for viavel para (PNY), ¢ possivel que esta solugio possa atualizar
o limitante superior z* caso a mesma apresente valor objetivo em (PN?) inferior a
z". Assim, apds essa possivel etapa de atualizacao de z* no BBE, temos trés casos

a considerar:

1. O problema (f{ﬂc) € wnvidvel: nesse caso, podemos descartar todos os sub-

problemas deste (subarvore abaixo do no6 atual), pois também serao inviaveis
(poda por inviabilidade, linha [16] do Algoritmo [7.1)).

2. zF > 2% neste caso, uma vez que o valor z¥ é um limitante inferior para (PN¢
= ) =

em toda subporcio de V¥, temos a certeza de que nenhuma das subporcoes
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25
26
27
28
29
30
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32
33

Entrada: (PV¢): Problema nao convexo abordado, e.: tolerancia de convergéncia
Saida: (z*): solucdo 6tima de (PNC)

Z% =400 ;

Seja f(.) a fungdo objetivo de (PNC);

Seja (PVY) uma relaxacdo convexa para (PNC);

Seja x o vetor de varidveis de decisio de (PVC) ;

Seja V o conjunto (espaco) de solugoes viaveis de (PVC) ;

VO =V

Seja (Eg;c) a relaxacio convexa de (PV®) na subporcio do espago V¥;

Seja N = {0} a lista inicial de nés em aberto;

1= 0;
Seja L! o limitante inferior do né i ;
L0 = —o0;

enquanto N # () faga
2b=min;{L’ : j€ N}
Selecione um n6 k de N;

se (PYC) € invidvel entao

| N =N\{k}; // Poda por inviabilidade
senao
Sejam z* uma solucdo 6tima de (Egkc ), e z¥ seu respectivo valor na fungio
objetivo deste problema;
se P ¢ vidvel para (PNC) entdo
2 = f(z");
z* =z*;
N=N\{j:L'>2"—e.}; // Podas por limite

se zF < 2% — ¢, entdo

// Ramificag&o

Selecione uma variavel z; de (P~ ) para ramificagio ;
Seja lf e uf , Tespectivamente, os limitantes inferior e superior de z; em Yk,
Escolha 1 € (I¥ u});
Vil = vz az; <y}
Vit =V {z:z; > ¢}
L+l = [i+2 5,

N=NU{i+1,i+2}\{k};

| i=1+2;
senao
L N = N\{k} ; // Poda por limite

Algoritmo 7.1: Algoritmo de Branch-And-Bound Espacial tomado por base
em nossa abordagem.
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desta contém qualquer solucao que melhore o limitante superior conhecido, e,
portanto, podemos descarta-las (poda por limite, linha do Algoritmo .

3. zF < 2% Neste caso, precisamos avaliar as subporcoes de V¥, pois existe a
possibilidade de ao menos alguma delas abrigar solucao que melhore o limitante
superior. Escolhemos uma variavel z; de (PNY) para dividir o espaco. Sejam
lf e u?, respectivamente, os limitantes inferior e superior de ; na subpor¢ao do
espaco V¥ sendo correntemente explorada. Escolhemos um valor v € (l;g u;“)
e, entdo, geramos duas novas subporgoes do espaco (ramificacao, linhas
do Algoritmo . Na primeira, adicionamos a restrigao lf <z; <1, e na
segunda, a restricao ¢ < x; < ué’“ . Note que, diferentemente do BB usado em
programagao inteira, as subporcoes geradas possuem interse¢ao entre si, razao
pela qual preferimos aqui usar o termo “divisao do espac¢o” em detrimento do

termo “particao do espago”.

Ressaltamos que a poda por otimalidade aqui ocorre apenas quando a relaxacao

¥ viavel com z* (limitante inferior na subporgao V¥) tendo o

sendo resolvida fornece
mesmo valor objetivo de (PV¢) em z* (limitante superior na subporcao V*). Quando
essa situacao ocorre, essa poda por otimalidade acaba sendo executada como poda
por limite no caso acima. Apontamos que se o problema relaxado (EN C) incorporar
todas as restricoes de (PNY), o que s6 é possivel se todas estas restricoes forem
convexas, cada solucao z* obtida nas subporcoes do espaco sempre sera viavel para
(PNY), embora nio obrigatoriamente cada uma dessas solugdes atualize o limitante
superior z*. Observe ainda que, no BB padrao de programacao inteira, sempre que
encontramos uma solucao viavel por meio da resolucao da relaxacao continua em
uma subporcao do espago nao podada por limite, necessariamente atualizamos o
limitante superior com essa nova solugao, pois, uma vez que a respectiva subporc¢ao
do espago nao foi podada por limite e a fungao objetivo da relaxagao continua
¢ a mesma do problema de programacao inteira abordado, essa solucao 6tima da
relaxagao continua apresenta valor objetivo menor que o limitante superior corrente.
A razado pela qual esse comportamento nao necessariamente se repete no BBE é
que a funcao objetivo de (PVY) pode néo ser a mesma de (PNC), e, nesse caso, a
relaxacao convexa em uma subporc¢ao do espago nao podada por limite pode fornecer
uma solucao cujo valor objetivo em (EN C) esta abaixo de z*, mas o valor objetivo
dessa mesma solucao em (PNY) estd acima de z%.

Sempre que o limitante superior z* for atualizado, pode-se descartar todas as
subpor¢oes do espago com limitante inferior igual ou maior que este valor (linha
. Destacamos também que, no algoritmo BBE basico (Algoritmo [7.1]), a regiao
viavel da relaxacio convexa (PVY) é que define a porcio inicial do espaco (linha

, ja que esta regiao vidvel pode ser diferente (mais abrangente) da de (PN¢).
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Destacamos também que a divisao do espaco é realizada considerando as variaveis
de (BN C) (linhas , uma vez que este tltimo problema pode possuir variéveis

auxiliares nao originalmente presentes em (PN¢).

7.3 Construindo uma relaxacao convexa

O primeiro passo para a aplicacao de um algoritmo de BBE em um problema nao
convexo é a construgao de uma relaxagao convexa para o mesmo. Observe que o
problema (PQ), em especial, possui regiao viavel convexa, o que nos permite adotar
todas as suas restricoes em uma relaxagao convexa sem maiores preocupagoes. Uma
vez que a fungao fo(x) também é convexa, podemos voltar nossas atengoes para a
construgao de um termo subestimador para a parte nao convexa da fungao objetivo
Qo) = %x’ Qox. Para a realizacao desta tarefa, precisamos calcular matrizes simé-
tricas semidefinidas positivas F e Ry com o objetivo de construir uma decomposi¢ao
DC na forma go(z) = po(z) — ro(z), onde po(z) = 1a'Pyx e ro(z) = 12/Roz. Em

outras palavras, precisamos inicialmente decompor )y na forma QQy = Fy — Ry.

7.3.1 Decomposicao por Autovalores

Uma maneira natural de decompor a matriz )y, é por meio de sua decomposi¢cao
por autovalores. Seja )\?O,i = 1,...,n os autovalores de )y, com seus respectivos
autovetores representados por u;,7 = 1,...,n. Seja Ago o conjunto de indices dos
autovalores positivos de @y, isto ¢, Azgo ={i : )\Z»QO > 0}, e Ay, o conjunto de
indices dos autovalores negativos de Qo, isto ¢ Ay, = {i : A2 < 0}. Deste modo,

podemos calcular Py e Ry como:

P() = Z )\lQOU,ZU; y

i€ A
o e (7.3)
0 Z i Uill

iEAéO

Uma vez que a decomposicao ([7.3) gera, de modo geral, matrizes Ry cheias (nao
9 ) 0
diagonais), a classificamos aqui como decomposi¢ao cheia, em oposi¢ao as decompo-

si¢oes alternativas apresentadas na Secao que geram matrizes Ry diagonais.

7.3.2 Nossa relaxacao convexa

Uma vez feita, por algum modo, a decomposicao Qg = Py — Ry, com as matrizes Fy
e Ry simétricas semidefinidas positivas, estamos aptos a prosseguir na construgao
de uma relaxacao convexa para (PQ). A partir de agora, precisamos escrever a

expressao %x’ Roxr em uma forma separavel. Para isso, tomamos a decomposi¢ao
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por autovalores de Ry. Sejam \; os autovalores de Ry, e v; 0s seus respectivos

autovetores. Note que Ry nao possui autovalor negativo. Seja A* o conjunto de

indices de autovalores positivos (ndao nulos) de Ry, isto é, At = {i : X\; > 0}.
Escrevemos entao Ry como:
Ro = Z )\iviv;
€At

Introduzindo as variaveis auxiliares
Yy = vir, i € AT, (7.4)
reformulamos o problema (PQ) como:

(PQ) min fo(z) +%x’P0x — % ST Ny?

&Y i€At
sujeito a: re X,
Y = vz, i€ At (7.5)
Ly, <yi <y, ie AT,
y € R

onde os limitantes [,, e u,, podem ser calculados, por exemplo, por meio da resolugao

dos seguintes problemas auxiliares, para i € A*:

LY 1, = min vix,
( z) Yi . 4 (76)
sujeito a: = € X,
e
U’y wu, = max vix,
( z) Yi o 7 (77)

sujeito a: = € X,

usando um solver apropriado em relagao as restri¢coes que definem X. Note que, para
acelerar o processo de obtencao dos limitantes [,, e u,,, ¢ possivel relaxar algumas
restri¢oes que definem X’ nos problemas (LY) e (UY) (desde que suas regides viaveis
permanecam limitadas). Também ¢é possivel ndo resolver estes problemas até a
otimalidade utilizando entao seus respectivos limitantes duais obtidos como valores
para l,, e u,,. De todo modo, ter em maos limitantes os mais justos possiveis para as
variaveis pode ser bastante benéfico para acelerar a convergéncia de um algoritmo
baseado em BBE.

Tendo apresentado a reformulagao (PQ), podemos considerar uma relaxacio
para este problema. E vélido destacar que fungdo objetivo de (PQ) é composta do

termo convexo fo(x) + %x’ Pyx juntamente com termos concavos em funcao de y.
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Note que, cada um desses termos concavos tem a forma:

wz(yz) = —%Aiyf,

(7.8)
lyi <y < Uy, s

para i € AT. Podemos entao subestimar esses termos concavos através de secan-
tes. Substituimos cada termo —y? por uma nova variavel w;, a qual submetemos a
desigualdade secante:

= (uy, + L)y + lyuy, < wi. (7.9)

Assim, construimos a nossa almejada relaxagao convexa:

(PQ)  min  fole) + P + 1Y Ay

Sy i€AT
sujeito a: r e X,
vi = vi, 1€ AT, (7.10)
—(uy, + 1y)yi + lyuy, <w;, i€ A",
ly, <yi < uy, ie At
y,w € R

Para facilitar o processo de resolugao, pode ser proveitoso omitir as variaveis y;,

obtendo assim:

(PQ)  min  fo(z) +32'Pox + 5 > N

o icA+
sujeito a: r e X,
—(uy, + ly)viw + Ly, <w;, i€ A", (7.11)
lyi S ng S uym 7/ c ./4+,
w e RM.

Sejam l’y“i e u’y€ os limitantes inferiores e superiores, respectivamente, das varaveis
y;, 1 € A", na k-ésima subporc¢ao do espaco. Assim o subproblema (PQk) resolvido

nessa subporc¢ao é dado por:

T, w zeAJr
sujeito a: T €EX,
—(ub + e+ ul <w;, ieAt, (7.12)
llyi SU;JJSUIJN ie AT,
w € RAT

Note que as desigualdades secantes (7.9) presentes em (PQF) sdo atualizadas pelos

valores de l’y“i e u’y‘C da k-ésima subporcao do espaco k.
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7.4 Pormenores do Algoritmo de Branch-And-
Bound Espacial

Durante a aplicacao de nossa abordagem baseada em BBE, a divisao do espaco é
feita através das variaveis y;. No momento apropriado para ramificacao, é necessaria
a escolha de um indice j € AT para entao procedermos a divisao do espaco sobre
y;j. Um valor ¢ € (l’y“j u’;J) ¢é tomado e entao duas novas subporcoes do espago sao
geradas. Na primeira delas, impomos a restricao l’;j < y; < 1, enquanto que na
outra, impomos a restricao ¢ < y; < u’?jj. Observe que, assim, as desigualdades
secantes sao construidas em um intervalo menor a cada nova divisao do espago, o
que tende a melhorar a aproximagao dada pelas mesmas para os termos —y?.

Seja (z*,w") uma solugao 6tima de (PQ") (quando este problema é viavel). Para a
escolha do indice j para a ramificagao, podemos tomar aquele com a maior diferenca
entre —\;(via®)? e \jwk, i € AT (maior discrepancia entre o valor do termo concavo
na fungao objetivo e sua aproximagao). Uma outra possivel escolha é o indice que
apresente o maior valor Az(u’; - l’;) Para a escolha de v (o valor sobre o qual a
divisao do espago seré feita na caixa de y;), pode se tomar ¢ = v, 'z¥. Entretanto,

esta pode ser uma escolha ruim se esse valor estiver demasiadamente proximo dos

k
Yi

deste intervalo, isto é ¢ = %(u'y“] + l’;j), ou ainda, uma combinacao de ambas as

limitantes do intervalo [l’;j u? |. Alternativamente, pode-se o escolher o ponto central

estratégias através de um parametro a € [0 1] de acordo com a seguinte expressao:

ub + 1~
V= aviz® + (1—04)%

(7.13)
Com relagao a escolha da proxima subporgao do espaco a ser explorada, podem

ser adotadas as ja conhecidas estratégias de exploragao por limitante inferior mais

baixo, profundidade ou largura.

7.5 Decomposicoes Diagonais

Apresentamos nessa se¢ao as decomposicoes diagonais como uma alternativa a de-
composi¢ao por autovalores, apresentada na Subse¢ao [7.3.1] para decompor @y na
forma ()9 = Py — Ry. Denominamos estas decomposi¢oes como diagonais porque
elas geram matrizes Ry diagonais. Uma vantagem em se trabalhar com matrizes
Ry diagonais, é que seus autovetores v; sao colunas e; da matriz identidade, isto ¢
vetores preenchidos com um na posi¢ao j e zero nas demais posicoes. Desse modo,
de acordo com , cada variavel y; do problema relaxado (P_NQ) estard diretamente
relacionada & uma variavel z; (terdo o mesmo valor). Assim, os limitantes [,, e w,,

podem ser tomados como os proprios limitantes de x;, [, e u,.. Note entao que
70 7 j 9
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ao dividir o espaco sobre algum y; divide-se também diretamente o espaco de z;,
e se, por ventura, a variavel z; for restrita a dominio discreto (inteiro), a variavel
y; também ficara restrita a esse mesmo dominio. Nesse contexto, como realizar a
ramificacao sobre y; significa realizar a ramificagao sobre z;, e, sendo esta tltima
uma variavel inteira, a ramificacao do BB de programacao inteira poderia ser ado-
tada. Desta forma, com uma decomposicao diagonal, as varidveis y; podem ser
completamente omitidas, sendo entao cada y; substituida respectivamente por sua
variavel relacionada z;. Assim, as restri¢oes de caixa em cada y; também podem ser
omitidas.

As decomposigoes diagonais também fornecem sempre a mesma base de vetores
v; para a construcao da relaxagao convexa, que sao as colunas e; da matriz identi-
dade. Essa caracteristica pode ser til quando o problema possuir multiplas matrizes
Q. para serem decompostas, como, por exemplo, no caso de existirem restri¢goes qua-
draticas nao convexas no problema abordado. Nesse, caso, com todas as matrizes
Ry, partilhando o mesmo conjunto de autovetores, o nimero de variaveis auxiliares
y; € w; bem como o numero de desigualdades secantes seria reduzido, facilitando
assim a resolucao da relaxacao convexa. Paralelamente, ao realizar a ramificagao
sobre alguma variavel y;, melhorariamos as aproximacoes secantes simultaneamente
em todas as expressoes (restrigoes e/ou fungao objetivo) que fizeram uso de y; para
compor a relaxacao convexa.

Uma possivel desvantagem das decomposicoes diagonais é que, uma matriz Ry
diagonal que satisfaca aos critérios da decomposicao DC em questao pode, em al-
guns casos, apresentar valores demasiadamente grandes para seus autovalores \;, o
que tende a acentuar a discrepancia ente os termos concavos —\;y? e seu respectivos
aproximadores \;w;. Essa possivel discrepancia alta pode exigir niveis maiores de
divisao do espago (ramificagao) no algoritmo de BBE de modo que as desigualdades
secantes fagam os termos \;w; aproximarem adequadamente os termos —\;3?. Uma
outra possivel desvantagem é que, uma vez que os autovetores de R, sao os vetores
ej, que possuem apenas um elemento nao nulo, ha uma tendéncia de que as decom-
posicoes diagonais gerem uma matriz Ry com uma quantidade maior de autovetores
relacionados a autovalores positivos (ndo nulos) em relac¢ao as decomposigoes cheias,
cujos autovetores podem possuir mais de um elemento nao nulo. Em outras pala-
vras, as decomposicoes cheias tendem a conseguir gerar uma matriz Ry que possua
um nimero menor de autovetores relacionados a autovalores positivos. Desse modo,
as decomposigoes diagonais tendem a gerar um niimero maior de termos concavos
—y? para serem aproximados por secantes.

A seguir, apresentamos algumas decomposicoes diagonais para (Jy. Lembramos
que, aqui, Ry ¢ uma matriz diagonal cujos autovetores sao as colunas e; da matriz

identidade. Denotamos aqui rog := (701, 702, - - -, 7on) como sendo o vetor formado
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pelos elementos na diagonal de Ry. Note que este vetor traz também os autovalores

de Ry. Uma vez tendo calculado Ry, pode-se entao obter Fy com a expressao Py =

Qo + Ro.

7.5.1 Diagonalmente Dominante

Uma maneira bem simples de se obter uma matriz R, diagonal é utilizando o conceito

de diagonal dominéncia. Calculamos entao cada rg; como:

Toi = Max {O, —qoii + Z ’qoij‘} ;

J:j#i

onde qg;; denota o elemento na linha ¢ e coluna j da matriz ()y. Note que, Py :=
Qo + Ry serd uma matriz diagonal dominante. E facil perceber que esta forma
de decomposicao pode gerar autovalores \; para Ry demasiadamente grandes, o
que pode ser uma desvantagem pratica na aplicagao do algoritmo BBE conforme

discutido acima.

7.5.2 Identidade

Uma alternativa possivelmente melhor de se obter Ry é por meio do uso do menor

autovalor de Qq, denotado aqui por A?°. Assim, definimos R, como:

Ry = —min{0, A%} T |

onde I é a matriz identidade. Note que se Qy nio for semidefinida positiva, A% sera

negativo.

7.5.3 Diagonal PSD

Uma maneira mais robusta de se conseguir Ry é através da resolucao do seguinte
Problema de Programagao SemiDefinida (PSD):

(DDPSD) min dor,
T i=1

sujeito a: Qg + Diag(r) = 0, (7.14)
r=0,
r € R,
onde a expressao M > 0 significa dizer que M é uma matriz semidefinida positiva, e
o operador Diag(r) constroi uma matriz diagonal cujos elementos 4,i na diagonal sao
definidos por r;. Definimos entao Ry := Diag(r). Assim, o modelo acima tem como

objetivo minimizar o traco de Ry. De certa forma, é como se este modelo procurasse
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minimizar a convexidade estritamente separavel necessaria para ser adicionada em

(o e obter como resultado uma matriz semidefinida positiva.

7.6 Decomposicao por Minimizacao da Soma Pon-

derada de Autovalores

Nesta secao, definimos uma classe interessante de decomposigoes cheias (nao diago-
nais) para uma matriz simétrica nao semidefinida positiva @), na forma Q = P — R,
onde P e R sao matrizes simétricas semidefinidas positivas. Consideramos de-
1co — 1. 1,
composigoes na forma g(x) = p(x) — r(x), onde q(x) = 2'Qx, p(r) = 52'Px e

r(z) = %x’ Rz. Aqui, estamos interessados em (), P e R que resolvem:

k
(PSPAV) m]%n > omiAi(R)
i=1

sujeitoa: Q+ R >0, (7.15)

R>0,

onde my > mg > -+ -my > 0, k ¢ um parametro. A fungao objetivo é composta pela
norma 1 ponderada dos autovalores da matriz R. Desse modo, estamos de certa
forma minimizando a nao convexidade de —r(z) objetivando um melhor desempe-
nho da relaxagao convexa em fornecer limitantes inferiores para os subproblemas
abordados e, por consequéncia, melhorar a eficiéncia do algoritmo de BBE de um
modo geral.

Observe que, se definirmos kK := n e m; = 1, ¢« = 1,2,...,n, o problema
(PSPAV) recai na minimizacdo do trago de R. Como este problema permite a
obtencao de R cheia (ndo diagonal), espera-se que a decomposi¢ao obtida aqui seja
melhor do que aquela obtida com a decomposicao diagonal PSD apresentada na Sub-
secao no sentido de melhor extrair uma possivel convexidade presente em ().
Em contrapartida, o custo computacional na resolucao deste novo problema tende
a ser maior em comparacao com aquele da Subsecao [7.5.3

Alternativamente, definindo k£ := 1 e m; := 1, recaimos no problema de minimi-
zar o maior autovalor de R. Nesse caso, o problema (PSP AV') pode ser reformulado

CO1mo:

mi]g Z,
sujeito a: 2 — R =0, (7.16)
Q+R=0,
R>0.

O problema (PSPAV) define uma familia de decomposigbes que podem nos
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servir em nosso propoésito de construir uma relaxagao convexa para ser utilizada no
BBE. Demonstraremos a seguir, entretanto, que todos esses problemas de minimiza-
¢ao de soma ponderada de autovalores podem ser resolvidos de forma muito eficiente
apenas por meio da decomposicao por autovalores apresentada na Subsecao [7.3.1]
Este fato nos da uma ideia do quao importante é a decomposicao por autovalores, e

¢ enunciado no Teorema a seguir:

Teorema 7.1. Para quaisquer parametros m;, v = 1,...,k, tais que mq > mgy >

--+my, > 0, a decomposi¢ao por autovalores de Q) resolve o problema de minimiza¢ao
de soma ponderada de autovalores (PSPAV).

A demonstragao desse Teorema pode ser conferida no Apéndice [B]

7.7 Uma estratégia de decomposicao alternativa ba-
seada em PSD

Apresentamos aqui uma diretriz geral para a obtencao de decomposi¢oes de uma
matriz () simétrica nao semidefinida positiva na forma () = P — R, onde P ¢ R sao
matrizes simétricas semidefinidas positivas. A ideia principal consiste em tomar um
conjunto de matrizes de posto um {V; | V; = v;v} e calcular a melhor decomposicao
possivel para @) segundo algum critério. Este célculo ¢ feito através da resolugao do

seguinte problema de Programagao SemiDefinida (PSD):

p
(DQPSD) Jin > Bidi
=1

cRp

p
sujeito a: @ + YNV, =0, (7.17)
i=1

A>0,

onde § > 0 é um vetor em que cada componente (5; contém o peso para a varia-
vel \; na funcao objetivo. Para completar o processo de decomposi¢ao, tomamos
R=>" X\Vie P=@Q+ R. Observamos que a resolu¢ao do problema (DQPSD)
nos fornece uma matriz R que atende aos requisitos de nossa decomposicao estando
ja decomposta sobre v; e \;. Assim, nossa estratégia calcula a melhor matriz R
possivel de acordo com os parametros ; e v;, ¢ = 1,...,p. Podemos notar que
este é o caminho reverso ao das decomposi¢oes apresentadas até aqui, que primeira-
mente obtém R de algum modo, e s6 entao calculam os vetores v; por meio de sua
decomposi¢ao. Em outras palavras, as decomposicoes apresentadas anteriormente
“escolhem” R e entao calculam os vetores v; em funcao deste. Esta nova estratégia
primeiro escolhe os vetores v; e entao calcula R em fungao deles.

Diferentes escolhas para os vetores 3 e v; conduzirao a formas variadas de de-

composicao. Por exemplo, tomando 8; = 1 e v; = ¢;, onde ¢; é a i-ésima coluna da
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matriz identidade, para i = 1,...,n , o problema (DQPSD) recai no problema:

(NDDPSD)  min 32X,

sujeito a: @ + Xn:)\iE,- =0, (7.18)

i=1
A>0,

onde F; = e;el. Note que (NDDPSD) é equivalente ao problema (DDPSD) que é

utilizado para calcular R segundo a decomposi¢ao diagonal PSD em . Apon-

tamos que a formulacao acima traz um modelo pratico eficiente para o célculo de R

segundo esta ultima decomposigao.

Uma outra escolha para os parametros e v; que pode ser destacada, seria to-
mar 3; = 1 e cada v; como sendo um dos autovetores de () relacionados a algum
autovalor negativo, para i = 1,..,d, onde d é o niumero de autovalores negativos de ().
Claramente, os autovalores negativos de ) (multiplicados por -1) fornecem uma so-
lugdo para (DQPSD) nesse contexto. Assim, a decomposigao gerada seria a mesma
obtida com a decomposicao por autovalores. FEsse fato poderia ser futuramente
explorado, para, por exemplo, obter uma decomposi¢ao para () o mais proximo pos-

sivel da decomposi¢ao por autovalores sujeito a possiveis restricoes adicionais em

(DQPSD).

7.7.1 Decidindo Entre Decomposicao por Autovalores e Dia-
gonal PSD

Temos observado que, na préatica, as decomposi¢oes por autovalores e diagonal PSD
duelam pelo melhor desempenho quando incorporadas em nosso algoritmo baseado
em BBE. Temos observado, através de experimentos praticos, que nao ha predomi-
nancia absoluta entre essas duas formas de decomposicao, o que nos leva a acreditar
que a melhor escolha esteja intimamente relacionada as caracteristicas especificas do
problema sendo tratado. Deste modo, torna-se importante desenvolver uma maneira
funcional de decidir sobre qual forma de decomposicao sera aplicada no problema
em questao, visando obter os melhores resultados possiveis por meio da aplicacao
de BBE.

Uma possivel forma de realizar a escolha pela melhor decomposigao, é cons-
truindo um problema de PSD a partir de (DQPSD), onde tomamos como v; 0s au-
tovetores u; relacionados aos autovalores negativos de () juntamente com os vetores
canonicos e, utilizados pela decomposigao por diagonal PSD em (NDDPSD). Em
outras palavras, mesclamos os vetores v; obtidos com as decomposicoes de autovalo-
res e diagonal PSD em um modelo unificado. Para tal, sejam pg < ps < -+ < g <0

os d autovalores negativos de ) e u;, © = 1,2, ... ,d seus respectivos autovetores. De-

o8



finimos entao, para ¢ = 1,2,...,d + n:

() ) S d 3
v =14 (7.19)

€i_4, caso contrario .
Aplicando ([7.19) no modelo (DQPSD) e definindo U; = w;u, e E; = e;e} temos:

d+n
i=1

A€ Rd+n

d n
sujeito a: Q@ 4+ S NU; + S AgpiB; =0, (7.20)
i=1 i=1

A>0.

Assim, a ultima coisa a fazer para completar a definigdo do modelo (M1X0) é
escolher valores apropriados para [ na fungao objetivo. A escolha [3; = 1 se mostra
inapropriada nesta situagao, pois levaria o modelo a sempre preferir compor R com
os autovetores u; em vez dos vetores canoénicos e;, visto que, conforme enunciado pelo
Teorema [7.1], a decomposigao por autovalores nos da a solugdo que minimiza o trago
de R. Nosso desejo é que o modelo seja capaz de escolher, entre a decomposi¢ao
por autovalores e a diagonal PSD, aquela que gerara a melhor relaxagao para o
problema néo convexo abordado. E natural pensar que, além da matriz Q presente
na fungao objetivo de (PQ), o modelo deve levar em consideragao, de algum modo, as
restrigoes desse problema. Como nesta metodologia ja sabemos a priori os possiveis
vetores sobre os quais R serd decomposto, podemos calcular os limitantes inferiores

e superiores para cada um deles na regiao vidvel X conforme feito nos problemas
(7.6) e (7.7). Assim, para i =1,2,...,d+ n , uma possivel escolha para [3; seria:

~

Bi = a(vi) — l(vi) ,

onde [(v;) = min{v/a : © € X} e G(v;) = max{vlx : © € X}. A ideia aqui seria
privilegiar dire¢oes v; com menor comprimento na regiao viavel X. Desse modo,
as desigualdades secantes seriam construidas em intervalos os menores possiveis,
esperando-se assim diminuir a discrepancia entre a aproximacao secante e o real
valor do termo concavo aproximado.

Todavia, considerar apenas o comprimento do intervalo sendo aproximado pela
secante pode nao ser a melhor escolha para 3;, conforme evidenciado pela Figura[7.1]

2 a mesma usada em nossa reformulacao

Nesta figura, temos a funcao g(a) = —a
para (P(Q), sendo aproximada por desigualdades secantes em dois intervalos distintos
tendo, cada um, comprimento dois. Claramente, a primeira secante, [7.1a] aproxima
a fungdo em seu respectivo intervalo melhor que a segunda, [7.1b, uma vez que, o
segundo intervalo abriga a mudanca no sinal da derivada em seu centro. Desse modo,

podemos concluir que podem haver dire¢oes com largos intervalos e, ainda assim,
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a aproximagao secante sobre a € [—2.5, —0.5] b aproximagao secante sobre a € [—1,1]

Figura 7.1: Aproximagoes secantes para g(a) = —a? sobre dois intervalos diferentes
de comprimento dois. Note que, embora os comprimentos dos intervalos sejam
iguais, em [7.Ta] temos uma aproximagao consideravelmente melhor que em [7.1]

capazes de prover boas aproximacoes secantes, ao mesmo tempo em que podem
haver dire¢oes com intervalos mais curtos fornecendo aproximagoes secantes ruins.

Assim, adotamos uma estratégia ligeiramente diferente para definir 3. Nossa
metodologia geral para resolver (P(Q)) envolve a construgao de aproximagoes secantes

de:
g(a) = —a

nos intervalos [l; 4], onde l; = l(v;), u; = u(v;) e v; sdo os vetores utilizados no

modelo (MIX0). Nesse contexto, as fungoes secantes podem ser definidas como:

Nossa intencao principal em relagdo ao modelo (M1X0) é a obtengao de uma
solugdo A minimizando a soma da diferenga maxima entre g(a) e cada uma das

fungoes secantes s;(a). Entao, definimos cada f3; como:
fi = max d;(a)

onde
6;(a) := g(a) — si(a) = —a® + (G + l;)a — l; .

Uma vez que as fungdes 0;(a) sdo quadraticas, univariadas e concavas, podemos

~2 1 72 .7
. . L. us 412 g,
determinar facilmente seus valores méaximos como i Galy

2
242wl bl MIXO0 :
=+ — % ¢ o problema ( ) se torna:

no ponto a = 4tk

Dessa forma, definimos 3; =
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d+n . .
(MIX)  min 30 (EE sk

A € Rdtn

i=1
d n
7.21
sujeito a: @ + Z)‘ZU" + ZAdHEi =0, ( )
i=1 i=1

A>0.

Ressaltamos que a func¢ao objetivo de (MIX) nos dd uma medida da maior
discrepancia possivel entre a soma das fungoes g(a) e a soma das suas respectivas
aproximagoes secantes s;(a) (multiplicadas pelos seus respectivos termos A;). Ao
minimizar este valor, esperamos realizar a escolha adequada entre os autovetores
u; de () e os vetores candnicos e, para a composicao de uma matriz R que resulte
em uma boa relaxac¢do para o problema (PQ), contribuindo assim para um bom
desempenho por parte do algoritmo de BBE. Note que modelo (M IX') pode escolher
usar apenas os autovetores wu;, ou apenas os vetores candnicos e; ou ainda, uma

combinagao desses dois conjuntos de vetores.

7.8 Extensoes da Metodologia

7.8.1 Considerando Funcoes Quadraticas Nao Convexas Nas

Restricoes

Tendo apresentado os principais conceitos de nossa abordagem para problemas en-
volvendo uma fun¢ao quadratica nao convexa na fungao objetivo, estamos prontos
para discutir sobre a extensao da abordagem para problemas onde termos quadrati-
cos nao convexos também podem aparecer nas suas restricoes. Em outras palavras,

nesta secao, passamos a abordar o problema:

(PQR) z:= min fo(x) + qo(z),
sujeito a: z € X, (7.22)
hi(z) + q(x) <¢j, j=1,...t,

onde, X ¢ ainda um conjunto definido por restri¢oes convexas conforme (7.2, as
funcoes hj(x), i = 1,...,t , assim como fy(z), sdo nao lineares e convexas. Aqui,
assumimos que todas as restricoes convexas estdao representadas em X, restando
entdo para g;(x) = %x’ Qjx, j=1,...,tarepresentacao de funcoes quadraticas nao
convexas. Observe, todavia, que a fun¢ao ¢o(x) na func¢do objetivo pode ser nula.
O problema (PQR) admite a existéncia de multiplas fungoes ¢;(z) nao convexas,

o que traz um desafio adicional para a construcao de uma boa relaxacao convexa.
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Nossa metodologia geral apresentada aqui estabelece os seguintes passos a obtenc¢ao

dessa relaxagao:

1. Construcao de uma decomposicao para cada matriz Q); = P; — R; tal que F;

e R; sejam semidefinidas positivas;

2. Decomposicao por autovalores de cada matriz R; para introdugao das variaveis

auxiliares conforme expressao ([7.4));

3. Substituicao dos termos quadraticos coéncavos sobre as varidveis introduzidas

no passo [2| por termos aproximadores submetidos a desigualdades secantes.

Observe que, em principio, cada matriz R; obtida poderia apresentar um con-
junto distinto de autovetores, o que poderia acarretar na introducao de um niimero
elevado de variaveis auxiliares e desigualdades secantes. Este fato, além de possivel-
mente deixar as relaxagoes continuas mais dispendiosas de serem resolvidas, poderia
exigir muitos niveis de ramificagoes no algoritmo de BBE para uma adequada apro-
ximagdo do problema (PQR). Em um caso extremo, onde nenhum autovetor é
partilhado por duas matrizes R; quaisquer, a cada ramifica¢ao, a aproximagao por
secantes seria melhorada para apenas uma das fungdes quadraticas nao convexas,
e, ainda assim, em apenas um dos termos concavos utilizados na reformulacao da
respectiva funcao, o que nao seria ideal para o BBE em termos da agilidade de sua
convergencia.

Com estas informagoes em mente, podemos construir uma relaxacao convexa
onde toda matriz R; seja construida a partir do mesmo conjunto de autovetores.
Desse modo, o ntimero de variaveis auxiliares e desigualdades seria reduzido, e, a
cada ramificacao, a aproximacgao por secantes poderia ser melhorada para diversas
funcoes quadréticas simultaneamente, o que aceleraria a convergéncia do algoritmo
de BBE. Conforme discutido na Segao [7.5, uma sugestao natural seria utilizar de-
composicoes diagonais para todas as matrizes ();. Dessa forma, cada matriz R,
obtida teria como autovetores as colunas e; da matriz identidade, o que atenderia
nosso propoésito de construir cada R; sobre um mesmo conjunto de autovetores.
Entretanto, existem muitos casos onde mesmo a decomposi¢ao diagonal PSD, que
domina as demais decomposigoes diagonais apresentadas, pode apresentar desem-
penho pratico inferior a decomposicao por autovalores. Pensando nestas situagoes,
poderia ser interessante permitir que ao menos a parte quadratica da funcao obje-
tivo go(x) possa ser decomposta através dessa tltima decomposi¢ao, caso a mesma se
mostre mais vantajosa, pois a aproximagcao da fun¢ao objetivo tem peso consideravel
na qualidade do limitante inferior fornecido pela relaxacao convexa. Ressaltamos

que bons limitantes inferiores nos permitem descartar mais precocemente as subpor-
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¢oes do espago de solugoes que nao sejam promissoras, economizando assim muitas
iteragoes do algoritmo.

Desse modo, podemos considerar os vetores canonicos e;, juntamente com os
autovetores relacionados a autovalores negativos de )y, para compor nosso conjunto
de vetores utilizados para construir cada matriz R;. Assim, sejam pg < pg <

<o+ < g < 0 os d autovalores negativos de Qg e u;, © = 1,2,....,d seus respectivos
autovetores. Utilizamos entdo o modelo (MIX) (apresentado na Subsegao [7.7.1])

para a construcao de uma decomposi¢ao ); = P; — R; para j = 0, ... .t. Definimos
entao:
u;, sei1<d,
v, = .
€;_4, caso contrario,
. . (7.23)
li = min{viz : z € X},
u; = max{vix : x € X},

juntamente com U; = wu; e E; = e;e;. Assim, resolvemos, para cada matriz @)}, o

seguinte problema de PSD:

d+n o o
AénRi‘Br” ; <% B %) Ai
d n
sujeito a: Q; + Z)‘iUi 4 ZAdJriEi =0, (7.24)
A0, .

Apos cada resolugao acima, tomamos R; = Z?Zl ANUi+> 0 daviEBi e Py = Qj+R;.
Note que, uma vez que ja estamos considerando os vetores w;,i = 1,...,d para
possivelmente serem utilizados na composicao de Ry, aproveitamos para permitir
que qualquer outro R; possa ser construido utilizando esses mesmos vetores, caso
isto venha a se mostrar oportuno.

Tendo decomposto cada matriz ();, construimos entao a nossa relaxacao convexa
para o problema (PQR). Para j = 0,...,t seja /(f) o autovalor de R; associado

ao autovetor 6 de R;. Assim, para j =0,...,te¢=1,...,n, definimos:

N o= { w(v;) , se v; é autovetor de R, (7.25)

0 , caso contrario

Por fim, seja A" o conjunto de indices i para os quais existe algum )\g > (), para
j=0,...t isto & At = {i : I\ > 0}. Aplicando agora o mesmo raciocinio da
Sec¢ao , utilizamos a definicao de y; dada pela expressao para reformular o
problema (PQR) como:
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(PQR)  min  fo(z) +32'Fox — 5 3 Ny
’ €AY
sujeito a: r € X,

hi(z) +3a'Pjr — L S Ny < ¢, j=1,...¢

i€ At B (7.26)
Yi = Vi, i€ At
lyi < Ui < uy,, Z'E.A+,
y € R
onde [,, := l; e uy, = U;, para i € A". Realizando entao a substituicao de cada

termo concavo —y? por w; e introduzindo as desigualdades secantes (7.9)), estamos
prontos para definir nossa relaxagao convexa para o problema (PQR), ja omitindo

as variaveis y;:

(PQR)  min  fo(z) + 32'Por + 1 3 N,

*w i€ At
sujeito a: z € X,

h: + pyp 4L N < ci, 5=1,...t
i(@) + 37' Pz 2i§+ Wi = G (7.27)

_(uyi + lyi)vz{a: + lyiuyi < w;, 1 E .A+,
lyi S ng S U’ym 16 A+,
w € RA'

Durante a aplicagao do BBE, pode ser dada prioridade para a melhoria da apro-
ximagao da funcao objetivo no momento de escolha da variavel sobre a qual sera
feita ramificacao. A justificativa para tal decorre do fato de que a aproximagao
da funcao objetivo é crucial para a execugao de podas por limite. Sejam (M’“)
a relaxacao convexa construida na subporcao k do espaco de solugoes vidveis de
(PQR), e, (z*,wF) a solugdo 6tima dessa relaxagdo (caso a mesma seja viavel). Se a
diferenga entre a funcio objetivo de (PQR) e (PQR") em (z*,w*) for maior que e,
onde € é um parametro positivo proximo a zero, pode-se escolher para ramificacao
o indice que apresente a maior discrepancia entre —\?(viz*)? e NVw¥, para i € AT
(maior discrepancia entre o valor do termo concavo na fung¢ao objetivo e sua aproxi-
magao). Caso contréario, isto é, se a fun¢ao objetivo de (PQR) esta adequadamente
aproximada em (PQR") na solucdo (z*, w*), podemos escolher, para i € A%, o in-
dice que apresente a maior discrepancia entre —\¢(vjz*)? e A\¢wk, onde a ¢é o indice
da restricio de (PQR) mais violada em (2, w*) (maior discrepancia entre o valor
do termo céncavo na restrigado mais violada e sua aproximacao). Observe que, se
(zF, w") for vidvel para (PQR) e niao houver diferenca entre as funcdes objetivo de

(PQR) e (PQRk ) nessa solugao, a respectiva subregiao sera podada por otimalidade
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(limite) e a ramificagdo nao seré realizada. Para a decisdo de como a divisao do es-
paco sera feita sobre o indice escolhido ou sobre a préxima subporcao do espago a

ser explorada, podem ser adotados os critérios discutidos na Segao [7.4]

7.8.2 Considerando Variaveis Inteiras

A abordagem aqui apresentada pode ser facilmente estendida para problemas que
apresentem fungoes quadraticas nao convexas juntamente com varidveis em dominio
discreto (inteiro). Nessa situagao, as variaveis inteiras podem ter prioridade sobre as
variaveis auxiliares y; no momento de escolha da variével sobre a qual a ramificacao
seré feita. Para as variaveis inteiras, a ramificacao padrao do BB de programagao
inteira pode ser adotada (veja a Segao no Capitulo 4)), estando atento ao fato de
que, se algum vetor v; for uma das colunas da matriz identidade e; com x; sendo
variavel inteira no problema abordado, a ramificacao padrao do BB de programacao
inteira pode ser também estendida a y; a cada ramificagao de x;, conforme discutido

na Segao [7.5] Ramificagoes sobre variaveis inteiras podem eventualmente reduzir os

k
Yi

cada nova subporcao do espaco explorada pode prejudicar a eficiéncia do algoritmo

limitantes l’@ji e u? , mas o esforgo para recalcular esses limitantes de forma rigorosa a

no lugar de trazer ganhos. Todavia, pode valer a pena a aplicagao de uma rotina de

preprocessamento leve que, a cada iteragao de BBE, recalcule esses limitantes para

cada y; apenas com base nas expressoes:

y; = vx, €A

7.28
l’; <z< u';, ( )

k

+ sao os limitantes de x na k-ésima subporcao do espago. Note que, uma

onde ¥ e u
vez que agora o problema possui variaveis inteiras, as ramificacoes também ocorrem

sobre x e, assim, a cada subporcao do espaco esta variavel podera ter limitantes

k
Yi

espaco, podemos calcular novos limitantes l’y“i e ﬁ’; de acordo com as expressoes:

diferentes. Assim, dados l’; e u” os limitantes de y; na k-ésima subporc¢ao do

Z];z = maX{ ll;z’ if }’
’&l?jz = min{ ullji’ g%k }’

onde §f e £F sdo, respectivamente, limitantes inferior e superior para y; calculados
com base apenas em ([7.28)), isto é:

ko _ k k
& = X uwly, + X v,
713 >0 J:v;<0

ck .k gk
g’i - Z ,Ui] U’ac]- _I_ Z UZ] lacj ‘
7:vi5>0 J ;<0

Uma possivel reducao nos limitantes de y; poderia ser benéfica para melhorar a apro-
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ximagao secante dos termos concavos —y?, obtendo assim uma relaxacio convexa

mais forte.
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Capitulo 8

Resultados e Contribuicoes

Computacionais

8.1 Resultados Computacionais

Neste secao, apresentamos resultados computacionais para nossa abordagem de re-
solucao de problemas envolvendo fungoes quadraticas nao convexas. Os testes ro-
daram em um computador com processador core i7 4790 (3,6 GHz), 16 GB de
memoria RAM sob o sistema operacional Open Suse Linux 13.1 [44]. As imple-
mentagoes foram feitas na linguagem C-+-+ utilizando o compilador GCC 4.8.1 [71].
Para as resolucoes das relaxagoes convexas no algoritmo de BBE bem como do pro-
blema de PSD demandado pela Decomposi¢ao Diagonal PSD, foi utilizado pacote
Mosek 7.1.0.33 [48]. As decomposigdes por autovalores foram calculadas por meio
do pacote LAPACK 3.5.0 [72] com BLAS 3.5.0 [73]. Consideramos aqui dois cena-
rios distintos para nossos testes. No primeiro cenario, avaliamos diferentes formas
de decomposicao para problemas de programacao quadrética continua onde apenas
a fungao objetivo é nao convexa. No segundo cenario, avaliamos a performance em
um subconjunto de instancias de teste onde introduzimos variaveis inteiras. Pos-
teriormente, comparamos nossos melhores resultados com os conhecidos pacotes
Cplex 12.6.0.0 [47] e Couenne 0.5.6 [74]. Em todos os contextos, cada diferente
execucao sobre cada instancia de teste foi limitada ao tempo maximo de duas horas.
As tolerancias de convergéncia absoluta e relativa foram ajustadas em 107 e 1073,
respectivamente. A estratégia de exploracao utilizada no BBE foi a de menor limi-
tante inferior, o que significa dizer que, a cada iteracao, a subporcao em aberto do
espaco com o menor limitante inferior era tomada para exploracao. Para a escolha
do indice para a realizacao de ramifica¢ao, escolhemos o de maior discrepancia entre
o termo concavo na fungao objetivo e sua aproximagcdo. O parametro o (Equago

(7.13))) foi ajustado em 0,8. Todas as aplicagoes computacionais foram configuradas
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para serem executadas por uma Unica thread de processamento, o que significa di-
zer que as mesmas foram executadas por um tnico processador a cada instante de

tempo na maquina utilizada para os testes.

8.1.1 Avaliando decomposicoes sobre problemas quadraticos

nao convexos

Neste contexto, avaliamos o desempenho de nossa abordagem sobre problemas qua-
draticos nao convexos. Os problemas teste nao possuem termos nao lineares nem
restricoes quadraticas, apenas uma funcao objetivo quadratica nao convexa sujeita
a restrigoes de caixa e, possivelmente, restrigoes lineares adicionais. Tomamos aqui

os seguintes grupos de instancias de teste:

e Relazed BigMac (R-BigMac): conjunto de 343 problemas oriundos da biblio-
teca BigMac (Binary quadratic and Maz-cut) [75], onde as restrigdes de inte-
gralidade sao relaxadas. Estas instancias apresentam n variando de 30 até 500

e s6 possuem restricoes de caixa;

e Bor()P: conjunto padrao comumente adotado na literatura para comparacao
de métodos de programacao quadratica nao convexa. Abrange 99 instancias
de teste quadraticas, com n variando de 20 até 100, com apenas restri¢goes de

caixa geradas de forma aleatoria em [76];

e GLOBALLib: conjunto de instancias oriundas do conhecido repositério de pro-
blemas de otimizagao global GLOBALLib [77]. Das 413 instancias disponiveis,
selecionamos 83 com funcao objetivo quadratica nao convexa e restrigoes line-

ares. O numero de variaveis das mesmas varia de 2 até 79;

e Random: conjunto de instancias com funcao objetivo quadrética nao convexa
e restricoes lineares geradas aleatoriamente para este trabalho. Utilizamos
a técnica proposta em [78] para a geragao de instancias de cinco tamanhos
diferentes (n = 20,40,60,80,100) em trés subgrupos:

— Problemas cuja fungao objetivo é composta pela soma de uma fungao de
termos bilineares com uma funcao quadratica convexa. Cada uma dessas

fungoes é construida sobre um subconjunto disjunto de § varidveis;

— Problemas cuja fungao objetivo é soma de uma funcao quadratica con-
cava com uma funcao quadrética convexa. Cada uma dessas fungoes é

construida sobre um subconjunto disjunto de % variaveis;

— Problemas cuja funcao objetivo é a soma de uma funcao de termos bi-

lineares com uma fungao quadratica concava e uma funcao quadratica
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convexa. Cada uma dessas func¢oes é construida sobre um subconjunto

disjunto de cerca de 7 variaveis;

Foram geradas quatro instancias para cada tamanho n em cada grupo, totali-
zando assim 60 instancias de teste. O ntimero de restrigoes lineares em cada

problema é 1,5n.

Para cada uma das instancias acima, testamos as seguintes estratégias de de-

€cOmposicao:
e Decomposi¢ao por Autovalores (DA);
e Diagonalmente Dominante (D-DOM);
e Identidade (Ident);

e Diagonal PSD (D-PSD).

Tabela 8.1: Percentual de instancias resolvidas por cada estratégia de decomposicao em
cada grupo (%), com tempo méaximo de execugao de duas horas para cada estratégia em
cada instancia.

Grupo Estratégia de Decomposicao
(#inst) DA D-PSD D-DOM Ident
bigmac (343) | 0,87 16,62 4,37 3,50

boxap (99) | 17,17 68,69 1414 52,53
globallib (83) | 100,00 100,00 97,59 100,00
random (60) | 83,33 33,33 16,67 1,67

A Tabela apresenta o percentual de instancias resolvidas por cada estratégia
de decomposigao em cada grupo no tempo limite estipulado (duas horas). As Figuras
trazem graficos comparativos das estratégias para cada grupo de instancias.
A Figura traz a comparacao quanto ao tempo computacional tomado para as
instancias totalmente resolvidas no tempo limite estipulado. As Figuras e
comparam, respectivamente, os limitantes inferiores e superiores finais alcangados
por cada estratégia. Por fim, a Figura[8.4)compara as estratégias quanto ao limitante
superior obtido na primeira iteracao do algoritmo de BBE, uma vez que, como as
instancias tomadas possuem apenas restrigoes convexas, sempre conseguimos uma
solugao viavel para as mesmas a partir da resolucao da primeira relaxacao convexa
no algoritmo de BBE.

Os graficos nas Figuras [8.118.4] apresentam dados normalizados em relagao aos
melhores resultados obtidos para cada instancia. No eixo das abscissas (x), temos
valores discriminados para o ntimero de vezes pior que o melhor resultado apresen-

tado dentre todos as estratégias. No eixo das ordenadas, temos o percentual de
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instancias alcancado por cada abordagem, isto é, o percentual de instancias onde o
resultado obtido por cada estratégia ¢ menor ou igual a x vezes o melhor resultado.
Note, por exemplo, que, na Figura 8.1, comparamos as estratégias de decomposi¢ao
quanto ao tempo computacional. Observe que, para o grupo BoxQP, a curva de
Ident passa pelo ponto (1, 0%), indicando que Ident foi capaz de resolver 0% das
instancias desse grupo com menor tempo computacional dentre todas as abordagens
(1 vez pior que o melhor resultado). Em seguida, a curva de Ident passa pelo ponto
(10, 29%), significando que Ident consegue resolver 29% das instancias desse grupo
com tempo computacional até 10 vezes mais alto que o da melhor estratégia. O
proximo ponto da curva é (100, 52%), indicando que Ident consegue resolver 52%
das instancias desse grupo com tempo computacional até 100 vezes mais alto que o
da melhor estratégia. Esse percentual alcancado por Ident praticamente se mantém
quando se considera tempo computacional acima de 100 vezes maior que o da melhor
estratégia.

Analisando a Tabela e a Figura [B.1], pode-se notar que, dentre os grupos de
instancias, os piores resultados foram obtidos para as instancias R-BigMac, onde
foi possivel resolver apenas 16,62% das instancias com D-PSD, que foi a melhor
estratégia de decomposicao para este grupo. Em parte, esses resultados ruins para
esse conjunto de instancias podem ser explicados pelo nimero relativamente alto de
variaveis presentes nas mesmas (a média e a mediana de n nesse grupo sao de 147
e 100, respectivamente).

Podemos destacar que a decomposicao D-PSD também apresentou os melhores
resultados para o grupo BoxQP, que, assim como R-BigMac, é o outro grupo onde
apenas restricoes de caixa estao presentes. Para estes dois grupos de instancias,
podemos observar pelas figuras que D-PSD apresenta o melhor tempo computacio-
nal nas instancias resolvidas bem como o melhor limitante inferior. E interessante
observar entretanto, que, DA apresentou o pior desempenho para R-BigMac com re-
lacao ao tempo computacional, nimero de instancias resolvidas e limitante inferior.
Com relagao ao grupo BoxQP, DA superou apenas D-DOM nos quesitos ntimero
de instancias resolvidas e tempo computacional. Todavia, apesar destes resultados
ruins em relagao aos problemas com restrigoes de caixa apenas, DA apresentou os
melhores resultados no que diz respeito ao limitante superior final encontrado para
os problemas R-BigMac e Random e foi bastante competitivo com D-PSD nesse
mesmo quesito para BoxQP e GLOBALLib. Analisando o limitante superior ob-
tido na primeira iteragao, é notavel que DA superou D-PSD nos grupos R-BigMac
e BoxQP apresentando ainda os melhores resultados nesse quesito para todos os
grupos de instancias. Esse comportamento nos indica que a estratégia DA pode ser
mais efetiva para conduzir as relaxagoes a proverem boas solugoes viaveis, mesmo

nos casos onde os limitantes inferiores obtidos, assim como o desempenho de modo
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geral, sao ruins.

E possivel perceber ainda que DA se saiu bem nos grupos GLOBALLib e Ran-
dom, que sao compostos de instancias com restrigoes lineares. Nesse tltimo grupo,
DA apresentou performance notavelmente superior as decomposi¢oes diagonais.
Conforme esperado para estas tltimas decomposigoes, em geral, D-PSD domina
o desempenho de D-DOM e Ident. No geral, os problemas de PSD necessérios a
D-PSD foram resolvidos sem maiores dificuldades (mesmo para as instancias mai-
ores, com n = 500, este problema sempre pdde ser resolvido em nao mais que 15
segundos em nosso ambiente de testes). Entretanto, para problemas de dimensoes
consideravelmente maiores, a resolucao desses problemas pode se tornar excessiva-
mente dispendiosa para ser realizada em tempo habil. Todavia, em muitos casos,
Ident se apresenta como uma boa decomposicao alternativa a D-PSD quando um
processo de decomposicao rapido é requisitado.

As conclusoes acima nos dao uma indicagao de que as decomposigoes diagonais,
em especial D-PSD, podem ser mais efetivas em problemas com apenas restrigoes
de caixa, ao passo que DA pode ser mais efetiva em problemas com restri¢oes mais
gerais. Uma possivel explicagao para esse comportamento vem do fato de que para
a reformulacdo de (PQ) como um problema separavel, introduzimos as variaveis
auxiliares y; := vix, i € AT. Para as decomposigdes diagonais, v; = e; e as varaveis
y; podem herdar os limitantes de z;, isto, ¢ [, = l,, e u,, = u,,. Por outro, para DA,
em geral, cada v; pode possuir mais de um elemento nao nulo. Nesse, caso, como
nao existem restricoes além das de caixa, os limitantes [,, e u,, precisam calculados

a partir dos limitantes [,; e u,; segundo a expressao:

by = X Wiley + X0 vijlay

]:’Uij>0 ]Z’Uij<0 (8 1)
Uy, = Z vijuxj + Z Uijl:pj )

J:vi;>0 J:vi;<0

para i € A*. Desta maneira, os limitantes /,, e u,, tendem a definir, na decompo-
sicao DA, caixas de comprimentos maiores do que as definidas nas decomposigoes
diagonais. Assim, as aproximagoes secantes construidas na decomposicao DA terao
de cobrir um intervalo maior que as aproximacoes secantes das decomposigoes dia-
gonais. Esse intervalo maior tende a gerar uma aproximacao de qualidade inferior.
Ademais, mais divisoes do espaco tendem a serem necessarias para que as desigual-
dades secantes consigam provocar uma aproximacao adequada do problema sendo
tratado. Estes fatos podem estar contribuindo para um pior desempenho por parte
da decomposicao DA em relagao as decomposicoes diagonais nos problemas com
restricoes de caixa, embora, a decomposicao DA tenha a vantagem de poder gerar
uma matriz Ry cheia, e, assim, ser capaz de extrair um maior nivel de convexidade

de go(x). Em problemas com restricoes mais gerais, por sua vez, os limitantes [,, e
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u,, da decomposi¢ao DA tendem a definir uma caixa de comprimento menor que os
limitantes calculados com a expressao (8.1)), o que tende a melhorar as aproximagoes
secantes de —%yz, contribuindo assim para um melhor desempenho dessa estratégia

de decomposicao.

Avaliando os efeitos da variagao do ntimero de autovalores negativos de

Qo

Uma série de experimentos foram realizados com o intuito de avaliar como as es-
tratégias de decomposicao se comportam ao se variar o grau de nao convexidade
quadratica na fungao objetivo. Foram geradas insténcias aleatérias variando-se o
ntmero de autovalores negativos da matriz (). Primeiramente, geramos quatro ins-
tancias basicas com n = 50, duas delas com apenas restrigoes de caixa (boxqpl e
boxqp2) e duas delas com restrigdes lineares (lincl e linc2). A seguir, alteramos
os sinais dos autovalores das matrizes @)y em cada instancia (preservando os au-
tovetores), gerando assim quatro grupos de 50 instancias, cada, com o ntimero de
autovalores negativos de )y em cada grupo variando de 1 a 50. Aplicamos entao
nossa abordagem de BBE sobre cada grupo com as decomposi¢oes DA (cheia) e D-
PSD (nossa melhor decomposigao diagonal). A Figura traz grafcos que avaliam
o desempenho dessas duas estratégias de decomposicao, para os diferentes ntimeros
de autovalores negativos em cada grupo. O eixo das abscissas indica o nimero de
autovalores negativos de (Qy, ao passo que o eixo das ordenadas indica a fracao do
tempo maximo de processamento (2 horas) para resolver cada insténcia, calculado
em escala logaritmica. Uma vez que os resultados obtidos para os grupos boxqpl e
boxqp2 foram muito similares, apenas uma curva representando a média do resul-
tados desses dois grupos ¢é exibida em cada gréfico.

Podemos perceber, por meio da Figura[8.5] que o desempenho da estratégia DA
apresenta forte relacdo com o numero de autovalores negativos de Q. E notéavel
que, quanto maior este niimero, maior o esforco computacional despendido por essa
estratégia. Podemos ressaltar que, nessa decomposi¢ao, o nimero de autovalores
negativos de )y determina o nimero de autovalores nao nulos (positivos) de Ry,
e, por consequéncia, o nimero de termos concavos —%yf aproximados por meio
de secantes. Em oposicao, o grafico de D-PSD nao sugere uma relagao tao evidente
entre o seu desempenho e o ntimero de autovalores negativos. O grafico curiosamente
indica que, para os problemas com restri¢ao de caixa apenas (boxqpl e boxqp2),
ntmeros elevados de autovalores negativos ajudam na performance dessa estratégia
de decomposicao. Vale destacar que, na estratégia D-PSD, o nimero de termos
coOncavos —%yf nao possui uma relacao tao direta com o nimero de autovalores
negativos de (Qp como em DA. Em geral, decomposicoes diagonais tendem a gerar

Ry com um numero elevado de autovalores nao nulos (positivos), mesmo em casos
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Figura 8.5: Efeito do niimero de autovalores negativos de Qg nas decomposigoes DA

e D-PSD.

onde )y apresenta poucos autovalores negativos, o que poderia ajudar a explicar o
comportamento observado.

Para problemas com baixo nimero de autovalores negativos em )y (8 ou menos),
DA é sempre a melhor estratégia para todas instancias nos quatro grupos. Quando o
ntmero de autovalores negativos aumenta, a melhor estratégia depende da categoria
das instancias. Para instancias com restri¢oes lineares (lincl e linc2), DA supera,
de forma significativa, o desempenho de D-PSD. Para problemas com restrigoes de
caixa, D-PSD é a melhor estratégia exceto nos casos onde o niimero de autovalores

negativos de )y é muito baixo.

8.1.2 Avaliando desempenho em problemas com variaveis in-
teiras

Descrevemos a seguir experimentos realizados com o objetivo de avaliar o desempe-

nho de nossa abordagem em problemas com varidveis inteiras. Geramos um novo

grupo de 99 instancias de problemas quadraticos com restricoes de caixa a partir

do grupo BoxQP, denominado MIBoxQP. Reescalamos as instancias desse grupo de
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modo que as variaveis estejam contidas na caixa [0, 10]" (originalmente as variaveis

n

5 varidveis, mantendo

estao na caixa [0, 1]") e impomos integralidade nas primeiras
as ultimas 3 continuas.

A Figura[8.6|exibe graficos comparando as diferentes estratégias de decomposigao
com respeito ao tempo computacional, limitante inferior final e limitante superior
final. Uma vez que essas instancias possuem variaveis inteiras, a solucao obtida
na primeira aplicacao de BBE nao ¢é necessariamente viavel. Por esta razao, nao
faria sentido um grafico sobre o limitante superior obtido na primeira iteragao. O
percentual de instancias resolvidas por cada estratégia foi de 1,01% para AD e D-
DOM, 20,20% para Ident e 43,42% para D-PSD. Observamos que estes percentuais
sao menores em relacao aos obtidos para as instancias BoxQP continuas. Todavia,
de um modo, geral, o comportamento das estratégias de decomposi¢cao nesse novo
grupo é condizente com o apresentado para BoxQP. D-PSD apresentou os melhores
resultados para os quesitos avaliados, com DA sendo bastante competitivo a este

no quesito limitante superior final. Estes resultados reforcam a consisténcia da

abordagem geral aqui proposta quando estendida a problemas com variaveis inteiras.

8.1.3 Comparacgao com pacotes computacionais

Nesta subsegao, apresentamos resultados comparativos entre os melhores resulta-
dos obtidos em nossa proposta com resultados oriundos dos pacotes computacionais
Cplex 12.6.0.0 e Couenne 0.5.6. Denominamos aqui nossa melhor abordagem
como iquad, que é o nome escolhido para o nosso pacote computacional que im-
plementa a abordagem aqui apresentada. Cplex é um respeitado solver nas areas
de programacao linear e quadratica inteiras mista, e, recentemente, foi estendido
para a resolucao de problemas quadraticos nao convexos também. Couenne, por
sua vez, ¢ um pacote conhecido para problemas mais gerais de otimizacao global,
onde nao convexidades também podem estar presente em fungoes nao lineares. Para
esta comparagao, selecionamos as 10% instancias mais dificeis, segundo nossos re-
sultados anteriores, em cada um dos cinco grupos utilizados até aqui (R-BigMac,
BoxQP, GLOBALLib, Random e MIBoxQP). Detalhes sobre essas instancias podem
ser conferidos no Apéndice [C| Para a selegao desses subgrupos, escolhemos, em cada
grupo, as instancias onde nossos melhores resultados apresentam os maiores gaps de
dualidade normalizado apos o tempo limite de execucao.

Com base nos resultados obtidos nos experimentos anteriores, iquad foi ajustado
para utilizar decomposigao DA em instancias com restri¢oes lineares e D-PSD em
instancias com apenas restrigoes de caixa. De um modo geral, as abordagens nao
foram capazes de solucionar as instancias até a otimalidade no tempo limite de duas

horas. As excecoes sao as instancias oriundas de GLOBALLib e duas instancias
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de R-BigMac que foram resolvidas por Cplex e Couenne e nao foram resolvidas por
iquad. Em contrapartida, iquad resolveu todas as instancias GLOBALLib, ao passo

que tanto Cplex quanto Couenne nao puderam resolver duas dessas instancias.

Tabela 8.2: Comparacao entre nossa abordagem (iquad), Couenne e Cplex - Gap de
dualidade normalizado apoés duas horas de execucao (%).

Grupo (#Inst) | iquad Couenne Cplex
R-BigMac (35) 23,10 90,51 87,45
BoxQP (10) 587 100,00 9594
GLOBALLib (9) | 0,00 22,22 4,29
Random (6) 0,07 100,00 6,86
MIBoxQP (10) 5,87 100,00 95,94

A Tabela traz a média do gap de dualidade normalizado de cada abordagem
para cada grupo de instancias. Este gap de dualidade normalizado é definido como
a percentagem do pior gap de dualidade entre os trés solvers (iquad, Couenne e

Cplex). Por exemplo, para o solver i, o gap de dualidade normalizado é dado por

ub; —lb;
(ub—Ib) maz

calculados pelo solver i, € (ub—1b)q. € 0 pior gap de dualidade obtido dentre todos

x 100, onde ub; e Ib; sao, respectivamente, os limitantes inferior e superior

os solvers. O numero total de instancias em cada subgrupo também é mostrado
nessa tabela.

Podemos observar na Tabela[8.2] que os gaps de iquad e Cplex no subgrupo Ran-
dom sao pequenos, embora nenhuma instancia desse subgrupo tenha sido resolvida.
Isto ocorre devido ao fato de Couenne ter retornado —10%° como limitante inferior
em 5 das 6 instancias desse subgrupo. Pode-se notar ainda que iquad apresentou
os melhores resultados para todos os subgrupos dentre os trés pacotes considerados,
reforcando assim a relevancia e a efetividade do trabalho desenvolvido aqui, que foi
capaz de superar a pacotes considerados como estado da arte nas instancias de teste

adotadas.

8.2 Contribuicao Computacional

Para esta parte do trabalho, desenvolvemos um pacote computacional que imple-
menta a abordagem discutida aqui, com as variadas formas de decomposicao DC
tomada em nossos testes computacionais. Denominados este pacote como iquad
(indefinite quadratics). O nucleo de iquad ja conta com cerca de 7.500 linhas de
codigo na linguagem C-++ (ja excluindo linhas vazias e de comentario). Além disso,
o desenvolvimento de iquad tem sido facilitado pela incorporagao dos componen-
tes reutilizaveis ja desenvolvidos para o solver Muriqui, descritos na Segao 5.2 O

sucesso na reutilizagao desses componentes é um indicativo de bom nivel de versati-
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lidade e qualidade presentes no software construido em nosso trabalho de pesquisa
como um todo.

Desde o inicio do projeto, iquad teve como um de seus objetivos a sua aplica-
¢ao na resolucao dos problemas de minimizacao de gap do algoritmo AMGI1 em
Muriqui. Entretanto, nossa abordagem nao se mostrou eficiente em lidar com a
funcao objetivo concava com termos lineares desses problemas. Em especial, a ine-
xisténcia de convexidade a ser extraida de )y bem como as aproximagoes secantes
dos termos concavos, que terminam por contrapor os termos lineares originais da
fungao objetivo, sao os principais responsaveis pelo insucesso de iquad nessa aplica-
¢ao. Todavia, ainda temos observado, como perspectiva futura, uma integracao cada
vez maior entre Muriqui e iquad. Uma possivel linha de atuacgao é a investigagao
sobre formas eficientes de resolver os problemas de minimizacao de gap de Muriqui
tomando como base a pesquisa desenvolvida nesta parte do trabalho. Em contra-
partida, também apontamos como trabalho futuro a incorporagao de estratégias
mais elaboradas para lidar com variaveis inteiras em nossos problemas com fungoes
quadraticas nao convexas abordados por iquad. Nesse contexto, o aprendizado ja
obtido com o desenvolvimento de Muriqui pode se mostrar oportuno para melhorar
a eficiencia do BBE implementado em iquad. Observamos que uma quantidade
maior de sub-rotinas computacionais pode vir a ser compartilhada entre ambos os
pacotes. Por fim, ainda apontamos como trabalhos futuros, no a&mbito de iquad,
pesquisas relacionadas a aplicagao de nossa abordagem & problemas com restrigoes

quadraticas nao convexas, conforme descrito na Subsecao [7.8.1]
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Apéndice A

Instancias de teste de Programacao

Nao Linear Inteira Mista adotadas

As 152 instancias de teste de Programacao Nao Linear Inteira Mista binaria utili-
zadas na Parte [[| deste trabalho foram obtidas de [43] no formato modelo AMPL
compilado (arquivos .nl). Todas as instancias foram rodados como problemas de
minimizacao. A Tabela traz detalhes sobre cada instancia. A coluna Obj traz
o tipo da fungao objetivo (linear, quadratica ou nao linear geral), a coluna n, traz
o numero de varidveis continuas, a coluna n, traz o nimero de varidveis binarias
enquanto a coluna m traz o total de restricoes. m,;, m, e m; sao, respectivamente,
o numero de restrigdes nao lineares gerais (ndo quadréticas), quadréticas e linea-
res. A coluna nzy, traz o nimero de elementos nao nulos na derivada primeira das
restri¢oes ndo lineares gerais (ndo quadraticas) e a coluna nzyy,, traz o ntmero de

nao-zeros da parte nao linear geral (ndo quadrética) da Hessiana do Lagrangeano.

Tabela A.1: Instancias de teste de PNLIM

Instancia Obj Ny Ny m My Mg my nzyy N2VH,,
BatchS101006M nl 149 129 1019 1 0 1018 10 79
BatchS121208M nl 203 203 1511 1 0 1510 12 95
BatchS151208M nl 242 203 1781 1 0 1780 15 98
BatchS201210M nl 307 251 2327 1 0 2326 20 103

CLay0203H linear 72 18 132 24 0 108 72 30

CLay0203M linear 12 18 54 0 24 30 0 0
CLay0204H linear 132 32 234 32 0 202 96 40
CLay0204M linear 20 32 90 0 32 58 0 0
CLay0205H linear 210 50 365 40 0 325 120 50
CLay0205M linear 30 50 135 0 40 95 0 0
CLay0303H linear 78 21 150 36 0 114 108 45
CLay0303M linear 12 21 66 0 36 30 0 0
CLay0304H linear 140 36 258 48 0 210 144 60
CLay0304M linear 20 36 106 0 48 58 0 0
CLay0305H linear 220 55 395 60 0 335 180 75
CLay0305M linear 30 55 155 0 60 95 0

FLay02H linear 42 4 51 2 0 49 4 2

FLay02M linear 10 4 11 2 0 9 4 2

Continua na prérima pdgina
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Tabela A.1: Instancias de teste de PNLIM (continuagdo da pdgina anterior)

Instancia Obj Ny Ny m My Mg my nzyy N2VH,,
FLay03H linear 110 12 144 3 0 141 6 3
FLay03M linear 14 12 24 3 0 21 6 3
FLay0O4H linear 210 24 282 4 0 278 8 4
FLay04M linear 18 24 42 4 0 38 8 4
FLay0O5H linear 342 40 465 5 0 460 10 5
FLay05M linear 22 40 65 5 0 60 10 5
FLay06H linear 506 60 693 6 0 687 12 6
FLay06M linear 26 60 93 6 0 87 12 6
fo7 2 linear 72 42 211 14 0 197 28 14
fo7 linear 72 42 211 14 0 197 28 14
fo8 linear 90 56 273 16 0 257 32 16
fo9 linear 110 72 343 18 0 325 36 18
o7 2 linear 72 42 211 14 0 197 28 14
o7 linear 72 42 211 14 0 197 28 14
RSyn0805H linear 424 296 1886 12 0 1874 36 12
RSyn0805M02H | linear 552 148 1045 6 0 1039 18 30
RSyn0805M02M | linear 212 148 769 6 0 763 18 6
RSyn0805M03H | linear 828 222 1698 9 0 1689 27 45
RSyn0805M03M | linear 318 222 1284 9 0 1275 27 9
RSyn0805M04H | linear 1104 296 2438 12 0 2426 36 60
RSyn0805M04M | linear 424 296 1886 12 0 1874 36 12
RSyn0805M linear 101 69 286 3 0 283 9 3
RSyn0810H linear 484 336 2140 24 0 2116 72 24
RSyn0810MO02H | linear 622 168 1188 12 0 1176 36 60
RSyn0810M02M | linear 242 168 866 12 0 854 36 12
RSyn0810MO3H | linear 933 252 1935 18 0 1917 54 90
RSyn0810MO03M | linear 363 252 1452 18 0 1434 54 18
RSyn0810M04H | linear 1244 336 2784 24 0 2760 72 120
RSyn0810M04M | linear 484 336 2140 24 0 2116 72 24
RSyn0810M linear 111 74 312 6 0 306 18 6
RSyn0815H linear 564 376 2430 44 0 2386 132 44
RSyn0815M02H | linear 710 188 1361 22 0 1339 66 104
RSyn0815M02M | linear 282 188 981 22 0 959 66 22
RSyn0815M03H | linear 1065 282 2217 33 0 2184 99 156
RSyn0815M03M | linear 423 282 1647 33 0 1614 99 33
RSyn0815M04H | linear 1420 376 3190 44 0 3146 132 208
RSyn0815M04M | linear 564 376 2430 44 0 2386 132 44
RSyn0815M linear 126 79 347 11 0 336 33 11
RSyn0820H linear 604 416 2676 56 0 2620 168 56
RSyn0820MO02H | linear 770 208 1500 28 0 1472 84 134
RSyn0820M02M | linear 302 208 1074 28 0 1046 84 28
RSyn0820MO3H | linear 1155 312 2448 42 0 2406 126 201
RSyn0820MO03M | linear 453 312 1809 42 0 1767 126 42
RSyn0820M04H | linear 1540 416 3528 56 0 3472 168 268
RSyn0820M04M | linear 604 416 2676 56 0 2620 168 56
RSyn0820M linear 131 84 371 14 0 357 42 14
RSyn0830H linear 744 496 3192 80 0 3112 240 80
RSyn0830MO02H | linear 924 248 1794 40 0 1754 120 194
RSyn0830M02M | linear 372 248 1272 40 0 1232 120 40
RSyn0830MO3H | linear 1386 372 2934 60 0 2874 180 291
RSyn0830M03M | linear 558 372 2151 60 0 2091 180 60
RSyn0830M04H | linear 1848 496 4236 80 0 4156 240 388
RSyn0830M04M | linear 744 496 3192 80 0 3112 240 80
RSyn0830M linear 156 94 425 20 0 405 60 20
RSyn0840H linear 864 576 3728 112 0 3616 336 112

Continua na prérima pagina
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Tabela A.1: Instancias de teste de PNLIM (continuagdo da pdgina anterior)

Instancia Obj Ny Ny m My Mg my nzyy N2VH,,
RSyn0840MO02H | linear 1072 288 2106 56 0 2050 168 268
RSyn0840M02M | linear 432 288 1480 56 0 1424 168 56
RSyn0840MO03H | linear 1608 432 3447 84 0 3363 252 402
RSyn0840MO03M | linear 648 432 2508 84 0 2424 252 84
RSyn0840MO04H | linear 2144 576 4980 112 0 4868 336 536
RSyn0840M04M | linear 864 576 3728 112 0 3616 336 112

RSyn0840M linear 176 104 484 28 0 456 84 28
SLay04H quad 116 24 174 0 0 174 0 0
SLay04M quad 20 24 54 0 0 54 0 0
SLay05H quad 190 40 290 0 0 290 0 0
SLay05M quad 30 40 90 0 0 90 0 0
SLay06H quad 282 60 435 0 0 435 0 0
SLay06M quad 42 60 135 0 0 135 0 0
SLay07H quad 392 84 609 0 0 609 0 0
SLay07M quad 56 84 189 0 0 189 0 0
SLay08H quad 520 112 812 0 0 812 0 0
SLay08M quad 72 112 252 0 0 252 0 0
SLay09H quad 666 144 1044 0 0 1044 0 0
SLay09M quad 90 144 324 0 0 324 0 0
SLayl10H quad 830 180 1305 0 0 1305 0 0
SLay10M quad 110 180 405 0 0 405 0 0

Syn05H linear 37 5 58 3 0 55 9 15

Syn05M02H linear 84 20 151 6 0 145 18 30

Syn05M02M linear 40 20 101 6 0 95 18 6

Syn05MO03H linear 126 30 249 9 0 240 27 45

Syn05M03M linear 60 30 174 9 0 165 27 9

Syn05M04H linear 168 40 362 12 0 350 36 60

Syn05M04M linear 80 40 262 12 0 250 36 12

Syn05M linear 15 5 28 3 0 25 9 3
Synl10H linear 67 10 112 6 0 106 18 30

Syn10MO02H linear 154 40 294 12 0 282 36 60

Syn10MO02M linear 70 40 198 12 0 186 36 12

Syn10MO03H linear 231 60 486 18 0 468 54 90

Syn10MO03M linear 105 60 342 18 0 324 54 18

Syn10MO04H linear 308 80 708 24 0 684 72 120

Syn10MO04M linear 140 80 516 24 0 492 72 24

Synl0M linear 25 10 54 6 0 48 18 6
Synl5H linear 106 15 181 11 0 170 33 52

Syn15M02H linear 242 60 467 22 0 445 66 104

Synl15M02M linear 110 60 313 22 0 291 66 22

Syn15MO03H linear 363 90 768 33 0 735 99 156

Syn15M03M linear 165 90 537 33 0 504 99 33

Synl15M04H linear 484 120 1114 44 0 1070 132 208

Synl15M04M linear 220 120 806 44 0 762 132 44

Synl5M linear 40 15 89 11 0 78 33 11
Syn20H linear 131 20 233 14 0 219 42 67

Syn20M02H linear 302 80 606 28 0 578 84 134

Syn20M02M linear 130 80 406 28 0 378 84 28

Syn20MO03H linear 453 120 999 42 0 957 126 201

Syn20M03M linear 195 120 699 42 0 657 126 42

Syn20M04H linear 604 160 1452 56 0 1396 168 268

Syn20M04M linear 260 160 1052 56 0 996 168 56

Syn20M linear 45 20 113 14 0 99 42 14
Syn30H linear 198 30 345 20 0 325 60 97
Syn30MO02H linear 456 120 900 40 0 860 120 194

Continua na prérima pagina
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Tabela A.1: Instancias de teste de PNLIM (continuagdo da pdgina anterior)

Instancia Obj Ny Ny m My Mg my nzyy N2VH,,
Syn30M02M linear 200 120 604 40 0 564 120 40
Syn30MO03H linear 684 180 1485 60 0 1425 180 291
Syn30MO03M linear 300 180 1041 60 0 981 180 60
Syn30M04H linear 912 240 2160 80 0 2080 240 388
Syn30M04M linear 400 240 1568 80 0 1488 240 80

Syn30M linear 70 30 167 20 0 147 60 20
Synd0H linear 262 40 466 28 0 438 84 134
Syn40MO2H linear 604 160 1212 56 0 1156 168 268
Syn40MO02M linear 260 160 812 56 0 756 168 56
Syn40MO3H linear 906 240 1998 84 0 1914 252 402
Syn40MO0O3M linear 390 240 1398 84 0 1314 252 84
Syn40MO04H linear 1208 320 2904 112 0 2792 336 536
Syn40M04M linear 520 320 2104 112 0 1992 336 112
Syn40M linear 90 40 226 28 0 198 84 28
trimloss12 linear 156 644 372 12 0 360 3780 300
trimloss2 linear 6 31 24 2 0 22 52 10
trimloss4 linear 20 85 64 4 0 60 176 36
trimlossb linear 30 131 90 5 0 85 280 55
trimloss6 linear 56 289 154 7 0 147 770 105
trimloss7 linear 56 289 154 7 0 147 770 105

Water0202 quad 106704 7 107209 0 0 107209 0 0
Water0202R quad 188 7 283 0 0 283 0 0

Water0303 quad 107208 14 108217 0 0 108217 0 0
Water0303R quad 370 14 556 0 0 556 0 0
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Apéndice B

Demonstracao do Teorema [7.1

Fornecemos aqui, a demonstracao do Teorema a seguir:

Teorema 7.1l Para quaisquer parametros m;, i = 1,..., k, tais que my; > mgy >
---my > 0, a decomposi¢ao por autovalores de () resolve o problema de minimiza¢ao
de soma ponderada de autovalores (PSPAV).

Lema B.1. (PSPAV) € equivalente ao problema de PSD:

k k
(PPSD) min Yoizi+ Y Tr(Vi)
i=1 i=1
sujeito a: zl +V;—(m; —mi1)R>=0, i=12,...k;
Q+R=0;
R>0;

Vim0, i=12,... k.
e seu dual pode ser escrito como

(DPSD) max QeX
T

sujeito a: Tr(Y;) =1, i=12,...k;

Demonstragao. Aplicando a descrigdo em [79], (PSPAV') é um problema de mini-

mizagao convexa e pode ser reformulado como (PPSD), ou, equivalentemente
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k k
(PPSD’) min Yoz —z)+ > Te (Vi)
i=1 i=1

sujeito a: (z; —z) [+ V;i—(mi —my ) R—W; =0, i=12,...k;
Q+R—-—S5S=0;
R,S*>0;
ViW, =0, 1=12,...k;
5,2,>0, i=12,... k.

E conveniente escrever (PPSD’) na forma padrio:

(SPPSD) min Fyel',
sujeito a: Fjel'=c¢;, 7=12,...,m;
r=o,

(13 7

onde “e” é o produto interno matricial usual:

AeB = Z AijBij = TI"(A/B)
0,
Defina
I':= Dlag (ZyzvsaRaWhW% s aWka‘/l;‘/% s 7Vk3) )

onde Z é uma matriz diagonal com Z;; = Z;, parai = 1,...,k (uma definicio analoga

se aplica para Z), e

Fy := Diag (G, — G,0,0,0,0,...,0,1,1,....,]),

onde G ¢ uma matriz diagonal, com G;; = j, para j = 1,...,k. A funcao objetivo
do problema (PPSD') pode entdo ser escrita como Fj eI

Definimos agora k + 1 grupos de n(n + 1)/2 matrizes. Cada grupo ¢ usado para
formular uma restrigao de igualdade do problema (PPSD’). As primeiras n matrizes
de cada grupo sao usadas para determinar os valores diagonais das matrizes no lado
esquerdo das restrigdes e as outras n(n — 1)/2 matrizes do grupo sao usadas para
determinar os valores nao diagonais. A notacao E; é usada a seguir para representar
a matriz diagonal com elemento (,i) igual a um e todos os outros iguais a zero.
Adicionalmente, £, denota a matriz simétrica com elementos (v,3) e (8,7) iguais
a um e todos os outros iguais a zero.

Para a primeira restri¢ao em (PPSD’),

(El—gl)I—l—Vl—(ml—mg)R—le(),
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definimos

Fj = Dlag (El, — El,O, - ﬁllEj, - Ej 0, R ,O,E]’,O, R ,O),

para j =1,...,n, e

1
Fyej 1= 5Diag (0.0.0, = i Eyp, = Eyp0,... 0.E,50,...0),

para j = 1,...,n(n — 1)/2, onde m; := my — my. Os indices 7,5 satisfazem v,0 €
{1,...,n}, com v > . Cada par (v,3) corresponde unicamente a um indice j.

A restrigao (21 — z;)I + Vi — (my —ma) R — W = 0 pode entao ser escrita como
F;eI'=0,paraj=1,....n(n+1)/2.

Um grupo anélogo de matrizes é usado para formular cada uma das k primeiras

restrigoes de igualdade de (PPSD’). Para a ultima restrigao,

(Zk — 2p) I + Vi — (miy — 1) R— Wi, =0,

definimos
Ful+j = Dlag (Ek, - Ek,O, - mkEj,0,0, ey T Ej,0,0, ce ,Ej) y
para j =1,....n,¢€
1 . -
Fiinsj = §D1ag (0,0,0, — My E,p,0,0,...,— £,5,0,0,...,E,3),
para j = 1,...,n(n — 1)/2, onde my, := my — myy1 e vy é o nimero de matrizes

usadas para formular as k — 1 primeiras restrigoes.

Por fim, para formular a restricao ) + R — S = 0, definimos:
Fy2+j = Dlag (0,0,Ej, - Ej 0,0, e ,0,0,0, “ee ,0)
€ Cpyji=Qj,paraj=1,...n,¢e

1
Eyppnej = 5 Diag (0,0, Ey5, — E,5.0.0,....000,...0)

€ Cupintj = Qyp, paraj =1,...,n(n—1)/2, onde 15 é o nimero de matrizes usadas
para formular as k primeiras restrigoes.

O dual de (SPPSD) ¢

(SDPSD) max deé,

. (B.1)
sujeito a:  F'(6) = 0,
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onde

F(0):=Fy— Y &F .
=1

Considerando as definigoes acima para Fy e Fj, j =1,...,m, onde m = (k+1) x
(n(n+1)/2), temos:

F(5) = Diag (U, U~ X XYY Yid = Yo — Yo, ... ] — Yk> ,

onde U é uma matriz diagonal com U; = i — Tr(Y;), parai = 1,... )k, e X =
Sy (mi — mi)Yi + X

O problema dual (SDPSD) pode entdo ser escrito na forma equivalente
(DPSD). ]

Lema B.2. Sejam R*, V*, e 27, para ¢ = 1,2,....,k, uma solugao vidvel para o
problema primal (PPSD). Sejam X* e Y;*, para i = 1,....k, uma solugao vidvel
para o problema dual (DPSD). Entao, as solugoes sao primal e dual dtimas, se, e,

somente se, elas satisfazem as restrigcoes de complementaridade:

(Z(mi —mip)Y; + X*) R =0; (B.2)

=1
T—YWVr =0, i=12,...k; (B.3)
(Q+RHX*=0. (B.5)

Demonstracao. As condi¢oes de complementaridade para os pares primal e dual
padrao (SPPSD) e (SDPSD) sao dados por F(6)I' = 0. Usando as expressoes
para F'(§) e I' da prova do lema anterior, obtemos as condi¢oes de otimalidade para
problemas (PPSD) e (DPSD). O

Lema B.3. Seja .
Z Vv = Z v — Z(—)\i)viv;
i=1 ieP iEN
a decomposicao por autovalores de () , onde \; > 0 para1 € P e \; <0 parai € N .
Entio Q = P — R ,onde P :=Y",_p \oivh e R:= 3", v (=X} .
Sem perda de generalidade, seja N = {1,...;n} e (=A\1) > (=X2) > ... > (= \z).
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Seja

Entdo R, Vi, e z;, para i = 1,2,... .k, € uma solu¢io étima para (PPSD) e, X
eY;, parai=1,....k, ¢ uma solu¢io dtima para (DPSD).

Demonstragdo. Primeiro, verificaremos que a solucdo dada por R, Vj, e Z;, para
i=1,2,...,k, é viavel para o problema (PPSD).

Claramente R = 0. A semidefinicao positiva das matrizes V; resulta da ordenacio
dos autovalores de R, (—X1) > (=X3) > ... > (=\z) > 0. Uma vez que Q + R = P,
temos ainda Q + R > 0.

No que diz respeito as restrigdes z; I +V; — (m; —m; )R =0, i=12,...k,

dividimos a analise em dois casos. Para ¢ < n, temos

zl + Vi—(m; —mi)R
= (mi = mi1)(=Aipa) ] + Z;:l ((mi —mip1)(=X;) — Z) v;0]
—(mi —mit1) Yy (= A0
= (mi = map) (=X = Xy Zvh — (mg — maa) S0, (= A0
= (mi—mi1) ((—)\m)[ - 2321(—Ai+1)vjv§ - Z?:m(—)\j)va'%)
(B.6)
Portanto, a semidefinicdo positiva de zI + V; — (m; — miH)R também resulta
da ordenacao dos autovalores de R.
Quandoi>n, z;=0e V.= (m; — mi+1)R0. As restricoes sao entao claramente
satisfeitas.
E facil verificar que a solucdo dada por X e Y;, para i = 1,....k, é viavel para
(DPSD).
Verificamos finalmente que as solucgoes satisfazem as restrigoes de complementa-

ridade. A restricio (B.2)) é satisfeita a partir da definicdo de X. As restricoes (B.3)
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sao satisfeitas porque a ortonormalidade dos autovetores de R resulta em V; = Y;V,.
No que diz respeito as restri¢oes (B.4]), novamente dividimos a analise em dois

casos. Para ¢ < n, usando a dltima expressao em , temos:

(zl +Vi— (mi —mip)R)Y: = (my —mipr) (A1) ]
S5 I e v
- Z?:m(—)\j)vj%) (Z}:1 Uﬂ’j)
= 0.

A tltima igualdade também resulta da ortonormalidade dos autovetores de R.
Quando i > 0, z; = 0 e V; = (m; — myy1)R. As restricdes sao entao
claramente satisfeitas.
A dltima restricao ¢ satisfeita porque os autovetores de P = Q + R sdo

ortogonais aos autovetores de X. O]

Teorema [7.1] segue agora.
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Apéndice C

Instancias de teste de Programacao
Quadratica Nao Convexa
Selecionadas Para Comparacao Com

Solvers

Listamos aqui as instancias de teste de programacao quadratica nao convexa utili-
zadas para comparagao de nossa abordagem desenvolvida na Parte [[I com solvers
conhecidos. A Tabela[C.1], apresentas detalhes das 10% mais dificeis instancias para
nossa abordagem que foram tomadas na comparacao dos solvers realizada na Sub-
segao B.1.3] A coluna n traz o ntimero de variaveis da instancia, ao passo que a
coluna n; exibe o numero de varidveis inteiras e a coluna m; discrimina o ntimero
de restrigoes lineares. Por fim, a coluna nzg traz o nimero de elementos nao zeros

na matriz Q.

Tabela C.1: Instancias de teste de PQ nao convexa

Instancia ‘ n ny ml nzqQ
R-BigMac

gkalOb 125 0 0 7788
gka9b 100 0 0 5002
pmld 100.0 100 0 0 4901
pmld 100.1 100 0 0 4901
pmld 100.4 100 0 0 4901
pmld 100.6 100 0 0 4901
pmld 100.7 100 0 0 4901
pmld 80.0 80 0 0 3128
pmld 80.1 80 0 0 3128
pmld 80.4 80 0 0 3128
pmld_80.5 80 0 0 3128
pmld_80.6 80 0 0 3128
pmld_80.7 80 0 0 3128
pmls 100.3 100 0 0 495
pmls 100.7 100 0 0 495

Continua na prorima pdgina
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Tabela C.1: Instancias de teste de PQ nao convexa (continuagdo da pdgina anterior)

Instancia ‘ n ny ml nzqQ
pmls_80.0 80 0 0 316
pmls_80.4 80 0 0 316
pmls_80.6 30 0 0 316
pmls_80.9 80 0 0 316

t2g20 5555 400 0 0 800

t3g6_ 5555 216 0 0 648
t3g7_ 5555 343 0 0 1029
t3g7_TTTT 343 0 0 1029

w01 _100.0 100 0 0 495

w01 _100.6 100 0 0 495
w05 100.4 100 0 0 2475
w05 _100.5 100 0 0 2475
w05_100.6 100 0 0 2475
w05_100.8 100 0 0 2475
w09 _100.0 100 0 0 4455
w09_100.1 100 0 0 4455
w09_100.3 100 0 0 4455
w09 100.4 100 0 0 4455
w09_100.8 100 0 0 4455
w09_100.9 100 0 0 4455

BoxQP/MIBoxQP
spar100-050-1 100 0/70 0 5050
spar125-025-1 125  0/62 0 7875
spar125-025-2 125  0/62 0 7875
spar125-025-3 125  0/62 0 7875
spar125-050-1 125  0/62 0 7875
spar125-050-2 125  0/62 0 7875
spar125-050-3 125  0/62 0 7875
sparl25-075-1 125  0/62 0 7875
sparl25-075-2 125  0/62 0 7875
sparl25-075-3 125  0/62 0 7875
GLOBALLIB

ex2 110 20 0 10 20

ex2 1.8 24 0 10 24
apl 50 0 2 1275
ap2 50 0 1275

ap4 79 0 31 29

st m2 30 0 21 30

st_rv7 30 0 20 30

st _rv8 40 0 20 40

st_rv9 50 0 20 50

Random

myqpl_060 g2pd 00 15 15 | 60 0 90 692
myqpl 080 g3p2 13 13 14 | 80 0 120 1085
myqpl 080 g3p3 13 13 14 | 80 0 120 1166
myqpl 100 g2pl 00 25 25 | 100 0 150 1799
myqpl 100 g2p2 00 25 25 | 100 0 150 2046
myqpl 100 g2pd 00 25 25 | 100 0 150 1999
myqpl 100 g3pd 16 16 18 | 100 0 150 1756
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