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Resumo da Dissertacdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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Orientador: Paulo Roberto Oliveira
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Apresentamos uma introdug@o aos espagos quase~-métricos e 0s conceitos necessarios
para o estabelecimento de problemas de otimizagdo. Caracteriza-se os pontos de ex-
tremos, assim como fungdes utilidades definidas em espacos quase-métricos, mostrando
a aplicabilibadade de trabalhar neste tipo de estrutura.

Damos como contribu¢éo uma extensdo de algums conceitos dos espagos métricos,
assim como algumas proposi¢des que caracterizam os pontos g-aderentes e fungOes semi-

continuas.
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December/2008
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We introduce quasi-metric spaces and concepts necessary for the establishment of
optimization problems. We characterize the extreme points and utility function, showing
the aplicability of such spaces.

We give a contribution with an extension of some concepts of metric spaces, as well

as some propositions that characterize the g-adherent points and lower semicontinuous

functions.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Este trabalho tem como principais objetivos estudar as propriedades dos espagos quase-
métricos e estabelecer os conceitos necessdrios para o estabelecimento de problemas de
otimizagdo. Além disso, caracteriza-se fun¢@o utilidade sobre espacos quase-métricos e
aplica-se a mesma em teoria da decisdo.

Uma quase-métrica é uma funcdo que se diferencia da distancia usual por néo verificar
a simetria. O conceito de quase-métrica foi introduzido por Wilson [1] na década de
30 com motivagGes topoldgicas e sdo também objeto de estudo no contexto da teoria
da ciéncia da computacgdo. Fletcher and Lindgren [2], em 1982, através dos chamados
espacos quase-uniformes, desenvolveram conceitos sobre quase-métricas. Romaguera e
Schellenkens [3] aplicaram essa teoria a andlise de complexidade de algoritmos.

O capitulo 1 € baseado em [4, 5, 6, 7, &, 9, 10, 11]. Nele séo introduzidos conceitos
basicos de espagos quase-métricos. Além disso, s@o caracterizados pontos extremos em
um subconjunto de espagos quase-métricos e, finalmente, € apresentado o conceito de um
cone em um espaco linear quase-normado.

O capitulo 2 € baseado em [4, 5, 12, 9]. Nele se introduz um conceito de limite
adequado a espagos quase-métricos, se apresentam condi¢cdes necessarias e suficientes de
completude superior e inferior. PropGe-se os conceitos de pontos fixos direitos e esquerdo
e os de contragdo superior e inferior. Finalmente é proposto um problema de otimizago.

O capitulo 3 é baseado em [13, 10, 14]. Definimos fun¢des semilipschitz em espagos
quase-métricos, mostramos que o subconjunto destas fun¢des que se anulam em um ponto
fixo pode ser dotado de uma determinada estrutura de espago quase-métrico. Em seguida,

caracterizamos pontos de melhor aproximacao.



O capitulo 4 é baseado em [15, 16, 17, 7, 18]. Tratamos dos conceitos de pre-
feréncia e de funcdo utilidade, que constituem uma importante ferramenta, particular-
mente na teoria da ci€ncia da computacdo e da decisfo. Veja, por exemplo, nas teorias
do dominio e da complexidade [19, 11, 3]. Caracteriza-se preferéncia que admite funcGes
utilidades semilipschitz quando tal preferéncia é definida em um espago quase-métrico
subsepardvel. Este resultado estende Levi em [16] para o caso nfo simétrico.

Na ultima secfio apresenta-se um modelo em teoria da decis@o sobre um espago quase-

métrico baseado em [20, 21, 22].



Capitulo 2

ESPACOS QUASE-METRICOS

Neste capitulo, introduzimos diversas defini¢Ges, lemas e proposi¢des. As mesmas foram
obtidas dos trabalhos [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11] e séo referenciadas a medida que faz-se
necessdrio. No entanto diversas defini¢Ges, lemas e proposi¢es ndo foram encontradas
na literatura. Dessa forma as mesmas, néo referenciadas, sdo aportes da tese em questo.
Vale ressaltar que tais contribu¢des advém das idéias apresentadas nos espacos métricos
e topolégicos em [9, 23]. Na se¢do 2, também caracterizamos pontos extremos de um

subconjunto. Na sec¢do final tratamos de cones em espagos lineares quase-normados.

2.1 Espaco Quase-Métrico

Nesta se¢do se introduz o conceito de quase-métrica e espagco quase-métrico. Propdem-se
os conceitos de subconjunto limitado superiormente, g-ponto interior, conjunto g-aberto,
g-fronteira de um conjunto, g-ponto aderente, o g-fecho de um conjunto, g-ponto de
acumulagdo, o conjunto g-derivado. Sdo uma extenséo dos conceitos de espagos métricos
levados aos espacos quase-métricos.

Mostra-se também a relacfo que existe entre 0s novos conceitos propostos neste tra-
balho e os respectivos sobre espagos métricos. Além disso propde-se as defini¢des de
fungdes semicontinuas inferior e superior sobre os espagos quase-métricos, mostrando a
relagdo com os espagos métricos. Todos estes conceitos estdo baseados nas defini¢Ses de

espacos métricos dadas em [9]



Defini¢do 2.1.1. [7] Uma fungdo q : X X X — R, é chamada uma quase-métrica sobre o

conjunto X se,
(i) Yx,ye X, qx,y) =q(y,x) =0 x=y,

(ii) Yx,y,z€ X, q(x,y) <q(x,2) + q(z,y).

Um espago quase-métrico é um par (X, g), onde X é um conjunto e g € uma quase-
métrica em X. Na maioria das vezas, salvo quando houver possibilidade de duvida, dire-
mos simplesmente “o espago (X, g)” deixando subentendida qual é a quase-métrica que
est4 sendo considerada. '

Uma quase-métrica ¢ em X induz outra quase-métrica ¢*, definida por
q*(x,y) = q(y,x), Vx,y € X, conhecida como a conjugada de q.

Temos, além disto, que a fungdo ¢ : X X X — R,, definida por ¢°(x,y) =

max {g(x,y), ¢*(x, y)} € uma métrica em X. Neste caso o par (X, ¢°) € um espago métrico.
Defini¢do 2.1.2. [7] Seja (X, q) um espaco quase-métrico. A ordem <, definida em X -por
xZ,yeqlxy) =0 2.0
é chamada a ordem especializada ou a ordem parcial em X.
A ordem parcial <, permite definir a ordem parcial estrita <, em X por
X<,y x5,y e XFY. (2.2)

Definicdo 2.1.3. [7] Um espago quase-métrico (X, q) € dito subsepardvel se (X, q") é um

espago métrico separdvel.
Definicio 2.1.4. [4] Definem-se as bolas bdsicas do espago quase-métrico como:
Bf(x,e)={peX: q(y,x) <€) (bola aberta superior).
. B (x,e)={ye X: q(x,y) < €} (bola aberta inferior).
Bflx,el ={ye X: q(y,x) <€} (bola fechada superior).
B lx,el={yeX: qgx,y) <€} ( bola fechada inferior).

O seguinte lema 2.1.1 mostra a relagdo que existe entre as bolas abertas definidas no

espago (X, g) e o espago (X, g°).



Lema 2.1.1. Seja B*(x,€) uma bola aberta no espago métrico (X, q°) definida como

B(x,e)={yeX: q°(y,x) < €). Entdo B*(x,€) = B¥*(x,e) N B™(x, €).

Prova. Sejay € B*(x, €) entdo ¢*(x,y) < €. Como ¢°(x,y) = max{g(x,y), g(y, x)} < €
temos que g(x,y) < ee g(y,x) < €. Assimy € B (x,e) e y € B*(x,€). Portanto y €
B (x,e) N B*(x, €).

A prova da reciproca € semelhante. ®

A seguir mostramos alguns exemplos de fung¢@o quase-métrica, bem como o tipo de

bola que estd gera.

uma quase-métrica em R. Note que q(x,y) = 0 se, e somente se, x < ).

A seguir mostramos as bolas geradas por esta quase-métrica no espago (R, q):

B*(x,€) yeR:q@y,x) <e

= {yeR:max{y-x0} <€l

(_Oo’ X+ E) )
que geram a topologia superior do espaco (R, q) (ver a definicdo 2.1.5, a seguir ) e

B (x,€) {yeR:iglxy) <el

{y e R : max{x —y,0} < €}

(x — €,+00),

gerando a topologia inferior do espago (R, ).
Além disso, vé-se que (R, q) é um espaco quase-métrico subsepardvel, dado que o

espaco métrico (R, ¢°) é separdvel.

Exemplo 2.1.2. [24] Seja f : X — R uma fungdo injetiva e g : X XX — R, a
funcdo definida por g(x,y) := max{f(x) — f(),0}. Entdo q é uma quase-métrica em

X. Mostramos, a seguir, esta propriedade:
(i) Sejam x,y € X tais que q(x,y) = q(3, x) = 0. Temos entdo
fE - fO)<0efO)—f(X) 0= f()=fO) S x=Y

por ser f injetiva.



(ii} Sejam x,y,z € X entdo

q(x,z) = max{f(x)— f(2),0}
= max{f(x) - fO) ~ f(2) + f(), 0}
< max{f(x) - f(),0} + max{f(y) — f(2),0}

= q(x,y)+q(,2).

Vejamos, a titulo de exemplo, as bolas que geram a topologia superior no espago (X, q):

B(x,e) = {yeX:q(y,x)<Ee
{y € X : max{f(y) — f(x),0} < €}
heX:fOo)<fx)+e.

Observacio 2.1.1. Considere, agora, o problema de otimiza¢do no espaco quase-métrico
(X, q) do exemplo anterior, definido por {min f(x),s. a x € X}, suposto ter uma solucdo
x*. Dado o que acabamos de obter, temos que as solugdes locais sdo dadas através das

bolas B*[x*, €]. Além disto, B*(x*, €) representam as soluc¢des locais estritas.

O exemplo 2.1.3 foi formulado utilizando a idéia central do exemplo 2.2 apresentada

em [25].

Exemplo 2.1.3. Tomando a quase-métrica do exemplo 2.1.1, definimos a seguinte fungdo

7 :R?xR? = R,, como

q (1, Y1)y (32, 72)) = Vq(x1, %)% + (1, y2)?.

Mostramos, a seguir, que g é uma quase-métrica em R2,

(i) Sejam (x1,y1), (%2, y2) € R? tais que g ((x1,y1), (2, %2)) = q((x2,¥2), (x1,¥1)) = 0.

Temos entdo

Va(rt, 1202 + g1, 3202 = q(xz, x1)2 + g2, y1)* = 0.

Mas

VGG, %) + g1, y2)2 =0 = 1 S X Ay S )y

Va(x2, %) + g2, y1)? =0 =2 x < x1 Ay, < yi.

6



Portanto (x1,y1) = (x2, y2).

Reciprocamente, é claro que (x1,y1) = (x,y2) = q(x1,y1),(x2,¥2)) =

q ((st )’2), (xls )’1))

(ll) Sejam (xl,}’l), (xZa )'2), (X3, y3) € RZ- Entdo

Ty, (x.32) = Vgler, %)% + g1, y2)?
< y(gCr3) + g0y + (g, 1) + g0, )
< Vg, 23)2 + g1, ¥3)? + Vqlxs, x2)% + g(33, y2)2

q ((x1,y1) (x3,¥3)) + g ((x3,¥3), (%2, ¥2))

Vejamos, a titulo de exemplo, as bolas que geram a topologia superior e a topologia

inferior no espago (R2,9):

B ((%7),9) = {(x))eR: (%)), &) < ¢
[ ) e R : Vg, 52 + 90,97 < ¢}

{(X,Y)GRZZ(x—7)2+(y—§)2<e2; x<3€+e;y<§+e}

B (%9,6 = {x))eR: (G, (xy) < ¢
= (%)) e R : Vg 22 + qG. )P < ¢

= [(x,y)€R2:(E—x)2+(§—y)2<62; x>§—e;y>§—e]

Nas figuras 2.2 ¢ 2.1 mostra-se as bolas obtidas. Observe-se que sua intersecdo gera uma

bola métrica como foi mostrado no lema 2.1.1.

Definicdo 2.1.5. Seja (X, q) um espago quase-métrico. Diremos que um subconjunto A

de X é g-aberto em (X, q) se para cada x € A existe € > 0 tal que B*(x,€) C A.

Proposicio 2.1.1. Seja (X, q) um espago quase-métrico. Entdo toda bola aberta superior

B*(x, €) é um conjunto q-aberto em (X, q)

Prova. Seja a € B*(x, €) entdo g(a, x) < € e portanto s = € ~ g(a, x) > 0. Afirmamos
que B*(a, s) € B*(x, €). De fato, se y € B*(a, s) entdo ¢(y,a) < s, logo g(y, x) < q(y, a) +
q(a,x) < s+ q(a, x) = €. Assim se tem que y € B*(x, €). Portanto B*(x, €) é um conjunto

g-abertoem (X, q). W



Figura 2.1: Bola aberta superior Figura 2.2: Bola aberta inferior

B ((x,%). B~ ((x, X))

Proposicao 2.1.2. O conjunto U formado pelos conjuntos q-abertos em (X,q) é uma

topologia sobre X, isto é, valem as seguintes propriedades:
(1) XeUebeU;
(2) Se A, Ay, ..., Aye UentdoAiNAN...NA, € U;
(3) SeA, e 1{, YA e Lentdo A=y Ar €U
Prova.
(1) E claro que X e @ sdo g-abertos.

(2) Seja a € NL,4;. Como estes conjuntos sdo g-abertos, existem r; > 0,r; >

0,...,r, > 0tais que B*(a,r) C Ay, B*(a,r) C Az,...,B*(a, 1) CA,.

Seja r = min{ry,rg,...,7,)}, entdo B*(a,r) € B*(a,r;) C A;parai =1,...,n. Assim

B*(a,r) c (L, A;. Portanto (., A; é g-aberto em (X, q).

(3) Sejaa € | e, A, entdo existe um indice A € L tal que a € A;. Como este conjunto
é g-aberto, ha uma bola B*(a,r) C A,. Isto mostra que B*(a,r) C A. Portanto A é

g-abertoem (X,gq). W

Definicao 2.1.6. A topologia, acima mencionada, é dita a topologia superior no espago

quase-métrico (X, q).

Analogamente, considerando as bolas B~(x, €) em lugar das bolas B*(x, €) na definigad

2.1.5, obtém-se uma topologia sobre X, dita a topologia inferior no espago quase-métrico



(X,q). Como jd supracitado, nesse capitulo introduzimos as definicdes a respeito do
espago quase-métrico. Outrossim, se faz necessdrio apresentar também as relagdes com
o espago métrico advindas dessas definicdes. Dessa forma, a seguir sdo apresentados

diversos lemas com o objetivo precipuo de expor tais relacdes.

Definico 2.1.7. Seja A um subconjunto do espago (X, q). Diz-se que o subconjunto A é

limitado superiormente (inferiormente), se existem x € X e um € > 0 tais que
A c B*[x,€] (AcC B [x €]

O seguinte lema mostra a relagdo que existe entre um subconjunto limitado superior-

mente e inferiormente no espaco (X, g) e um subconjunto limitado no espago (X, g%).

Lema 2.1.2. Seja A um subconjunto de X. A é limitado superiormente em (X, q) e limitado

inferiormente em (X, g*) se, e somente se, A € limitado no espago métrico (X, q°).

Prova. Se A € limitado superiormente e inferiormente, entfo existem xj,x; € X e
€1, 6 > 0tais que A € B*[x;, 1] e A C B [x, &]. Decorre que A C B [xy, 11N B™[x2, &].
Portanto A C B°[x;, max{e;, g(xi, x2) + &}], mostrando que A € limitado.

Agora mostramos a reciproca. Se A é limitado existem um x € X e € > 0 tais que
A C B*[x, €]; logo, pelo lema 2.1.1, temos que A € B*[x,€] e A € B[x, €]. Portanto A é

limitado superiormente e limitado inferiormente. M

Proposicio 2.1.3. Um ponto a € A é um ponto g-interior (isto é, um ponto interior na

topologia superior de (X, q)) se, e somente se, existe r > 0 tal que B*(a,r) C A.

Prova. Imediata. m
Chama-se o g-interior de A em X ao conjunto inz,A formado pelos pontos g-interiores
de A, ou seja

int,A ={a€X:B"(a,r)CA,paraalgumr>0}.

Evidentemente, inf,A C A.
A seguir mostra-se a relacdo entre um g-ponto interior no espaco (X, g) e um ponto

interior no espacgo (X, ¢°).

Lema 2.1.3. Seja A um subconjunto de X. Se a é g-ponto interior de A em (X,q) e q*-

ponto interior de A em (X, q*) entdo a é um q°-ponto interior de A em (X, q°).



Prova. Como a € um g-ponto interior de A, pela definicdo 2.1.3 existe r; > 0 tal que
B*(a,r;) € A e como a também é g*-ponto interior de A, existe r, > 0 tal que B (a,ry) C
A. Tomando r = min{r;, r;} segue que B*(a,r) C B*(a,r)) CAe B (a,r) C B (a,r,) C A.
Logo, pelo lema 2.1.1 temos que B°(a, r) C A. Portanto, a é um g*-ponto interior de A em
X,q°). m

A reciproca em geral nfio € verdadeira, como é mostrado no seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.4. Considere as bolas obtidas no exemplo 2.1.1, B*(x,€) = (—co,x +¢€) e
B7(x,€) = (x — €,+). Sejam A = (—1,1) e x = 0 um g*-ponto interior de A em (R, g°).
Pode-se observar na figura 2.3 que a bola B*(0, €) ndo estd contida no conjunto A para

qualquer valor positivo de €. Portanto o ponto x = 0 ndo é um g-ponto interior de A em

R, g).

. B7(0,8) -
P B (O, 8) Q d) »
P M |l ! i N\ [R »
l N i ] 1 L i ld
-1 -& 0 ¢ 1
%f_J
B*(0,8)

Figura 2.3: B*(0,¢) ¢ A

Proposicio 2.1.4. Um subconjunto A do espago (X, q) é g-aberto (iso é, um conjunto
aberto na topologia superior de (X,q)) se, e somente se, todos seus pontos sdo q-

interiores.

Agora vejamos a relagdo entre um conjunto g-aberto no espago (X, ¢) e um conjunto

aberto no espaco (X, g°).
Lema 2.1.4. Se o conjunto A C X é g-aberto em (X, q) e q*-aberto em (X, q*) entdo A é
q’-aberto em (X, g°).

Prova. Seja x € A. Por hipétese, x € um g-ponto interior de A e um ¢*-ponto interior de
A. Pelo lema 2.1.3 conclui-se que x € um ¢*-ponto interior de A. Portanto, A é g*-aberto

em (X, q%). ®

Defini¢do 2.1.8. O conjunto 0,A € g-fronteira do conjunto A C X se, e somente se, toda
bola aberta superior de centro em b € X contém pelo menos um ponto de A e um ponto

do complementar X \ A.
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Proposi¢io 2.1.5. Um ponto a € X é um ponto g-aderente ao conjunto A (isto é, um
ponto aderente na topologia superior de (X, q)) se, e somente se, (A, a) = inf{g(x,a);x €
A} =0.
Isto que dizer que, para cada € > 0, pode-se encontrar um x € A tal que g(x,a) < €.
No seguinte lema é mostrada a relagdo entre um g-ponto aderente no espago (X, g) €

um ¢°-ponto aderente no espago (X, g°)

Lema 2.1.5. Seja A C X. Um ponto a € X é g-ponto aderente a A em (X, q) e q*-ponto

aderente a A em (X, q*) se, e somente se, a é g°-ponto aderente a A em (X, q°).
q q-p q

Prova. Seja a um g-ponto aderente e ¢*-ponto aderente, entdo Ve > 0, tem-se que
B*(a,©)NA #0,e B (a,e) N A # 0. Assim pelo lema 2.1.1 tem-se que B°(a,€) N A # 0.
Portanto a € ¢*-ponto aderente a A em (X, g°).

Mostramos a reciproca. Seja a um g'-ponto aderente a A em (X, g*) entdo Ye > 0
tem-se B*(a,e) N A # 0. Pelo lema 2.1.1 temos B*(a,e) NA # B e B (a,e) N A # 0.

Portanto a é um g-ponto aderente a A em (X, g) e um g*-ponto aderente a A em (X, g*). ™

Definiciio 2.1.9. O conjunto cl,A é o g-fecho do conjunto A C X se, e somente se, todos

seus elementos sdo aderentes a A. Isto é
clbA={aeX:q(A a) =0}
O conjunto A diz-se g-fechado se A = cl,A.

A seguir mostra-se como estd relacionado um conjunto g-fechado no espago (X, g) e

um conjunto g°-fechado no espago (X, g°)

Lema 2.1.6. Um subconjunto A de X é q°-fechado em (X, q°) se, e somente se, A é g-
fechado em (X, q) e g*-fechado em (X, g*).

Prova. Vejalema2.1.5. ®

Proposicio 2.1.6. Um ponto a € X é um ponto g-acumulagdo de A (isto é, um ponto de
acumulagdo na topologia superior de (X, q)) se, e somente se, toda bola aberta superior

com centro em a contém algum ponto de A, diferente de a.

Chama-se o g-derivado de A em X ao conjunto A, formado pelos pontos de g-

acumulag@o de A, ou seja
A; ={aeX:(B"(a,n\{a}) NA # 0 para todo r > 0}
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O lema a seguir apresenta uma relagéio entre g-ponto de acumulac¢éo no espago (X, q)

e g*-ponto de acumulagdo no espago (X, g*).

Lema 2.1.7. Seja A € X, a € X é um g°-ponto de acumulacdo de A em (X, q°) se, e
somente se, a é um g-ponto de acumulac¢do de A em (X, q) e um g*-ponto de acumulagdo

de A em (X, q%).

Prova. Seja a € X um g°-ponto de acumulagdo de A em (X, g*) e r > O arbitrério.
Entdo (B*(a,r) \ {a})NA # 0, (pela defini¢do 2.1.6) e pelo lema 2.1.1 temos que B*(a, r) C
B*(a,r) e B°(a,r) € B (a,r). Portanto (B*(a,)\{a) NA #0e (B (a, )\ {a) NA # 0.
Assim a € um g-ponto de acumulacio de A em (X, g) € um g*-ponto de acumulacéo de A
em (X, g%).

De maneira semelhante prova-se a reciproca. H

Definicao 2.1.10. Seja (X, q) um espago quase-métrico, uma fungdo f : X — R definida
em X ¢ semicontinua inferior (sci) no ponto a € X se Ve > 0, existe um § > 0 tal que

g(x,a) < § implica f(a) — f(x) < €.

Definicao 2.1.11. Seja (X, q) um espagco quase-métrico, uma fungdo f : X — R definida
em X é semicontinua superior (scs) no ponto a € X se Ve > 0, existe um § > 0 tal que

g(x,a) < § implica f(x) — f(a) < e.

O seguinte lema mostra que continuidade em (X, ¢°) equivale & semicontinuidade in-

ferior e superior em (X, g).

Lema 2.1.8. Uma funcdo f : X — R € continua em (X, g°) se, e somente se, f é sci em

(X,q) e scs em (X, q%).

Prova. Seja f continua em (X,g°) e a € X, entdo Ve > 0, existe um § > O tal que
q°(x,a) < ¢ implica |f(x) — f(a)| < €. Como ¢'(x,a) = max{g(x, a), g*(x, a)} tem-se que
q(x,a) < ¢ implica f(a) — f(x) < e e g*(x,a) = g(a,x) < ¢ implica f(x) — f(a) < €.
Portanto f € sci em (X, g) e scs em (X, g%).

Mostremos agora a reciproca. Suponha f sci em (X, g) e scs em (X, g") e sejaa € X.
Entéo Ye > 0, existem d1, 6, > 0 tais que g(x, a) < 6, implica f(a)—f(x) < ee g(a, x) < &3
implica f(x) — f(a) < e. Assim, ¢°(x,a) < § = min{d;, d;} implica [f(x) — f(a)] < €.

Portanto f € continua em (X, g*). ®
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Exemplo 2.1.5. Seja f : R,q) — R, uma funcdo definida como f(x) = e*. Sejam
a=1eq(x,y) = max{x —y, 0} a quase-métrica do exemplo 2.1.1. Para r > 0O arbitrdrio,
consideremos a bola B*(1,r) = (=00, 1 + 7). Seja x = =10 € B*(1,r). Pode-se ver que
F(=10) = f(1) = e!® —e7! > ¢ para um € > 0 dado. Portanto f ndo é scsema =1, em
& .

Por outro lado, seja € > 0 arbitrdrio e sejar > 0 tal e”'(1 — e™) = €. Para todo
x € B*(1,7), temos que f(1) — f(=x) = e ' —e* < e7(1 — ¢™) = € Portanto f é sci em

a = l.(ver figura2.4)

f()=e"

.

BY(LS) e
0 1 K =1 | 2 3 4 5

F:3
4

Figura 2.4: Fungdo semicontinua inferiorema =1

Definicio 2.1.12. [10, 8] Um cone (ou espaco semilinear) sobre R,. é uma tripla (X, +, )
onde (X, +) é um semigrupo abeliano com elemento neutro 0 € X e - é uma fungdo - :

Ry XX — X, tais que, ¥x,y € X e a,b € R, as seguintes relagbes sdo satisfeitas:
(i) a-(b-x)=(a-b)-x;
(ii) (a+b)-x=(a-x)+ (b x);
(iii) a- (x+y)=(a-x)+(@-y),
(iv) 1-x=x
Quando um elemento x € X admite uma inversa, ela é denotada por —x.
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Defini¢ao 2.1.13. [6] Uma quase-norma sobre um cone (ou espago semilinear) (X, +,-)

em R, é uma fungdo P, : X — R, tal queVx,ye X ea € Ry,
(i) x=060 —x€XePyx)=Py(~x) =0;
(ii) Pyla-x) =a- Py(x);
(iii) Py(x +y) < Py(x) + Py(y).
O par (X, P,) é chamado espago semilinear quase-normado.
Defini¢éio 2.1.14. [14] Uma norma no cone (X, +, ) € uma fungdo P, : X — R, tal que

(i) x = 0 & Py(x) = 0; e além disso os items (ii)-(iii) da definigdo 2.1.13 sdo satis-

feitos.

Segundo [14], um cone quase-normado € o par (X, P,) tal que X é um cone € P, é uma
quase-norma em X,

Se (X, +,) é um espago linear e P, € uma quase-norma em X entfo o par (X, P,) €
chamado espago linear quase-normado.

Se P, é uma quase-norma em um espago linear X, entdo a fungdo P, : X — R,
definida como Py(x) = Py(-x), Vx e X ¢ também uma quase-norma em X, e a fungéo
P (x) = max{Py(x), Py(-x)} , ¥x € X é uma norma em X.

Além disso, cada quase-norma P, em um espago linear X induz uma quase-mérica g
em X definida por:

qlx,y) = Py(x-y), Yx,ye X.

2.2 Extremo em um Espaco Quase-Meétrico

Nesta secdo apresenta-se os conceitos de pontos méximos e minimos de um subconjunto

A do espacgo quase-métrico (X, g) assim como uma caracteriza¢do para esses pontos.

Definicdo 2.2.1. [5] Seja (X, q) um espagco quase-métrico, define-se, para caday € X, o
seguinte conjunto

K, ={xeX:q(xy)=0}. (2.3)

Denota-se, também, por Ifq(y) o conjunto interior de K,(y) no espago quase-métrico (X, q)

e I%s(y) representa o interior de K;(y) no espago métrico (X, q°).
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Exemplo 2.2.1. Considere a quase-métrica do exemplo 2.1.1, g(x,y) = max{x —y,0}.

Obtemos:

K, = {xe€eR:max{x-y,0}=0}

= (—OO, )’]

Exemplo 2.2.2. Seja g(x,y) a quase-métrica do exemplo 2.1.2, q(x,y) = max{f(x) —
f),0}. Temos

K, = {xeX:max{f(x) - f(),0} =0}
(xeX:f(x) <o)

Observacao 2.2.1. Da mesma forma que na Observagdo 2.1.1, consideramos o problema
com solugdo x*, {min f(x),s. ax € X). E entdo evidente que se x* € K,(»), para todo

y € X, entdo x* é uma solu¢do global para o problema de otimizagdo.

Exemplo 2.2.3. Seja q ((x1,1), (x2,¥2)) a quase-métrica do exemplo 2.1.3,

Zi((xhyl)’ (x27y2)) = \/Rxlst)z + ‘I(Yb)’z)z-

Temos

{(x,y) eR?: Vg(x, %2 + g0, y)* = 0}
= [(x,y)eRZ:x—;_rSOAy—§SO}

KE ((FC; i)’ (x’ )’))

[(x,y)eRZ:xSE/\ysi}

Na figura 2.5 € apresentado o conjunto Kz ((x,y), (x, y)).

Através do conjunto K,(y) podemos definir as seguintes relagdes bindrias:
Definicdo 2.2.2. Relagdes binarias K -dependentes.
(i) x <,y © x € K,(y);
(i) x<gyexe K ex#y,
(iii) x <<,y © x€ Ifq(y);
(iv) x <, y & x € K,(y).
A seguir apresenta-se algumas propriedades, deduzidas destas relagSes segundo [5].
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X =IR?

Figura 2.5: Conjunto Kz ((%, ), (x, y)) sobre (R, g).

Lema 2.2.1. Se x <, y, entdo x <, y.
Prova. Evidente, porque I(o'q(y) C K,(y).
Lema 2.2.2. Se x <,y e y <,z entdo x <4 2.

Prova. Seja x <, y, isto é, x € Ifq(y); existe portanto uma bola B*(x, ) tal que
B*(x,0) c K;(3).
Por outro lado

q(x',2) < q(x',y) + q(,2) , Y’ € B*(x,0).

Com isso, tem-se que g(x’,z) = 0, Yx' € B"(x,0), isto é B*(x,0) C K,(z). Conseqiiente-

mente x € K,(z), significando, por defini¢do, que x <, 7. 1
Teorema 2.2.1. A relagdo bindria” <, ” é assimétrica e transitiva.
Prova.
1. Assimetria: se y <, x e x <, y, entdo g(x,y) = q(y, x) = 0, ou seja x = y.

2. Transitividade: se x <, y ey <, 7, temos do lema 2.2.1 y <, z; em seguida,

aplicando o lema 2.2.2, se conclui que x <, z. ®

Exemplo 2.2.4. Sejamy <, xe x <, yentdoy € I%q(x) exe Ifq(y). Considere agora

a quase-métrica do exemplo 2.1.2: temos, simultaneamente, para € > (O suficientemente
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pequeno, f(y) < f(x) +ee f(x) < f(y) + € logo f(x) = f(y). Confirmamos assim a

assimetria da relaglo” <, ”.
Lema 2.2.3. Se x <y entfio x <4 y.

Prova. Se x < y, (iv), da Defini¢@o 2.2.2, implica em x € I&s(y') C K,(y), utilizando

(i) da Defini¢dio 2.2.2, conclui-se que x <, y. W
Lema 2.2.4. Se x <, y entdo x <; y.

Prova. Seja x <, y, por (iii), da Defini¢do 2.2.2, tem-se que x € I%q(y), entdo existe
B*(x,0) ¢ K,(»). Por outro lado, By(x,6) = B*(x,8) N B™(x,8) € K(y). Conseqiiente-

mente, x € K (y) e por (iv) conclui-se que x <;y. MW
Lema 2.2.5. Se x < yey <, zentdo x <, z.
Teorema 2.2.2. A relacdo bindria” <;” é assimétrica e transitiva.

Definicao 2.2.3. [5] Seja A um subconjunto do espago (X, q)

mind = {XeA: ANK,® = (%)) (2.4)

wmind = (€ A: AN K, = 0} (2.5)

pminA = {z €A:cl, [U Kq(x)) NK,X) = {x}} (2.6)
x€A

Os pontos de min A, w min A e p min A sdo chamados pontos minimos, minimos fracos
e minimos puros respectivamente. Na expresséo deste dltimo, o fecho é determinado pela

quase-métrica ¢, segundo a defini¢éo 2.1.9,

Exemplo 2.2.5. Considerando a quase-métrica do exemplo 2.1.1, seja I = [a,b] CR um

intervalo em R. Assim, minl = {E €[a,b]:[a,b] N K,(x) = {35}}, onde

K,

yeR:q(,x) =0}

{y € R : max{y — X, 0} = 0}

Il

Portanto I N Ky (%) = [a,b] N (=00,%]| = [a,%] , VX € [a, b], e [a,b] N (=00, %] = (X} se

xX=a.
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Exemplo 2.2.6. Seja q(x,y) a quase-métrica do exemplo 2.1.2, A = [1,2]X[1,2], X = R?

e f(x,y) = x—y. Com estes dados, obtemos
mind = {7 € A: ANK,GEY) = (ED)],

onde

{ey) € R? - max{f(x,y) - (), 0} = 0}
(63 eR?: F(xy) < FGEY))

{(x,y) eR?: x—ysi—y}.

Kq(},y)

If

E fdcil ver que AN K (%, Y) equivale & desigualdade em R%, x <y + (X —Y), que determina

a tinica interse¢do x = 1 e y = 2, como mostra a figura 2.6.

%

Figura 2.6: O ponto min A.

Os 3 lemas a seguir caracterizam os pontos min A, wminA e pminA do conjunto

A c X. Suas demonstra¢Ges sdo similares, por isto apresentaremos apenas a do primeiro.

Lema 2.2.6. [5] Seja A um subconjunto do espago (X, q). Entdo x € min A se e somente

se
(i) xe€ A;
(ii)) yeA, y<, x>y =X
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Prova. Sejax € min4, da definigfo, em (2.4), tem-se que AN K, (x) = {x}. Em adig&o,
y € A,y <, %, conseqiientemente y € A N K, (x) = {x}. Portanto y = X.
Agora,y e Aey <, x. Temos y € AN K,(%). Valeainday = X, Yy € A, de que se

concluiquex € AN Ky(x) = {x}. =

Lema 2.2.7. [5] Seja A um subconjunto do espaco (X, q). Entdo x € wmin A se e somente

se
(i) XeA;
(i) ye A, y<, x = y K4 x.

Lema 2.2.8. [5] Seja A um subconjunto do espago (X, q). Entdo X € pminA se e somente

se
(i) xe A
(ii) y € cly (Urea K4 (9),y S, =y = %

Analogamente aos conceitos apresentados de minimo de subconjuntos, define-se

também, no espago quase-métrico conjugado, o maximo de subconjuntos.

Definico 2.2.4. [5] Seja (X, q) um espago quase-métrico, (X, q*) o espago quase-métrico

conjugado e A € X. Definimos

maxA = (€A ANK;®) = ) 2.7)

wmaxA = (T €A : An K = 0) (2.8)

pmaxA = {z €A :cly [U K;(x)] NK;®) = {x}}, 2.9)
x€A

onde o conjunto K;(y) € dado por
K, ={xe€X:q0(,x) =0} (2.10)

Os pontos de max A, wmax A e pmaxA sdo chamados pontos maximos, maximos

fracos e maximos puro, respectivamente.
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Exemplo 2.2.7. Seja A = {(x,y) € R? : x* + y?* < 1} e tomando a quase-méirica do
exemplo 2.1.3, entdo minA = {(x,y) € R? : x> +y*> = 1,x < 0,y < 0). Os pontos
minimos estdo na fronteira do terceiro quadrante. Reciprocamente os pontos de mdximo
maxA = {(x,y) € R?: x*> +y* = 1,x > 0,y > 0} se encontram na fronteira do quadrante

positivo como é mostrado na figura 2.7.
J} F

X =IR?

!
K'4(0,1)

4= L

K,(~10)

K, (0,~D)!

Py

Figura 2.7: Pontos minimos ¢ méximos do conjunto A sobre o espaco quase-métrico

R%, ).

Exemplo 2.2.8. Seja A o conjunto mostrado na figura 2.8. Considere a quase-métrica
do exemplo 2.1.3. Apresentamos no grdfico os pontos minimos fracos e mdximos fracos.
A linha pontilhada do conjunto A representa os pontos minimo fracos e a linha cheia os

pontos de mdximo fracos.

A seguir apresentamos os conceitos de infimo, determinados pela topologia superior

do espago (X, g).
Definicdo 2.2.5. [5] Seja A um subconjunto do espago (X, q).
(i) inf A := mincl,A (o infimo de A);
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X = IR
AnK* (D=2

o o o o o

ANK,(¥) =0

G ——

Figura 2.8: Pontos minimos e méximos do conjunto A sobre o espaco quase-métrico

(R%, q).
(ii) winf A := wmin cl,A (o infimo fraco de A);
(iii) sup A := max cl-A (0 supremo de A);
(iv) wsup A := wmax clA (0 supremo fraco de A).
A seguir denotam-se os seguintes conjuntos:

(M) Ky4) =) Ky

x€A

(@@@:LMW)

x€A

Lema 2.29. [5] K,(») N K:() = ().

Prova. Seja x € K, (y) N K;(y), segue que g(x,y) = ¢(y,x) = 0, entdo x =y € {y}.
Portanto x € {y}. Por outro lado, seja x € {y}, segue que x = y, entdo x € K,(y)N K (y). ®
O lema 2.2.10 apresentado por Shao-Bai et al. em [5], considera verdadeira a seguinte
relagdo K,(A) N K7(A) = A. Entretanto, a referida rela¢fo n#o é verdadeira em geral,
como mostra o exemplo abaixo. Ainda assim o teorema 2.2.3, também apresentado em

[5], continua vélido, como provamos a seguir.

Lema 2.2.10. K,(A) N K;(A) D A.
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Prova. Dado A, pela definigdo de K,(A), pode-se afirmar que A C K,(A). Do mesmo
modo A € K;(A), entdo A C K, (A)NKHA). =

A reciproca ndo é necessariamente verdadeira. De fato, de y € K (A) N K;(A) nao se
pode afirmar em geral que existe x € A tal que y € K, (x) e y € K;(x), como ¢ mostrado
na figura 2.9. Utilizando a quase-métrica g(x,y) do exemplo 2.1.3, sejay = (0.9,-0.9) €
KZz(A) N K;(A). Vemos que existe x = (1,0) € A tal que g(y, x) = 0 e também existe um
z=(0,—1) € A tal que g(z,y) = 0. Portanto y € Kz(x)N Kg(z) C Kz(A)N Kg(A) no entanto
y¢A.

X=IR

IS

Figura 2.9: Kz(A) N K;(A) ¢ A.

Os teoremas a seguir mostram as relacdes que existem entre os pontos extremos de

um conjunto A € X e seu conjunto K,(A).
Teorema 2.2.3. [5] Seja A um subconjunto do espago (X, q). Entdo min A = min K (A).
Prova.

(i) minA C min K;(A):
Seja X € min A, da defini¢fo, em (2.4), tem-se X € A , A N K, (%) = {x} e pelo lema

2.2.10tem-se que X € A C K;‘(A), entdo x € K;(A) N K,(x).
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Agora deve-se provar que x € o Unico elemento de K (A4) N K, (x). Sejau € K (A)N
K,(x), entdo existe c € A, tal que u € Kj(c)eu € K, (), assim tem-se que g(c, u) =

0 A gu,x)=0.

Por outro lado, g(c, %) < g(c,u) + g(u,x) = 0, o que implica g(c,x) = 0, isto €,
ce€K,x). Daf, ce ANK,(x) = {3} = ¢c=% = u =X Istoimplica que

K:(4) N K, = (%). Portanto ¥ € min K}(A).

(ii) min K7(A) C minA:
Se x € min K (A), entdo x € Ky(A), K;(A) N K, (x) = {x}. Como x € K (A), entdo
existec € A C K;(A) tal que X € K;(c), c <, x. Assim c € K;(A) N K,(x) = {x}.

Portantox € Ae ANK,(X) ={x}. =
Analogamente se tem o seguinte teorema.
Teorema 2.2.4. [5] Seja A um subconjunto do espago (X, q). Entdo max A = max K (A).

Lema 2.2.11. /5] Seja q a quase-métrica do espago linear X, com a seguinte propriedade

de invarianga, q(x+z,y+z) = q(x,y), Yx,y,z € X. Entdo x+K,(y) = K;(x+y), Yx,y € X.

Prova. Para qualquer u € x + K (), tem-se que u# <, x +y. Com isso temos u €
K,(x +y). Agora, para qualquer u € K,(x +y), temos u <, x +y, 0 que prova que

uex+Ky(y) n

2.3 Cone em um Espaco Linear Quase-Normado

O cone é um conceito matemdtico importante, usado na andlise ndo linear, otimizagdo e

teoria de controle.

Defini¢do 2.3.1. [5] Um cone K em um espago linear quase-normado X é um subconjunto

ndo vazio de X tal que:
(i) K é convexo e fechado;
(ii) Sexe Ked=0= Ax € K;

(iii) Se x € K e —x € K, entdo x = 0.
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Um cone K C X induz uma ordem parcial <g em X da seguinte maneira:
x<gy&©y—xek

Por outro lado, seja (X, P;) um espago quase-normado, a ordem parcial <p em X

induzida por P, € definida como:
x<py e Pyx—y)=0.
A seguir, demonstra-se a relacdo que se tem entre uma quase-norma € um cone.

Teorema 2.3.1. [5] Sejam (X, P,) um espago quase-normado ¢ K = [x €EX:Pyx)= O}

um cone, entio
(i) K é ndo vazio, convexo e P,-fechado;
(ii) Sexe Ked=0,entdoA-x€ K;
(iii) Sexe K e —x € K, entdo x =0,
onde K é P,-fechado, o que significa que, se x, € K, x € X e Py(x —x,) » 0 = xek.
Prova.

(i) Como P,(0) = 0, entdo K € um conjunto ndo vazio. Se x,y € K e A € [0, 1], entfio
P(Ax+(1-D) )< A-P(x)+(1-A)-Py(y)=0ed-x+(1-4)-y € K. Portanto
K é um conjunto convexo néo vazio.
Seja {x,}nen uma seqiiéncia em K e seja x € X tal que Py(x — x,) — 0, entlo
x—x, € K. Logo, como Py (x) < Py(x,) + Py(x — x,) = Py(x — x,), entdo P,(x) = 0.

Portanto x € K. Isto prova que K é P,-fechado;
(if) Sejaxe Ke A >0, tem-se Py(d-x) = A+ Py(x) =0, concluindo que 4 - x € K;
(iii) Sexe Ke—x € K,isto é Py(x) = Py(-x) =0=>x=0. =

Pode-se ver que as relagdes de ordem induzidas pela quase-norma e o cone sdo equiva-
lentes.

xZpy e Px—-y) =00 x-yeK e x<xy
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Lema 2.3.1. [5] Seja (X, P,) um espago quase-normado, entdo qualguer intervalo orde-
nado

[a,b]={xeX:a_<.pxspb}
é limitado em (X, P°).
Prova. Se x € [a, b], é claro que Py(a—x) = 0e P, (x —b) = 0. Logo
Py(x) < Py(x — D) + Pg(b) = Py(b) ¢
Py(—x) < Py(a—x)+ Py(—a) = Py(—a).

Assim

P?(x) = max{P,(x), Py(—x)} < max{P,(D), P,(—a)}
Isto implica que o intervalo [a, b] € limitado em (X, P;). ®

Proposicio 2.3.1. [5] Seja (X, P,) um espago quase-normado. Se X, <p 2n <p Yn, Py(x —

x) = 0 e Py(y, — x) — 0 entdo P(z, —x) = 0.

Prova. Dadas as desigualdades x, <, zx <, y, tem-se que P,(x, — z,) = 0 e Py(z, —

ya) = 0.

Assim
Py(x—z) < Pylx—x3)+ Py(xy — 2) = Py(x — xp).
Como P,(x — x,) — 0, entdo Py(x — z,) — 0. Analogamente,
Py(zn—x) < Py(zn,yu) + Pg(yn — X) = Py(yn, x)
Como P,(y, — x) — 0, vem P,(z, — x) — 0. Consequentemente, P*(z, — x) — 0.

Coroldrio 2.3.1. [5] Se x, <, 2y <p Y P(xs — %) = 0 e P’(y, —x) — 0, entdo

P(z,—x) — 0.

Teorema 2.3.2. [5] Seja (X, P,) um espago quase-normado. Entdo
(i) x<py = Py(x) < PyO);
(ii) 0 <, x <, y = PP(X) < PA(Y).

Prova.
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(1) Sex <, y,isto €, Py(x —y) = 0 = Py(x) < Py(x —y) + Py(y) = Py(y). Portanto
Py(x) < Py(y);

(i) Se 0 <, x <, y, entdo Py(x —y) =0 A P,(0-x) = 0. Além disso
Pg(x) < Py(x—y) + Py(y) < P°(y) € Py(—x) < Py(0 — x) + P,(0) < P5(y), de onde se
conclui que P°(x) < P(y). m
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Capitulo 3

PONTO FIXO

Neste capitulo introduzimos um conceito de limite. Baseado neste conceito de limite,
damos um aporte caracterizando os conceitos propostos no Capitulo 1 mediante limite
de seqiiéncias. Ademais estabelecemos condigdes necessdrias e suficientes de completi-
tude superior e inferior em espacos quase-métricos e apresentamos conceitos de pontos
fixos direito e esquerdo de um mapeamento contracdio superior e inferior. Finalmente

apresentamos um problema de otimizagéo definido em espagos quase-métricos.

3.1 Completitude Superior e Mapeamento Contrativo
Superior

Dado que um espago quase-métrico é um espago topoldgico T, o limite de uma seqtiéncia
ndo é em geral tnico. Devido a isto, visando obter uma estrutura mais regular, Shaobai et

al. em [12] apresentam um conceito de limite com unicidade.

Defini¢do 3.1.1. Seja (X, q) um espago quase-métrico. Uma seqiiéncia (X,)nen N0 espago

(X, q) € convergente superior a um ponto x € X se:
(i) lim g(x,, %) = 0
(ii) dado y € X tal que il_)rilo q(x,,y) =0, entdo g(x,y) = 0.
O ponto x € chamado limite superior da seqiiéncia, denotado por:
fim X, = X.
P

Analogamente, temos:
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Definiciio 3.1.2. Seja (X, q) um espago quase-métrico. Uma seqiiéncia (x,),en € conver-

gente inferior a um ponto x € X se:
(i) lim g(%, %,) = 0;
(ii) ye X, 31_)12 g0y, x,) = 0 entdo q(y,x) = 0.
O ponto x é chamado limite inferior da seqiiéncia, denotado por:

lim x, = x.

h—co

Definicao 3.1.3. A segiiéncia (x,)nen € biconvergente se existe um ponto x € X tal que:
lim g(x,,%) = lim g(Z, x,).
R—00 n-—o0

O ponto % é chamado bilimite da seqiiéncia denotada por:

lim x, = x.

n—c0
Exemplo 3.1.1. Seja (x,) = (1/n) a seqiiéncia de pontos no espago quase-métrico (R, q),
considerando a quase-métrica do exemplo 2.1.1, g(x,y) = max{x —y,0}.
Temos (0, 1/n) = max{0—1/n,0} — 0, (n — o0). Paray € R tal que y < 0 tem-se que
q(y,1/n) = max{y — 1/n,0} —» 0, (n — ). Além disso q(y,0) = 0. Portanto }i_)—n(}oxn =0.
Por outro lado q(1/n,0) = max{1/n—0,0} = 0, (n — o0). Paray € Rtal quey > 0
tem-se que q(1/n,y) = max{l/n—y,0} = 0, (n — c0). Além disso, q(0,y) = 0. Portanto

lim x, = 0.

Exemplo 3.1.2. Seja (x,) = (n) a seqiiéncia de pontos no espago quase-métrico (R, g),
considerando a quase-métrica do exemplo 2.1.1, g(x,y) = max{x —y,0}.
Temos q(0,n) = max{0 —n,0} = 0, (n = o). Paray € R tal que y > 0O tem-se que
q(y,n) = max{y —n,0} = 0, (n = o). Além disso, q(0,y) = 0. Portanto, lim x, = 0.
h—=c0

Por outro lado g(n, 0) = max{n—0,0} — oo, (n — o). Portanto (x,) ndo € convergente

superior.

A proposicdo 3.1.1 caracteriza uma fun¢@o semicontinua inferior segundo a defini¢do

2.1.10 mediante o limite de seqii€ncias superiores no espago (X, g).

Proposicio 3.1.1. Seja f : (X,q) = R f é sci em a € X se, e somente se, para toda
seqiiéncia (X,)new tal que Hr}l-,,_m X, = a e para todo € > 0 tem-se f(a)— f(x,) < e paran

suficientemente grande.
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Prova. Sejam f uma funcgéo sci em a € X e (x,,) uma seqiiéncia tal que EE,HM X, = a.
Seja € > 0. Por hip6tese, existe § > 0 tal que g(x, a) < ¢ implica f(a) — f(x) < €. E existe
ngy € N tal que g(x,, a) < d paran > ng. Portanto, f(a) — f(x,) < e paran > ny.

Provamos agora a reciproca. Suponha que f ndo € sci em a, entfio existe € > 0 tal que
para cada n € N pode-se obter x, € X com g(x,,a) < 1/ne f(a)— f(x,) = €. Isto nos da
uma seqiiéncia (x,) em X com EIE,,_W, x, = a sem que f(a) — f(x,) < e. Portanto, f tem
que ser sciema€X. M

Devido a assimetria do espago, hd duas categorias de seqiiéncias de Cauchy.
Definicdo 3.1.4. [4] A seqiiéncia (x,)nen € uma seqiiéncia de Cauchy superior, se
(1) {xXu)uew € limitada superiormente;
(ii) para qualquer € > 0, existe ny € N tal que q(x,, x,,) < €, Ym = n > ng.
Definigiio 3.1.5. [4] A seqiiéncia (x,)nen € uma seqiiéncia de Cauchy inferior, se
(i) {x,}sen € limitada inferiormente;
(ii) para qualquer € > 0, existe ny € N tal que q(Xm, x,) < € Ym = n > ny.

A seqiiéncia (x,),en 6 uma seqiiéncia de Cauchy em (X, g°) se e somente se (x,)nen for

uma seqiiéncia de Cauchy superior e inferior em (X, g).

Exemplo 3.1.3. Seja (x,) a seqiiéncia dada no exemplo 3.1.1. Vemos que a seqiiéncia é
limitada superiormente e limitada inferiormente. Seja € > 0. Entdo q(x,, x,,) = max{x, —
Xm0} = max{l/n — 1/m,0} < € para m,n suficientemente grandes. Assim (x,) é uma
seqiiéncia de Cauchy superior. Por outro lado, q(xp, x;) = max{X, — x,,0} = max{1/m —
1/n,0) = 0 < € para m > n arbitrdrios. Portanto (x,) é uma seqiiéncia de Cauchy

inferior.

Exemplo 3.1.4. Seja (x,) a seqiiéncia dada no exemplo 3.1.2. Vemos que é limitada
inferiormente. Entdo q(x,,x,) = max{x, — x,,0} = max{m —n,0} > 1/2, param > n

suficientemente grandes. Assim (x,) ndo é uma seqiiéncia de Cauchy inferior.

Definicdo 3.1.6. [4] Um espago quase-métrico (X, q) é completo superior (inferior) se

qualquer seqiiéncia de Cauchy superior (inferior) em X € convergente superior (inferior).

29



Definiciio 3.1.7. [4] Um espago quase-métrico (X, q) é chamado espaco bicompleto se é
completo superior e completo inferior.
Diz-se que o espago quase-métrico (X, q) € bicompleto, se o espaco métrico (X,q") é

completo.

Os teoremas a seguir sdo uma extensfio para espacos quase-métricos do teorema 18
proposto em Lages [9], pag.189 sobre completitude de um espago métrico. Em nosso

contexto, trata-se de espago quase-métrico completo superior e completo inferior.

Teorema 3.1.1. [4] Um espaco quase-métrico (X, q) é completo superior se, e somente

se, para qualquer seqiiéncia decrescente B, DB, >ByD...D B, D ...debolas
(4]

o
fechadas e ndo vazias no espacgo, existe x € ﬂ B, tal que x <, 5, Yy € ﬂ B,, onde

n=1 n=1

B,={yeX:qx,y)<r}er, = 0(mn— +oo).
Prova.

=) Suponha que (X, g) é um espaco quase-métrico completo superior. Seja (x,)zen Uma
seqiiéncia gerada pelos centros da familia de bolas fechadas decrescentes (B,:ne
N}, entfo (x,),en € limitada superiormente.
Dado x,, € B, C B, para m > n, tem-se que g(X,, X,) < rper, — 0, (n = o0),
isto mostra que a seqiiéncia (x,),en € Cauchy superior. Portanto existe x € X tal que
g%, x) = 0, (n — o0).

Como

q(xny x) < G(Xn, Xm) + G(Xm, X) < 1y + (X, x) V1 €N,

fazendo m — oo, tem-se que
q(xn, x) <1y Yn €N, (*)

isto 6, x & (| B,. Além disso, Vy € [ | B, tem-se

n=l n=1

Q(xll’ }’) <r, YneN (%)

De (xx), tem-se lim g(x,,y) = 0 e como a seqiiéncia é convergente superior, temos
n—+co

que g(x,y) =0oqueequivaleax <, y, Yy € ﬂ B,..

n=1
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<) Seja (x;)new uma seqiiéncia de Cauchy superior arbitraria no espago. Afirmamos
que existe uma subseqtiéncia (x,,)iz1 de (x,), i tal que g(xn,, X,) < 1/2* para todo

m > m, (k > 1). Constréi-se a seqiiéncia (x,, )ren por indugio da seguinte forma:

(i) parae = 1/2, obtém-se n; € N tal que g(x,,, x,,) < 1/2, m > ny;

(if) assuma que x(p, ), X(yy), - - - » X(»,) tenham sido construidos.

Logo, para e, = 1/2%!, obtém-se [, € N tal que Gy, 5 Fom) < 1/2%! param >
n,, - Escolhendo um subindice ny.; tal que ngyy > ny, M,y tem-se q(Xxy,,,, Xn) <
1/2¥, para m > m,,, como desejamos.

Assim, acabamos de justificar a existéncia de (x,)>1. Definamos B = (x €
X; q(%n,,, %) < 1/2F) para k > 1.

Além disso, Yy € By, tem-se que g(x,,,,y) < 1/2*. Usando a desigualdade

triangular e a propriedade (i), obtém-se
G Y) € G Xngy) + q(Kyny) < 172571
Isto implica que y € By
Portanto {Em; k> 1} € uma seqiiéncia decrescente de bolas fechadas cujos raios

tendem para 0. Por hipdtese, existe x € ﬂ By talquex <, y, Yy € ﬂ Bsy.
k=1 k=1

Agora, deve-se provar que x € um limite superior de (x,),en-
Com efeito, dado que (x,),en € Cauchy superior, para qualquer € > 0, existe ng € N

tal que q(x,, x,,) < €/2, m 2 n > ny. Logo, tomando ky > 1 com ny, > np, tem-se
q(Xn, %) < G, X)) + (e, X) < €/2 + 1/2%°1 | para k > k. (3.1)

Fazendo k — +oco, pela desigualdade (3.1), tem-se g(x,, x) < € isto é lim g(x,, x) =
0.

Por outro lado, se existir y € X, tal que lim g(x,,y) = 0, tem-se
G ¥) < G Xm) + G0, ) < 1/2° + g3, y) , m2m, k €N, (3.2)

Fazendo m — +oo, pela desigualdade (3.2), obtém-se g(xy,,y) < 2¥L. Isto mostra
quey € ﬂB_k Por hipétese, tem-se que x <, y & ¢(x,y) = 0. Portanto, x é um

k=1
limite superior da seqiiéncia (x,)pen. W
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Teorema 3.1.2. [4] Um espaco quase-métrico (X, q) é completo inferior se, e somente
se, para qualquer segiiéncia decrescente B > B, D B3 D ... D B, D ... de bolas

o0
fechadas e ndo vazias no espaco, existe x € ﬂ B, tal quey <, x, Yy € mBn, onde
. n=1 n=1
B,={yeX:q(,x,) <1}, rn = 0 quando n — oo,
As defini¢bes a seguir sdo uma extensdo a espacos quase-métricos do conceito de
mapemaento contractivo sobre um espago métrico. No contexto de espago quase-métrico,

em [4] se propde as defini¢des de mapeamento contrativo superior € mapeamento contra-

tivo inferior.

finicdo 3.1.8. Sejam (X, q) e (¥,q") dois espacos guase-métricos. Um mapeamento
¢

&H
b
l
~
BN

chamado contrativo superior, se Ve > 0, existem 6 > 0 e um ponto z € X

q(x,2) <6, qz,y)<e=q'(f(x), f()) <e€
Analogamente, definimos

Definicao 3.1.9. Sejam (X, q) e (Y,q') dois espacos quase-métricos. Um mapeamento
f: X — Y é chamado contrativo inferior, se Ve > 0, existem 6 > 0 e um ponto z € X tal

que:

q(z,x) <6, q0,2) <e= ¢'(fO), f(x)) < e

Observagio 3.1.1. Se f : X — X é contrativo superior e inferior em (X, q) entdo f é

contrativo no espago (X, q°).

3.2 Teorema de Ponto Fixo

Devido & assimetria da quase-métrica, torna-se necessdrio conceituar pontos fixos es-

querdo e direito,

Definicdo 3.2.1. [4] Sejam (X, q) um espaco quase-métrico e f : X — X. Um ponto

x* € X é chamado ponto fixo esquerdo (direito) de f, se

g(x", f(x) =0 (g(f(x"), x7) = 0).
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Observacio 3.2.1. Se (X, g) € um espago quase-métrico T, um ponto fixo direito de f é
um ponto fixo esquerdo; e vice-versa. De fato, seja x* um ponto fixo direito de f entdo
g(f(x*), x*) = 0 e como (X, q) é um espago quase-métrico Ty tem-se que f(x*) = x* e pela
propriedade da quase-métrica T\ tem-se que q(x*, f(x*)) = 0. Portanto, x* é um ponto

fixo esquerdo de f.

Elon Lages em [9], apresenta um teorema de Banach sobre pontos fixos de contragBes

em espa¢os métricos, o seguinte teorema € a extenso aos espagos quase-métricos.

Teorema 3.2.1. [4] Seja (X, q) um espaco completo superiore f : X —> X. Se f é um

mapeamento contrativo superior e existe xo € X tal que:

(i) {f2(x0)}nen € limitada superiormente;

(ii) para qualquer € > 0, existe n = n(€, xy) € N tal que q(f,,(x0), fur1(X0)) < €.
Entdo f tem um ponto fixo esquerdo.

Prova. Pela defini¢do 3.1.8, tem-se que Ve > 0, existem § > 0 e um ponto z € X tais

que:

q(x,2) <6, q(z,y) <€ = q(f(x), fB) < e. (3.3)

(@) (fu(x0))nen € uma seqiiéncia Cauchy superior.
Com efeito, sejam € > 0 e § > 0 como em (3.3). Entdo existe n = n(e, xp) € N tal

que

g(fn(x0), fur1(x0)) < 6. (3.4)
Prova-se por indugédo que g(fy:1(x0), furea1(x0)) < €, Yk € N,

Realmente, tem-se

q(frt1(x0), for1(x0)) = 0 < €.

Agora suponha que

q(far1(x0), furrrt(x0)) < €. (3.5)

Logo por (3.4), (3.5) e dado que f ¢é contrativo superior tem-se que

4(for1(20), frkr111(X0)) < €. Provaremos que

G(frrs(X0)s fasies(x0)) <€, Vs>1, VkeN.
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Por (3.5) tem-se
q(far1(x0)s fosae1(x0)) < €, Vk € N,

Suponha que
Q(f;l+s(x0)’ fn+k+s(x0)) <€ (36)

Dado que g(f+5(x0), fuss(x0)) = 0 < 6 € (3.6), tem-se
G(frrs+1(X0); [rrkesr1(X0)) < €.

Portanto, a seqiiéncia (f,,(xp)) € Cauchy superior.

(b) f tem ponto fixo esquerdo.
Com efeito, sejam € > 0 e § > 0 ainda como em (3.3). Pela completitude superior
de X, existe x* € X tal que

Tim f,(x) = x°.

Assim, existe ng € N tal que g(f,(x0), x*) < €, n > ng por (i) da Defini¢éo 3.1.1.
Além disso, g(f,(x0), fn(x0)) < 6, e usando o fato de f ser contrativo superior, tem-
se g(fre1(x0), f(x*)) < €, paratodo 1 > ny. Assim a seqgiiéncia (f,,(xq)) € convergente
superior a f(x*), entdo pela parte (i) da defini¢do 3.1.1 segue que g(x*, f(x*)) = 0.

Portanto, x* € um ponto fixo esquerdo de /. ®

Similarmente, podemos mostrar que:

Teorema 3.2.2. [4] Seja (X, q) um espago quase-métrico completo inferior, f : X — X.

Se f é um mapeamento contrativo inferior e existe xq € X tal que:
(i) {fu(x0)}nen € limitada inferiormente;
(ii) Para qualquer € > 0O, existe n = n(e, x9) € N tal que q(f,+1(x0), fu(x0)) < €.

Entdo f tem um ponto fixo direito.

3.3 Um Problema de Otimizacao no Espaco Quase-
Métrico

Em [5], Chen et al. apresenta um problema de otimizac¢do sobre um espago quase-métrico

(X,q). Seja f : Z — X uma func¢do definida em um espaco linear Z com valores em um
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espaco quase-métrico X. Define-se o seguinte problema de otimizagdo

Min f(z)

zeMcCZ (3.7)

A seguir propdem-se os conceitos de fun¢fio semicontinua inferior e superior f : M —
X definida em um espago métrico M com valores em um espaco quase-métrico X. Deve-
mos evidenciar ainda que, as defini¢es 3.3.1 e 3.3.2 sfo apresentadas a maneira de aporte
dado que n#o foi encontrado na literatura, assim como lema 3.3.1, que mostra a relagdo

entre as defini¢des acima citadas e a definicéio de fun¢o continua em espagos métricos.

Definicao 3.3.1. Sejam (M, d) um espaco métrico e (X, q) um espagco quase-métrico, a
Juncgdo f : M — X é semicontinua inferior em a € M se Ve > 0 existe um 6 > 0 tal que

d(z,a) < ¢ implica q(f(a), f(z)) < €.

Definicdo 3.3.2. Sejam (M, d) um espaco métrico e (X, q) um espaco quase-métrico, a
funcéo f : M — X & semicontinua superior em a € M se Ve > O existe um § > 0 tal que

d(z,a) < 6 implica q(f(2), f(a)) < €.

Lema 3.3.1. f : M — X € continua em a € M sobre o espago métrico (X, q°) se, e

somente se, [ € scs e sciema € M.

Prova. Seja f continua em a € M, entdo Ve > 0 existe § > 0 tal que d(a,2) < §
implica ¢*(f(a), f(z)) < e. Assim como ¢°(f(a), f(z)) = max{q(f(a), f(2)), q(f(2), f(a))}
entdo g(f(a), f(z)) < e e q(f(z), f(a)) < €. Portanto f é scie scsema € M.

Mostremos agora a reciproca. Com efeito, seja € > 0. Como f € sci em a € M, entéo
existe um 0; > 0 tal que d(z,a) < 9§, implica g(f(a), f(z)) < €. Além disso, como f é
scs em a € M existe um §, > 0 tal que d(z,a) < &, implica q(f(2), f(a)) < €. Tomemos
¢ = min{d,, 65}, entdo d(z,a) < § implica ¢°(f(a), f(z)) < €. Portanto f é continua em
aceM. =

Apresentamos a seguir um teorema de existéncia de solugdo para o problema de

otimizacdo (3.7).

Teorema 3.3.1. [4] Seja Z um espaco métrico, A C Z um conjunto compacto, (X, q) um
espaco quase-métrico e f : A — X um mapeamento semicontinuo inferior, entdo o inf f

¢ atingido.

35



Mostramos primeiro algumas proposi¢des que serdio usadas na demonstragio do teo-
rema (3.3.1). A seguinte proposi¢@o caracteriza um g-ponto aderente por seqiiéncias con-

vergentes superiores.

Proposi¢do 3.3.1. Se¢ja A um subconjunto do espago (X, q). Um ponto a € cl,A em X se,

e somente se, a € limite superior de uma seqiiéncia de pontos x, € A.
Prova:
=) Se a € cl,A entdo Vn > 1 pode-se obter um ponto x, € B*(a, 1/n) N A. Isto gera
uma seqiiéncia de pontos x, € A com g(x,,a) < 1/n, entdo lim g(x,,a) = 0.
n—o0

Sejay € A, com lim g(x,,y) = 0 entéo x, € B*(y,€). Como a # x, paratodon > 1,
da defini¢8o de quase-métrica temos que g(a, x,) = 0 e g(x,,a) # 0. Aplicando a
desigualdade triangular g(a,y) < q(a, x,) + g(x,,y). Dai que, g(a,y) < € para todo

€ > 0, isto implica g(a, y) = 0.

<) Se limx, = a, com x, € A, entfio Ye > 0 existe ng € N tal que g(a, x,,) < € para

n—oo

n > ngy. Portantoa € c[,A. W

A seguinte proposi¢do caracteriza um g-ponto de acumulagdo por seqiiéncias conver-

gentes superiores.

Proposicao 3.3.2. Seja A um subconjunto do espago (X, q). Um ponto a € Aj em X se, e

somente se, a é limite superior de uma seqiiéncia de pontos distintos x, € A.

A seguinte proposi¢io caracteriza uma fun¢fo semicontinua inferior por seqiiéncias

convergentes inferiores.

Proposicao 3.3.3. Seja [ : M — X ¢ semicontinua inferior em a € M se, e somente se,

7n = a em M implica q(f(a), f(z,)) — O.
Prova:

=) Seja f sci em a € M. Suponha que 7, — a e seja € > 0. Como f € sci em q,

existe § > O tal que d(z,a) < ¢ implica g(f(a), f(2)) < €.

A partir de § obtem-se ng € N tal que n > ng implica d(z,,a) < 6 = g(f(a), f(z,)) <

€ para n > ng. Isto implica que g(f(a), f(z.)) — 0, (n — o).
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<) Suponha-se que f ndo € sci em a, entdo existe € > 0 tal que para cadan > 1,
pode-se obter z, € M com d(z,,a) < 1/n e g(f(a), f(z,)) = €. Isto nos dd uma

seqiiéncia (z,) em M, com z, — a sem que f(z,) convirja para f(a). =

Prova do teorema (3.3.1). Seja X € mincl,f(A), da defini¢io, em (2.4), tem-se X €
cly f(A) e clg f(A) N Ky (%) = {x}, como X € cl,f(A), pela proposi¢do (3.3.1) existe uma

seqiiéncia (z,) de pontos de A tal que

q(f(z4), %) = 0 (n — +o0).

Logo como A € um conjunto compacto, existe uma subseqiiéncia (z,,) de (z,) tal que
Zy; —> 2 € A, (I = +00). Assim como f € semicontinua inferior, pela proposi¢ao (3.3.3)

temos que

q(f(2), f(zn)) = 0, (i = +00).

Por outro lado, como g(f(2),x) < q(f(z), f(z,,)) + q(f(z,), ) entdo g(f(z),x) = 0. Isto

mostra que f(z) € K;(x). Portanto f(z) =x. =
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Capitulo 4

FUNCAO SEMILIPSCHITZ

Neste capitulo se dota de uma estrutura de espago quase-métrico bicompleto ao conjunto
das fun¢des semilipschitz definidas sobre um espago quase-métrico, que se anulam em um
ponto fixo. Fornece-se também uma caracterizagfio para os pontos de melhor aproximagio
sobre espagos quase-métricos. Isto generaliza aos conceitos propostos em [13], que car-

acteriza os pontos de melhor aproximacgédo em espagos métricos lineares.

4.1 Funcao Semilipschitz

Definicao 4.1.1. [10] A funcdo f : X — R definida no espago quase-métrico (X, q) é
chamada semilipschitz, se existe k > 0 tal que f(x) — f(y) < k-q(x,y), Yx,y € X.

O seguinte lema mostra que toda fungfo semilipschitz satisfaz a defini¢do 2.1.10 de

semicontinuidade inferior.
Lema 4.1.1. [14] Toda fun¢do semilipschitz é semicontinua inferior,

Prova. Seja f semilipschitz entdo f(x) — f(y) < k- g(x,y), Vx,y € X para algum
k>0.See>0eq(xy) < e/ktem-se f(x) — f(y) < €, Yx,y € X. Segundo a defini¢do

2.1.10 conclui-se que f € semicontinua inferiorem X. ®

Definico 4.1.2. [10] A fungdo f : X — R definida no espaco quase-métrico (X, q) é

chamada <,-crescente se f(x) < f(y) sempre que g(x,y) = 0.
O lema a seguir mostra que toda fungdo semilipschitz satisfaz a defini¢do 4.1.2.

Lema 4.1.2. [14] Cada fungdo semilipschitz em (X, q) é < -crescente e vice-versa.
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Prova. Seja f semilipschitz, isto &€, f(x) — f(y) < k- qg(x,y), ¥Yx,y € X. Logo
F(x) £ fO), Yx,y € X tal que g(x,y) = 0. Portanto f é <,-crescente.

Agora provamos a reciproca. Se f € <,-crescente entdo f(x) < f(y), Vx,y € X tal
que g(x,y) = 0. Conseqiientemente f(x) — f(y) < q(x,y), Yx,ye X. m

A seguir mostra-se que toda fungfio semilipschitz definida em (X, g) € lipschitz no
espaco (X, g°).
Lema 4.1.3. Se f ¢é semilipschitz no espagco quase-métrico (X, q), entdo f é Lipschitz no

espago métrico (X, g°).

Prova. Se f € semilipschitz entdo f(x)— f(y) < k-q(x,y), ¥Vx,y € X. Como ¢*(x,y) =
max{q(x,y), g(y, x)} tem-se f(x) — f) <k-4°(x,y), ¥x,y € X. Portanto, f € Lipschitz
em (X,q°). ®

Denotemos por R’S"q o conjunto de todas as fungGes <, crescentes:
R}S(q ={f: X —>R:fé<, —crescente} 4.1)

Coroldrio 4.1.1. [14] Se para cada f, g € R}s(,, e A€ R, define-se f+ge - f damaneira

usual entdo (R)éq, +, ) é um cone.
Prova.

(i) Seja f € R}_jq entdo f(x) < f(y), Vx,y € X tais que g(x,y) = 0. Assim, para A > 0,
A- f(x) <A f), Vx,y € X tais que g(x,y) = 0. Portanto A+ f € R ;

(ii) Sejam f, g € RY , significa que f(x) < f() e g(x) < g), Yx,y € X tais que
q(x,y) = 0. Dai temos que f(x) + g(x) < f() + g(y), Yx,y € X tais que g(x,y) = 0.

Portanto f + g € R§q~ |

Dado um espago quase-métrico (X, g) e um ponto fixo xy € X, segundo [14], define-se o

conjunto:

sto@={rers s FOIOIC o0 fiyof. @2

q(x,y)#0 q(x,y)

O conjunto SLy(g) é exatamente o conjunto de todas as funcdes semilipschitz que se

anulam no ponto xg.
Coroldrio 4.1.2. [14] (S8Ly(g), +,-) € um subcone de (R}_fq, +, ).
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Prova.

(f)=FONVO0

(i) Sejam f € SLy(g) e A > 0. Temos entdo f € R’S‘q s SUDgxy)20 gty

< o€

f(x0) = 0, logo pela proposi¢do 4.1.1 é fatoque A+ f € R’S"q, e pode-se observar que:

SUD, (2 1020 %&mﬂ <ooe (4 fHx) = 0. Portanto 4 - f € SLy(g).

(it) Sejam f, g € SLy(g). Da proposicda 4.1.1 tem-se que f+ g € R’S‘q, logo

(f+8)x)-(f+20NVO ((f) = fON—(g(x) g VO
sup sup
q(x.y)#0 q(x,y) aGey)#0 q(x,y)
(fx)-foHvO

<
q(x)20 q(x,y)
(gx)—gy)» VO
+ Su
g(x,y)#0 q(x,y)
< o0

Por outro lado, sabemos que f(xg) = 0 e g(xp) = 0, obtendo (f + g)(x¢) = 0.
Portanto f + g € SLo(q).

Conseqiientemente (S.Lo(g), +, -) € um subcone de (R’éq, +,4). W
Agora, seja P, : SLo(g) X SLo(g) — R* definido por

{((f -9 - (f-20O))V 0} _ (4.3)
q(x,y)

P q(f ,8) = sup
g(x,y)#0

Lema 4.1.4. [10] P, é uma quase-métrica em S Lo(q).

Prova.

(D) Py(f,8) =Py, N =0 = (f-0®—-(f-80)=<0A
E-NX-E-HM=<0
f-8x-(f-mM=0,YxyecX,qxy)#0
f()+80) =gx) + f)

sex =x0, ) =f(0), VyeX

sey=xp, gx)= f(x), Vxe X

A
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p (f-x-(f-2) VO

@D P,f,8) =

)0 q(x,y)

- sup (f=h+h-g)X)—=(f—h+h-g)»)) VO
q(xy)20 q(x,y)

< sup (f-mHx)-(f-meNHVvO
q(x,y)#0 q(x,y)
+ sup th-8)x)— (- VO

q(x,y)20 q (x, )’)

= Py(f,h) + Py(h, g)

O préximo exemplo mostra que o semigrupo abeliano (SLy(g), +) que tem um elemento

neutro ndo € em geral um grupo. Portanto, P, ndo € necessariamente uma quase-métrica.

Exemplo 4.1.1. [10] Considere o espago quase-métrico (R, q),onde q(x,y) = x—y se x >

y e 1 se x < y. Definindo xo = 0, e denotando a fungdo identidade sobre R como id, entdo

. — e . - 0
id € SLo(q) porque supq, . (J; (i)y‘;o = 1, porém —id ¢ SLy(q) porque sup,, .o % =

©o,

Desta forma P4(0, id) = oo, onde 0 é a fungdo nula.

Proposicao 4.1.1. [14] Sejam f,g,h € SLy(g) e a > 0. Valem as seguintes igualdades:
(i) Po(f +h,g +h) = Pyf,8)
(ii) Py(a- f,a-g) = a- Py(f,g)

Isto mostra que P, é uma quase-métrica invariante.

Do lema 4.1.4 vemos que P,(f,0) = 0 se, e s6 se, f = 0, onde O representa a fungio

nula. Conseqiientemente a fung@o || - ||, : SLo(q) — R, definida por

If1ly = Py(f, 0),
¢ uma norma em S.Ly(g). Portanto (SLy(g), || - ll;) € um cone normado.
Teorema 4.1.1. [10] P, é uma quase-métrica estendida bicompleta em S.Lo(q).

Prova. Seja (f,)nen Uma seqiiéncia de Cauchy em (SLy(g), P,s). Entdo dado € > 0,
existe ng € N tal que Py(fy, fiu) < € € Py(fu, fn) < € param,n = ny.

Portanto

<€, Ym,n=nyg. 4.4)

I(fn = fr)(x) = (o = f) D)
sup
g(x.y)#0 Q(x, Yy )
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Dai, com y = xo, segue-se que :
|/2(x) = fu(Ol < € q(x,%0) , VX € X, VYm,n 2 ng.

Em particular, para cada x € X, (f,(x)) é uma seqiiéncia de Cauchy com respeito a métrica
usual em R, e logo converge para f(x) € R. Demosntramos a seguir que a aplicagdo
f + X — R assim definida pertence a SLy(g) e que (f;,)en converge a f com respeito a
topologia T(P,). Note que f é <,-crescente como limite pontual de uma seqiiéncia de
fungdes < -crescentes. E claro que f(xg) = 0.

&) - fON VO

Vejamos que sup < 0. Realmente, existe / € N tal que
q(x,y)#0 q(x, )’)

I(f = f)(X) = (f = )OI
sup
q(x,y)#0 Q(x, y)

1 Vm,n>1,

IA

o que implica
sup I(F = &) = (F = O <

1,
4(xy)#0 q(x,y)

o que implica
fO-f0) _ fD-H0)
q(x,y) qxy)
B - FONVO _

sempre que f(x,y) # (0,0). Logo, sup 1+ P,(fy). Assim, f €

g(x,y)#0 Q(x» )’)
S.Lo(g).
Finalmente, raciocinando como acima concluimos que (f,) — f em (SLy(q), Pys),

isto €, lim Pu(f, fz) = 0, o que conclui a demosntragéo.m
n—co

4.2 Melhor Aproximacido em um Espaco Quase-Meétrico

Nesta secdo apresentamos o elemento de melhor aproximagdo em espagos quase-
métricos. Com este fim usamos a defini¢cdo do conjunto K,(y) dada em (2.3). Assim
como ¢(p,Y) = inf{qg(p,y) : y € Y}, paracada p € X.

A seguir definimos o elemento de melhor aproximaggo sobre o espago (X, q).

Defini¢io 4.2.1. [10] Seja (X, q) um espago quase-métrico. Sdo dados ¥ C X e p €
X. Um elemento yy € Y tal que q(p,Y) = q(p,yo) é chamado o elemento de melhor

aproximagdo a p pelos elementos de Y.

Note que, se g(p,yo) = 0 para algum y, € Y, entdo yo € obviamente um elemento

trivial de melhor aproximagdo a p pelos elementos de Y. Portanto o interesse estd nos
pontos p ¢ U {Kq(y) A Y}.
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A seguinte proposicdo € uma caracterizagdo de ponto de melhor aproximacgé@o so-
bre um espago quase-métrico. Ela é uma extensfo da melhor aproximacdo em espagos

métricos lineares como pode-se ver em [13].

Proposicio 4.2.1. [10] Seja (X, q) um espago quase-métrico. Sdo dados Y C X, xp € ¥
epe¢ U {Kq(y) 1yey } Entdo yo € Y um elemento de melhor aproximacdo a p pelos

elementos de Y se, e somente se, existe f € SLy(q) tal que:
(i) flly = 1;
(i) fir=0;
(iti) q(p,yo) = f(p) — fOo).

Prova.
=)Sejap ¢ U {Kq(y) tyeY } € yo € Y um elemento de melhor aproximacdo a p pelos
elementos de Y. Define-se f : X — R como f(x) = g(x,Y). Assim, fiy = 0. Além disso,
sejam x, z € X tal que x <, z, ou seja, g(x, z) = 0, entdo g(x,y) < g(x,2) + q(z,y) = q(z,y)
para cada y € Y, o que implica g(x,Y) < g(z,Y). Dessa forma, f é <,-crescente e

f(xg) = 0. Por outro lado

) - fONvo _ sup qx,Y)-q(,Y)vO < sup q(%y) _ L
q(x.y)#0 q(x,) qlxy)#0 q(x,y) gGryy20 (X, ¥)

E portanto verdadeiro que

(f@) = FONVO _

<1, (4.5)
q(x,y)#0 Q(x’ )’)

que determina, por definigdo, que f € SLo(g). Usando agora o item (iii) obtém-se a

igualdade f(p) — f(vo) = q(p, ¥) = q(p,y0) > 0, €
fP)=fG) VO  qlp,Y) .

a(p,yo) " qlp,ye)
@) -ronvo _ apY) 51 4.6)
q(xy)0 q(p,y) qa(p,yo)

Conclufmos entdo a partir de (4.5) e (4.6), que |[f]l; = 1.

&) ParacadayeY

(f@)-foNvo
q(p,y)

qp,y) =fllg - a(p,y) = q(p,y)
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ou ainda

a(p,y) 2 f(p) — fO) = f(p) — fOo) = 9(p,Y0)
a(p,y) = q(p.yo)

Provamos deste modo que y € um elemento de melhor aproximag&o a p pelos elementos

de Y.u
Lema 4.2.1. [10] Seja (X, q) um espago quase-métrico, Y C X e xo € Y. Define-se
Yo={f: X—>R:feSLyg ¢ fly=0)

e para cada x,y € X tal que q(x,y) # 0

f&®-fON VO
Il1lg

qu(xsy) = sup { feYy e ”f”q ?50}

q(x,y)#0
Dessa forma qy,(%,) < q(x,y).
Prova. Seja f € SLy(g), com [[fll, # 0. Entdo

(fx) - foNVvO

200 <|fll,
sempre que g(x,y) # 0. Assim, A _lijijl(y)) VO < g(x,y). Com isso
q
- 0
gr,(x,y) = sup {(f(x) fON v cfeXye |llflly # 0} < g(x,y),
q(x,y)#0 “f”q

como querfamos demonstrar.m

A proposicéo a seguir tem sua prova baseada na Proposigdo 3.2.1.

Proposicio 4.2.2. [10] Seja (X,q) um espago quase-métrico. ¥ C X, xo € Yep ¢
U {Kq(y) 1y e Y}. Entdo yg € Y é um elemento de melhor aproximacdo a p pelos ele-

mentos de Y se, e somente se, qy,(p, yo) = q(p, Yo).
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Capitulo 5

FUNCAO UTILIDADE

Cabe observar que os conceitos de preferéncia e funggo utilidade desempenham um papel
crucial em questdo de escolha do consumidor, um tema fundamental em microeconomia.

Em particular, o chamado mapa de indiferenca descreve as preferéncias de um con-
sumidor, a fun¢éo utilidade manifesta como a satisfagdo de um consumidor varia com o
consumo padrdo; para mais informagéo ver [15].

Motivado em parte por alguns problemas de matemdtica econdmica, Levi caracter-
iza em [16] preferéncia em um espago métrico separdvel que admite fun¢des utilidade
Lipschitz.

Neste capitulo apresentamos uma preferéncia em um espago quase-métrico sub-
separdvel que admite funcSes utilidade semilipschitz. Tal preferéncia € definida como
um mapeamento ponto a conjunto, segundo [26]. Estendemos alguns resultados de ma-

peamentos ponto a conjunto em espagos métricos a nosso espago de estudo.

5.1 Funcao Utilidade Semilipschitz

Definicdo 5.1.1. [16] Uma preferéncia em um conjunto X é um mapeamento ponto a

conjunto

R:X - 2%
onde 2% denota a familia de todos os subconjuntos néo vazios de X.

Definicao 5.1.2. [26] Seja X um conjunto ndo vazio. Um mapeamento ponto a conjunto

R : X — 2% é caracterizado por seu grdfico Graf(R), o subconjunto de X X X definido
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por

Graf(R) = {(x,y) e X XX : y € R(x)}

onde R(x) é o subconjunto de X associado a x.

Para cada par x,y € X, se diz que y é preferido a x, sempre que y € R(x).

O mapeamento ponto a conjunto R é dito ser nfo trivial se o seu gréfico é ndo vazio.
O gréfico de R € vazio se todo x € X estd associado ao subconjunto ¢ c X. Sendo assim,
R é ndo trivial se existe x € X tal que R(x) # 0.

O mapeamento ponto a conjunto R é chamada estrito se para todo x € X, o conjunto
associado R(x) € nfo vazio.

Dada uma preferéncia R em X, pode-se associar uma preferéncia estrita P, como
segue:

yeP(x) ©@yeR(x) e x¢ R().

Definiciio 5.1.3. [26] Definimos o dominio e a imagem do mapeamento ponto a conjunto
R:X — 2% por:
Dom(R) = {x € X : R(x) # 0};
Im(R) = U R(x)

xeX
Exemplo 5.1.1. Seja R : 7> — 2% o mapeamento ponto a conjunto definido por R(x) =
{y € R?: q(x,y) < 1), utilizando a quase-métrica q(x,y) do exemplo 2.1.3.
Neste caso, Dom(R) = Z* e Im(R) = U ez2 R(x) = U ez {y eR?: g(x,y) < 1}.

Exemplo 5.1.2. [26] Sejam os mapeamentos ponto a conjunto R* :R - 28 e R- 1R —

2R definidos por

{0}, se x£0
R*(x) =

[-1,1], se x=0

- 0
R(x) = [-1,1], se x# ,

{0}, sex=0

representadas na figura 5.1 e 5.2 respectivamente.

Definicio 5.1.4. Uma fungdo i : X — R é chamada R-crescente, se p(x) < u(y), sempre
quex € X ey € R(x).
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@ "o
Figura 5.1: Grifico do mapeamento Figura 5.2: Gréfico do mapeamento
ponto a conjunto R*(x) ponto a conjunto R™(x)

Definicio 5.1.5. [7, 17] Uma fungdo utilidade para R é uma fungdo i R — crescente tal

que p(x) < u(y), sempre que x € X e y € P(x).

Seja (X, g) um espago quase-métrico, uma cadeia em X é uma seqiiéncia finita 7 =
{x0,x1,...,x,} de pontos em X. E seja T'(x,y) o conjunto de todas as cadeias que unem x
ay,isto é:

T(xsy) = {T: {)C(),.Xl,...,xn} . n€Z+,x=XO,y:Xn}.

Definicdo 5.1.6. [7] Seja R uma preferéncia em (X, q). Define-se para cada cadeia T €
T (x,y) a g-avaliacdo de T com respeito a R por:
Sor(™ = ) Cla1,20),
k=1

onde a fungdo C € definida por:

0, se 7 € R(z)
q(z,7'), se 7 ¢ R(z)

C(z,z) =

Defini¢do 5.1.7. A funcgdo utilidade u para R definida no espago quase-métrico (X, q) é

chamada semilipschitz se:

u(x) — p@) < q(x,y), ¥x,yeX

Teorema 5.1.1. [7] Se R é uma preferéncia no espaco-quase métrico (X, q) subsepardvel,

entdo existe uma funcdo utilidade para R semilipschitz se, e somente se, 1T1%f ) Sqr(m) > 0.
TeT(x,y

Prova.

=) Seja u uma funcgio utilidade para R semilipschitz. Para todo z,z’ € X, tem-se:

47



1@ < (@), se 7’ € R(2);

wz) — (@) < q(z,2), ¥z,7' € X.

Em particular p(z) — u(z’) < g(z,7’) para 7 ¢ R(z). Assim usando a defini¢do da fungdo
C, obtém-se

1@ —u@) £ Ciz 7)), Vz,7 € X.

Sejam agora x,y € X, com y € P(x), e uma cadeia 7 que une x a y, isto é&: T =

(20,21, 22, - - - 20} € T(x,y) tal que y = 29 € x = z,,. Segue-se que

n

Ser(T) = ) ezt = 20) 2 ) (1lzier) = (@) = HO) = p().
k=1

k=1

Como y € P(x), entdo u(y) — pu(x) > 0. Assim se conclui que:

inf )Sq,R(T) > 0.

€T (xy
&) Para cada x,y € X, define-se a funcio C., como C.(x,y) = TEij%y)S k(T > 0. B
portanto imediato que C.(x,y) < Cu(x,2) + C.(z,y), Yx,y,7 € X. Sejaagora f : XXX —
R, a func¢@o definida por f(x,y) = min {C.(x,y), 1}. E fécil ver que:

fx,y) < f(x,2) + f(z,y),¥x, 9,z € X.

Por outro lado, como (X, ¢°) € um espago métrico separdvel, hd um subconjunto enu-

merdvel ¥ = {y, : n € N} denso em X. Isto permite definir a seguinte fun¢éo real:

pOY =) 27 f(x,y.) < o0 , VxeX. (5.1)

n=1

Por (5.1) pode-se afirmar que:

(i) p € uma funcgdo semilispchitz em (X, g).

Com efeito, sejam z, z' € X arbitrarios, entéo

f(z,7) < Cu(z,7) < C(z,7) < q(z, 7)) (5.2)

p@) = @) = ) 27 @y = FE&3)

n=|

H@ —p@) < )27 = £z )
n=1

wWz) — @) < q(z,7),¥2,7 € X.

Isto mostra que u € uma fungdo semilispchitz em (X, g).
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(ii) p € uma funcdo utilidade.
Com efeito, seja y € R(x). Sabemos que C.(x,y) = 0e f(x,y) = 0. Além disso, da
desigualdade f(x,y,) < f(x,y) + f(y,yn), se deduz que f(x,y,) < f(y,y,), ¥n € N.

Isto prova que a fungfo y € R-crescente.

A seguir, consideramos y € P(x). Dada uma subseqiiéncia (y,, Jren de (z)nen tal que

q*(x,yn,) — 0, tem-se:

JO ) — F3, %) < (%, ym) < q(%, Yn,)s
JO, ) = fO:Ym) £ f O %) < qny» %),

Entdo

[f 3, ¥m) = FOL 0| < ¢, ).

Com isso f(y,yn,) — f(3, x), relativamente a métrica euclidiana em R. Ademais,
sabe-se que 0 < f(x,y,,) < g(x,yn) € como g(x,y,) — 0, segue-se que f(x,y,,) —
0, conseqiientemente, f(y,y,,) — f(x, ys) — f(», x), ambos ralativamente & métrica
euclidiana em R.

Por defini¢cdo f(y, x) > 0, entdo f(y,ys) > f(x,¥s), para k suficientemente grande.
Com isso:

f(}’,)’n) > f(x, y,,), ¥Yne N

Portanto p € uma funcéo utilidadeem R. m

Em diversos exemplos de espagos quase-métricos, que aparecem na ciéncia da
computagiio, a ordem especializada fornece uma ferramenta adequada para explicar o
fato que em uma cole¢do X de elementos (cadeias de informac@o, alfabeto de palavras
em certos modelos de computagfo paralela) o elemento y contém todas as informacdes
prestadas pelo elemento x. Serve também para explicar o fato de que em uma colegdo de
programas de uma linguagem de programacio, o programa P & mais eficiente em todas as
entradas que o programa ( (anélise de complexidade de programas).

E uma questdo natural e interessante tentar a descricdo dos fatos mencionados em ter-
mos da funcdo utilidade semilipchitz. Para este fim vamos considerar a ordem especial-
izada definida em um espago quase-métrico (X, ¢) como uma preferéncia e vamos estudar

o problema de obtencdo de funcdes utilidades semilipchitz u para cada preferéncia.
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Observacio 5.1.1. A relagdo de ordem parcial estrita <,, permite definir a seguinte
relacdo:

H(x) <p@) & x <4 .

Esta relagdo pode ser interpretada computacionalmente como: ” Se o elemento y contém
mais informacdo que o elemento x, entdo y é mais til que x e vice-versa”. Ou em um
contexto de andlise de complexidade ”Se existir um decréscimo na complexidade por

substituir o programa x pelo programa y, entdo y € mais util que x e vice-versa”.

Defini¢ao 5.1.8. [7] Seja (X, q) um espaco quase-métrico. Denota-se por R, a4 pre-
feréncia definida em X por

Y € RS, (x), se x<,,
e denota-se por R<q a preferéncia estrita, associada com qu, por
Yy € R<,(x) se x<gy.

Teorema 5.1.2. [7] Seja (X, q) um espaco quase-métrico. Entdo 1Tr%f )Sq,R<q (t) = q(x,y)
€T (x,y =

T

para todo x,y € X.

Prova. Seja C a funcfo definida em 5.1.6. Pode-se afirmar que a fungdo C(x,y)

coincide com a quase-métrica g(x, y), dado que:
(D C(x,y)=0,sey € R(x) & q(x,y) = 0,se y € R¢ (x);
(i) C(x,y) = q(x,y), caso contrdrio.
Pela desigualdade triangular para cada x,y € X e para cada 7 € T(x, y), tem-se que:
S 9.Rs, (1) = q(x, ).
Por outro lado, da desigualdade (5.2) tem-se que
q(x,y) = -reiTrg,y)S 4.Re, () VYx,yeX
Portanto TEiTrgy) S 2R, () = g(x, ). |

Proposicio 5.1.1. [7] Seja (X, q) um espaco quase-métrico subsepardvel. Entlo existe

uma fungdo utilidade semilipschitz para R
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Prova. Segue-se da prova do teorema 5.1.1.

Em [18] Rubinov considera os chamados Sistemas Dindmicos Discretos Dispersos
(sistema-D?) definidos em espagos métricos compactos, que fornecem modelos abstratos
de economia dindmica. Levin investigou em [16] um caso geral e obteve interessantes
resultados para espacos métricos ndo compactos. Romaguera e Schellekens em [7] esten-
dem a teoria de Rubinov-Levin a sistema-D? em espagos quase-métricos. Em particular

definem e caracterizam um tipo de atrator global de sistema-D3.

Defini¢fio 5.1.9. [18] Um sistema-D? no espago quase-métrico (X, q) é um mapeamento

ponto a conjunto
R:X—2X
tal que, para cada x € X, R(x) € um subconjunto compacto ndo vazio do espaco métrico
X q°)-
Para um R sistema-D? em um espago quase-métrico (X, g), o conjunto H(R) denota a
familia de todas as fungdes u € R’_ﬁq que sdo semicontinuas inferiores em (X, g) e semi-

continuas superiores em (X, g*).

Similarmente a [16, 18] considere-se os seguintes conjuntos :

W, = € X; = mi ;
fr {x H(x) yremmg)#(v)}

W= (] W

ueH(R)
Dado um conjunto A C X, denota-se o conjunto R(A) como:

R4) = R@)

x€A

Observe-se que W, estd bem definido porque i € continua no espago métrico (X, g") e
por suposi¢do R(x) € compacto em (X, g°).

Baseados na definicdo de mapeamento semicontinuo superior sobre espacos métricos
dada em [26], Romaguera e Sanchis propdem em [7] a seguinte definicdo de mapeamento

semicontinuo superior.
Definicio 5.1.10. Seja (X, g) um espago quase-métrico, o mapeamento ponto a conjunto
R:X - 2%

é chamado semicontinuo superior (scs), se para cada x € X e cada g-aberto G D R(x),

existe uma vizinhancga g-aberta V de x, tal que R(V) C G.
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Figura 5.3: Interpretagdo grifica de um mapeamento R semicontinuo superior

Exemplo 5.1.3. Consideremos os mapeamentos ponto a conjunto Rt : R — 2R ¢ R~ :
R — 2R definidos no exemplo 5.1.2. Considere-se também a quase-métrica do exemplo
2.1.1, g(x,y) = max{x —y,0}.

Seja xo < 0 e seja G um g-aberto qualquer tal que G O R(xy) = {0). Tomemos
um € > 0 tal que xp + € < 0 entdo a g-vizinhanca V(xp) = (—o0,xy + €) é tal que
R*(V(x)) = {0} € G. Por outro lado, tomando xo > O e para qualguer g-vizinhanga
V(R*(V(x0))) = V([-1,11), R ¢ uma vizinhanca de x4 > 0 tal que R*(R) = [-1,1] C
V(R (x0)). Concluimos assim que R* é semicontinua superior em (R, q).

Mostraremos agora que R™ ndo € semicontinua superior em xo = 0. Seja (—00,1/2)
a g-vizinhanga de R=(0) = {0}, logo como qualquer q-vizinhanga V de xy = 0 contém um
elemento diferente de zero, segue-se que R~(V) = [—1,1] & {—o0,1/2). Portanto R~ ndo

é semicontinua inferior em xy = 0.

A seguir propbe-se uma caracterizacdo de mapeamento ponto a conjunto semi-
continuo superior. Tal caracteriza¢@io utiliza as idéias centrais da proposi¢do 1.12 e o

coroldrio 1.13, mostradas em [27].

Proposicao 5.1.2. Seja (X, q) um espago quase-métrico, 0 mapeamento ponto a conjunto
R : X — 2% ¢ semicontinuo superior (scs) se, e somente se, dado um q-aberto arbitrdrio

V em X, o conjunto {x € X : R(x) c V} é g-aberto em X.

Prova.
=) Seja um conjunto g-aberto V C X, consideremos o conjunto U = {x € X : R(x) C V}.

Mostramos que U € g-aberto em X.
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Sejaxp € U, como R é scs e V é um g-aberto contendo R(xg), entdo existe um g-aberto
V(xp) em X contendo xp, tal que R(V(xp)) € V. Assim V(xg) C U. Portanto U é g-aberto
em X.
<) Dado xy € X e um g-aberto V(R(xg)) em X contendo R(x), pela hipotése o conjunto
U={xeX:R(x)c V(R(xp))} é g-aberto em X com xp € U.

Assim R(U) € V(R(xp)) e R é scs em x5. Como xp € arbitrario em X concluimos que

Réscs. nm

Corolario 5.1.1. Seja (X, q) um espago quase-métrico, 0 mapeamento ponto a CORjunto
R : X — 2% é semicontinuo superior (scs) se, e somente se, para cada conjunto q-fechado
Vem X, o conjunto {x € X : R(x) NV # 0} é g-fechado em X.

Prova. Seja R scs e dado que V é g-fechado, pela proposi¢do (5.1.2) o conjunto

{xe X :R(x) c X\ V} € g-aberto em X. Logo
X\{xeX:Rx)cX\V} ={xeX :Rx)Z X\V]}
={xeX:Rx)NV % 6}

Ent#o o conjunto {x € X : R(x) NV # @} é g-fechado.

De maneira semelhante prova-se a reciproca. M

Proposicio 5.1.3. [7] Seja R um sistema-D? no espaco (X, q). As seguintes afirmagoes

sdo equivalentes:
(i) R é semicontinua superior (scs) em (X, q);

(ii) Para quaisquer seqiiéncias em X, (X,)nen € (Yn)nen, tais que {x,},en € convergente
superior a um ponto x € X e para cada n, y, € R(x,), existem uma subsegiiéncia

(P ien de (Ynlnen € um ponto'y € R(x) tais que (Yu Jken € cOnvergente superior a y.
Prova.

(@) — (i) Sejam (x,)nen © (Vn)nen duas seqii€ncias, tais que (x,).en € convergente
superior a um ponto x € X e para cada n, y, € R(x,). Suponha que a seqiiéncia
(Un)nen N0 tem g*-ponto de acumulacdo em R(x). Como R(x) é compacto no espago
métrico (X, ¢°), tem-se que existe um numero finito de pontos zj, z;. . . . 2, em R(x)
e existem ry, 9, .. . , Iy UMeEros reais positivos tais que:

R < | JB @y,

i=1
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e da suposicdo da seqiiéncia nfo ter ponto de acumulacdo, existe um p € N tal que

paracada j = 1,2,...,m, vale g(y,,z;) > rj sempre que n > p.

Dado que R(x) € scs em (X, g), existe entdo uma bola B*(x, €) tal que

R(B*(x,€) € || B (@)
=1

Sejang > p, tal que x, € B*(x, €), sempre que n > ng. Além disso, como y, € R(x,),

¢ verdadeiro que

m
In € UB+(st ri),
=l
para cada n > ng. Isto gera uma contradi¢do com o fato de y nfo ser ponto de

acumulagdo. Portanto existe y € R(x) que é um g°-ponto de acumuiagdo de (¥,)uen-

(i) — (@) Fixemos x € X e seja G um subconjunto g-aberto de X tal
que R(x) € G. Pelo coroldrio 5.1.1 € suficiente provar que o conjunto F =
{ze€ X/ R(z) N (X \ G) # 0} é g-fechado.

Seja (x,)neny Uma seqiiéncia em F que € convergente superior ao ponto x’ € X, para
cada n, seja y, € R(x,) N (X \ G). Pelo item (if) e da defini¢do de F, tem-se uma
subseqiiéncia (Y, )kenw de (Vu)new € um ponto y € R(x") tal que (y,, )ken € convergente
superior a y. Logo, como X \ G é g-fechado e pela proposi¢do 3.3.1 tem-se que
y € X\ G. Temos que y € R(x") N (X \ G), isto mostra que x" € F. Portanto, F é
g-fechado. m

Uma seqiiéncia y := (x(#)),cz, €m um espago quase-métrico (X, g) € chamada trajetéria
do R sistema-D? se
x@® e R(X(-1)), sempre que t> 1.

Pode-se dizer que y comeca no ponto x se y(0) = x

Defini¢ao 5.1.11. [7] Seja R um sistema-D* em um espago quase-métrico (X,q). A tra-
jetdria y de R ¢é atraida por W se para cada conjunto q*-aberto G contendo W, y estd
contido em G.

Se toda trajetdria y de R é atraida por W, pode-se dizer que W é um atrator global ou

simplesmente um atrator para R.

Definicdo 5.1.12. [7] Seja (X,q) um espaco quase-métrico. Uma trajetdria y =
(x())icz, do R sistema-D* é semilimitada, se x tem uma subsegiiéncia (x(t,)),ez, tal que

{x(t)/n € Z.} é um subconjunto limitado do espago métrico (X, q°).
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Teorema 5.1.3. [7] Seja R scs e sistema-D? no espaco (X,q). Entdo as seguintes

afirmagdes sdo verdadeiras:

(1)

(it)

(iii)

W € um g°-subconjunto fechado de X;
Todo g°-ponto de acumulagdo de cada trajetoria pertence a W;

Qualquer trajetoria semilimitada é atraida por W.

Prova.

©

(i)

Como W =N [Wy /neH (R)}, ¢ suficiente mostrar que para cada u € HR), W, é
q°-fechado.

Sejam u € H(R) e (x,,)ren uma subseqiiéncia em W, que € biconvergente ao ponto
x € X. Pelo lema 2.1.8, u € continua em (X, ¢°) e para cada n, R(x,) é compacto
em (X, g°), entdo existe y, € R(x,) tal que p(x,) = u(y,). Assim, pela proposigcdo
5.1.3, tem-se uma subseqiiéncia (Yo ken de (Vn)nen € Um ponto y € R(x) tal que

qn,»y) — 0. Entdo, para um € > 0 arbitrdrio, hé k. tal que para cada k > k.

) —p)| < €/2 e pO) = nOw) < €/2

Logo u(y) — u(x) < e, isto implica que p(y) < p(x). Além disso como u € R-
crescente e y € R(x), se deduz que u(x) = u(y). Isto mostra que x € W,. Portanto

W, é ¢°-fechado para cada u, e W é g°-fechado.

Seja x := (¥(£));ez, uma trajetdria de R, tendo um g°-ponto de acumulagéo xo. Ha
entdo uma subseqiiéncia (y(2,)),ez, de (¢())ez, com g*(xo, x(#,)) — 0. Seja agora

1 € H(R), defina-se a func¢do @, em X por
D, (x) = min {u(y) : y € R(x)}.

Portanto, para cada n € Z,, existe y, € R(x(t,)) tal que ®,(y(t,)) = p(,). Pela
proposi¢do 5.1.3, se tem uma subseqiiéncia (¥, )rez, € um ponto y € R(xo) tal que

qYn,»y) — 0. Deste modo,

EOn) = Dl (1)) < pQ(tn, + 1)) < ulx () Vk € Z,.
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Adicionalmente, y é semicontinua inferior em (X, g) e semicontinua superior em

(X, g%), significando que para um € > 0 arbitrdrio tem-se:

HO) = HOn) < €/2,
N(Ynk) - /l(JCO) < ﬂ(X(tnk+1 )) - “(XO) < 6/2

Obtém-se, u(y) — p(xo) < €, ou ainda u(y) < u(xp). Consequentemente
Dpu(x0) < pi(x0).
Por outro lado, u(xp) < ®@,(xo) porque u € R-crescente, e assim
p(xo) = Dpu(xo) Yp € H(R).
Portanto, xy € W.

(iii) Seja y uma trajetéria semilimitada em R; pela afirmac#o (i7) hd uma subseqiiéncia
de y que tem um g°-ponto de acumulagdo, que pertence a W. Portanto y é atraido

porW. =

Proposiciio 5.1.4. [7] Seja R um sistema-D* no espago (X, q). Se xo € W, entdo existe

Yo € R(xo) tal que pi(x0) = p(yo) Vi € H(R).

Prova. Para cada u € H(R), defina-se o conjunto
Fy = {y € R(xo) : p() = p1(x0)}

Por suposic¢do xo € W, entdo F,, # 0, Vu € H(R). Além disso, R(xo) € g’-compacto, i
é contfnua em (X, g°) e cada conjunto F,, é g°-compacto. Também se deduz que, dados

His Mo, ..., iy € H(R), entdo
D€ HR);
i=1

n
ﬂ F“i = FZL[IJI"
i=1

Consequentemente {F wiHEH (R)} € uma cole¢do de g°-subconjuntos compactos de X
ndo vazios, satisfazendo a propriedade de interse¢@o finita.

Assim,hdyp e [ | F,. Portanto, yo € R(xo) e (x0) = p00) Vu € HR). m
peH(R)
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Lema 5.1.1. [7] Seja R scs e sistema-D? no espaco (X, q), u € H(R) fixo, entdo a fungdo
@, : X — R, definida por

@, (x) = min {u(y) : y € R(x)}

para todo x € X, é R-crescente e semicontinua inferior em (X, q).
Prova.

(1) @, é R-crescente.
Com efeito, sejam x € X e z € R(x), logo @,(x) < u(z). Além disso, u(z) <

() Yy € R(z), segue que
H(z) £ Du(z) = Du(x) < Dpu(2)
Portanto, @, € R-crescente.

(1i)) @, € semicontinua inferior em (X, g).
Com efeito, seja (x,),en uma seqiliéncia em X que € convergente superior ao ponto
x € X. Hd para cada n, um y, € R(x,) tal que ®@,(x,) = u(y,). Pela proposi¢do
5.1.3, tem-se uma subseqiiéncia (Yu, )ken de (¥o)new € um ponto y € R(x) tal que

g y) = 0. Assim, como @, (x) < @,(y), vale

Du(x) — Oulxy,) < p(y) — pQn) Yk € Z,.

Finalmente a semicontinuidade inferior de @, resulta da semicontinuidade inferior

depy. =

Agora apresentamos uma extensfo do conceito de mapeamento semicontinuo inferior

a espacos quase-métricos.

Defini¢iio 5.1.13. [7] Seja (X, q) um espago quase-métrico. O mapeamento ponto a con-

junto

R:X—2%

é chamado semicontinuo inferior (sci), se dada uma seqiiéncia (x,)nen que €.convergente
inferior ao ponto x € X e dado y € R(x), entdo para cada n € N, existe y, € R(x,) tal que

a seqiiéncia (Y,)nen € convergente inferior a y.
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Figura 5.4: Interpretacdo gréfica de um mapeamento R semicontinuo inferior

Exemplo 5.1.4. Consideremos os mapeamentos ponto a conjunto R* : R — 28 ¢ R~ :
R — 2R definidas no exemplo 5.1.2. Considere-se também a quase-métrica do exemplo
2.1.1, g(x,y) = max{x — y,0}.

Seja xy = 0 e dados a seqiiéncia (x,)nen tal que x,, = 1/n convergente inferior como foi
mostrada no exemplo 3.1.1 e yo = 1/2 € R*(0), ndo existe (yu)nen, com y, € R*(x,) = {0)
tal que y, — yo. O mesmo vale para qualquer yy € R*(0) desde que yo # 0. Portanto R*
ndo é sci em xg = Q.

Entretanto, R* é sci em xo # 0. Dados x, — xg e yo = 0 € R*(xo) = {0}, existe uma
seqiiéncia convergente inferior constante (Yy)nen, onde y, = 0, Yn € N tal que y, € R*(x,)
ey, — 0.

Mostraremos agora que R~ é semicontinua inferior. Seja xo > 0, € (Xp)pen uma
seqiiéncia convergente inferior, x, — Xy € yo € R (xp). Como xy # 0, existe € > 0
tal que 0 ¢ B (xg, €). Pela convergéncia da seqiiéncia (x,)nen, existe ng € N tal que
X, € B™(xg, €) para n > ng. Como R (x) = [—1,1] para todo x € B~ (xg, €), segue que a

seqiiéncia (,)nen definida por

0, se n<ng
Yn =
Yo, S€ nZ=Hy

é tal que y, € R (x,) e y» — yo. Sejam agora xog < 0 e (x,)nen tal que x, — O e
yo = 0 € R7(0). Podemos considerar a seqiiéncia constante (Y,)uen, com y, = 0 € R™(x,),

para todo n. Assim, y, — yo. Portanto R~ é sciem R

Proposicio 5.1.5. [7] Seja R um mapeamento ponto a conjunto scs, sci e sistema-D* no
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espago (X, q). Sejam xy € W e yo € R(xp) tais que u(xp) = p(yo) Yu € H(R). Entdo
Yo € w.

Prova. Sejayu € H(R), segue-se que a funcdo @, definidano Lema 5.1.1 € R-crescente

e sci em (X, g).

(i) @, éscsem (X, g*) e assim D, serd em H(R).
Com efeito, seja (x,),en Uma seqii€ncia em X que é convergente inferior ao ponto
x € X. Escolhendo y € R(x) tal que ®,(x) = u(y) e dado que R € sci, existe uma

seqiiéncia (y,)nen tal que y, € R(x,) para todo n e g(y, y,) — 0. Portanto,
D, (x,) — @p(x) < pu(yn) — p(y) V.

Consequentemente @, é scs em (X, g") porque u € scs em (X, g*), assim @, €
H(R), Yu € H(R). Além disso, se xp € W e yo € R(xp), tem-se a igualdade u(xp) =
H(0), Y € H(R).

Em particular se deduz que:

ch(xO) = (Du(YO)a V,u € H(R)

Pelo lema 5.1.1 e a defini¢do do conjunto W, € fato que

@, (x0) = p(x0), V€ H(R).

Portanto

O, (yo) = u(o), Yy € H(R).
Finalmente conclui-se que yop € W, Y € H(R),isto €, y, e W. =

Seja R um sistema-D? no espaco quase-métrico (X, g). Considera-se o seguinte con-

junto segundo [16]
E = {x € X/ existe uma trajetéria y iniciada em x contida em W}

Teorema 5.1.4. [7] Seja R scs, sci e sistema-D* no espaco (X, q). Entdo

x € X/  existe uma trajetoria Y iniciada em x e tem a propriedade que
p(®) = p(x), V1 € N e Y € H(R) '
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Prova. Seja E o conjunto a direita da desigualdade acima. Obviamente £ € W. Seja
Xxp € W, assim pela proposi¢do 5.1.4 hd um x; € R(xp) tal que u(xp) = pu(x;), Yu € H(R)
e, pela proposicéo 5.1.5, x; € W. De forma andloga obtemos uma seqiiéncia (x,)yez, em
X tal que x,41 € R(x,) e p{xg) = p(x,), Yn € Z, e Vu € H(R).
Assim a trajetdria y, dada por y(f) = x;, Yt € Z,, iniciada em xq claramente satisfaz a
propriedade
(D) = p(x), Vi € Z,, Yu € HR),

Finalmente, seja x um ponto em X, para o qual hd uma trajetéria y de R iniciada em x e
tendo a propriedade p (x(2)) = u(x), Vt € Z., Yu € H(R).

Comoy(t+ 1) e RGue(®) e u et + 1) = u(x(2),v¥t € Z,,Vu € H(R), deduz-se que
xOeW,, VteZ,, Vue HR), isto é y(t) e W.

Assimxe E. =

5.2 Um Modelo em Teoria da Decisao

O modelo comportamental surgiu a partir da década de 1950 como uma nova visdo da
teoria administrativa, baseada no comportamento humano dentro das organizagdes. O
comportamento € a méneira pela qual um individuo ou uma organizacio age ou reage em
suas interagdes com o meio ambiente e em resposta aos estimulos que dele recebe.

Em 1947 Herbert A. Simon publica o livio Comportamento Administrativo que
marca o inicio da Teoria Comportamental na Administracdo e a inauguracfdo da Teoria
das Decisdes.

Segundo Souza et al. em [22], um estudo de modelo comportamental € considerar
agentes que ndo sé tentam melhorar ou otimizar, com a escolha das melhores agdes,
mas também tentar aprender a realizar novas agSes, as quais se associam custos e tém
implicagdes sobre o préprio processo de otimizagao.

Precisamos de um modelo que inclui ndo s6 “os custos para levar a cabo uma agdo” e
dos “beneficio desta a¢do” (uma andlise comportamental “custo-beneficio’), mas
também precisamos de modelos que correspondam aos “custos de aprendizagem”, ou
seja, “custo de saber como realizar uma agdo”.

Nesta secdo apresentamos alguns aspectos de um modelo de decisdo que motiva

a utilizagdo de funcdo utilidade em espagos quase-métricos para otimizar as ag0es,
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mostrando que a fun¢fo quase-métrica € uma das boas maneiras para modelar os custos
de aprendizagem. Para descrever comportamentos humanos, ver [20], e para um mod-
elo geral e para variantes simples de inércia, ver [21]. A seguir mostra-se um modelo

tradicional de otimizag@o

max g(x)

xeX

onde g : X — R € a funcfo “payoff” (resgate), ou

min  f(x)

xeX

onde f : X — R € a funcéo custo.

Estas formula¢des ndo podem descrever adequadamente o comportamento da maior
parte dos agentes, tais como consumidor e produtor, dado que as mesmas abdicam de uma
parte da modelagem, a qual refere-se a aprendizagem destas atividades.

A fungdo “payofl” g(x) = r(x) — c(x) pode ser vista como a diferenga entre a fungéo
receita r(x) e a funcfo custo ¢(x), por uma unidade de tempo, onde c¢(x) representa o
custo “para realizar” uma nova a¢do x € X durante uma unidade de tempo. Ademais,
logicamente, temos a propriedade c(x) > 0 que assegura a ndo negatividade relacionada
funcio custo.

Souza et al. em [22] apresentam as seguintes observagdes:

1) Realizar uma nova ag¢do y € X, ndo € o mesmo que saber como fazé-la (que é
um processo de aprendizagem complexo). Assim, os custos c(y) para realizar uma
acdo y € X, ndo sfo o mesmos que o custo para saber como fazé-la. O custo
c(x) = c[R(x)] para fazer uma agdo x € X € o custo de utilizar o subconjunto dos
recursos R(x) C R, os quais estfo disponiveis para seu uso e sdo necessdrios para
realizar esta acfo. A capacidade de recurso R(x) necessdrios para levar a cabo uma
acdo x € X inclui ferramentas, méaquinas, informagfo, conhecimento, habilidades e

competéncias;

ii) Saber como fazer uma nova ag¢dio y € X, depende pelo menos da ac¢do anterior
x € X. O conjunto capacidade R(y) C R necessdrio para ser capaz de fazer uma
acdo y € X pode ter uma intersecdo com a capacidade dos recursos estabelecidos

R(x) € R, necessdrios para ser capaz de fazer a acdo x € X.
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A interse¢@o R(x) N R(y) € K ndo pode ser vazia. O agente terd de deixar de usar
os recursos anteriores R(x) — R(y), para saber como comegar a utilizar os novos
recursos R(y) — R(x) e para manter a capacidade de utilizar os recursos anteriores
R(x) N R(y). Entdo os custos para saber como fazer a nova acéo y € X, dado que o

agente tinha anteriormente realizadas acdes x € X, € uma fungéo

q(x,y) = c[R(x),R(®)], ¥x,y € X.

O custo de capacidade g(x,y) = 0. Ou seja, os custos para ser capaz de fazer uma

acdo y € X, a partir de fazer uma ag¢éo inicial x € X, incluirdo:

Custos de acessos incluem custos de deixar de usar recursos anteriores R(x) —

jab]

R(y) e aquisic@o de novos recursos R(y) — R(x).

b. Os custos de capacidade sdo custos relacionados com a recolha, combinados
com os recursos que devem ser utilizados para produzir uma agfo, a partir de

uma agdo executada previamente,

5.2.1 Um Modelo de Otimizacio com Aprendizagem

Usualmente, na ciéncia da decis@o ou em algoritmos de otimizagdo, ndo hé custo de apren-
der como fazer uma a¢@o (ou mais geralmente custo para ser capaz de fazer). Portanto,
o seguinte problema formulado € de maximizar o “payoff”, o qual tem presente os custos

de aprendizagem.

max gx(y)r

s.a. y € R(x),

onde g.(y) = r(y) — c.(y) = r(y) — q(x,y). Logo o problema é apresentado da seguinte

forma:

max r(y) —q(x,y) (5.3)

s.a. y€R(x)cCX,

onde r(y) é uma funcio receita e g(x, y) representa o custo de realizar a agéo y, dado que

a acdo x foi realizada.
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Neste caso a fungdo g : X X X — R, que representa o custo de capacidade ou apren-
dizagem € definida por:
q(x,y) = max{u(y) — u(x), 0},
sendo i : X — R uma fungfo utilidade sobre a preferéncia R : X — 2%, Neste caso R(x)
representa o conjunto de recursos disponiveis para realizar a a¢fo x e R(y) 0s recursos
disponiveis para realizar a nova agdo y € X.
Pode-se afirmar que o custo de aprendizagem ou capacidade g(x,y) é uma quase-

métrica, i.e., satisfaz as seguinte propriedades:
@) Vxy, g(x,y) 2 0;
() Vx,ye X, qgx,y)=qy,x) =0 x=y;
(i) Yx,y,z € X, q(x,y) < q(x,2) + 9z, y).

Assim o problema de otimiza¢do com aprendizagem, formulado em (5.3), estard for-

mulado sobre o espago quase-métrico (X, g).

63



Capitulo 6

CONCLUSOES

Neste trabalho foi introduzido o conceito de espago quase-métrico para a formulagdo de
certos problemas de otimizag@o. Primeiramente, foi introduzida uma caracterizacdo para
os pontos extremos de um subconjunto do espaco quase-métrico, assim como uma ex-
tensdo de alguns conceitos de espagos métricos, tais como subconjunto limitado superior-
mente, g-ponto interior, conjunto g-aberto, g-fronteira de um conjunto, g-ponto aderente,
o g-fecho de um conjunto, g-ponto de acumulagZo e o conjunto g-derivado. Todos estes
sdo extensdes dos conceitos de espagos métricos levados aos espagos quase-métricos.
Além disso, propde-se as defini¢des de fungdes semicontinuas inferior e superior so-
bre os espagos quase-métricos, mostrando a relagdo com os espagos métricos. Também
foram caracterizados os pontos extremos em um subconjunto de espagos quase-métricos.
Introduzimos o conceito de limite através de uma extens@o dos conceitos de espacos
métricos, com o objetivo de ter ferramentas adequadas para fazer andlise de convergéncia.
Foram apresentadas condi¢des necessdrias e suficientes de completeza superior e infe-
rior, assim como os conceitos de pontos fixos direito e esquerdo e os de contragéo superior
e inferior. Estes conceitos baseiam-se, fortemente, nos respectivos em espagos métricos.
Propusemos um problema de otimizagdo. A partir da defini¢do das fungdes semilip-
schitz, pode-se mostrar que o subconjunto destas func¢Ges, que se anulam em um ponto
fixo, pode ser dotado de uma determinada estrutura de espago quase-métrico. E, por fim,
caracterizamos os pontos de melhor aproximagéo.
Tratou-se dos conceitos de preferéncia e de funcdo utilidade, que constituem uma
importante ferramenta, particularmente na teoria da decisfo. Caracterizou-se uma pre-

feréncia definida no espago quase-métrico que admite fungdes utilidades semilipschitz,
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para o caso subsepardvel.

Finalmente se mostra que alguns problemas de otimizacdo formulados em teoria de
decisdo, sdo formulados sobre espagos quase-métricos. Isto mostra a importancia de ter
ferramentas adequadas para o estabelecimeinto de problemas de otimizacdo neste tipo de
espacos.

De modo geral, este trabalho contribuiu com algumas defini¢des que estendem os
conceitos e proposi¢cdes de espagos métricos a espagos quase-métricos, que servem como

ferramenta para andlise de convergéncia.
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NOTACOES

q :  Quase-métrica em X.
q" . Quase-métrica conjugada em X.
(X,q) : Espaco quase-métrico.
P, :  Quase-norma.
(X,P;) : Espago quase-normado.
II-ll; : Norma definida pela quase-métrica g.
<4 :  Ordem parcial ou ordem especializada em X.
B*(x,€) : Bola aberta superior em X.
B*[x,e] : Bolafechada superior em X.
Ty : Topologia T} .
T, . Topologia T.
K,() : O conjunto {y € X : q(y,+) = 0}.
minA : Minimos do subconjunto A C X.
wminA : Minimos fracos do subconjunto A C X.
pminA : Minimos puros do subconjunto A C X.
maxA : Maximos do subconjunto A C X.
wmaxA : Maximos fracos do subconjunto A C X.
pmaxA : Maximos puros do subconjunto A C X.
cl,A : O g-fecho do subconjunto A C X.
int,A . O g-interior do subconjunto A C X.
0,A : A g-fronteira do subconjunto A C X.
Z(gq) . Conjunto das fungdes semilipschitz definidas sobre X.
RX Conjunto das fungdes crescentes segundo a ordem parcial <, sobre X.
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X
R:X— 2%
R,
Ry

Conjunto das partes de X.

Mapeamento ponto a conjunto.

Conjunto dos niimeros reais nfio negativos.
Conjunto dos nimeros reais positivos.
Conjunto dos nimeros naturais.

Conjunto dos nimeros inteiros nfo negativos.
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