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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos 
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Apresentamos uma introdução aos espaços quase-métricos e os conceitos necessários 

para o estabelecimento de problemas de otimização. Caracteriza-se os pontos de ex- 

tremos, assim como funções utilidades definidas em espaços quase-métricos, mostrando 

a aplicabilibadade de trabalhar neste tipo de estrutura. 

Damos como contribução uma extensão de algums conceitos dos espaços métricos, 

assim como algumas proposições que caracterizam os pontos q-aderentes e funções semi- 

contínuas. 
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INTRODUCTION TO QUASI-METRIC SPACES AND APPLICATION TO 

FUNCTIONS UTILITY IN DECISION THEORY 

Francisco Ismael Pinillos Nieto 

December/2008 

Advisor: Paulo Roberto Oliveira 

Department: Systems Engineering and Computer Science 

We introduce quasi-metric spaces and concepts necessary for the establishment of 

optimization problems. We characterize the extreme points and utility function, showing 

the aplicability of such spaces. 

We give a contribution with an extension of some concepts of metric spaces, as well 

as some propositions that characterize the q-adherent points and lower semicontinuous 

functions. 
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Capítulo 1 

Este trabalho tem como principais objetivos estudar as propriedades dos espaços quase- 

métricos e estabelecer os conceitos necessários para o estabelecimento de problemas de 

otimização. Além disso, caracteriza-se função utilidade sobre espaços quase-métricos e 

aplica-se a mesma em teoria da decisão. 

Uma quase-métrica é uma função que se diferencia da distância usual por não verificar 

a simetria. O conceito de quase-métrica foi introduzido por Wilson [I] na década de 

30 com motivações topológicas e são também objeto de estudo no contexto da teoria 

da ciência da computação. Fletcher and Lindgren [2], em 1982, através dos chamados 

espaços quase-uniformes, desenvolveram conceitos sobre quase-métricas. Romaguera e 

Schellenkens [3] aplicaram essa teoria à análise de complexidade de algoritmos. 

O capítulo 1 é baseado em [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 111. Nele são introduzidos conceitos 

básicos de espaços quase-métricos. Além disso, são caracterizados pontos extremos em 

um subconjunto de espaços quase-métricos e, finalmente, é apresentado o conceito de um 

cone em um espaço linear quase-normado. 

O capítulo 2 é baseado em [4, 5, 12, 91. Nele se introduz um conceito de limite 

adequado a espaços quase-métricos, se apresentam condições necessárias e suficientes de 

completude superior e inferior. Propõe-se os conceitos de pontos fixos direitos e esquerdo 

e os de contração superior e inferior. Finalmente é proposto um problema de otimização. 

O capítulo 3 é baseado em [13, 10, 141. Definimos funções semilipschitz em espaços 

quase-métricos, mostramos que o subconjunto destas funções que se anulam em um ponto 

fixo pode ser dotado de uma determinada estrutura de espaço quase-métrico. Em seguida, 

caracterizamos pontos de melhor aproximação. 



O capítulo 4 é baseado em [15, 16, 17, 7, 181. Tratamos dos conceitos de pre- 

ferência e de função utilidade, que constituem uma importante ferramenta, particular- 

mente na teoria da ciência da computação e da decisão. Veja, por exemplo, nas teorias 

do domínio e da complexidade [19, 11,3]. Caracteriza-se preferência que admite funções 

utilidades semilipschitz quando tal preferência é definida em um espaço quase-métrico 

subseparável. Este resultado estende Levi em [16] para o caso não simétrico. 

Na ultima seção apresenta-se um modelo em teoria da decisão sobre um espaço quase- 

métrico baseado em [20,2 1, 221. 



Capítulo 2 

Neste capítulo, introduzimos diversas definições, lemas e proposições. As mesmas foram 

obtidas dos trabalhos [4, 5, 6, 7 ,  8, 9, 10, 111 e são referenciadas a medida que faz-se 

necessário. No entanto diversas definições, lemas e proposições não foram encontradas 

na literatura. Dessa forma as mesmas, não referenciadas, são aportes da tese em questão. 

Vale ressaltar que tais contribuções advêm das idéias apresentadas nos espaços métricos 

e topológicos em [9, 231. Na seção 2, também caracterizamos pontos extremos de um 

subconjunto. Na seção final tratamos de cones em espaços lineares quase-normados. 

2.1 Espaqo Quase-Métrico 

Nesta seção se introduz o conceito de quase-métrica e espaço quase-métrico. Propõem-se 

os conceitos de subconjunto limitado superiormente, q-ponto interior, conjunto q-aberto, 

q-fronteira de um conjunto, q-ponto aderente, o q-fecho de um conjunto, q-ponto de 

acumulação, o conjunto q-derivado. São uma extensão dos conceitos de espaços métricos 

levados aos espaços quase-métricos. 

Mostra-se também a relação que existe entre os novos conceitos propostos neste tra- 

balho e os respectivos sobre espaços métricos. Além disso propõe-se as definições de 

funções semicontínuas inferior e superior sobre os espaços quase-métricos, mostrando a 

relação com os espaços métricos. Todos estes conceitos estão baseados nas definições de 

espaços métricos dadas em [9] 



Definição 2.1.1. [7] Umafinção q : X x X 4 R+ é chamada uma quase-métrica sobre o 

conjunto X se, 

( i)  Vx , y  E X ,  q (x ,y )  = q í j , x )  = O H x = y; 

Um espaço quase-métrico é um par (X,  q),  onde X é um conjunto e q é uma quase- 

métrica em X. Na maioria das vezas, salvo quando houver possibilidade de dúvida, dire- 

mos simplesmente "o espaço (X ,  q)" deixando subentendida qual é a quase-métrica que 

está sendo considerada. 

Uma quase-métrica q em X induz outra quase-métrica q*, definida por 

q*(x, y )  = qí j ,  x ) ,  V x ,  y E X, conhecida como a conjugada de q. 

Temos, além disto, que a função qs : X x X 4 R,, definida por qs(x,y) = 

max {q(x, y), q*(x, y))  é uma métrica em X. Neste caso o par (X,  qS)  é um espaço métrico. 

Definiqão 2.1.2. [7] Seja (X, q )  z.m espaço quase-métrico. A ordem 1, definida em X por 

é clznnzada a ordem especializada ou n ordem parcial em X. 

A ordem parcial I, permite definir a ordem parcial estrita <, em X por 

Defiriigão 2.1.3. [7] Um espaço quase-métrico (X, q)  é dito subseparável se ( X ,  qS )  é um 

espaço métrico separável. 

Definição 2.1.4. [4] Dejnenz-se as bolos hásicns do espaço quase-ínétrico corno: 

B f  ( x ,  E )  = {y  E X : qí j ,  x )  < E )  (bola aberta superior). 

B-(x, E )  = {y E X : q(x,y)  < E )  (bola aberfa inferior). 

Bf [-c, E]  = {y  E X : q í ~ ,  x )  I E )  (bola fechada szlperior). 

E-[x, E ]  = (y  é X : q(x,y)  I E )  ( b o h  fechada inferior). 

O seguintz lema 2.1.1 mostra a relação que existe entre as bolas abibvrtas definidas no 

espaço (X, q) e o espaço (X, qs).  

4 



Lema 2.1.1. Seja BS(x,  E )  uma bola aberta no espaço métrico ( X ,  qS)  defnida como 

Bs(x, E )  = ( y  E X : qS(y, X )  < E).  Então Bs(x,  E )  = B+(x, E )  n B-(x, E). 

Prova. Seja y E BS(x,  E)  então qS(x, y) < E. Como qS(x,  y) = max{q(x, y), q(y, x)} < E 

temos que q(x,y)  < E e q(y, x )  < E. Assim y E B-(x, E )  e y E B+(x, E). Portanto y E 

B-(x, E )  n B+(x, E) .  

A prova da recíproca é semelhante. i 

A seguir mostramos alguns exemplos de função quase-métrica, bem como o tipo de 

bola que está gera. 

Exeri.,p!o 2.1.1. [ 1 1 ]  A fingão q : R x R + R,; dejinida por q(x, y) = max{x - y, O)  é 

uma quase-métrica em R. Note que q(x,  y) = O se, e somente se, x I y. 

A seguir mostramos as bolas geradas por esta quase-métrica no espaço (R ,  q): 

que geram a topologia superior do espaço (R ,  q)  (ver a definição 2.1.5, a seguir ) e 

gerando a topologia inferior do espaço ( R ,  q). 

Além disso, vê-se que (R ,  q)  é um espaço quase-métrico subseparável, dado que o 

espaço métrico (R, qS)  é separn'vel. 

Exemplo 2.1.2. [ 24 ]  Seja f : X -+ R uma fuizção injetiva e q : X x X + R+ a 

função dejinida por q(x ,  y) := max{f ( x )  - f (y), O). Então q é uma quase-métrica em 

X .  Mostramos, a seguir, esta propriedade: 

(i)  Sejam x, y E X tais que q(x,  y) = q(y, x )  = O. Temos então 

por ser f injetiva. 



(ii) Sejam x, y, z E X então 

Vejamos, a títzilo de exemplo, as bolas que geram a topologia superior no espaço (X, q): 

B+(x, E )  = {y E X  : q(y, X )  < E )  

= {y E X  : max{f (y) - f (x) ,  O) < E )  

= {y  E X :  f (y )  < ~ ( X ) + E ) .  

Observação 2.1.1. Considere, agora, o problema de otimização no espaço quase-métrico 

(X,  q )  do exemplo anterior; definido por {min f (x) ,  S. a x E X), suposto ter uma solução 

x*. Dado o que acabamos de obtel; temos que as soluções locais são dadas através das 

bolas B f  [x*, E].  Além disto, B f (x* ,  E )  representam as soluções locais estritas. 

O exemplo 2.1.3 foi formulado utilizando a idéia central do exemplo 2.2 apresentada 

em 1251. 

Exemplo 2.1.3. Tomando a quase-métrica do exemplo 2.1.1, definimos a seguintefiinção 
- 

: R2 x R2 + R,, como 

Mostramos, a seguir; que ? é uma quase-métrica em IR2. 



Reciprocamente, é claro que (x l ,  yr)  = (x2,  y2) a 2j ( ( x l ,  y l ) ,  (x2, y2)) = 
- 
4 ( ( ~ 2 ,  Y2) ,  ( ~ 1 ,  ~ 1 ) ) .  

Vejamos, a título de exemplo, as bolas que geram a topologia superior e a topologia 

inferior no espaço (IR2, q): 

Nasjguras 2.2 e 2.1 mostra-se as bolas obtidas. Observe-se que sua interseção gera uma 

bola métrica como foi mostrado no lema 2.1 .I. 

Definição 2.1.5. Seja (X,  q )  um espaço quase-métrico. Diremos que um subconjunto A 

de X é q-aberto em (X,  q )  se para cada x E A existe E > O tal que B+(x, E )  c A. 

Proposição 2.1.1. Seja (X,  q)  um espaço quase-métrico. Então toda bola aberta superior 

B+(x, E )  é um conjunto q-aberto em (X,  q )  

Prova. Seja a E B f  (x ,  E )  então q(a, x) < E e portanto s = E - q(a, x )  > O.  Afirmamos 

que B f  (a,  s)  c B f ( x ,  E) .  De fato, se y E B f  (a, s )  então q(y, a) < s, logo q(y, x )  5 q b ,  a)  + 
q(a, x )  < s + q(a, x)  = E. Assim se tem que y E B f ( x ,  E). Portanto B+(x, E )  é um conjunto 

q-aberto e m  (X,  q).  i 



Figura 2.1: Bola aberta superior Figura 2.2: Bola aberta inferior 

B+ ( ( Z 3 ) .  B- ((F, 3 ) .  

Proposição 2.1.2. O conjunto U formado pelos conjuntos q-abertos em (X, q) é uma 

topologia sobre X, isto é, valem as seguintes propriedades: 

(2) Se Al,A2,. . . ,A, E U então A, n A2 n . . . n A, E U, 

(3) Se AA E U, VR E L então A = UAELAn E U. 

Prova. 

(1) É claro que X e 0 são q-abertos. 

(2) Seja a E (&Ai. Como estes conjuntos são q-abertos, existem rl > 0,rz > 

O,. . . , r, > O tais que B+(a, rl) c Ai, B+(a, r2) C A2,. . . , B+(a, r,) c A,. 

Seja r = min{rl, r2, . . . , r,), então Bf (a, r) c Bf(a, ri) c Ai para i = 1, . . . , n. Assim 

Bf(a, r) c Ai. Portanto r):=, Ai é q-aberto em (X, q). 

(3) Seja a E UAELAA então existe um índice /i E L tal que a E An. Como este conjunto 

é q-aberto, há uma bola B+(a, r) c An. Isto mostra que Bf(a, r) c A. Portanto A é 

q-aberto em (X, q). i 

Definição 2.1.6. A topologia, acima mencionada, é dita a topologia superior no espaço 

quase-métrico (X, q). 

Analogamente, considerando as bolas Bd(x, E) em lugar das bolas Bf (x, E) na definiçaõ 

2.1.5, obtém-se uma topologia sobre X, dita a topologia inferior no espaço quase-métrico 



(X, q). Como já supracitado, nesse capítulo introduzimos as definições a respeito do 

espaço quase-métrico. Outrossim, se faz necessário apresentar também as relações com 

o espaço métrico advindas dessas definições. Dessa forma, a seguir são apresentados 

diversos lemas com o objetivo precípuo de expor tais relações. 

Definição 2.1.7. Seja A um subconjunto do espaço (X, q). Diz-se que o subconjunto A é 

limitado superiormente (inferiomzente), se existem ? E X e um E > O tais que 

O seguinte lema mostra a relação que existe entre um subconjunto limitado superior- 

mente e inferiormente no espaço (X, q) e um subconjunto limitado no espaço (X, qs). 

Lema 2.1.2. Seja A um subconjunto de X. A é limitado superiormente em (X, q) e limitado 

inferiormente em (X, q*) se, e somente se, A é limitado no espaço métrico (X, qS). 

Prova. Se A é limitado superiormente e inferiormente, então existem xl, x2 E X e 

E ~ , E Z  > OtaisqueA c B + [ X ~ , E ~ ]  eA c B - [ x 2 , ~ ] .  DecorrequeA c B + [ X ~ , E ~ ] ~ B - [ X ~ , E ~ ] .  

Portanto A c B"xl, max{El, q(xl, x2) + E~]],  mostrando que A é limitado. 

Agora mostramos a recíproca. Se A é limitado existem um x E X e E > O tais que 

A c Bs [x, E]; logo, pelo lema 2.1.1, temos que A c B+ [x, E] e A c B-[x, E]. Portanto A é 

limitado superiormente e limitado inferiormente. i 

Proposição 2.1.3. Um ponto a E A é um ponto q-interior (isto é, um ponto interior na 

topologia superior de (X, q)) se, e somente se, existe r > O tal que B+(a, r) C A. 

Prova. Imediata. i 

Chama-se o q-interior de A em X ao conjunto int,A formado pelos pontos q-interiores 

de A, ou seja 

int,A = {a E X : B+(a, r) c A ,para  algum r > 0). 

Evidentemente, int,A c A. 

A seguir mostra-se a relação entre um q-ponto interior no espaço (X, q) e um ponto 

interior no espaço (X, qs). 

Lema 2.1.3. Seja A um subconjunto de X. Se a é q-ponto interior de A em (X, q) e q*- 

ponto interior de A em (X, q*) então a é um qs-ponto interior de A em (X, qS). 



Prova. Como a é u m  q-ponto interior de A, pela definição 2.1.3 existe r1 > O tal que 

B+(a, r i )  c A e como a também é q*-ponto interior de A,  existe r2 > O tal que B-(a, r2) c 

A. Tomando r = rnin{rl, r2) segue que B+(a, r )  c B+(a, r,) c A e B-(a, r) c B-(a, r2) c A. 

Logo, pelo lema 2.1.1 temos que Bs(a, r) c A. Portanto, a é um qs-ponto interior de A em 

(X, qS). 1 

A recíproca em geral não é verdadeira, como é mostrado no seguinte exemplo. 

Exemplo 2.1.4. Considere as bolas obtidas no exemplo 2.1 . l ,  B+(x, E )  = (-m, x + E )  e 

B-(x, E )  = ( X  - E, fw) .  Sejam A = ( -1 , l )  e x = O um qs-ponto interior de A em (R, qs). 

Pode-se observar najgura 2.3 que a bola B+(O, E )  não está contida no conjunto A para 

qualquer valor positivo de E. Portanto o ponto x = O não é um q-ponto interior de A em 

(R q). 

B-(O, E )  
B+ (O, E )  ., 

4 I Q 
I 

I 1 I IR 4 n A 
I I I V 

-1 - E  O E 1 + 

Figura 2.3: B+(O, E )  C A 

Proposição 2.1.4. Um subconjunto A do espaço (X,  q)  é q-aberto (iso é, um conjunto 

aberto na topologia superior de (X, q)) se, e somente se, todos seus pontos são q- 

interiores. 

Agora vejamos a relação entre um conjunto q-aberto no espaço (X, q)  e um conjunto 

aberto no espaço (X, q". 

Lema 2.1.4. Se o conjunto A c X é q-aberto em (X,  q)  e q*-aberto em (X,  q*) então A é 

qs-aberto em (X, qs). 

Prova. Seja x E A. Por hipótese, x é um q-ponto interior de A e um q*-ponto interior de 

A. Pelo lema 2.1.3 conclui-se que x é um qLponto interior de A. Portanto, A é qs-aberto 

em (X, qs). i 

Definição 2.1.8. O conjunto d,A é q-fronteira do conjunto A c X se, e somente se, toda 

bola aberta superior de centro em b E X contém pelo menos um ponto de A e um ponto 

do complementar X \ A. 



Proposição 2.1.5. Um ponto a E X é um ponto q-aderente ao conjunto A (isto é, um 

ponto aderente na topologia superior de (X, q))  se, e somente se, q(A, a) = inf{q(x, a);  x E 

A) = 0. 

Isto que dizer que, para cada E > 0 ,  pode-se encontrar um x E A tal que q(x, a) < E. 

No seguinte lema é mostrada a relação entre um q-ponto aderente no espaço (X, q)  e 

um qs-ponto aderente no espaço (X, qS)  

Lema 2.1.5. Seja A c X. Um ponto a E X é q-ponto aderente a A em (X, q )  e q*-ponto 

aderente a A em (X, q*) se, e somente se, a é qs-ponto aderente a A em ( X ,  qS). 

Prova. Seja a um q-ponto aderente e q*-ponto aderente, então V E  > 0,  tem-se que 

B f  (a, E )  f l  A # 0,  e B-(a, E )  n A # 0. Assim pelo lema 2.1.1 tem-se que Bs(a, E )  n A # 0. 

Portanto a é qs-ponto aderente a A em (X, qs). 

Mostramos a recíproca. Seja a um qs-ponto aderente a A em (X, qs) então V E  > O 

tem-se Bya,  E )  í i  A # 0.  Pelo lema 2.1.1 temos B f  (a, E )  n A # 0 e B-(a, E )  n A # 0. 

Portanto a é um q-ponto aderente a A em ( X ,  q )  e um q*-ponto aderente a A em (X, q*). i 

Definição 2.1.9. O conjunto clqA é O q-fecho do conjunto A c X se, e somente se, todos 

seus elementos são aderentes a A. Isto é 

O conjunto A diz-se q-fechado se A = clqA. 

A seguir mostra-se como está relacionado um conjunto q-fechado no espaço (X, q)  e 

um conjunto qs-fechado no espaço (X, qs) 

Lema 2.1.6. Um subconjunto A de X é qLfechado em ( X ,  q" se, e somente se, A é q- 

fechado em (X,  q) e q*-fechado em (X, q"). 

Prova. Veja lema 2.1 S. i 

Proposição 2.1.6. Um ponto a E X é um ponto q-acumulação de A (isto é, um ponto de 

acurnula~ão na topologia superior de (X, q)) se, e somente se, toda bola aberta superior 

com centro em a contém algum ponto de A, diferente de a. 

Chama-se o q-derivado de A em X ao conjunto Ai formado pelos pontos de q- 

acumulação de A, ou seja 



O lema a seguir apresenta uma relação entre q-ponto de acumulação no espaço (X, q )  

e qS-ponto de acumulação no espaço (X, qS). 

Lema 2.1.7. Seja A  c X , a E X é um qS-ponto de acumulação de A  em (X,  qS)  se, e 

somente se, a é um q-ponto de acumulação de A  em ( X ,  q)  e um q*-ponto de acumulação 

de A em (X, q*). 

Prova. Seja a E X um qs-ponto de acumulação de A  em (X, qS)  e r > O arbitrário. 

Então (BS(a, r) \ {a})  n A  # 0, (pela definição 2.1.6) e pelo lema 2.1.1 temos que BS(a, r) c 

Bf  (a, r )  e Bya,  r )  c B-(a, r). Portanto ( B f  (a, r )  \ (a})  n A  # 0 e (B-(a, r )  \ (a) )  n A  # 0. 

Assim a é um q-ponto de acumulação de A  em (X,  q)  e um q*-ponto de acumulação de A  

em (X, q*). 

De maneira semelhante prova-se a recíproca. i 

Definição 2.1.10. Seja (X, q) um espaço quase-métrico, umafunção f : X + R dejnida 

em X é sernicontinua inferior (sci) no ponto a E X se VE > 0, existe um 6 > O tal que 

q(x, a) < 6 implica f (a)  - f ( x )  < E. 

Definição 2.1.11. Seja (X, q) um espaço quase-métrico, umafi~nção f : X -+ R dejnida 

em X é semicontinua superior (scs) no ponto a E X se VE > 0, existe zim 6 > O tal que 

q(x, a)  < 6 implica f ( x )  - f (a)  < E. 

O seguinte lema mostra que continuidade em (X, qS)  equivale à semicontinuidade in- 

ferior e superior em (X, q). 

Lema 2.6.8. Uma3~nção f : X -t R é continua em (X, qS)  se, e somente se, f é sci em 

(X, q) e scs em (X,  q*). 

Prova. Seja f contínua em (X, qs) e a E X, então VE > 0, existe um 6 > O tal que 

qs(x, a)  < 6 implica I f ( x )  - f (a)l < E. Como qS(x, a)  = max{q(x, a), q*(x, a ) }  tem-se que 

q(x, a)  < 6 implica f (a)  - f ( x )  < E e q*(x, a )  = q(a, x) < 6 implica f ( x )  - f (a)  < E. 

Portanto f é sci em ( X ,  q) e scs em (X, q*). 

Mostremos agora a recíproca. Suponha f sci em (X, q)  e scs em (X, q*) e seja a E X. 

Então VE > 0,  existem 6i, 62 > O tais que q(x, a)  < implica f (a)- f ( x )  < E e q(a, x) < a2 
implica f ( x )  - f (a)  < E. Assim, qs(x, a) < 6 = min[bl, 62) implica I f ( x )  - f (a11 < E. 

Portanto f é contínua em ( X ,  q"). i 



Exemplo 2.1.5. Seja f : (R,  q )  + R, uma filnção dejnida como f ( x )  = e-X. Sejam 

a = 1 e q(x,  y) = max{x - y ,  O )  a quase-métrica do exemplo 2.1.1. Para r > O arbitrário, 

consideremos a bola B+( l ,  r )  = (-m, 1 + r). Seja x = - 10 E B+ (1, r). Pode-se ver que 

f (-10) - f (1)  = elo - e-' 2 E, para um E > O dado. Portanto f não é scs em a = 1,  em 

(X, q). 

Por outro lado, seja E > O arbitrário e seja r > O tal e-'(1 - e-') = E. Para todo 

x E B'(1, r), temos que f (1) - f (-x) = e-' - e-" I e-'(1 - e-') = E. Portanto f é sci em 

a = l.(verjgura 2.4) 

Figura 2.4: Função semicontínua inferior em a = 1 

Definição 2.1.12. [10, 81 Um cone (ou espaço semilinear) sobre R+ é uma tripla (X,  +, e )  

onde (X,  +) é um semigrupo abeliano com elemento neutro O E X e - é uma jünção . : 

R++ x X -+ X ,  tais que, Vx ,  y E X e a, b E R++ as seguintes relações são satisfeitas: 

( i)  a . (b . x)  = (a  . b)  x; 

(ii) ( a  + b)  - x = ( a  x )  + (b  . x), 

(iii) a - ( x  + y) = (a  x )  + (a  y); 

(iv) 1 x = x. 

Quando um elemento x E X admite uma inversa, ela é denotada por -x. 
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Definição 2.1.13. [6] Uma quase-norma sobre um cone (ou espaço semilinear) (X, +, a)  

em R+ é umafinção P, : X + R+ tal que Vx,y E X e a E R++: 

(i)  x = O - X E  X e  P,(x) = P,(-x) = 0; 

(ii) P, (a . x) = a . Pq(x), 

O par (X, P,) é chamado espaço semilinear quase-normado. 

Definição 2.1.14. [14] Uma norma no cone (X, +, a )  é umafunção P, : X -, R+ tal que 

(i)  x = O e P,(x) = O; e além disso os items (ii)-(iii) da dejinição 2.1.13 são satis- 

feitos. 

Segundo [14], um cone quase-normado é o par (X, P,) tal que X é um cone e P, é uma 

quase-norma em X. 

Se (X, +, -) é um espaço linear e P, é uma quase-norma em X então o par (X, P,) é 

chamado espaço linear quase-normado. 

Se P, é uma quase-norma em um espaço linear X, então a função Pi : X + R+ 

definida como P:(x) = P,(-x) , Vx E X é também uma quase-norma em X, e a função 

Pi(x) = max{P,(x), Pq(-x)] , Vx E X é uma norma em X. 

Além disso, cada quase-norma P, em um espaço linear X induz uma quase-métrica q 

em X definida por: 

q(x, Y) = P& - Y) , Vx,y E X. 

2.2 Extremo em um Espaço Quase-Métrico 

Nesta seção apresenta-se os conceitos de pontos máximos e mínimos de um subconjunto 

A do espaço quase-métrico (X, q) assim como uma caracterização para esses pontos. 

Definição 2.2.1. [5] Seja (X, q) um espaço qt~ase-métrico, dejine-se, para cada y E X, o 

seguinte conjunto 

Kq(y) = {X E X : q(x,y) = O] .  (2.3) 

Denota-se, também, por I?,(y) o conjunto interior de K,(y) no espaço quase-métrico ( X ,  q) 

e I?&) representa o interior de KqS(y) no espaço métrico (X, qS). 



Exemplo 2.2.1. Considere a quase-métrica do exemplo 2.1.1, q(x, y) = max{x - y, O). 

Obtemos: 

Exemplo 2.2.2. Seja q(x,  y) a quase-métrica do exemplo 2.1.2, q(x, y) = max{ f ( x )  - 

f (y), O).  Temos 

Observação 2.2.1. Da mesma forma que na Observação 2.1.1, consideramos o problema 

com solução x*, {min f (x ) ,  S. a x E X ) .  É então evidente que se x* E K&), para todo 

y E X ,  então x* é uma solução global para o problema de otimização. 

Exemplo 2.2.3. Seja 7j ( ( x i ,  y l ) ,  (x2, y2)) a quase-métrica do exemplo 2.1.3, 

Temos 

Na figura 2.5 é apresentado o conjunto Kg (6, L), ( x ,  y)). 

Através do conjunto Kq(y) podemos definir as seguintes relações binárias: 

Definição 2.2.2. Relações binarias Kq-dependentes. 

(i) x 5, y x E Kq(y>; 

(ii) x <, y @ x E Kq(y) e x f: y; 

(iii) x <<, y @ x E 

A seguir apresenta-se algumas propriedades, deduzidas destas relações segundo [5] .  



Figura 2.5: Conjunto Kg ((2, y), (x, y)) sobre (R2, 4). 

Lema 2.2.1. Se x <<, y, então x 1, y. 

Prova. Evidente, porque c K&). 

Lema 2.2.2. Se x <<, y e y I, z então x «, z. 

Prova. Seja x «, y, isto é, x E k,(y); existe portanto urna bola Bt(x, 6) tal que 

Bf (x, 6) c K,(y). 

Por outro lado 

dx',  z) 5 q(x', y) + qO>, z) , Vx' E Bt(x, 6). 

Com isso, tem-se que q(x', z) = O , Vx' E Bt (x, 6), isto é Rt(x, 6) c K&). Consequente- 

mente x E G(z), significando, por definição, que x <<, z. i 

Teorema 2.2.1. A relação binária " <<q " é assimétrica e transitiva. 

Prova. 

1. Assimetria: se y «, x e x «, y, então q(x, y) = q(y, x) = O, ou seja x = y. 

2. Transitividade: se x «, y e y «, z, temos do lema 2.2.1 y 5, z; em seguida, 

aplicando o lema 2.2.2, se conclui que x «, z. i 

Exemplo 2.2.4. Sejam y <<, x e x «, y então y t $(x) e x E $O>). Considere agora 

a quase-métrica do exemplo 2.1.2: temos, simultaneamente, para E > O szlficientemente 



pequeno, f ( y )  < f ( x )  + E e f ( x )  < f (y) + E, logo f ( x )  = f (y). Conjirmamos assim a 
,, assimetria da relação " <<, . 

Lema 2.2.3. Se x «, y então x I, y. 

Prova. Se x <<, y, (iv), da Definição 2.2.2, implica em x t I?&) c K,(y), utilizando 

( i )  da Definição 2.2.2, conclui-se que x I, y. i 

Lema 2.2.4. Se x <<, y então x <<, y. 

Prova. Seja x <<, y, por (iii), da Definição 2.2.2, tem-se que x E I?&), então existe 

B+(x, 6)  C K,(y). Por outro lado, B,(x, 6)  = B+(x, 6)  n B-(x, 6 )  c K,(y). Consequente- 

mente, x E I?,(Y) e por (iv) conclui-se que x <<, y. i 

Lema 2.2.5. Se x <<, y e y i, z entlío x «, z. 

Teorema 2.2.2. A relação binária " <<, " é assimétrica e transitiva. 

Definição 2.2.3. [5] Seja A um subconjunto do espaço ( X ,  q )  

minA = ( I E A  : A n  K,(x) = (?)) (2.4) 

p minA = {I E A : clq [Q Kq(x)) n K,($ = {i)) 

Os pontos de min A, w rninA e p min A são chamados pontos mínimos, mínimos fracos 

e mínimos puros respectivamente. Na expressão deste último, o fecho é determinado pela 

quase-métrica q, segundo a definição 2.1.9. 

Exemplo 2.2.5. Considerando a quase-métrica do exemplo 2.1 .l, seja I = [a,  b] C R um 

intervalo em R. Assim, min I = (X E [a, b] : [a, b] n Kq(?) = {I)], onde 

Portanto I n Kq($ = [a, b] n ( - a ,  Y] = [a,x] , V? E [a, b] ,  e [a, b] n (-m, Y] = {Z) se 
- 
x = a. 



Exemplo 2.2.6. Seja q(x, y) a quase-métrica do exemplo 2.1.2, A = [I,  21 x [I, 21, X = Kt2 

e f (x, y) = x - y. Com estes dados, obtemos 

minA = ((?,L) E A : A n Kq@,y) = {(x,L))], 

onde 

E fácil ver que A n Kq((x, y3 equivale à desigualdade em R" x 5 y + ((x - 3 ,  que determina 

a única interseção = 1 e 7 = 2, como mostra a$gura 2.6. 

Figura 2.6: O ponto min A. 

Os 3 lemas a seguir caracterizam os pontos minA, w minA e p minA do conjunto 

A C X. Suas demonstrações são similares, por isto apresentaremos apenas a do primeiro. 

Lema 2.2.6. [5] Seja A um subconjunto do espaço ( X ,  q). Então T E min A se e somente 

se 

(i)  ? E A; 

(ii) y E A ,  y Iq jC * y = ?. 



Prova. Seja X E min A, da definição, em (2.4), tem-se que A n K q O  = {X}. Em adição, 

y E A, y Iq X, conseqüentemente y E A n Kq(X) = {X). Portanto y = X. 

Agora, y E A e y I, X. Temos y E A n K q O .  Vale ainda y = ? , Vy E A, de que se 

conclui que Z E A n Kq(7) = {Z). i 

Lema 2.2.7. [5] Seja A um subconjunto do espaço (X, q). Então X E w min A se e somente 

se 

(i) 7 E A; 

Lema 2.2.8. [5] Seja A um subconjunto do espaço (X, q). Então ? E p min A se e somente 

se 

(i) X E A; 

Analogamente aos conceitos apresentados de mínimo de subconjuntos, define-se 

também, no espaço quase-métrico conjugado, o máximo de subconjuntos. 

Definição 2.2.4. [5] Seja (X, q) um espaço quase-métrico, (X, q*) o espaço quase-métrico 

conjugado e A c X. Dejininzos 

onde o conjunto Ki(y) é dado por 

Os pontos de maxA, wmaxA e pmaxA são chamados pontos máximos, máximos 

fracos e máximos puro, respectivamente. 



Exemplo 2.2.7. Seja A = { ( x ,  y) E R2 : x2 + y2 5 1) e tomando a quase-métrica do 

exemplo 2.1.3, então minA = ((x, y) E IR2 : x2 + y2 = 1, x I O, y I O). Os pontos 

mínimos estão na fronteira do terceiro quadrante. Reciprocamente os pontos de máximo 

max A = ( (x ,  y) E IR2 : x2 + y2 = 1, x 2 0 ,  y 2 O] se encontram na fronteira do quadrante 

positivo como é mostrado najgura 2.7. 

Figura 2.7: Pontos mínimos e máximos do conjunto A sobre o espaço quase-métrico 

(R2, 4). 

Exemplo 2.2.8. Seja A o conjtmto mostrado na jigtlra 2.8. Considere a quase-métrica 

do exemplo 2.1.3. Apresentamos no grájco os pontos minimosfracos e máximos fracos. 

A linha pontilhada do conjzmto A representa os pontos mínimo fracos e a linha cheia os 

pontos de máximo fracos. 

A seguir apresentamos os conceitos de ínfimo, determinados pela topologia superior 

do espaço (X,  q).  

Definição 2.2.5. [5] Seja A um subconjunto do espaço (X,  q). 

( i)  inf A := min cl,A (o  ínjnzo de A); 



Figura 2.8: Pontos mínimos e máximos do conjunto A sobre o espaço quase-métrico 

(R* q) 

(ii) w inf A := w min cl,A (o  ínJmo fraco de A); 

(iii) sup A := max cl,*A ( o  supremo de A); 

(iv) w sup A : = w max cl,=A ( o  supremo fraco de A). 

A seguir denotam-se os seguintes conjuntos: 

Lema 2.2.9. [5] K,(y) n K;(y) = {y) .  

Prova. Seja x E K&) n Ki(y),  segue que q(x, y) = q(y, x) = 0, então x = y E (y). 

Portanto x E {y} .  Por outro lado, seja x E (y), segue que x = y, então x E K,(y) n K;(y). si 

O lema 2.2.10 apresentado por Shao-Bai et al. em [5], considera verdadeira a seguinte 

relação K,(A) n Ki(A)  = A. Entretanto, a referida relação não é verdadeira em geral, 

como mostra o exemplo abaixo. Ainda assim o teorema 2.2.3, também apresentado em 

[5], continua válido, como provamos a seguir. 

Lema 2.2.10. K,(A) n K;(A) 3 A. 



Prova. Dado A, pela definição de Kq(A), pode-se afirmar que A c Kq(A). Do mesmo 

modo A c K,*(A), então A c Kq(A) n K,*(A). i 

A recíproca não é necessariamente verdadeira. De fato, de y E Kq(A) í l  K,*(A) não se 

pode afirmar em geral que existe x E A tal que y E Kq(x) e y E K,*(x), como é mostrado 

na figura 2.9. Utilizando a quase-métrica q(x, y) do exemplo 2.1.3, seja y = (0.9, -0.9) E 

Kq(A) n KG(A). Vemos que existe x = (1,O) E A tal que q(y, x) = O e também existe um 

z = (0, -1) E A tal que q(z, y) = O. Portanto y E Kq(x) n K$) C K7(A) n K;(A) no entanto 

Figura 2.9: Kq(A) n K:(A) @ A. 

Os teoremas a seguir mostram as relaqões que existem entre os pontos extremos de 

um conjunto A c X e seu conjunto Kq(A). 

Teorema 2.2.3. [5] Seja A um subconjunto do espaço ( X ,  q). Então min A = min K,"(A). 

Prova. 

min A c rnin K," (A): 

Seja ? E minA, da definição, em (2.4), tem-se ? E A , A n Kq(T) = (Z} e pelo lema 

2.2.10 tem-se que ? E A c K,*(A), então F E K,*(A) n K,(x). 



Agora deve-se provar que E é o único elemento de K,*(A) n K,O.  Seja u E K,*(A) n 

K q O ,  então existe c E A,  tal que u E Ki(c) e u E K,(E), assim tem-se que q(c, u )  = 

o A q(u,x) = o. 

Por outro lado, q(c, x) I q(c, u)  + q(u, x) = O ,  o que implica q(c, E) = 0 ,  isto é, 

c E K q O .  Daí, c E A n K,($ = (X) 3 c = E + u = E. Isto implica que 

K,*(A) n K q O  = (E}. Portanto E E min. Ki(A). 

(ii) min K,* (A)  c min A: 

Se Z E min K; (A) ,  então E E Ki(A)  , K,*(A) n K,(Z) = (E). Como X E K,"(A), então 

existe c E A c K,*(A) tal que E E K,*(c), c I, E. Assim c E K,"(A) n K,(x) = (E]. 

Portanto E E A e A n K q O  = { X ) .  i 

Analogamente se tem o seguinte teorema. 

Teorema 2.2.4. [5] Seja A um subconjunto do espaço (X, q). Então maxA = max K,(A). 

Lema 2.2.11. [5] Seja q a quase-métrica do espaço linear X ,  com a seguinte propriedade 

de invariança, q(x+z, y+z) = q(x, y), Vx ,  y, z E X .  Então x+Kq(Y) = Kq(x+y), Vx ,  Y E X .  

Prova. Para qualquer u E x + K,(Y), tem-se que u I, x + y. Com isso temos u E 

K,(x + y). Agora, para qualquer u E K,(x + y), temos u 4, x + y, o que prova que 

. u E x +  KqCy). i 

2.3 Cone em um Espaço Linear Quase-Normado 

O cone é um conceito matemático importante, usado na análise não linear, otimização e 

teoria de controle. 

Definição 2.3.1. [5] Um cone K em um espaço linear quase-normado X é um subconjunto 

não vazio de X tal que: 

(i)  K é convexo e fechado, 

(ii) Se x E K e R I O - Ax E K; 

(iii) Se x E K e -x E K, então x = 0. 



Um cone K c X induz uma ordem parcial á~ em X da seguinte maneira: 

Por outro lado, seja (X, P,) um espaço quase-normado, a ordem parcial S p  em X 

induzida por P, é definida como: 

A seguir, demonstra-se a relação que se tem entre uma quase-norma e um cone. 

Teorema 2.3.1. [5] Sejam (X, P,) um espaço quase-normado e K = (x E X : P,(x) = O] 

um cone, então 

(i) K é não vazio, convexo e P,-fechado; 

(ii) Se x E K e R 2 0, então R x E K; 

(iii) Se x E K e -x E K, então x = 0, 

onde K é P,-fechado, o que signijca que, se xn E K, x E X e P,(x - x,) -+ O * x E K. 

Prova. 

(i) Como P,(O) = 0, então K é um conjunto não vazio. Se x, y E K e R E [O, 11, então 

P,(R.x+(l-R).y) < R.P,(x)+(l-R)-P,(y) = O e R . x + ( l - R ) . ~ E  K.Portanto 

K é um conjunto convexo não vazio. 

Seja {x,,),,~ uma seqüência em K e seja x E X tal que P,(x - x,) - 0, então 

x - x, E K. Logo, como Pq(x) ã P,(x,) + P,(x - x,) = P,(x - x,), então P,(x) = 0. 

Portanto x E K. Isto prova que K é P,-fechado; 

(ii) Seja x E K e R 2 0, tem-se Pq(R - x) = R . Pq(x) = 0, concluindo que R . x E K; 

(iii) Se x E K e -x E K, isto é P,(x) = Pq(-x) = O * x = 0. i 

Pode-se ver que as relações de ordem induzidas pela quase-norma e o cone são equiva- 

lentes. 

~ _ < ~ y ~ P ~ ( x - y ) = O @ x - y ~ K ~ x < ~ y  



Lema 2.3.1. [5] Seja (X ,  P,) um espaço quase-normado, então qualquer intervalo orde- 

nado 

[a, b] = ( x  E x : a I ,  x I ,  b ]  

é limitado em (X, PS). 

Prova. Se x E [a, b], é claro que P,(a - x)  = O e P,(x - b) = O. Logo 

P, ( x )  I P,(x - b)  + P,(b) = P, (b)  e 

Isto implica que o intervalo [a, b] é limitado em (X, P,). i 

Proposição 2.3.1. [5] Seja ( X ,  P,) um espaço quase-normado. Se XI, I ,  z n  I ,  yn> Pq(x - 

x,,) 4 O e P,(y, - x)  4 O então PS(zn - x)  4 0. 

Prova. Dadas as desigualdades x, I ,  z, I ,  y, tem-se que P,(x, - z,) = O e Pq(zn - 

Y,) = o. 
Assim 

Como P,(x - x,) + 0, então P,(x - 2,) + O. Analogamente, 

Como Pq(yn - x)  -;r 0, vem Pq(zn - x)  O. Consequentemente, PS(zn - x)  4 0. 

Corolário 2.3.1. [5] Se x, 5, z, I ,  y,, PS(x,, - x)  + O e Ps(yn - x)  + 0, então 

PS ( 2 ,  - x)  + o. 

Teorema 2.3.2. [5] Seja (X, P,) um espaço quase-normado. Então 

(ii) O 5, x I ,  y + PS(x)  I PS(y). 

Prova. 



(i) Se x 5, y, isto é, Pq(x - y) = O * Pq(x) I Pq(x - y) + Pq(y) = Pq(y). Portanto 

P q ( 4  I Pq(y); 

(ii) Se O I, x I, y, então Pq(x - y) = O A Pq(O - x) = O. Além disso 

Pq(x> I Pq(x - y) + P q b )  I Ps(y) e Pq(-x) 5 Pq(O - x) + Pq(0) 5 Ps(y), de onde se 

conclui que Ps(x) I Ps(y). i 



Capítulo 3 

PONTO FIXO 

Neste capítulo introduzimos um conceito de limite. Baseado neste conceito de limite, 

damos um aporte caracterizando os conceitos propostos no Capítulo 1 mediante limite 

de seqüências. Ademais estabelecemos condições necessárias e suficientes de completi- 

tude superior e inferior em espaços quase-métricos e apresentamos conceitos de pontos 

fixos direito e esquerdo de um mapeamento contração superior e inferior. Finalmente 

apresentamos um problema de otirnização definido em espaços quase-métricos. 

3.1 Completitude Superior e Mapeamento Contrativo 

Superior 

Dado que um espaço quase-métrico é um espaço topológico To, o limite de uma seqüência 

não é em geral único. Devido a isto, visando obter uma estrutura mais regular, Shaobai et 

al. em [12] apresentam um conceito de limite com unicidade. 

Definição 3.1.1. Seja (X, q) um espaço quase-métrico. Uma seqüência (x,),,~ no espaço 

(X, q) é convergente superior a um ponto T E X se: 

(i) lim q(x, , Z) = 0; 
IZ+W 

(ii) dado y E X tal que lim q(x,, y) = 0, então q(Z, y) = 0. 
n-)w 

O ponto ? é chamado limite superior da seqüência, denotado por: 

lim x, = T. 
n+ w 

Analogamente, temos: 



Definição 3.1.2. Seja (X, q )  um espaço quase-métrico. Uma sequência (x,),,~ é conver- 

gente inferior a um ponto Y E X se: 

(i) lirn q(x, x,) = 0 ;  
n-tw 

(ii) y E X ,  lirn q(y , x,) = O então q(y, x) = 0. 
n+m 

O ponto ? é chamado limite inferior d a  sequência, denotado por: 

lirn x,, = Y. - 
n+w 

Definição 3.1.3. A seqüência (x,),,~ é biconvergente se existe um ponto 2 E X tal que: 

lim q(xn , x) = lirn q(?, x,). 
n+m n+w 

O ponto ? é chamado bilimite da sequência denotada por: 

Exemplo 3.1.1. Seja (x,) = (1 /n)  a sequência de pontos no espaço quase-métrico (R ,  q), 

considerando a quase-métrica do exemplo 2.1.1, q(x, y) = max(x - y, O )  

Temos q(0,l  / n )  = max{O- l / n ,  0 )  * O, (n + oo). Para y E R tal que y < O tem-se que 

q(y, l l n )  = max{y - l / n ,  O} + O, (n  + oo). Além disso q(y, O )  = O. Portanto lim x, = 0. 
n-m 

Por outro lado q ( l /n ,  O )  = max{l /n - 0,O) + O, ( n  + co). Para y E R tal que y > O 

tem-se que q(l /n ,  y) = max{l /n  - y, O ]  + O, (n  + oo). Além disso, q(0, y) = O. Portanto 

lirn x ,  = 0. - 
n-t w 

Exemplo 3.1.2. Seja (x,) = (n)  a sequência de pontos no espaço quase-métrico (R ,  q), 

considerando a quase-métrica do exemplo 2.1.1, q(x, y) = max(x - y, O )  

Temos q(0, n)  = max{O - n, O )  + O, (n  + oo). Para y E R tal que y > O tem-se que 

q(y, n) = max{y - n, O )  + O, ( n  + oo). Além disso, q(0,y) = O. Portanto, Q x, = 0. 
n+m 

Por outro lado q(n, O )  = max(n-0,O) + oo, (n + co). Portanto (x,) não é convergente 

A proposição 3.1.1 caracteriza uma função semicontínua inferior segundo a definição 

2.1.10 mediante o limite de seqüências superiores no espaço (X, q). 

Proposição 3.1.1. Seja f : ( X ,  q) + R. f é sci em a E X se, e somente se, para toda 
- 

sequência ( x , ) , ~ ~  tal que lirn,,, x, = a e para todo E > O tem-se f (a)  - f (x,,) < €para n 

suficientemente grande. 



- 
Prova. Sejam f uma função sci em a E X e (x,) uma sequência tal que lim,,, xn = a. 

Seja E > O. Por hipótese, existe 6 > O tal que q(x, a) < 6 implica f (a)  - f ( x )  < E. E existe 

no E N tal que q(x,, a )  < 6 para n 2 no. Portanto, f (a )  - f (x,) < E para n 2 no. 

Provamos agora a recíproca. Suponha que f não é sci em a, então existe E > O tal que 

para cada n E N pode-se obter x, E X com q(x,, a)  < l l n  e f (a)  - f (x,) 2 E. Isto nos dá 
- 

uma sequência (x,) e m  X com lirn,,, x, = a sem que f (a )  - f(x,) < E.  Portanto, f tem 

que ser sci em a E X .  

Devido à assimetria do espaço, há duas categorias de seqüências de Cauchy. 

Definição 3.1.4. [4] A seqüência (x,), ,~ é uma sequência de Cauchy superior, se 

( i )  ( x , ) , ~ ~  é limitada superiormente; 

(ii) para qualquer E > 0, existe no E N tal que q(x,, x,) < E, Vm 2 n 2 no. 

Definição 3.1.5. [4] A seqiiência (x,),,~ é uma sequência de Cauchy inferior, se 

(i)  ( x , ) , ~ ~  é limitada inferiormente; 

(ii) para qualquer E > 0, existe no E N tal que q(x,, x,) < E, Vm 2 n 2 no. 

A seqüência é uma sequência de Cauchy em ( X ,  qs) se e somente se (x,) , ,~ for 

uma seqüência de Cauchy superior e inferior em ( X ,  q). 

Exemplo 3.1.3. Seja (x,) a sequência dada no exemplo 3.1.1. Vemos que a sequência é 

limitada superiormente e limitada inferiormente. Seja E > O. Então q(x,, x,) = max{x,, - 

x,, O )  = max( l /n  - 1 /m,  O )  < E, para m, n sujcientemente grandes. Assim (x,) é uma 

sequência de Cauchy superior: Por outro lado, q(xm, x,,) = max(x, - x,, O )  = max{l /m - 

l /n,O) = O < E para m 2 n arbitrários. Portanto (x,) é uma sequência de Cauchy 

inferior: 

Exemplo 3.1.4. Seja (x,) a sequência dada no exemplo 3.1.2. Vemos que é limitada 

inferiormente. Então q(xm, x,,) = max{x,, - x,, O )  = max{m - n, O )  > 112, para m > n 

szlJicientemente grandes. Assim (x,) não é uma sequência de Cauchy inferior: 

Definição 3.1.6. [4] Um espaço quase-métrico (X, q)  é completo superior (inferior) se 

qualquer sequência de Cauchy superior (inferior) em X é convergente superior (inferior). 



Definição 3.1.7. [4] Um espaço quase-métrico (X,  q )  é chamado espago bicompleto se é 

completo superior e completo inferior: 

Diz-se que o espaço quase-métrico (X, q) é bicompleto, se o espaço métrico (X,  qS )  é 

completo. 

Os teoremas a seguir são uma extensão para espaços quase-métricos do teorema 18 

proposto em Lages [9], pag. 189 sobre completitude de um espaço métrico. Em nosso 

contexto, trata-se de espaço quase-métrico completo superior e completo inferior. 

Teorema 3.1.1. [4] Um espaço quase-métrico (X,  q )  é completo superior se, e somente 

se, para qualquer seqüência decrescente 5 3 3 T) . . . > E 3 . . . de bolas 
M M -- - - 

fechadas e não vazias no espaço, existe n E n tal que x 5, y , Vy E E ,  onde 

- n= 1 n=l 

Bn = {y E X : q(xn,y) 5 r,) e r, + O (n  + +m). 

Prova. 

*) Suponha que (X ,  q )  é um espaço quase-métrico completo superior. Seja (xn),,N uma 

sequência gerada pelos centros da família de bolas fechadas decrescentes (E : n E 

N), então (x,),,~ é limitada superiormente. 
- - 

Dado x,, E B, c B,, para m 2 n, tem-se que q(xn, x,) < r, e r, + O, ( n  + m), 

isto mostra que a sequência ( x ~ ) ~ ~ ~  é Cauchy superior. Portanto existe x E X tal que 

q(xn, x)  + O ,  (n + w). 

Como 

q(xn, X )  5 q(xn, xm) + q(xm, x )  I rn + q(xrn, x )  E N, 

fazendo m + co, tem-se que 

isto é, x E n, Além disso, Vy E n E ,  tem-se 

De (**), tem-se lim q(xn, y) = O e como a sequência é convergente superior, temos 
n++m 

m 

que q(x, y) = O o que equivale a x 5, y , Vy E r) x. 
n= 1 



e) Seja (x,,),~~J uma sequência de Cauchy superior arbitrária no espaço. Afirmamos 

que existe uma subseqüência (x,,)~,~ de (x,), hpJ tal que q(x,,, x,) < 1 /2k para todo 

rn 2 nk (k L 1). Constrói-se a seqüência (xnk)kEPd por indução da seguinte forma: 

(i) para €1 = 112, obtém-se nl E N tal que q(x,, , x,) < 112, m 2 nl ; 

(ii) assuma que x(,,), x(,,), . . . , x(,,) tenham sido construídos. 

Logo, para ek+l = 1 /2'+', obtém-se nL+l E N tal que q(x,;+,, x,) < 1 /2"l para m > 
Escolhendo um subíndice nk+l tal que nk+l L nk, tem-se q(x,,+, , x,) < 

1 /zk+l, para rn 2 como desejamos. 

Assim, acabamos de justificar a existência de ( x ~ , ) ~ ? ~ .  Definamos Fk+, = {X E 

X; q(x,,+, , x) F 1 /2k) para k 2 1. 

Além disso, Vy E 3k+l ,  tem-se que q(x,,+, , y) 5 1 /2k. Usando a desigualdade 

triangular e a propriedade (ii), obtém-se 

Isto implica que y E z k .  

Portanto [Zk+,; k 2 1) é uma seqüência decrescente de bolas fechadas cujos raios 
w w 

tendem para 0. Por hipótese, existe x E n tal que x 5, y , Vy E n. 

Agora, deve-se provar que x é um limite superior de (x,),,~. 

Com efeito, dado que (x,),,~ é Cauchy superior, para qualquer E > 0, existe no E N 

tal que q(xn, x,) < €12 , m 2 n 2 no. Logo, tomando ko 2 1 com nk, > no, tem-se 

Fazendo k + +m, pela desigualdade (3. I), tem-se q(xn, x )  < E isto é lim q(x,,, x) = 
n-t w 

0. 

Por outro lado, se existir y E X, tal que lim q(x,,y) = 0, tem-se 
n+m 

Fazendo rn 4 +a, pela desigualdade (3.2), obtém-se q(x,,,y) < 2k-'. Isto mostra 
w 

que y E n g. Por hipótese, tem-se que x 5, y o q(x, y) = O. Portanto, x é um 
k= 1 

limite superior da sequência (x,),,~. 



Teorema 3.1.2. [4] Um espaço quase-métrico (X, q)  é completo inferior se, e somente 

se, para qualquer seqüência decrescente 2 B:! 3 3 . . . 1 B, 3 . . . de bolas 
M 

fechadas e não vazias no espaço, existe x t n E tal que y 5, x , Vy E E, onde 

As definições a seguir são uma extensão a espaços quase-métricos do conceito de 

mapemaento contractivo sobre um espaço métrico. No contexto de espaço quase-métrico, 

em [4] se propõe as definições de mapeamento contrativo superior e mapeamento contra- 

tivo inferior. 

Uefif-'.aiçãs 3.1.8. Sejax (X, q)  e ((,V q') dois espaçm quase=mhicos. Um rnapeamentc 

f : X -+ Y é chamado contrativo sz~perioi; se VE > 0, existem 6 > O e um ponto z E X 

tal que: 

Analogamente, definimos 

Definição 3.1.9. Sejam (X, q)  e (Y,  q') dois espaços quase-métricos. Um mapeamento 

f : X -+ Y é chamado contrativo inferioi; se VE > 0, existem 6 > O e um ponto z E X tal 

que: 

Observação 3.1.1. Se f : X + X é contrativo superior e inferior em (X, q)  então f é 

contrativo no espaço (X, qS). 

3.2 Teorema de Ponto Fixo 

Devido à assimetria da quase-métrica, torna-se necessário conceituar pontos fixos es- 

querdo e direito. 

Definição 3.2.1. 141 Sejam (X, q) um espaço quase-métrico e f : X -+ X. Um ponto 

x* E X é chamado ponto Juco esquerdo (direito) de f, se 



Observagão 3.2.1. Se (X,  q )  é um espaço quase-métrico T i ,  um ponto f i o  direito de f é 

um ponto jixo esqz~erdo; e vice-versa. De fato, seja x* um ponto fixo direito de f entiio 

q ( f  (x*),  x*) = O e como ( X ,  q )  é um espaço quase-métrico T i  tem-se que f (x*)  = x* e pela 

propriedade da quase-métrica Ti tem-se que q(x*, f (x*))  = O. Portanto, x* é um ponto 

jixo esquerdo de f .  

Elon Lages em [9], apresenta um teorema de Banach sobre pontos fixos de contrações 

em espaços métricos, o seguinte teorema é a extensão aos espaços quase-métricos. 

Teorema 3.2.1. [4] Seja (X,  q )  um espaço completo superior e f : X -+ X. Se f é um 

mapeamento contrativo superior e existe xo E X tal que: 

(i)  { fn(~o))nsN é limitada superiormente; 

(ii) para qualquer E > 0, existe n = n(e, xo) E N tal que q(fn(xo), fn+1 (xo))  < E. 

Entiío f tem um ponto fixo esquerdo. 

Prova. Pela definição 3.1.8, tem-se que VE > 0 ,  existem 6 > O e um ponto z E X tais 

que: 

(a) ( fn(xo)), ,~ é uma seqüência Cauchy superior. 

Com efeito, sejam E > O e S > O como em (3.3). Então existe n = n ( ~ ,  xo) E N tal 

que 

q(fn(xo>, f n + i ( ~ o ) >  < 6. (3.4) 

Prova-se por indução que q(fn+1 (xo), fn+k+l ( ~ 0 ) )  < E , Vk E N. 

Agora suponha que 

q(fn+l(~o>, fn+k+l(x0)) < E. 

Logo por (3.4), (3.5) e dado que f é contrativo superior tem-se que 

q(fn+i(xo), fn+k+i+~(xo)> < E. Provaremos que 



Portanto, a sequência (fn(xo)) é Cauchy superior. 

(b) f tem ponto fixo esquerdo. 

Com efeito, sejam E > O e 6 > O ainda como em (3.3). Pela completitude superior 

de X, existe x* E X tal que 
- 
lim fn(xO) = x*. 
n+m 

Assim, existe no E N tal que q(fn(xo), x*) < E , n 2 no por ( i )  da Definição 3.1 .l. 

Além disso, q(fn(xo), fn(xo)) < 6, e usando o fato de f ser contrativo superior, tem- 

se q ( f n + l ( ~ o ) ,  f (x*))  < E,  para todo n 2 no. Assim a seqüência ( fn(xO))  é convergente 

superior a f (x*),  então pela parte (ii) da definição 3.1.1 segue que q(x*, f (x*)) = 0. 

Portanto, x* é um ponto fixo esquerdo de f .  i 

Similarmente, podemos mostrar que: 

Teorema 3.2.2. [4] Seja ( X ,  q )  um espaço quase-métrico completo inferiol; f : X - X. 

Se f é um mapeamento contrativo inferior e existe xo E X tal que: 

(i)  { J C ~ ~ ( X ~ ) ] , ~ ~ ~  é limitada inferiormente; 

(ii) Para qualquer E > 0, existe n = n ( ~ ,  xo) E N tal que q(f ,+l(xo),  fn(xo)) < E. 

Entiío f tem um ponto 8x0 direito. 

3.3 Um Problema de Otimização no Espaço Quase- 

Me tsico 

Em [5] ,  Chen et al. apresenta um problema de otimização sobre um espaço quase-métrico 

(X, q).  Seja f : Z + X uma função definida em um espaço linear Z com valores em um 



espaço quase-métrico X. Define-se o seguinte problema de otimização 

Min f ( z )  

Z E  M c Z .  

A seguir propõem-se os conceitos de função semicontínua inferior e superior f : M + 

X definida em um espaço métrico M com valores em um espaço quase-métrico X. Deve- 

mos evidenciar ainda que, as definições 3.3.1 e 3.3.2 são apresentadas a maneira de aporte 

dado que não foi encontrado na literatura, assim como lema 3.3.1, que mostra a relação 

entre as definições acima citadas e a definição de função contínua em espaços métricos. 

Definiqão 3.3.1, Sejam (M,  d )  um espaço métrico e ( X ,  q) um espaço quase-métrico, a 

função f : M + X é sernicontínua inferior enz a E M se VE > O existe um 6 > O tal que 

d(z, a)  < 6 implica q( f (a) ,  f (2))  < E. 

Definição 3.3.2. Sejam (M, d )  um espaço métrico e (X,  q)  um espaço quase-métrico, a 

função f : M + X é senzicontínt~a superior enz a E M se V E  > O existe um 6 > O tal que 

d(z, a)  < 6 implica q( f ( z ) ,  f (a ) )  < E. 

Lema 3.3.1. f : M + X é contínua em a E M sobre o espaço métrico (X ,  qS )  se, e 

somente se, f é scs e sci em a E M. 

Prova. Seja f contínua em a E M, então VE > O existe 6 > O tal que d(a, z )  < 6 

implica q J ( f  (a) ,  f ( z ) )  < E. Assim como q"(f (a),  f (2))  = maxIq(f (a) ,  f (211, q ( f  (z), f (a ) ) )  

então q ( f  (a) ,  f (z) )  < E e q( f  (z ) ,  f (a ) )  < E. Portanto f é sci e scs em a E M.  

Mostremos agora a recíproca. Com efeito, seja E > O. Como f é sci em a E M ,  então 

existe um 6,  > O tal que d(z, a )  < 61 implica q( f  (a) ,  f (2))  < E. Além disso, como f é 

scs em a E M existe um 62 > 0 tal que d(z, a )  < 62 implica q( f  (z), f (a ) )  < E. Tomemos 

6 = min(SI, 64 ,  então d(z, a )  < 6 implica q"(f (a),  f (2)) < E. Portanto f é contínua em 

 EM. i 

Apresentamos a seguir um teorema de existência de solução para o problema de 

otimização (3.7). 

Teorema 3.3.1. [4] Seja Z um espaço métrico, A c Z um conjunto compacto, ( X ,  q )  um 

espaço quase-métrico e f : A + X um nzapeanzento sernicorztín~io inferior; então o inf f 

é atingido. 



Mostramos primeiro algumas proposições que serão usadas na demonstração do teo- 

rema (3.3.1). A seguinte proposição caracteriza um q-ponto aderente por sequências con- 

vergentes superiores. 

Proposição 3.3.1. Seja A um subconjunto do espaço (X, q). Um ponto a E clqA em X se, 

e somente se, a é limite superior de uma seqüência de pontos x, E A. 

Prova: 

*) Se a E clqA então Vn 2 1 pode-se obter um ponto x, E B+(a, l l n )  n A. Isto gera 

uma seqüência de pontos x, E A com q(x,, a )  < l l n ,  então lim q(x,,, a )  = 0. 
n+m 

Seja y E A, com lim q(x,,y) = O então x, E B+ (y, E) .  Como a f x, para todo n 2 1, 
n+ca 

da definição de quase-métrica temos que q(a, x,) = O e q(x,, a) # O. Aplicando a 

desigualdade triangular q(a, y) 5 q(a, x,) + q(x,, y) .  Daí que, q(a, y) < E para todo 

E > 0 ,  isto implica q(a, y) = 0. 

- 
e) Se limx, = a, com x, E A, então V E  > O existe no E N tal que q(a, x,) < E para 

n-m 

n > no. Portanto a E clqA. i 

A seguinte proposição caracteriza um q-ponto de acumulação por sequências conver- 

gentes superiores. 

Proposição 3.3.2. Seja A um subconjunto do espaço ( X ,  q). Um ponto a E Ai  em X se, e 

somente se, a é limite superior de uma seqüência de pontos distintos x, E A. 

A seguinte proposição caracteriza uma função semicontínua inferior por sequências 

convergentes inferiores. 

Proposição 3.3.3. Seja f : M + X é senzicontínun inferior em n E M se, e somente se, 

z, -+ a em M implica q( f (a),  f (z,,)) + 0. 

Prova: 

*) Seja f sci em a E M. Suponha que z, + a e seja E > O. Como f é sci em a, 

existe 6 > O tal que d(z, a)  < 6 implica q ( f  (a), f (2))  < E. 

A partir de 6 obtem-se no E N tal que n > no implica d(z,, a) < S * q( f  (a),  f (2,)) < 

E para n > no. Isto implica que q(f  (a),  f (2,)) + O, ( n  -;r m). 



e) Suponha-se que f não é sci em a, então existe E > O tal que para cada n 2 1, 

pode-se obter z, E M com d(z,, a) < l /n  e q(f (a), f (z,)) 2 E. Isto nos dá uma 

sequência (z,) em M, com z, -+ a sem que f (2,) convirja para f (a). i 

Prova do teorema (3.3.1). Seja 7 E min cl, f (A), da definição, em (2.4), tem-se 7 E 

clqf(A) e clqf (A) íi K,($ = (7), como 2 E clqf (A),  pela proposição (3.3.1) existe uma 

sequência (z,) de pontos de A tal que 

Logo como A é um conjunto compacto, existe uma subseqüência (z,,) de (2,) tal que 

z,, + z E A, (i 4 +m). Assim como f é semicontínua inferior, pela proposição (3.3.3) 

temos que 

q(f (z), f (zni>> + 0, (i -+ +m>. 

Por outro lado, como q(f (z ) ,  F) 5 q(f (z), f (z,,)) + q(f (zni), x> então q(f (z), 7) = O. Isto 

mostra que f (z) E K q O .  Portanto f (z) = 7. 



Capítulo 4 

FUNÇÃO SEMILIPSCHITZ 

Neste capítulo se dota de uma estrutura de espaço quase-métrico bicompleto ao conjunto 

das funções semilipschitz definidas sobre um espaço quase-métrico, que se anulam em um 

ponto fixo. Fornece-se também uma caracterização para os pontos de melhor aproximação 

sobre espaços quase-métricos. Isto generaliza aos conceitos propostos em [13], que car- 

acteriza os pontos de melhor aproximação em espaços métricos lineares. 

4.1 Função Semilipschitz 

Definição 4.1.1. [10] A função f : X -+ R definida no espaço quase-métrico ( X ,  q) é 

chamada semilipschitz, se existe k  2 O tal que f (x) - f (y) < k  . q(x, y) , Vx, y E X. 

O seguinte lema mostra que toda função semilipschitz satisfaz a definição 2.1.10 de 

semicontinuidade inferior. 

Lema 4.1.1. [14] Todafimção sernilipschitz é senzicontínua inferiol: 

Prova. Seja f semilipschitz então f (x )  - f (y) 5 k  q(x, y) , Vx, y E X para algum 

k  2 0. Se E > O e q(x, y) < ~ / k  tem-se f ( x )  - f (y) < E , VX, y E X. Segundo a definição 

2.1.10 concluí-se que f é semicontínua inferior em X. i 

Definição 4.1.2. [10] A função f : X + R definida no espaço qt~ase-métrico (X, q) é 

chamada <,-crescente se f ( x )  5 f (y) sempre que q(x, y) = 0. 

O lema a seguir mostra que toda função semilipschitz satisfaz a definição 4.1.2. 

Lema 4.1.2. [14] Cadafcmção semilipschitz em (X, q) é <,-crescente e vice-versa. 



Prova. Seja f semilipschitz, isto é, f (x) - f (y) I k q(x, y) , Vx, y E X. Logo 

f (x) I f (y) , Vx, y E X tal que q(x, y) = O. Portanto f é <,-crescente. 

Agora provamos a recíproca. Se f é <,-crescente então f (x) I f (y) , Vx, y E X tal 

que q(x, y) = O. Conseqüentemente f (x) - f (y) I q(x, y) , Vx, y E X. i 

A seguir mostra-se que toda função sernilipschitz definida em (X, q) é lipschitz no 

espaço (X, qS). 

Lema 4.1.3. Se f é semilipschitz no espaGo quase-métrico (X, q), então f é Lipschitz no 

espaço métrico (X, qS). 

Prova. Se f é sernilipschitz então f (x) - f (y) I k . q(x, y) , Vx, y E X. Como qs(x, y) = 

max{q(x, y), q(y, x)) tem-se f (x) - f ('y) I k qs(x, y) , Vx, y E X. Portanto, f é Lipschitz 

em (X, qS). i 

Denotemos por o conjunto de todas as funções I, crescentes: 

Corolário 4.1.1. [14/ Se para cada f ,  g E R; e 1 E R+ define-se f + g e 1 - f da maneira 

usual então (R;_, +, .) é um cone. 

Prova. 

(i) Seja f E então f (x) I f (y) , Vx, y E X tais que q(x, y) = O. Assim, para 1 > 0, 

1 - f (x) 5 1 . f (y), VX, y E X tais que q(x, y) = 0. Portanto A .  f E 

(ii) Sejam f ,  g E significa que f(x) 5 f(y) e g(x) I g(y), Vx, y E X tais que 

q(x, Y) = O. Daí temos que f (x) + g(x) 5 f(y) + g(y), vx, y E X tais que q(x, y) = 0. 

Portanto f + g E R:_. i 

Dado um espaço quase-métrico (X, q) e um ponto fixo xo E X, segundo 1141, define-se o 

conjunto: 

O conjunto SLo(q) é exatamente o conjunto de todas as funcões semilipschitz que se 

anulam no ponto xo. 

Corolário 4.1.2. [14/ (S&(q), +, .) é um subcone de (R:~, +, .). 



Prova. 

(f(x)-fbW'O < , e (i) Sejam f E S&(q) e R > O. Temos então f E , s ~ p , ( ~ , ~ ) , ~  ,(,,) 

f (xo)  = 0,  logo pela proposição 4.1.1 é fato que /I f E e pode-se observar que: 

X m - f  W ) V O  
SUP,(x#~)f  0 g(x,y) 

< oo e (R - f ) (xo)  = O. Portanto R f E SLo(q) .  

(ii) Sejam f ,  g E SLo(q ) .  Da proposição 4.1.1 tem-se que f + g E R$ logo 

SUP 
( ( f  + g)(x) - ( f  + g)(y)) V 0 = sup ( ( f  (4 - f O) - (g(x)  - g b ) ) )  V 0 

,(x,y)f 0 q(x ,  Y )  s(x>r)+o q(x, Y )  

I sup ( f  (4 - f (Y) )  v 0 
q(x,y)+O q(x,  Y )  

Por outro lado, sabemos que f (xo)  = O e g(xo) = 0 ,  obtendo ( f  + g)(xo) = 0 .  

Portanto f + g E SLo (q ) .  

Conseqüentemente (S&(q),  +, e)  é um subcone de (R:", +, 9 ) .  i 

Agora, seja P, : S L o ( q )  x S L o ( q )  + R+ definido por 

Lema 4.1.4. [10] P, é uma quase-métrica em SLo(q). 

Prova. 

3 s e y  = xo, g(x) = f ( x ) ,  V x  E X 



(ii) 

O próximo exemplo mostra que o semigrupo abeliano (SLo(q ) ,  +) que tem um elemento 

neutro não é em geral um gmpo. Portanto, P, não é necessariamente uma quase-métrica. 

Exemplo 4.1.1. [ l  O ]  Considere o espaço quase-métrico (R ,  q), onde q(x,  y) = x - y se x 2 

y e 1 se x < y. Dejnindo xo = O, e denotando afinção identidade sobre R como id, então 

(~-Y)VO O>-x)VO - id E S&o(q) porque suP,(,,),o q(x,y) = 1, porém -id G SLo(q)  porque ~ ~ P , ( X , ) , O  ,(,,, - 

00. 

Desta forma P,(O, id) = cm, onde O é ajimção nula. 

Proposição 4.1.1. 1141 Sejam f ,  g, h E SLo (q )  e a > O. Valem as seguintes igualdades: 

Isto mostra que P, é uma quase-métrica invariante. 

Do lema 4.1.4 vemos que P,(f, O) = O se, e só se, f = 0 ,  onde O representa a função 

nula. Conseqüentemente a função ] I  1 1 ,  : SLo(q )  -, R++ definida por 

é uma norma em SXo(q) .  Portanto (SLo(q ) ,  1 1  - 11,) é um cone normado. 

Teorema 4.1.1. []O] P, é uma quase-métrica estendida bicompleta em SLo(q) .  

Prova. Seja (fn)n,N uma seqüência de Cauchy em (SLo(q ) ,  P,.). Então dado E > 0 ,  

existe no E N tal que P,(fn, f,) < E e Pq(fm, fn) < E, para m, n 2 no. 

Portanto 
Kfn - fm)(x> - ( f n  - fm>Ol>l 

S UP < E ,  Vm,n  2 no. 
4(x,y)+O q(x,  Y )  



Daí, com y = xo, segue-se que : 

Em particular, para cada x E X, (fn(x)) é uma sequência de Cauchy com respeito à métrica 

usual em R, e logo converge para f (x) E R. Demosntramos a seguir que a aplicação 

f : X + R assim definida pertence a SLo(q) e que converge a f com respeito à 

topologia T(PqS). Note que f é _<,-crescente como limite pontual de uma sequência de 

funções <,-crescentes. É claro que f (xo) = 0. 

Vejamos que sup (f (x) - ')) v O < m. Realmente, existe 1 E N tal que 
q(x,y)*O q(x, Y) 

sempre que f (x, y) # (0,O). Logo, sup (f (x) - (Y)) v o - < 1 + P,(jj). Assim, f E 
q(x,y)* 0 q(x, Y) 

Finalmente, raciocinando como acima concluímos que (fn) -t f em (SLo(q), P,s), 

isto é, lim Pqb(f, 5,) = 0, O que conclui a demosntração.i 
n+ w 

4.2 Melhor Aproximação em um Espaço Quase-Métrico 

Nesta seção apresentamos o elemento de melhor aproximação em espaços quase- 

métricos. Com este fim usamos a definição do conjunto Kq(y) dada em (2.3). Assim 

como q(p, Y) = inf{q(p, y) : y E Y), para cada p E X. 

A seguir definimos o elemento de melhor aproximação sobre o espaço (X, q). 

Definição 4.2.1. [10] Seja (X, q) um espaço quase-métrico. São dados Y C X e p E 

X. Um elemento yo E Y tal que q(p, Y) = q(p,yo) é chamado o elemento de melhor 

aproximação a p pelos elementos de Y 

Note que, se q(p,yo) = O para algum yo E Y, então yo é obviamente um elemento 

trivial de melhor aproximação a p pelos elementos de Y. Portanto o interesse está nos 

pontos p U (K,o>) : y E Y ] .  



A seguinte proposição é uma caracterização de ponto de melhor aproximação so- 

bre um espaço quase-métrico. Ela é uma extensão da melhor aproximação em espaços 

métricos lineares como pode-se ver em [13]. 

Proposição 4.2.1. [ ] O ]  Seja (X, q) um espaço quase-métrico. São dados Y C X, xo E Y 

e p e U (~,(y) : y E Y]. Então yo E Y um elemento de melhor aproximação a p pelos 

elementos de Y se, e somente se, existe f E SLo(q) tal que: 

(ii) jy = O; 

Prova. 

*) Seja p 6 U (K,Ú>) : y E Y) e y0 E Y um elemento de melhor aproximação a p pelos 

elementos de Y. Define-se f : X + R como f (x) = q(x, Y). Assim, Jiy  = O. Além disso, 

sejam x, z E X tal que x I, z, ou seja, q(x, z) = 0, então q(x, y) I q(x, z) + q(z, y) = q(z, y) 

para cada y E Y, o que implica q(x, Y) I q(z, Y). Dessa forma, f é <,-crescente e 

f (xo) = O. Por outro lado 

(f (x) - f Ol>> v 0 = sup ( q k  Y) - qol, Y)) v 0 q(x, Y) 
s UP < sup - = 1. 

q(x,y)*O d x ,  Y) ,(x,y)* 0 q(x, Y) q(x,y)* 0 q(x3 Y) 

É portanto verdadeiro que 

que determina, por definição, que f E SLo(q). Usando agora o item (iii) obtém-se a 

Concluímos então a partir de (4.5) e (4.6), que 11 f 11, = 1. 

e) Para cada y E Y 



ou ainda 

d p ,  Y )  2 f ( P )  - f Oi) = f ( p )  - f @o> = q(p, yo) 

Provamos deste modo que yo é um elemento de melhor aproximação a p pelos elementos 

de Y . i  

Lema 4.2.1. [10] Seja (X, q) um espaço quase-métrico, Y c X e xo E Y.  DeJine-se 

e pam cada x, y E X tal que q(x, y) f O 

Prova. Seja f E S-Co(q), com Il f 11, # O. Então 

( f  (4 - f (r)) v 0 
5 I l f  l l ,  

q(x, Y )  

sempre que q(x, y) f O. Assim, ( f  ( x )  - f 01)) v 0 5 q(x, y) .  Com isso 
I l f  l l ,  

qy0 ( x ,  Y = sup { ( f  (x)  ;j=N V 0 : f E Yo e I l f l l ,  # O I q(x, y), 
,ky)+ 0 I 

como queríamos dem0nstrar.i 

A proposição a seguir tem sua prova baseada na Proposição 3.2.1. 

Proposição 4.2.2. [10] Seja (X, q)  um espaço quase-métrico. Y c X ,  xo E Y e p 6 

U { ~ , ( y )  : y E Y ) .  Entáo yo E Y é um elemento de melhor aproxima@o a p pelos ele- 

mentos de Y se, e somente se, qyo ( p ,  yo) = q(p, yo). 



Capítulo 5 

FUNÇÃO UTILIDADE 

Cabe observar que os conceitos de preferência e função utilidade desempenham um papel 

crucial em questão de escolha do consumidor, um tema fundamental em microeconomia. 

Em particular, o chamado mapa de indiferença descreve as preferências de um con- 

sumidor, a função utilidade manifesta como a satisfação de um consumidor varia com o 

consumo padrão; para mais informação ver [15]. 

Motivado em parte por alguns problemas de matemática econômica, Levi caracter- 

iza em [16] preferência em um espaço métrico separável que admite funções utilidade 

Lipschitz. 

Neste capítulo apresentamos uma preferência em um espaço quase-métrico sub- 

separável que admite funções utilidade semilipschitz. Tal preferência é definida como 

um mapeamento ponto a conjunto, segundo [26]. Estendemos alguns resultados de ma- 

peamentos ponto a conjunto em espaços métricos a nosso espaço de estudo. 

5.1 Função Utilidade Semilipschitz 

Definição 5.1.1. [16] Uma preferência em um conjunto X é um mapeamento ponto a 

conjunto 

R : X + 2X, 

onde 2' denota a famzlia de todos os sttbconjuntos não vazios de X .  

Definição 5.1.2. [26] Seja X um conjunto não vazio. Um mapeamento ponto a conjunto 

R : X 4 2' é caracterizado por sezt grá$co Gra f (R), o subconjunto de X x X dejnido 



Gra f (R)  = ( (x ,  y) E X x X : y E R(x)) 

onde R(x) é o subconjunto de X associado a x. 

Para cada par x, y E X,  se diz que y é preferido a x, sempre que y E R(x). 

O mapeamento ponto a conjunto R é dito ser não trivial se o seu gráfico é não vazio. 

O gráfico de R é vazio se todo x E X está associado ao subconjunto 0 c X. Sendo assim, 

R é não trivial se existe x E X tal que R(x) # 0. 

O mapeamento ponto a conjunto R é chamada estrito se para todo x E X, o conjunto 

associado R(x) é não vazio. 

Dada uma preferência R em X, pode-se associar uma preferência estrita P, como 

segue: 

y E P(x) ~y E R(x) e xG ROI). 

Definição 5.1.3. [26] Dejinimos o domínio e a imagem do mapeamento ponto a conjunto 

R : X +  2Xpor: 

Dom(R) = ( x  E X : R(x) # 0} ; 

Exemplo 5.1.1. Seja R : z2 + 2$ o mapeamento ponto a conjunto dejinido por R(r) = 

{y E R2 : q(x, y) < 11, utilizando a quase-métrica q(x, y) do exemplo 2.1.3. 

Neste caso, Dom(R) = .Z2 e Im(R) = UxCZ2 R(x) = UxCZ2 IY E R2 : q(x,y) < 1). 

Exemplo 5.1.2. [26] Sejam os mapeamentos ponto a conjunto R+ : R -+ 2" e R- : R + 

2" deJinidos por 

(O), se x # O 
R f ( x )  = 

[-I, 11, se x = O 

( ( O } ,  se x=O 

representadas na jigura 5.1 e 5.2 respectivamente. 

Definição 5.1.4. Umafinção p : X + R é chamada R-crescente, se p(x) I pb) ,  sempre 

que x E X e y E R(x). 



Figura 5.1: Gráfico do mapeamento Figura 5.2: Gráfico do mapeamento 

ponto a conjunto R+(x) ponto a conjunto R-(x) 

- 
Uefinição 5.1.5. [7, 171 Uma junção utilidade para K é uma função y K - crescente tai 

que p(x) < &v), sempre que x E X e y E P(x). 

Seja (X, q) um espaço quase-métrico, uma cadeia em X é uma seqüência finita T = 

{xo, xi, . . . , x,) de pontos em X. E seja T(x ,  y) o conjunto de todas as cadeias que unem x 

a y, isto é: 

T ( x ,  y) = {r = {x0, X I ,  . . . , x,) : n E Z,, x = xo, y = x,) . 

Definição 5.1.6. [7] Seja R uma preferência em (X,  q). Define-se para cada cadeia T E 

T(x ,  y) a q-avaliação de T com respeito a R por: 

onde a função C é definida por: 

O, se z' E R(z) 
C(z, z') = 

q(z, z'), se z' G R(z) 

Definição 5.1.7. A finção utilidade y para R definida no espaço quase-métrico (X, q)  é 

chamada semilipschitz se: 

Teorema 5.1.1. [7] Se R é uma preferência no espaco-quase métrico (X, q) subseparn'vel, 

então existe umafunção utilidade para R semilipschitz se, e somente se, inf S q , R ( ~ )  > O. 
~ € T ( x , y )  

Prova. 

a) Seja p uma função utilidade para R semilipschitz. Para todo z ,  z' E X ,  tem-se: 



Em particular p(z) - p(z') I q(z, z') para z' R(z). Assim usando a definição da função 

C, obtém-se 

p(z) -p(z') I C(z,z'), Vz,zl E X. 

Sejam agora x ,y  E X,  com y E P(x), e uma cadeia r que une x a y, isto é: r = 

k o , Z i ,  22, .  . . Z n )  E T(x,Y)  tal que y = zo e x = zn. Segue-se que 

Como y E P(x),  então p b )  - p(x) > O. Assim se conclui que: 

t) Para cada x, y E X ,  define-se a função C,, como C,(x, y) = T&nf,Yl S q , ~ ( r )  > 0. É 

portanto imediato que C,(x, y) I C,(x, z )  + C,(z, y) , Vx,  y, z  E X .  Seja agora f : X x X + 

R, a função definida por f (x ,  y) = min {C,(x, y), 1). É fácil ver que: 

Por outro lado, como (X,  q" é um espaço métrico separável, há um subconjunto enu- 

merável Y = {y, : n E N) denso em X. Isto permite definir a seguinte função real: 

Por (5.1) pode-se afirmar que: 

(i) p é uma função semilispchitz em (X, q). 

Com efeito, sejam z,  z' E X arbitrários, então 

Isto mostra que p é uma função semilispchitz em (X,  q). 



(ii) p é uma função utilidade. 

Com efeito, seja y E R(x). Sabemos que C,(x, y) = O e f (x, y) = O. Além disso, da 

desigualdade f (x, yn) I f (x, y) + f Oi, Y,), se deduz que f (x, y,) 5 f (y, y,,), Vn E N. 

Isto prova que a função p é R-crescente. 

A seguir, consideramos y E P(x).  Dada uma subseqüência bn,lkEN de (Yn)nEN tal que 

qS(x, y,) + 0, tem-se: 

Com isso f (y, y,) + f (y, x), relativamente à métrica euclidiana em R. Ademais, 

sabe-se que O I f (x, y,) I q(x, y,,) e como q(x, y,,) + 0, segue-se que f (x, y,,) + 

0, conseqüentemente, f (y, y,,) - f (x, y,,,) -, f (y, x), ambos ralativamente à métrica 

euclidiana em R. 

Por definição f (y, x) > 0, então f (y, y,,) > f (x, y,,), para k suficientemente grande. 

Com isso: 

f ( Y , Y ~ )  > f (x, ~n) ,Vn E 

Portanto p é uma função utilidade em R. i 

Em diversos exemplos de espaços quase-métricos, que aparecem na ciência da 

computação, a ordem especializada fornece uma ferramenta adequada para explicar o 

fato que em uma coleção X de elementos (cadeias de informação, alfabeto de palavras 

em certos modelos de computação paralela) o elemento y contém todas as informações 

prestadas pelo elemento x. Serve também para explicar o fato de que em uma coleção de 

programas de uma linguagem de programação, o programa P é mais eficiente em todas as 

entradas que o programa Q (análise de complexidade de programas). 

É uma questão natural e interessante tentar a descrição dos fatos mencionados em ter- 

mos da função utilidade semilipchitz. Para este fim vamos considerar a ordem especial- 

izada definida em um espaço quase-métrico (X, q) como uma preferência e vamos estudar 

o problema de obtenção de funções utilidades semilipchitz ,u para cada preferência. 



Observação 5.1.1. A relação de ordem parcial estrita <,, permite definir a seguinte 

relação: 

l u b )  < ~ o l )  x <q Y -  

Esta relação pode ser interpretada computacionalmente como: " Se o elemento y contém 

mais informação que o elemento x, então y é mais útil que x e vice-versa". Ou em um 

contexto de análise de complexidade "Se existir um decréscimo na complexidade por 

substituir o programa x pelo programa y, então y é mais util que x e vice-versa". 

Definição 5.1.8. [7] Seja (X, q)  um espaço quase-métrico. Denota-se por RSq à pre- 

ferência definida em X por 

y E RSq(x),  se x I, y, 

e denota-se por R<q d preferência estrita, associada com RSq, por 

Teorema 5.1.2. [7] Seja (X,  q )  um espaço quase-métrico. Então inf S q,Rsq (r) = q(x, y) 
TET(X,Y) 

para todo x, y E X. 

Prova. Seja C a função definida em 5.1.6. Pode-se afirmar que a função C(x,  y) 

coincide com a quase-métrica q(x,  y), dado que: 

(ii) C(x ,  y) = q(x,  y), caso contrário. 

Pela desigualdade triangular para cada x,  y E ii_v e para cada T E T ( x ,  y), tem-se que: 

Por outro lado, da desigualdade (5.2) tem-se que 

Portanto inf S ,,R,, (r)  = q(x, y). 
TET(X,Y) 

Proposição 5.1.1. [7]  Seja (X,  q )  um espaço quase-métrico subseparável. Então existe 

uma finção utilidade semilipschitz para Rsq. 



Prova. Segue-se da prova do teorema 5.1 . l .  

Em [18] Rubinov considera os chamados Sistemas Dinâmicos Discretos Dispersos 

(sistema-D3) definidos em espaços métricos compactos, que fornecem modelos abstratos 

de economia dinâmica. Levin investigou em [16] um caso geral e obteve interessantes 

resultados para espaços métricos não compactos. Romaguera e Schellekens em [7] esten- 

dem a teoria de Rubinov-Levin a sistema-D~ em espaços quase-métricos. Em particular 

definem e caracterizam um tipo de atrator global de sistema-D3. 

Definição 5.1.9. 1181 Um sistema-D3 no espaço quase-métrico (X, q) é um mapeamento 

ponto a conjunto 

R : x + ~ '  

tal que, para cada x E X, R(x) é um subconjunto compacto não vazio do espaço métrico 

(X; qS). 

Para um R sistema-D3 em um espaço quase-métrico (X, q), o conjunto H(R) denota a 

família de todas as funções p E R< que são semicontínuas inferiores em (X, q) e semi- 
-4 

contínuas superiores em (X, q*) . 

Similarmente a [16, 181 considere-se os seguintes conjuntos : 

Dado um conjunto A c X, denota-se o conjunto R(A) como: 

Observe-se que W, está bem definido porque p é contínua no espaço métrico (X, q") e 

por suposição R(x) é compacto em (X, qs). 

Baseados na definição de mapeamento semicontínuo superior sobre espaços métricos 

dada em [26], Romaguera e Sanchis propõem em [7] a seguinte definição de mapeamento 

semicontínuo superior. 

Definição 5.1.10. Seja (X, q) um espaço quase-métrico, o mapeamento ponto a conjunto 

é chamado semicontín~~o sziperior (scs), se para cada x E X e cada q-aberto G 3 R(x), 

existe uma vizinhança q-aberta V de x, tal que R(V) c G. 



Figura 5.3: Interpretação gráfica de um mapeamento R semicontínuo superior 

Exemplo 5.1.3. Consideremos os mapeamentos ponto a conjunto R+ : R t 2" e R- : 

R t 2" definidos no exemplo 5.1.2. Considere-se também a quase-métrica do exemplo 

2.1.1, q(x, y) = max{x - y, O) .  

Seja xo < O e seja G um q-aberto qualquer tal que G 3 R(xo) = {O] .  Tomemos 

um E > O tal que xo + E < O então a q-vizinhança V(xo)  = (-m, xo + E )  é tal que 

R+(V(xo)) = {O)  c G. Por outro lado, tomando xo 2 O e para qualquer q-vizinhança 

V(R f  (V(xo))) = V([-1, I]) ,  R é uma vizinhança de xo 2 O tal que R+(R) = [-I ,  I ]  c 

V(R f  (xo)). Concluímos assim qzie R f  é semicontínua s~iperior em (R ,  q). 

Mostraremos agora que R- não é semicontínua s~iperior em xo = O. Seja (-ca, 1/2)  

a q-vizinhança de R-(O) = (O), logo como qualquer q-vizinhança V de xo = O contém um 

elemento diferente de zero, segue-se que R-(V) = 1-1, 11 (-oo, 1 /2). Portanto R- não 

é semicontínua inferior enz xo = 0. 

A seguir propõe-se uma caracterização de mapeamento ponto a conjunto semi- 

contínuo superior. Tal caracterização utiliza as idéias centrais da proposição 1.12 e o 

corolário 1.13, mostradas em [27]. 

Proposição 5.1.2. Seja (X,  q )  um espaço quase-métrico, o mapeamento ponto a conjzinto 

R : X -+ 2X é semicontínzio s~iperior (scs) se, e somente se, dado um q-aberto arbitrário 

V em X, o conjunto { x  E X : R(x)  C V )  é q-aberto em X.  

Prova. 

2) Seja um conjunto q-aberto V c X, consideremos o conjunto U = {x E X : R(x) C V ) .  

Mostramos que U é q-aberto em X. 



Seja xo E U, como R é scs e V é um q-aberto contendo R(xo), então existe um q-aberto 

V(xo) em X contendo xo, tal que R(V(xo)) c V. Assim V(xo) c U .  Portanto U é q-aberto 

em X. 

e) Dado xo E X e um q-aberto V(R(xo)) em X contendo R(xo), pela hipotése o conjunto 

U = {x E X : R(x) c V(R(xo))) é q-aberto em X com xo E U. 

Assim R(U) c V(R(xo)) e R é scs em xo. Como xo é arbitrário em X concluímos que 

R é scs. i 

Corolário 5.1.1. Seja (X, q) um espaço quase-métrico, o mapeamento ponto a conjunto 

R : X + 2' é semicontínuo superior (scs) se, e somente se, para cada conjunto q-fechado 

V eín X, o conjunto (x E X : R(x)  n V f 8) é q-fechado em X. 

Prova. Seja R scs e dado que V é q-fechado, pela proposição (5.1.2) o conjunto 

{x E X : R(x) c X \ V) é q-aberto em X. Logo 

Então o conjunto {x E X : R(x) n V f 0) é q-fechado. 

De maneira semelhante prova-se a recíproca. i 

Proposição 5.1.3. [7] Seja R um sistema-D~ no espaço (X, q). As seguintes ajrmaçóes 

são equivalentes: 

(i) R é semicontínua superior (scs) em (X, q); 

(ii) Para quaisquer seqüências em X, (x,),,~ e (y,),,~, tais que {x,],,~ é convergente 

superior a um ponto x E X e para cada n, y, E R(xn), existem uma subseqüência 

( Y ~ ~ ) ~ ~ ~  de (y,),,~ e um ponto y E R(x) tais que (Y,,,)~,~ é convergente superior a y. 

Prova. 

(i) (ii) Sejam ( x , ) , ~ ~  e (yn),,N duas seqüências, tais que (x,),,~ é convergente 

superior a um ponto x E X e para cada n, y, E R(x,). Suponha que a seqüência 

( Y , ) , ~ ~  não tem qs-ponto de acumulação em R(x). Como R(x) é compacto no espaço 

métrico (X, q"), tem-se que existe um número finito de pontos zl, zz. . . . zm em R(x) 

e existem rl, r2, . . . , r,, números reais positivos tais que: 
m 

R(x) c U B+(zj, rj), 
j= 1 



e da suposição da seqüência não ter ponto de acumulação, existe um p E N tal que 

para cada j = 1,2,. . . , m, vale qb,, z j )  > rj sempre que n > p. 

Dado que R(x) é scs em (X, q), existe então uma bola B+(x, E) tal que 
m 

R(B'(x, €1) C U Bt(zj, r,). 
j= i 

Seja no > p, tal que x,, E B+(x, E ) ,  sempre que n 2 no. Além disso, como y, E R(xI1), 

é verdadeiro que 

para cada n 2 no. Isto gera uma contradição com o fato de y não ser ponto de 

acumuiação. Portanto existe y E R(x) que é um q"-ponto de acumuiação de (y,),,N. 

(ii) + ( i )  Fixemos x E X e seja G um subconjunto q-aberto de X tal 

que R(x) C G. Pelo corolário 5.1.1 é suficiente provar que o conjunto F = 

(Z E X/ R(z) n (X \ G) # 0) é q-fechado. 

Seja (x,,),,~ uma seqüência em F que é convergente superior ao ponto x' E X, para 

cada n, seja y, E R(x,) n (X \ G). Pelo item (ii) e da definição de F,  tem-se uma 

subsequência (ynk)k,N de (yn)nEW e um ponto y E R(x') tal que (yn,JkEN é convergente 

superior a y. Logo, como X \ G é q-fechado e pela proposição 3.3.1 tem-se que 

y E X \ G. Temos que y E R(x') n ( X  \ G), isto mostra que x' E F. Portanto, F é 

q-fechado. 

Uma sequênciax := (X(t)),,,+ em um espaço quase-métrico (X, q) é chamada trajetória 

do R sistema-D3 se 

~ ( t )  E R k ( t  - 1)) , sempre que t 2 1.  

Pode-se dizer quex  começa no ponto x sex(0)  = x 

Definição 5.1.11. [7] Seja R um sistema-D~ em um espaço quase-métrico ( X ,  q). A tra- 

jetória x de R é atraída por W se para cada conjt~nto q"-aberto G contendo W ,  x estd 

contido em G. 

Se toda trajetória x de R é atraída por W,  pode-se dizer que W é um atrator global O Z L  

simplesmente um atrator para R. 

Definição 5.1.12. [7] Seja (X,  q)  um espaço quase-métrico. Uma trajetória x := 

(X(t))t,z+ do R sistema-D3 é semilimitada, se x tem uma subsequência (X(t,)),,,+ tal que 

k ( t J / n  E Z+) é um subconjunto limitado do espaço métrico (X,  qS). 



Teorema 5.1.3. [7] Seja R scs e sistema-D~ no espaço (X, q). Então as seguintes 

ajirmações são verdadeiras: 

(i) W é um qs-subconjunto fechado de X; 

(ii) Todo q"-ponto de acumulação de cada trajetória pertence a W; 

(iii) Qualquer trajetória semilimitada é atraída por W. 

Prova. 

(i) Como W = (w,/,Y E H(R)], é suficiente mostrar que para cada p E H(R), W, é 

qs-fechado. 

Sejam p E H(R) e ( x ~ ~ ) ~ ~ ~  uma subsequência em W, que é biconvergente ao ponto 

x E X. Pelo lema 2.1.8, p é contínua em (X, q") e para cada n, R(xn) é compacto 

em (X, qs), então existe yn E R(xn) tal que p(xn) = p(yn). Assim, pela proposição 

5.1.3, tem-se uma subsequência (y,JkEN de (yn)nEN e um ponto y E R(x) tal que 

q(ynk,y) + O. Então, para um E > O arbitrário, há k, tal que para cada k > k, 

Logo p(y) - p(x) < E, isto implica que p(y) 5 p(x). Além disso como p é R- 

crescente e y E R(x), se deduz que p(x) = p(y). Isto mostra que x E W,. Portanto 

W, é qs-fechado para cada p ,  e W é q"-fechado. 

(ii) Se jax  := (X(t))tEz+ uma trajetória de R, tendo um qs-ponto de acumulação xo. Há 

então uma subsequência (X(tn)),,,+ de (X(t)),,,+ com qs(xo,x(tn)) + O. Seja agora 

p E H(R), defina-se a função @, em X por 

@,(x) = min {p(y) : y E R(x)} . 

Portanto, para cada n E Z+, existe y, E R(y(tn)) tal que QIi(X(tn)) = & v n ) .  Pela 

proposição 5.1.3, se tem uma subsequência (ynk)kEz+ e um ponto y E R(xo) tal que 

q(ynk, y) + O. Deste modo, 



Adicionalmente, p é semicontínua inferior em (X, q) e semicontínua superior em 

(X, q*), significando que para um E > O arbitrário tem-se: 

Portanto, xo E W. 

(iii) Se jax  uma trajetória semilimitada em R; pela afirmação (ii) há uma subsequência 

de x que tem um qs-ponto de acumulação, que pertence a W. Portanto x é atraído 

por W. i 

Proposi~ão 5.1.4. [7] Seja R um sistema-D~ no espaço (X, q). Se xo E W ,  então existe 

Yo E m o )  tal que pbo)  = ~ ( ~ 0 1  v1-1 E H(R). 

Prova. Para cada p E H(R), defina-se o conjunto 

Por suposição xo E W,, então F, # 0, Vp E H(R). Além disso, R(xo) é qs-compacto, p 

é contínua em (X, qs) e cada conjunto F, é qs-compacto. Também se deduz que, dados 

Consequentemente (F, : p E H(R)] é uma coleção de qs-subconjuntos compactos de X 

não vazios, satisfazendo a propriedade de interseção finita. 

Assim, há yo E n F,. Portanto, yo E R(xo) ep(xo) = p b o )  Vp E H(R). i 

I IEH(R) 



Lema 5.1.1. [7] Seja R scs e sistema-D~ no espaço (X, q), p E H(R)Jixo, então afi~nção 

@, : X -+ R, deJinida por 

= min {pb)  : Y E R(x)l 

para todo x E X, é R-crescente e semicontínua inferior em (X, q). 

Prova. 

(i) aP é R-crescente. 

Com efeito, sejam x E X e z E R(x), logo QJx) 5 p(z). Além disso, p(z) 5 

p(y) Vy E R(z), segue que 

Portanto, é R-crescente. 

(ii) é semicontínua inferior em (X, q). 

Com efeito, seja ( x , ) ~ ~ ~  uma seqüência em X que é convergente superior ao ponto 

x E X. Há para cada n, um y, E R(x,) tal que @,,(x,) = p(y,). Pela proposição 

5.1.3, tem-se uma subsequência (YJkEN de e um ponto y E R(x) tal que 

q(ynn,y) -j O. Assim, como @,(x) 5 @Jy), vale 

Finalmente a semicontinuidade inferior de Q,, resulta da semicontinuidade inferior 

dep .  i 

Agora apresentamos uma extensão do conceito de mapeamento sernicontínuo inferior 

a espaços quase-métricos. 

Definição 5.1.13. [7] Seja (X, q) um espaço quase-métrico. O mapearnento ponto a con- 

junto 

R : x + ~ '  

é chamado semicontínuo inferior (sci), se dada uma seqüência (x,),,,~ que é convergente 

inferior ao  ponto x E X e dado y E R(x), então para cada n E N, existe y, E R(xn) tal que 

a sequência (Yn)nEN é convergente inferior a y. 



Figura 5.4: Interpretação gráfica de u m  mapeamento R semicontínuo inferior 

Exemplo 5.1.4. Consideremos os mapeamentos ponto a conjunto R+ : R + 2" e R- : 

R + 2" definidas no exemplo 5.1.2. Considere-se também a quase-métrica do exemplo 

2.1.1, q(x ,  y) = max{x - y, O). 

Seja xo = O e dados a sequência (x,),,~ tal que x, = 1 / n  convergente inferior como foi 

mostrada no exemplo 3.1.1 e yo = 1 / 2  E R+(O), não existe í~ , ) , ,~ ,  com y, E R+(xn) = {O)  

tal que y, + yo. O mesmo vale para qualquer yo E R+(O) desde que yo # O. Portanto R+ 

não é sci em xo = 0. 

Entretanto, R+ é sci em xo f O. Dados xn c, xo e yo = O E R+(xo) = {O), existe uma 

sequência convergente inferior constante ( Y ~ ) ~ ~ ~ ,  onde y, = O, Vn  E N tal que y, E R+(x,) 

e y ,  4 O. 

Mostraremos agora que R- é semicontínzia inferiol: Seja xo > O, e (x,), ,~ uma 

sequência convergente inferior, x, + xo e yo E R-(xo). Como xo f 0, existe E > O 

tal que O e B-(xo, E). Pela convergência da sequência (x,,),,~, existe no E N tal que 

x, E B-(xo, E )  para n 2 no. Como R-(x) = [-1, 11 para todo x E B-(xo, E), segue que a 

sequência (yn),lEN definida por 

é tal que y, E R-(x,) e y, + yo. Sejam agora xo I O e (x,) , ,~ tal que x,, O e 

yo = O E R-(O). Podemos considerar a sequência constante í ~ , , ) , , ~ ~ ,  com y ,  = O E R-(x,), 

para todo n. Assim, y, 4 yo. Portanto R- é sci em R 

Proposição 5.1.5. [7] Seja R um mapeamento ponto a conjunto scs, sci e sistema-D~ no 



espaço (X,  q). Sejam xo E W e yo E R(xo) tais que p(xO) = p(yo) V p  E H(R). Então 

Yo E W -  

Prova. Seja y E H(R), segue-se que a funcão @,, definida no Lema 5.1.1 é R-crescente 

e sci em (X ,  q). 

(i) @, é scs em (X,  q*) e assim @, será em H(R). 

Com efeito, seja ( x , ) , ~ ~  uma sequência em X que é convergente inferior ao ponto 

x E X. Escolhendo y E R(x)  tal que @Jx)  = p(y) e dado que R é sei, existe uma 

sequência (yn)neM tal que y, E R(x,) para todo n e q(y, y,) + O. Portanto, 

Consequentemente a, é scs em (X,  q*) porque p é scs em (X,  q"), assim @, E 

H(R),  V p  E H(R).  Além disso, se xo E W e yo E R(xo), tem-se a igualdade p(xo) = 

PCYO)~ VP E H(R). 

Em particular se deduz que: 

Pelo lema 5.1.1 e a definição do conjunto W,,, é fato que 

Finalmente conclui-se que yo E W,, Vp  E H(R),  isto é, y, E W .  

Seja R um sistema-D3 no espaço quase-métrico (X,  q). Considera-se o seguinte con- 

junto segundo [16] 

E = { x  E X/  existe uma trajetória x iniciada em x contida em W ]  

Teorema 5.1.4. [7] Seja R scs, sci e sistema-D3 no espaço (X ,  q). Então 

x E X/  existe uma trajetoria x iniciada em x e tem a propriedade que 

píx(t))  = p W ,  Vt E N e V p  E 



Prova. Seja E o conjunto à direita da desigualdade acima. Obviamente E W. Seja 

xo E W, assim pela proposição 5.1.4 há um xi E R(xo) tal que p(xo) = p(xJ, Vp E H(R) 

e, pela proposição 5.1.5, xl E W. De forma análoga obtemos uma seqüência (x,),,~, em 

X tal que xn+l E R(xn) e p(xo) = p(xn), Vn E Z+ e V p  E H(R). 

Assim a trajetóriax, dada porx(t) = x,, Vt E Z+, iniciada em xo claramente satisfaz a 

propriedade 

p = p(x>, vt E Z+, vp E H(R). 

Finalmente, seja x um ponto em X, para o qual há uma trajetóriax de R iniciada em x e 

tendo a propriedade p (,y(t)) = p(x), Vt E Z+, Vp E H(R). 

Como x ( t  + 1) E R(y(t)) e p (il(t + I)) = p (X(t)) , Vt E Z+, \óp E H(.!?), deduz-se que 

~ ( t )  E WL, , Vt E Z+ , Vp E H(R), isto é,y(t) E W. 

Assim x E E. i 

5.2 Um Modelo em Teoria da Decisão 

O modelo comportamental surgiu a partir da década de 1950 como uma nova visão da 

teoria administrativa, baseada no comportamento humano dentro das organizações. O 

comportamento é a maneira pela qual um indivíduo ou uma organização age ou reage em 

suas interações com o meio ambiente e em resposta aos estímulos que dele recebe. 

Em 1947 Herbert A. Simon publica o livro Comportamento Administrativo que 

marca o início da Teoria Comportamental na Administração e a inauguração da Teoria 

das Decisões. 

Segundo Souza et al. em [22], um estudo de modelo comportamental é considerar 

agentes que não só tentam melhorar ou otimizar, com a escolha das melhores ações, 

mas também tentar aprender a realizar novas ações, às quais se associam custos e têm 

implicações sobre o próprio processo de otimização. 

Precisamos de um modelo que inclui não só "os custos para levar a cabo uma ação" e 

dos "benefício desta ação" (uma análise comportamental "custo-benefício"), mas 

também precisamos de modelos que correspondam aos "custos de aprendizagem", ou 

seja, "custo de saber como realizar uma aqão". 

Nesta seção apresentamos alguns aspectos de um modelo de decisão que motiva 

a utilização de função utilidade em espaços quase-métricos para otimizar as ações, 



mostrando que a função quase-métrica é uma das boas maneiras para modelar os custos 

de aprendizagem. Para descrever comportamentos humanos, ver [20], e para um mod- 

elo geral e para variantes simples de inércia, ver [21]. A seguir mostra-se um modelo 

tradicional de otimização 

max g(x) 

x E X  

onde g : X + R é a função "payoff' (resgate), ou 

onde f : X 4 R é a função custo. 

Estas formulações não podem descrever adequadamente o comportamento da maior 

parte dos agentes, tais como consumidor e produtor, dado que as mesmas abdicam de uma 

parte da modelagem, a qual refere-se a aprendizagem destas atividades. 

A função "payoff" g(x) = r(x) - c(x) pode ser vista como a diferença entre a função 

receita r(x) e a função custo c(x), por uma unidade de tempo, onde c(x) representa o 

custo "para realizar" uma nova ação x E X durante uma unidade de tempo. Ademais, 

logicamente, temos a propriedade c(x) 2 O que assegura a não negatividade relacionada à 

função custo. 

Souza et al. em [22] apresentam as seguintes observações: 

i) Realizar uma nova ação y E X, não é o mesmo que saber como fazê-la (que é 

um processo de aprendizagem complexo). Assim, os custos c(y) para realizar uma 

ação y E X, não são O mesmos que o custo para saber como fazê-la. O custo 

c(x) = c[R(x)] para fazer uma ação x E X é O custo de utilizar o subconjunto dos 

recursos R(x) c R, os quais estão disponíveis para seu uso e são necessários para 

realizar esta ação. A capacidade de recurso R(x) necessários para levar a cabo uma 

ação x E X inclui ferramentas, máquinas, informação, conhecimento, habilidades e 

competências; 

ii) Saber como fazer uma nova ação y E X, depende pelo menos da ação anterior 

x E X. O conjunto capacidade R(y) c R necessário para ser capaz de fazer uma 

ação y E X pode ter uma interseção com a capacidade dos recursos estabelecidos 

R(x) c R, necessários para ser capaz de fazer a ação x E X. 



A interseção R(x) n RCy) c K não pode ser vazia. O agente terá de deixar de usar 

OS recursos anteriores R(x) - RCy), para saber como começar a utilizar os novos 

recursos RCy) - R(x) e para manter a capacidade de utilizar os recursos anteriores 

R(x) n R(y). Então os custos para saber como fazer a nova ação y E X, dado que o 

agente tinha anteriormente realizadas ações x E X, é uma função 

O custo de capacidade q(x, y) 2 0. Ou seja, os custos para ser capaz de fazer uma 

ação y E X, a partir de fazer uma ação inicial x E X, incluirão: 

a. Custos de acessos incluem custos de deixar de usar recursos anteriores R(x) - 

R(y) e aquisição de novos recursos Rb)  - R(x). 

b. Os custos de capacidade são custos relacionados com a recolha, combinados 

com os recursos que devem ser utilizados para produzir uma ação, a partir de 

uma ação executada previamente. 

5.2.1 Um Modelo de Otimização com Aprendizagem 

Usualmente, na ciência da decisão ou em algoritmos de otimização, não há custo de apren- 

der como fazer uma ação (ou mais geralmente custo para ser capaz de fazer). Portanto, 

o seguinte problema formulado é de maximizar o "payofl", o qual tem presente os custos 

de aprendizagem. 

onde g,b) = r(y) - c,(y) = r b )  - q(x,y). Logo o problema é apresentado da seguinte 

forma: 

onde r b )  é uma função receita e q(x, y) representa o custo de realizar a ação y, dado que 

a ação x foi realizada. 



Neste caso a função q : X x X + R+ que representa o custo de capacidade ou apren- 

dizagem é definida por: 

q(x, Y) = max0-4~) - PW, O), 

sendo y : X + R uma função utilidade sobre a preferência R : X + 2'. Neste caso R(x) 

representa o conjunto de recursos disponíveis para realizar a ação x e R(y) os recursos 

disponíveis para realizar a nova ação y E X. 

Pode-se afirmar que o custo de aprendizagem ou capacidade q(x,y) é uma quase- 

métrica, i.e., satisfaz as seguinte propriedades: 

(ii) Vx,yeX, q(x,y)=q(y,x) = O  e x = y ;  

Assim o problema de otimização com aprendizagem, formulado em (5.3), estará for- 

mulado sobre o espaço quase-métrico (X, q). 



Capítulo 6 

Neste trabalho foi introduzido o conceito de espaço quase-métrico para a formulação de 

certos problemas de otimização. Primeiramente, foi introduzida uma caracterização para 

os pontos extremos de um subconjunto do espaço quase-métrico, assim como uma ex- 

tensão de alguns conceitos de espaços métricos, tais como subconjunto limitado superior- 

mente, q-ponto interior, conjunto q-aberto, q-fronteira de um conjunto, q-ponto aderente, 

o q-fecho de um conjunto, q-ponto de acumulação e o conjunto q-derivado. Todos estes 

são extensões dos conceitos de espaços métricos levados aos espaços quase-métricos. 

Além disso, propõe-se as definições de funções semicontínuas inferior e superior so- 

bre os espaços quase-métricos, mostrando a relação com os espaços métricos. Também 

foram caracterizados os pontos extremos em um subconjunto de espaços quase-métricos. 

Introduzimos o conceito de limite através de uma extensão dos conceitos de espaços 

métricos, com o objetivo de ter ferramentas adequadas para fazer análise de convergência. 

Foram apresentadas condições necessárias e suficientes de completeza superior e infe- 

rior, assim como os conceitos de pontos fixos direito e esquerdo e os de contração superior 

e inferior. Estes conceitos baseiam-se, fortemente, nos respectivos em espaços métricos. 

Propusemos um problema de otirnização. A partir da definição das funções semilip- 

schitz, pode-se mostrar que o subconjunto destas funções, que se anulam em um ponto 

fixo, pode ser dotado de uma determinada estrutura de espaço quase-métrico. E, por fim, 

caracterizamos os pontos de melhor aproximação. 

Tratou-se dos conceitos de preferência e de funqão utilidade, que constituem uma 

importante ferramenta, particularmente na teoria da decisão. Caracterizou-se uma pre- 

ferência definida no espaço quase-métrico que admite funções utilidades semilipschitz, 



para o caso subseparável. 

Finalmente se mostra que alguns problemas de otimização formulados em teoria de 

decisão, são formulados sobre espaços quase-métricos. Isto mostra a importância de ter 

ferramentas adequadas para o estabelecimeinto de problemas de otimização neste tipo de 

espaços. 

De modo geral, este trabalho contribuiu com algumas definições que estendem os 

conceitos e proposições de espaços métricos a espaços quase-métricos, que servem como 

ferramenta para análise de convergência. 
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min A 

w min A 

p min A 

max A 

: Quase-métrica em X. 

: Quase-métrica conjugada em X. 

: E s p a p  quase-métrico. 

: Quase-norma. 

: Espago quase-normado. 

: Norma definida pela quase-métrica q. 

: Ordem parcial ou ordem especializada em X. 

: Bola aberta superior em X. 

: Bola fechada superior em X. 

: Topologia To . 

: Topologia T I .  

: O conjunto {y E X : q(Y, .) = 0). 

: Minimos do subconjunto A c X. 

: Minimos fracos do subconjunto A c X. 

: Minimos puros do subconjunto A c X. 

: Maximos do subconjunto A c X. 

: Maximos fracos do subconjunto A c X. 

: Maximos puros do subconjunto A c X. 

: O q-fecho do subconjunto A c X. 

: O q-interior do subconjunto A c X. 

: A q-fronteira do subconjunto A c X. 

: Conjunto das funções semilipschitz definidas sobre X. 

: Conjunto das funções crescentes segundo a ordem parcial 5, sobre X. 



2X : Conjunto das partes de X. 

R : X + 2X : Mapeamento ponto a conjunto. 

R+ : Conjunto dos números reais não negativos. 

R++ : Conjunto dos números reais positivos. 

N : Conjunto dos números naturais. 

z+ : Conjunto dos números inteiros não negativos. 
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