GERACAO DE COLUNAS EM PROBLEMAS
DE OTIMIZACAO COMBINATORIA

Elivelton Ferreira Bueno

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO DOS
PROGRAMAS DE POS-GRADUACAO DE ENGENHARIA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE
'DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENGAO DO GRAU
DE MESTRE EM CIENCIAS EM ENGENHARIA DE SISTEMAS E
COMPUTACAO.

Aprovada por:

le b

Prof. Nelson Maculan Filho, D. Sc.

/mm Speter (eetloeo dectlpe,

Prof. Maria Helena Cautiero Hort4 Jardim, D. Sc.

(o L &

Prof. Luiz Satoru Ochi, D. Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
MARGCO DE 2005



BUENO, ELIVELTON FERREIRA
Geracao de Colunas em Problemas de Oti-
mizagdo Combinatéria [Rio de Janeiro] 2005
XII, 102 p. 29,7 ecm (COPPE/UFRJ,
M.Sc., Engenharia de Sistemas e Computagao,
2005)
Tese - Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro, COPPE
1. Otimizacao Combinatoria
Geracao de Colunas
Algoritmo branch-and-price
Problema de Particionamento

A

Problema de bin-packing
I. COPPE/UFRJ 1II Titulo (série)

11



i

Para Carmenlicia, que mudou
seu caminho em funcdo do meu.

Para Joao Ilidio, que teria
gostado de ver este trabalho.



Agradecimentos

Muitas pessoas, algumas cientes disto e outras nao, contribuiram para
que esta tese se concretizasse. Diante disto, e dada esta parte (opcional)
da tese, eu nao poderia deixar de citar alguns nomes, mesmo que sejam
apenas alguns, porque ha aqueles que escolheram ajudar-me anonimamente
e também porque, certamente, nao vou recordar de todos neste momento.
Entao, agradego: ao professor Maculan, pela disposicdo em me orientar, pe-
los ensinamentos, sugestoes e palavras de animo, pelo apoio nas participagoes
de eventos cientificos e, claro, pelos momentos reservados quando realmente
precisei, apesar de sua agenda tao cheia; a professora Maria Helena e ao pro-
fessor Satoru, por aceitarem tdo prontamente ao convite de participa¢do na
banca de defesa desta tese e pelas palavras que a tornaram melhor; ao profes-
sor Marco Antonio, da Universidade Catdtica de Goids, pelas sugestoes e pelo
zelo e paciéncia ao me mostrar esse caminho que estou seguindo na Ciéncia e,
antes de tudo, pela amizade sempre segura; ao professor Adilson Xavier, pela
recepgao na minha chegada & COPPE e ao Rio de Janeiro, por ser tdo amiga-
velmente acessivel e pelos comentarios interessantes e acoes incentivadoras;
a professora Mércia Fampa, por todos os ensinamentos sobre programacao
linear e programacao linear inteira, por sua disposicao em ajudar sempre
que precisei e pelos comentarios tao oportunos, principalmente no momento
da decis@o do tema desta tese; & Féatima, pela sabedoria que transmite tao
naturalmente, pela grande presteza com que atendeu a inimeros pedidos de
ajuda que fiz, pelo cuidado para que tudo desse certo no processo de defesa da
tese, pela companhia sempre amiga e pelo carisma; as secretarias do PESC,
particularmente a Claudia, a Licia, a Solange e a Sonia; a Juliana Fernandes,
que muito me ajudou e me tolerou no seu espaco e no seu dia-a~dia, prin-

cipalmente nos primeiros meses da minha permanéncia no Rio de Janeiro;

v



ao Eduardo e & Angela, verdadeiros amigos, que sempre se empenharam ao
maximo para me auxiliar, até mesmo antes que eu fizesse algum pedido,
nas inumeras vezes que precisei deles; ao Henrique, colega e primeiro amigo
carioca, de carater excepcionalmente admiravel, que me ajudou em vérios
momentos de estudos e, além disso, me fez sentir como se eu fosse mais um
membro da sua familia; aos colegas também freqliientadores do Laboratdrio
de Otimizacdo (LabOtim), particularmente ao Luidi, & Talita, & Adria, ao
Yuri, a Juliana, & Rosa, & Ana Lucia, ao Ronaldo, ao Pedro e & Michele,
que muitas vezes até sem perceberem, colaboraram em muitas partes deste
trabalho; ao Luciano, pelas palavras de dnimo, e pelos inlimeros sermoes
também, que certamente me tornaram um pouco melhor para a vida; & Mar-
gareth, muito amiga, extremamente ética e profissional, com quem aprendi
muitas ligdes para a vida toda e que literalmente abriu as portas da sua casa
e me ajudou em um dos momentos que mais precisei; a toda a minha familia
no Rio, especialmente & Guinez, a Terezinha, & Gldria e a tia Isabel, pela
dedicagdo Unica com que cuidaram de mim, e também a Simone e ao José, a
Eunice e ao Salvador, ao Oliveira, ao Jeronimo e a Norma, a Christiane e ao
Orivelson, a Viviane, ao Marcelo, & Carla e ao Hugo que, desde o dia em que
os conheci, se dispuseram tao carinhosamente a me auxilar; ao Leizer, pelo
companheirismo e por desempenhar tdo bem o papel de irmao, como se de
fato fosse um; & minha mae, Carmenlicia, e também ao Vilmar, a Elisdngela
e ao Fulvio, a Eliane, ao Aikon e a Yhara, por me darem inspiragdo para os
trabalhos do Curso e por entenderem os longos periodos de auséncia devido
ao mestrado. Muito especialmente, também agradeco ao Vinicius Sandes,
cuja a atengao e palavras cheias de certeza me plantaram esperancas firmes
de que vale a pena lutar para alcancarmos cada alvo que definimos nas di-
versas areas da nossa vida. E, finalmente, agradeco ao CNPq pela bolsa de

estudos concedida durante a maior parte do mestrado.



Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessérios para a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

GERACAO DE COLUNAS EM PROBLEMAS
DE OTIMIZACAO COMBINATORIA

Elivelton Ferreira Bueno
Margo/2005

Orientador: Nelson Maculan Filho
Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

O estudo e desenvolvimento de técnicas eficientes para Otimizagao
Combinatoéria, tem tornado possivel a obtencdao da solugdo 6tima de uma
abrangente quantidade e tamanhos de problemas de Programacao Linear In-
teira (PLI). Vérias pesquisas tém focalizado seus esforcos na obtencao de
relaxagOes mais justas para esses problemas, no sentido de que elas fornecam
uma soluc¢do mais préxima da solucao 6tima. Decomposicoes e reformulagoes
de problemas de PLI tém sido intensamente desenvolvidas com esse propdsito.
Em geral, a decomposicao e a reformulacao de problemas de PLI resultam em
um nimero excessivamente grande de varidveis (colunas). Este trabalho dis-
cute essas técnicas em um método exato de enumeragao implicita, usualmente
denominado branch-and-price, que combina apropriadamente geracao de co-
lunas em problemas de programacao linear com branch-and-bound, ja cldssico
em problemas de PLI. Muitos problemas de otimizagao combinatdria podem
ser formulados como problemas de particionamento. Além disso, grande
parte dos algoritmos de geracao de colunas para problemas de PLI tém sido
desenvolvidos para formulagoes baseadas nesse problema. Assim, o princi-
pal resultado deste trabalho consiste na implementagdo de um esquema de
branching proposto para o caso particular do problema de particionamento
com varidveis bindrias. Os resultados se referem a implementagao do branch-
and-price para o problema de bin packing. Algumas alternativas que tém

influéncia significativa no desempenho do algoritmo também sao discutidas.
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The study and development of efficient techniques for Combinatorial
Optimization has made it possible to achieve the optimal solution of a wider
range and size of integer programs. Several investigations have particularly
focused on obtaining tight relaxations for integer programs, so that it is
possible to provide a solution that is closer to the integer optimal solution.
Problem decompositions and reformulations have been intensively developed
for this purpose. Usually, integer program decompositions and reformulati-
ons result in an extremely large number of variables (columns). This paper
discusses these techniques in an exact approach of implicit enumeration, the
so called branch-and-price, that combines appropriate column generation in
problems of linear programming with branch-and-bound, a classic method
in integer programs. Several important combinatorial optimization problems
can be formulated as set partitioning problems. Furthermore, many column
generations have been developed for formulations based on those problems.
Thus, the main result of this work consists of the implementation of a bran-
ching scheme proposed for the particular case of the set partitioning problem
with .binary variables. Results refer to the implementation of branch-and-
price for the bin packing problem. A few algorithmic choices that have a
significant influence on the performance of the algorithm have also been dis-

cussed.
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Introducao

Uma grande variedade de problemas praticos podem ser formulados
através de certos modelos de otimizagao com uma vasta teoria disponivel na
literatura e que podem ser resolvidos com técnicas especificas para cada um
desses modelos. A Otimizagdo Combinatdria trata da alocagdo eficiente de
recursos limitados para alcangar determinado objetivo quando algumas ou
todas as varidveis sdo restritas a assumirem apenas valores inteiros. Res-
tricoes impostas aos recursos determinam as alternativas possiveis, ou seja,
as solugoes que sao consideradas vidveis. Geralmente, esses problemas apre-
sentam um nimero muito grande de alternativas possiveis, de forma que, em
muitos casos, determinar qual dentre elas é a melhor se torna uma tarefa

extremamente dificil.

Os modelos de Otimizagdo Combinatéria sdo bastante comuns em
vérias situagoes que envolvem problemas praticos com atividades e recursos
indivisiveis. Além disso, esses problemas, em geral, apresentam um nimero
finito de alternativas possiveis e, conseqiientemente, podem ser apropria-
damente formulados como problemas de Otimizagdo Combinatdéria, muitas

vezes como problemas de particionamento.

Em um problema geral de particionamento, temos um conjunto base
de elementos e certas regras para a geracao de subconjuntos viaveis e seus
respectivos custos. O objetivo é encontrar um particionamento do conjunto
base em subconjuntos vidveis de modo a obtermos o menor (maior) custo

(lucro) possivel, caso o problema seja de minimizagido (maximizagio). Balas



e Padberg [2] apresentam uma lista de artigos, relatérios e livros que tratam

de aplicacoes desse problema em diversas areas.

Os algoritmos que muitas vezes tém apresentado melhor desempe-
nho na resolu¢ao de problemas de otimizagao combinatéria sdo aqueles que
utilizam técnicas de Programacao Linear Inteira, com um vasto nimero de
resultados tedricos e aplicagOes concretas, e, conseqiientemente, técnicas de
Programagao Inteira. Aqui, o termo “programagdo” se refere ao “planeja-

mento” das decisoes a serem tomadas a partir da solu¢ao do problema.

Dentre os métodos desenvolvidos para a resolu¢do de problemas de
Programagao Linear Inteira, os que utilizam técnicas de geragao de colu-
nas tem sido bastante estudados e implementados nos tltimos anos. Essas
técnicas foram propostas inicialmente como parte dos métodos para proble-
mas de Programacao Linear de grande porte, que geralmente envolvem um
grande nimero de varidveis. Na época da sua proposta inicial, por volta de
1960, por certo a principal motivacao para o uso dessas técnicas estava base-
ada no fato de que nem sempre um computador é capaz de armazenar todos
os dados de uma aplicagdo. Neste contexto, no método simplex, as colunas a

entrarem na base sao geradas por meio da resolu¢do de um problema auxiliar.

Veremos que a técnica de geracao de colunas estd baseada em refor-
mulagoes que envolvem um nimero geralmente muito grande de varidveis.
Grande parte dos algoritmos de geracao de colunas para problemas de pro-
gramagcao linear inteira tém sido desenvolvidos para formulacdes baseadas no
problema de particionamento, conforme Barnhart et al. [6]. Nesta tese e,
em particular, na nossa implementacgao, estaremos interessados em resolver
o problema de particionamento para o caso em que cada coluna da matriz de
restricoes satisfaz a uma dada inequagdo, que é formada pela soma de cer-
tos pesos associados as suas linhas. Neste sentido, dizemos que o problema

tem colunas tipo “mochila” (ou knapsack). Ele é usualmente denominado



problema de bin packing [62].

Formulagoes extensivas de um problema de programacéo inteira po-
dem ser obtidas como resultado de alguma decomposi¢do do seu conjunto
vidvel. O desenvolvimento de métodos de resolu¢do de problemas de pro-
gramagao linear que exploram a estrutura particular do modelo foi proposto
inicialmente por Ford e Fukerson [26]. Muitos pesquisadores consideram esse
trabalho como o marco inicial da abordagem de geracao de colunas e re-
conhecidamente inspirou Dantzig e Wolfe [20] a proporem um esquema de

decomposicao de problemas gerais de programacao linear.

Land e Doig [42] introduziram, em 1960, um algoritmo enumera-
tivo para problemas de programacao linear inteira, denominado branch-and-
bound, que utiliza estimativas no valor da solugao 6tima para evitar a enu-
meragao de todas as solugoes possiveis. Algoritmos exatos, como esse, estdo
fundamentados na obtengao de sucessivas solugoes de problemas mais faceis,
denominados relazagoes e obtidos a partir de uma operagao conhecida por
branching, fornecendo os limitantes, ou bounds, da solugdo 6tima do problema
inteiro. Desde entao, varias abordagens tém sido desenvolvidas para a re-

- solugao de problemas inteiros: enumeragao implicita [5], decomposicao [8], re-
laxacao lagrangeana [30] e heuristicas [65], por exemplo. Atualmente, grande
parte das pesquisas tém se concentrado no desenvolvimento de técnicas e al-
goritmos para classes de problemas bem particulares. Muitos dos algoritmos
desenvolvidos estdo baseados nas idéias do método branch-and-bound, que

também descrevemos nesta tese.

Para a resolugdo de um problema de programagao inteira, a associagao
da técnica de geracao de colunas com algoritmos do tipo branch-and-bound,
proposta por Desrosiers, Soumis e Desrochers [22], refor¢ou a importéncia da
decomposigdo proposta por Dantzig e Wolfe [20] e, desde entéo, a abordagem

de resolugdo por geracdo de colunas tornou-se uma das principais técnicas



utilizadas para problemas de programacéo inteira. Hoje, esse método é usu-

almente denominado branch-and-price.

Os métodos do tipo branch-and-bound sao mais eficientes se tivermos
boas estimativas (bounds) para o problema inteiro. A abordagem convencio-
nal desses métodos envolve o uso de uma relazagao linear do problema inteiro
para a obtengao desses bounds. A resolucdo de um problema de programacio
inteira resultante da relaxacao de todas as restrigoes de integralidade da sua
formulagéo, é geralmente fécil (se usarmos o algoritmo simplex, por exemplo),

mas a estimativa obtida para o problema inteiro normalmente é ruim.

Existem outras técnicas, que nao abordaremos nesta tese, muito uti-
lizadas na obtencao de bounds melhores. A relazacao lagrangeana, descrita
por Reinoso e Maculan [56] e por Krieken et al. [40], por exemplo, consiste
na relaxacdo de algumas restrigdes da formulacdo do problema, em vez de
todas as suas restri¢goes de integralidade. Hd, também, métodos que procu-
ram melhorar as relaxagoes lineares acrescentando apropriadamente outras
inequagoes a formulacdo do problema. Uma vasta lista de referéncias bibli-
ogréficas que tratam desses métodos é apresentada por Ralphs e Galati [55],

por exemplo.

A resolucao de problemas de particionamento tem sido abordada por
pesquisadores ha vdrias décadas. No entanto, Hoffman e Padberg [38] séo
considerados os primeiros a proporem um algoritmo que foi capaz de resolver
problemas de particionamento de grande porte até a otimalidade. Desde
entdo, outras pesquisas tém sido publicadas sobre algoritmos exatos para

problemas de particionamento, conforme Borndorfer {10], por exemplo.

Em geral, os algoritmos que sao rapidos e capazes de resolver pro-
blemas de particionamento muito grandes estdo baseados em métodos para
problemas de programacao linear, principalmente o método simplex, que tra-

balha com a idéia de solugbes basicas. No entanto, as relaxacoes lineares de



problemas de particionamento maiores sao altamente degenerados, no sen-
tido em que certas varidveis basicas assumem valores iguais a zero numa
solucdo basica vidvel. Sabemos, da teoria da Programacao Linear, que isto
dificulta (e até pode impedir) a convergéncia do algoritmo simplex. Portanto,
precisamos usar um bom resolvedor para Programagdo Linear na resolugao
do problema de particionamento. Neste trabalho, optamos pelo XPRESS-
MP, um dos pacotes computacionais para otimizacao de grande porte mais
eficientes e usados atualmente. Apesar de alguns conceitos e comentdrios
bésicos, ao longo desta tese, estamos supondo que o leitor ou a leitora tenha
conhecimentos basicos de Algebra Linear, dos fundamentos da Programacéo
Linear e, em particular, do método simplex (Dantzig {15]) para a resolugéo
de problemas de programacao linear. Podemos encontrar, na literatura, uma
vasta teoria a respeito deste problema e de diferentes métodos desenvolvidos
para sua resolugdo: Dantzig e Thapia [19], Maculan e Fampa [48] e Goldbarg

e Luna [34], por exemplo.

O principal resultado do nosso trabalho consiste na implementagao,
em linguagem de programacao C++, da regra de branching de Ryan e Fos-
ter [59] para problemas de particionamento 0-1. Os comentdrios sobre a
implementacdo e os resultados obtidos nos permitem verificar varios pontos
importantes no contexto da resolugdo de um problema de programacao in-
teira, além de reforcar o conteddo tedrico sobre geracdo de colunas. Este
trabalho servird como base para a implementacao de técnicas mais recente-
mente desenvolvidas no contexto da geracgao de colunas e que ainda precisam
ter sua eficiéncia verificada na prética, conforme sugere, por exemplo, Briant
et al. {11]. Procuramos, aqui, desenvolver um texto diddtico como facilitador
para aqueles interessados na implementacdao de algoritmos do tipo branch-

and-price para problemas de otimizagao combinatoéria.

Para atingirmos nosso objetivo, dividimos este trabalho em cinco capitulos.



No Capitulo 1, apresentamos alguns dos principais problemas de oti-
mizagdo, e algumas definicdes a eles associadas e que fazemos referéncia no

decorrer da nossa tese.

No Capitulo 2, descrevemos os fundamentos dos métodos de decom-
posicao para problemas de programacao linear, em particular, do método de

Dantzig e Wolfe, e comentamos sobre reformulac¢oes de problemas inteiros.

No Capitulo 3, tratamos de algoritmos, em particular, um branch-and-
bound, para problemas de programacao inteira; apresentamos os fundamentos
de geracdo de colunas em programagcao linear; e descrevemos sobre o algo-

ritmo branch-and-price para problemas inteiros.

No Capitulo 4, apresentamos nossa implementacgao do algoritmo branch-
and-price para o problema de bin-packing e os principais resultados obtidos;
abordamos, também, a estratégia de branching que utilizamos e damos uma

vido geral do algoritmo implementado.
E, na ultima parte da tese, registramos nossas consideragoes finais.

Iniciemos nosso propdsito, entdo, com os principais problemas de Oti-

mizacdo e algumas defini¢des que estaremos referenciando no decorrer desta

tese.



Capitulo 1

O Problema

Nosso objetivo, neste capitulo, é apresentar alguns dos principais pro-

blemas de Otimizagao Combinatoria e algumas defini¢des a eles associadas.

1.1 A Otimizacao Combinatéria

A Otimizagdo Combinatdria trata da alocagdo eficiente de recursos
limitados para alcancar determinado objetivo quando algumas ou todas as
varidveis sdo restritas a assumirem apenas valores inteiros. Os modelos, nesta
drea, sdo bastante comuns em vérias situagdes que envolvem problemas com
atividades e recursos cuja representacao fracionéria nao tem sentido prético.
Esses problemas, em geral, apresentam um ntmero finito (mas possivelmente
muito grande) de alternativas vidveis e, conseqiientemente, podem ser apro-

priadamente formulados como problemas de Otimizagdo Combinatéria.

Neste caso, estamos interessados em minimizar (ou maximizar) o valor
de uma fungao definida sobre um determinado dominio finito formado por
entidades discretas. Ou ainda: dado um conjunto base F com |E| elementos
e uma familia F de subconjuntos Sy, Ss, ..., Sk de E com os respectivos
custos ¢(S1), ¢(S2), ..., ¢(Sk), queremos encontrar uma solugdo S* € F de

menor (ou maior) custo (lucro) possivel. No entanto, obter essa solu¢do para



o problema, denominada solu¢do dtima, pode se tornar uma tarefa bastante
dificil. Mesmo podendo ser conceitualmente facil enumerar os subconjuntos
em F, o desafio vem do fato que j& citamos anteriormente: a quantidade
desses subconjuntos geralmente é muito grande. Isto inviabiliza o uso de uma
abordagem que envolva apenas a enumeracao explicita das solucoes vidveis
do problema. Este fato justifica o estudo e o desenvolvimento de algoritmos
com custo computacional tao reduzido quanto possivel e capazes de obter

solugbes ao menos proximas da solug@o 6tima do problema.

Nesta tese, estamos considerando que tanto a fungao a ter seu valor oti-
mizado (minimizado ou maximinizado), denominada fun¢do objetivo, quanto
as restrigdes (equagdes ou inequagdes) que definem as possiveis solugoes do
problema, sdo lineares. Cooper and Farhangian [12], por exemplo, tratam
de problemas combinatoérios que envolvem restricoes e fungdo objetivo nao-

lineares.

Dentre os algoritmos que tém apresentado melhor desempenho na re-
solugdo de problemas de otimizacdo combinatdria estao aqueles que utilizam
técnicas de Programacdo Linear Inteira, uma subarea da Programacao Ma-
teméatica com um vasto numero de resultados teéricos e aplicacoes concretas

bem sucedidas.

Em um modelo de Programacao Linear Inteira, cada subconjunto de
S, e F,j=1,2, .., K, estd associado a um vetor de incidéncia (ou seja,
para cada subconjunto, a componente associada a determinado elemento nele
assume valor 1 e, caso néo esteja presente, essa componente assume valor 0).
Entdo, qualquer solucdo vidvel é representada por um vetor de incidéncia que

satisfaz a todas as restrigoes presentes na formulacao do problema.

Na préxima sec¢do, apresentaremos os principais problemas e defini¢oes

que faremos referéncia ao longo desta tese.



1.2 Alguns problemas de otimizacao linear

Uma grande variedade de problemas praticos podem ser formulados
através de certos modelos de otimizagdo com uma vasta teoria disponivel na
literatura e que podem ser resolvidos com técnicas especificas para cada um

desses modelos.
Um problema geral de otimizagao, no conjunto dos numeros reais,
pode ser escrito da seguinte forma:

[PO] manimizar z= f(z)
sujeito a: z €S,

onde sdo conhecidos uma fungdo f : R* — R com z — f(z) = z e um

conjunto § C R™.

Definicoes e notagoes: Considerando um problema de otimizagao, como

em seu formato geral [PO], seguem-se algumas defini¢des usuais e notagdes:

f:R*"— R

(a) Fungdo objetivo: r— f(z) =2

(b) Conjunto vidvel: S C R".
(c) Solugdo vidvel: = € S.
(d) Valor dtimo: z* = min{f(z); =z € S}.
(e) Conjunto das solugées dtimas: S* ={z € S; f(z) = z*}.
(f) Solucdo dtima: z* € S*.
Dizemos, ainda, que o problema [PO] é um problema invidvel, quando
seu conjunto vidvel, S, é vazio. Além disso, chamamos [PO] de problema

ilimitado, quando existe uma seqiiéncia (z*) tal que z* € S e f(z*) — —oo0,

quando k£ — oo.



Um problema de otimizacao pode assumir formatos padrao com ca-
racteristicas particulares e com resultados mais especificos. Naturalmente,
isto leva a uma maneira mais diddtica de classificar esses problemas para
facilitar o estudo e desenvolvimento de técnicas de resolucgao eficientes. Nao
hé um consenso geral a respeito dessa classificagdo, mas apresentaremos nas
proximas subsecoes os modelos de programacao linear, programacao linear
inteira, programagao inteira mista, programacao inteira, programacao bindria

e otimizagdo combinatéria, inspirados fortemente em Wolsey [66].

Iniciaremos o propdsito desta secao com o problema de programagao
linear, um dos mais estudados desde a década de 50 [17, 15] e de grande

importancia no contexto da otimizacao combinatdria.

1.2.1 O problema de programacao linear

O problema de programacao linear, no formato padrao usual, € o se-

guinte problema de otimizacao:

[PL] minimizar 'z
sujeito a: Az =b
z >0,

onde a matriz A € R™*™ e os vetores b € R™ e ¢ € R™ sao dados com

0 < m < n. Suponhamos, sem perda de generalidade, que posto(A) = m.

Além das defini¢Ges e notacoes apresentadas anteriormente para um
problema geral de otimizacdo, agora listaremos outras que sao usuais para o

caso particular do problema [PL)].

Definigdes e notagoes: Consideremos o problema [PL], em que a matriz
A é formada pelas colunas a;, para todo j € I = {1, 2, ..., n}. Deno-
minamos matriz base (ou simplesmente base), qualquer submatriz quadrada

B = [apn) aB@) .- am)] formada por m colunas de A que sejam linear-
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mente independentes (ou seja, det(B) # 0). Associadas a uma tal base B,
listamos as seguintes definicoes:

(a) Indices base: Ip = {B(1), B(2), ..., B(m)}.

(b) Indices ndo-base: Iy = {N(1), N(2), ..., N(n —m)} = I\ Ip.

(c) Varidveis bdsicas: =g = [Tpa) Tp() --- Tpm))T € R™

(d) Varidveis ndo bdsicas: =y = [Tn) Tn() - TNpn-m) | € R*™™

e) Solugdo bdsica: z7 = [zf 2] e R™", 25 =B7'b e 2y =0.
BTN

(f) Solugdo bdsica vidvel: zT = [zf, z}] € R 25 = B0 >0 e
InN = 0.

(g) Solugdo bdsica degenerada: 2T = [z z%] € R¥™™;, zp = B7'b e
Hj; IB(J') = 0.

(h) Vetor de varidveis duais: u € R™; u= cLB™?,

onde ¢§ = [cpq) CB) - CBm)].
(i) Custos reduzidos:

0 ' :
C { c ’ se j €1y para j =1, ..., n.

C; =
j T '
;i —u'aj, sej€ly

A interpretacio do problema [PL] é: dados a matriz A e os vetores b
e ¢, encontrar, se existir, um ponto z* € Sp;, ou certificar que [PL] é um

problema invidvel ou um problema ilimitado.

Quando acrescentamos ao problema [PL] algumas restri¢oes, denomi-
nadas restricées de integralidade, exigindo que uma ou mais varidveis (mas
nao todas) assumam apenas valores inteiros, temos um novo problema deno-

minado problema de programacao (linear) mista, que apresentamos agora.
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1.2.2 O problema de programacao linear mista

O Problema de Programagdo (Linear) Mista pode ser escrito como o
seguinte problema de otimizagao:
minimizar Tz +hTy

sujeito a: Az +Gy=b
x>0, y >0 enteiro

onde as matrizes A € R™*" e ¢ € Q™*P e os vetores b € Q™, c € R" e

h € QP sdo dadoscomm >0,p>0em <n+p.

Quando acrescentamos restricoes de integralidade a todas as varidveis
do problema [PL], teremos um problema de programacao (linear) inteira,

que apresentaremos agora.

1.2.3 O problema de programacao inteira

Um problema geral de programagao inteira pode ser escrito como

minimizar flz)
sujeito a: T €S CZY

onde S é o conjunto de solucgoes vidveis do problema: pontos com n compo-
nentes inteiras e que satisfazem as restrigoes do problema, sejam elas lineares

ou nao.

Em particular, o problema de programacdo linear inteira, pode ser

escrito como o seguinte problema de otimizagao:

[PI] minimizar 'z

sujeito a: Az =0
x>0 einteiro,

onde a matriz A € Q™*™ e os vetores b € Q™ e ¢ € R™ sao dados com

0<m<n.

A partir deste ponto da tese, referenciaremos o problema de pro-

gramagdao linear inteira também por problema inteiro, tao somente.
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Ao menos a primeira vista, um problema inteiro é bastante parecido
com um problema de programacao linear. De fato, os resultados tedricos e
os métodos desenvolvidos em programagao linear sdo fundamentais para o
entendimento e resolu¢ao de um problema de programacao linear inteira. No
entanto, como mostra Wolsey [66], a idéia de, por exemplo, arrendondar os
valores fraciondrios das varidveis na solugao 6tima do problema linear para os
inteiros mais proximos poderd ser desastrosa, levando a uma solugao inteira

possivelmente distante de uma solugao étima do problema inteiro.

Se desconsiderarmos as restri¢oes de integralidade (dizemos que esta-
mos relaxando essas restrigoes), o problema [PI] se torna o problema linear

[PL], que é denominado relazagdo linear de [PI].

Quando todas as variaveis de um problema inteiro sao restritas a as-
sumirem apenas valores binarios, digamos 0 ou 1, temos um problema de

programacao binéria ou programacao 0-1, que definiremos a seguir.

1.2.4 O problema de programacao binaria

O Problema de Programag¢do Bindria (ou 0-1), que é um caso par-

ticular de problema inteiro, pode ser escrito como o seguinte problema de

otimizagao:
[PB] minimizar  c'x
sujeito a: Ax =b
z € {0, 1}",

onde a matriz A € Q™" e os vetores b € Q™ e ¢ € Q" sdo dados com

0<m<mn,

A relaxacdo linear do problema de programagao bindria [PB] é o se-

guinte problema linear:

[PB] minimizar Tz
sujeito a: Az =b
z € [0, 1]

13



A seguir, formalizaremos a defini¢do do problema de otimizagao com-

binatdria.
1.2.5 O problema de otimizagao combinatéria

Consideremos um dado conjunto finito N = {1, 2, ..., n}, custos (ou
lucros) ¢; paracada j € N, e uma familia F de subconjuntos vidveis de
N. O problema que consiste em encontrar um subconjunto de custo minimo
(ou lucro méximo) é um problema de otimizagdo combinatdria, que pode ser
escrito da seguinte forma:

[PC] minimizar ) . g¢;
sujerto a: SeF

onde S C N.

Em geral, um problema de otimizagao combinatéria pode ser mo-
delado como um problema de programagao inteira ou, nao muito raro, de
programacdo bindria. Como em muitas aplicagdes reais podemos ver um
problema de otimizagado como uma escolha de uns poucos subconjuntos den-
tre um ndmero muito grande deles, temos a possibilidade de formularmos
o problema diretamente como um problema inteiro com um grande niimero
de varidveis. Antes de apresentarmos mais claramente um caso de tal for-
mulacdo, dita ertensiva, comentaremos o problema geral de particionamento

e, para 0 nosso propdsito mais particular, o problema da mochila.

1.3 O problema de particionamento

Muitos problemas de otimizacdo combinatéria podem ser formulados
como problemas de particionamento. Goldbarg e Luna [34] e Balas e Pad-
berg [2] apresentam uma lista de artigos, relatdrios e livros que tratam de
aplicacbes desse problema em diversas dreas. Alguns exemplos sdo: recu-

peracao de informagdes em banco de dados; problemas de despacho; alocacao
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de tripulagdes em linhas aéreas; distribuigao do trafego de comunicagoes em
satélites; alocagdo de servicos de emergéncia; alocagdo de servigos diversos;
roteamento de petroleiros; roteamento de veiculos terrestres; distribuicao de
distritos de venda; problema de coloracao; caminho em grafos; planejamento
de tarefas; projeto de circuitos; exploracao de petréleo em campos submari-

nos; andlise de amostra de sangue.

Conforme Barnhart et al. [6], grande parte dos algoritmos de geragdo
de colunas para problemas inteiros tém sido desenvolvidos para formulagoes

baseadas no problema de particionamento, que descrevemos nesta secao.

Em um problema geral de particionamento, temos um conjunto base
de elementos e certas regras para a geracao de subconjuntos vidveis e seus
respectivos custos. O objetivo é encontrar um particionamento do conjunto

base em subconjuntos vidveis de modo a obtermos o menor custo possivel.

Seja I um conjunto formado por m elementos. Consideremos uma
certa familia F de subconjuntos de I, que denominaremos subconjuntos
vidveis. A cada subconjunto vidvel I7 C I (ou ainda IY € F) associemos
um vetor de incidéncia a; € {0, 1}™, em que a;; = 1 sei € I'e a;; = 0, caso
contrdrio, e um custo ¢;. Ou seja, um subconjunto I’ vidvel sempre estard
associado a um vetor vidvel a; com custo ¢;. No nosso caso, e geralmente,
o numero de subconjuntos vidveis é muito grande: ele cresce exponencial-
mente em relagdo ao nimero de elementos m. Além disso, freqiientemente
o conjunto de vetores vidaveis é bem definido, sendo possivel enumerar todos

o0s subconjuntos vidveis, implicita ou explicitamente.

Para apresentarmos um modelo formal desse problema, consideremos
¢:{0,1}* = R uma fungdo tal que A+ c(A) =377 c;A;. O problema de
particionamento padrao pode ser escrito da seguinte forma:

[PP] minimizar c(\)
sujeito a:  AX=1
Ae {0, 1}"

15



onde 1 é um vetor com todas as suas m componentes iguais a 1, n é o nimero
de subconjuntos vidveis e A € {0, 1}™*" é uma matriz bindria em que cada
coluna é um vetor vidvel a; € {0, 1}™, conforme descrevemos no paragrafo

anterior.

Cada coluna da matriz de restriges A satisfaz ao menos a alguma
restricdo conhecida. Na nossa implementacdo, uma coluna é formada por
uma solucao vidvel para o problema da mochila 0-1, que descrevemos na

préxima secao.

1.4 O problema da mochila 0-1

O problema da mochila 0-1, ou problema knapsack 0-1, é um dos mais
importantes e mais estudados problemas de otimizacao combinatéria. FEle
tem muitas aplicagoes praticas e freqiientemente aparece como um subpro-
blema na resolugdo de problemas mais complicados. Este é o caso do pro-
blema da nossa implementacdo, o que justifica os comentérios desta segao.
Conforme Garey e Johnson [29], o knapsack 0-1 é NP-completo, ou seja,
resolvé-lo pode ser tao dificil quanto resolver qualquer problema de pro-
gramagao inteira. Apesar disto,, os melhores resultados praticos para re-
laxacoes lineares, estudos de algoritmos do tipo branch-and-bound e métodos
de programacao dinamica, descri¢do da envoltéria convexa das solugoes viaveis,
algoritmos aproximativos e heuristicas, métodos e andlises probabilisticas
tém sido obtidos para o problema da mochila, conforme lembra Dudzinski e

Walukiewicz [23)].

O problema da mochila 0-1 consiste na selecao de itens tais que a soma
dos valores a eles associados é maximizada e a soma de seus pesos nao exce-
dam a capacidade da mochila. Para a formulagao do problema, consideremos
um conjunto C de m itens, que representaremos por C = {1, 2, ..., m}, e

associemos a cada item ¢ € C um peso ¢; e um valor de utilidade u;. O pro-

16



blema consiste, entdo, em determinarmos que subconjunto &' dos itens em
C pode ser obtido de forma que a soma dos pesos dos elementos em &' seja
menor ou igual a uma capacidade L e que a soma dos valores de utilidade
desses elementos seja a maior possivel. O problema da mochila 0-1 pode,
entdo, ser enunciado como o seguinte problema de otimizagao:

m
[KP] mazimizar zxp = g U0y

i=1
m

sujeito a : Z&ai <L
i=1

a; € {0,1}, paraj=1, 2, .., m.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o valor L e cada ¢;, para

i € C, sdo inteiros positivos; e que ; < L com Y .o, ¢ > L.

Duas publicagoes cldssicas sobre problemas da mochila e, em parti-
cular, da mochila 0-1, se referem aos trabalhos de Martello e Toth [51, 50],
de 1990. Gilmore e Gomory [33] tratam da solugdo do problema da mochila
por meio de programagao dindmica. Através de métodos de programacio
dindmica é possivel resolver o problema [PK| em tempo peseudo-polinomial,

no sentido em que essa ordem de complexidade depende da capacidade L.

Consideremos, agora, o problema de particionamento [PP] da se¢do
anterior. Quando cada coluna da sua matriz de restricbes A é uma solugao
vidvel de um problema da mochila 0-1, [PK], diremos que temos um pro-
blema de particionamento com colunas knapsack, ou do tipo “mochila”. Esse
é o problema que apresentaremos na préxima se¢ao € que estamos particu-
larmente interessados em resolver na nossa implementacao do algoritmo de

geragdo de colunas.
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1.5 O problema bin packing

Como veremos no préximo capitulo, a técnica de geracao de colunas,
bastante usual na resolucao de problemas em otimizagao combinatéria, esta
baseada em certas reformulacoes apropriadas do problema inteiro (a serem
apresentadas no préximo capitulo). Em geral, essas reformulagdes sdo mais
extensivas, ou seja, envolve um numero muito maior de varidveis. Nesta tese
e, em particular, na nossa implementacao, estaremos interessados em resolver
o problema de particionamento para o caso em que cada coluna da matriz de
restrigoes satisfaz a uma dada inequagao, que ¢ formada pela soma de certos
pesos associados as suas linhas. E neste sentido que dizemos que o problema
tem colunas tipo “mochila” (ou knapsack). Ele é usualmente denominado

problema de bin packing [62].

Como ilustragdo para o problema, considere um conjunto finito de
objetos, digamos [ = {1, 2, ..., m}, um tamanho ¢; associado a cada
objeto 7 € I e caixas com tamanho médximo L. O problema bin packing
consiste, entdao, em empacotarmos todos os m objetos no menor nimero

possivel de caixas homogénias com capacidade igual a L.

Para formularmos o bin packing da nossa ilustragdo como um problema
de programacao inteira, definimos uma varidvel de decisio 2%, que assumira o
valor 1 se o item i estiver na caixa k e zero caso contrario, e a varidvel y* que
sera 1 se a caixa k for utilizada e zero caso contrario. Entéo, a formulacéo,

que diremos compacta, do problema bin packing é a seguinte:

m
minimizar E y*

k=1

m
sujeito a : zF =1 para todoi=1,2,...,m,
J i
k=1

m
Z&xf < Ly* para todo k=1,2,...,m,
i=1
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z¥ 4 € {0, 1} paratodoi=1,2,..,m, k=12,..,m,

onde ¢; é o peso associado ao item ¢ € I = {1, 2, ..., m} e estamos

considerando a disponibilidade (pior caso) de m caixas de capacidade L.

Alternativamente, podemos considerar todas as maneiras possiveis de
colocarmos objetos em uma caixa. Assim, se a, € {0,1}™ ¢é o vetor de
incidéncia que representa uma tal maneira, entdo devemos ter Y i, £iai; <
L. E, dai, considerando o conjunto ©Q de todas essas maneiras “vidveis”,
podemos reescrever o problema de bin packing da nossa ilustragao como o
seguinte problema de otimizacao:

minimizar E Aq
qeQ

sujeito a : Zaiq/\q =1 para todoi = 1,2,...,m,
qeQ
A € {0, 1}  paratodo g € Q.

A cardinalidade do conjunto @ e, conseqlientemente, o numero de
varidveis nesta tltima formulacdo, depende dos dados do problema, mas pode

ser muito grande: geralmente, exponencial em relagao ao numero de objetos

m.

Resumindo, podemos concluir que dados um inteiro m > 0 (ndmero
de itens), um valor L (capacidade) e valores ¢; , paracada =1, 2, ..., m,
o problema bin packing, na usualmente denominada formulagao eztensiva, é

o seguinte problema de particionamento:

[BP] minimizar 1T\
sujetto a:  Ad=1
Ae {0, 1}

onde 1 é um vetor (de dimensdo apropriada) com todas as suas componentes
iguais a 1, e A é uma matriz bindria com n colunas a, € {0, 1}™, ¢ €

{1, 2, ..., n} tais que

Zm:fiaiq S L.
i=1

19



Suponhamos, sem perda de generalidade, que os dados do problema
[BP] sao todos inteiros positivos, isto é: ¢; € Z, , paratodoi € {1, 2, ..., m},

[§] L€Z+

O problema de bin packing é NP-dificil, conforme Garey e Johnson
[29], por exemplo. No entanto, algoritmos exatos cada vez mais eficientes,
como os de geragao de colunas, tém sido propostos com o objetivo de resolver

a0 menos certas classes de instancias do bin packing.

Formulagoes extensivas de um problema de programacao inteira po-
dem ser obtidas como resultado de alguma decomposicao do seu conjunto
vidvel. No proximo capitulo estaremos interessados em apresentar as idéias
basicas de uma decomposi¢ao e suas principais vantagens na resolucao de

problemas de otimizagdo combinatéria.
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Capitulo 2

A Formulacao

O desenvolvimento de métodos de resolugdo de problemas de pro-
gramagdo linear que exploram a estrutura particular da sua formula¢ao ma-
tematica foi proposto inicialmente por Ford e Fukerson [26]. Muitos pesquisa-
dores consideram esse trabalho como o marco inicial da abordagem de geracao
de colunas e reconhecidamente inspirou Dantzig e Wolfe [20] a proporem, em
1960, um esquema de decomposicao de problemas gerais de programagao

linear, que é usualmente denominado decomposi¢io de Dantzig- Wolfe.

O trabalho pioneiro na formulacao de um problema de programagao
inteira a partir da decomposi¢do do problema e de sua resolucao por meio
de técnicas de geragdo (implicita) de colunas foi apresentado por Gilmore e
Gomory [31, 32]. Ralphs e Galati [55], por exemplo, discorrem sobre métodos
de decomposicao tradicionais para problemas de programacao inteira e suas

aplicagoes no calculo de limites do valor 6timo.

A associacdo da técnica de geragdo de colunas com algoritmos tipo
branch-and-bound, proposta por Desrosiers, Soumis e Desrochers [22], em
1984, reforcou a importancia da decomposicdo de Dantzig-Wolfe e, desde
entao, a abordagem de resolugdo por geragao de colunas tornou-se uma das

principais técnicas utilizadas para problemas de programacao inteira.
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Antes de abordarmos a reformulacéo de problemas inteiros, comenta-
remos sobre as idéias bésicas de uma decomposicdo e, em particular, sobre a

decomposicao de Dantzig-Wolfe.

2.1 Idéias basicas de uma decomposicao

Para apresentarmos a idéia geral da decomposicao, consideremos um

problema inteiro no seguinte formato:

minimizar ¢’z
sujeito a:  Ar =b
Dz <d

x>0 einteiro,

em que as restricoes estdo particionadas em uma classe de restricoes Az =b
e outra, mais especifica, representada pelo subsistema Dz < d e z inteiro.
Este subsistema é tal que possivelmente somos capazes de enumerar todas as
suas solugdes e, conseqlientemente, reformularmos o problema inteiro inicial
em termos dessas solugdes. Claramente, foi o que fizemos para obtermos a
formulacéo extensiva do problema de bin packing no final do capitulo anterior,

pagina 18.

Citaremos, agora, trés situacoes em que uma decomposicao é geral-
mente usada. A primeira delas é quando as restriges Az = b dificultam em
muito a resolu¢ao do problema original e o modelo é bem conhecido e facil-
mente resolvido sobre as restricdes do subsistema Dz < d, x > 0. A segunda
situacdo é quando as restricoes Dz < d apresentam uma estrutura bloco-
diagonal (conforme Litbbecke et al. [45], por exemplo) e esse subsistema pode
ser decomposto em subsistemas menores. Na nossa implementacgao, esse sub-
sistema do problema de bin packing foi decomposto em restrigoes idénticas
do tipo “mochila”. E a terceira situacao ocorre em algumas aplicacoes que
86 podem ser formuladas através de um numero muito grande de varidveis,

conforme apresentado por Barnhart et al. [6], por exemplo.
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Muitos problemas de otimizagdo podem ser representados como um
problema de programacao inteira em sua forma compacta. No entanto, os
métodos do tipo branch-and-bound, como é o caso do branch-and-price que
apresentaremos no préximo capitulo, nao tém um desempenho aceitdvel para
grande parte de instancias reais. A estimativa (bound) do valor étimo inteiro
dada por cada relaxacao linear é, em geral, muito ruim. Além disso, esses
métodos sdo bastante ineficientes para problemas que apresentam uma es-
trutura simétrica, que é comum na formulagdo compacta de um problema
inteiro. Existe simetria quando diferentes solugoes, mesmo tendo valores
distintos para as varidveis de decisdo, correspondem a um mesmo partici-
onamento, na prética. Neste caso, um algoritmo do tipo branch-and-bound
pode se tornar computacionalmente infeficiente, visto que essas solugoes equi-
valentes sdo exploradas em diferentes nés da arvore de branch associada a

execucdo do algoritmo.

Ao decompor um problema, procuramos explorar a estrutura da ma-
triz de restri¢des, de modo que a nova formulacao fornega um bound possi-
velmente mais préximo do valor 6timo inteiro e que elimine as dificuldades
associadas & simetria do problema. Entao, neste sentido, um problema com
uma formulacdo extensiva é um bom candidato para ser resolvido através de

métodos de geracao de colunas para programagao inteira.

Inicialmente, descreveremos sobre o método de decomposi¢ao proposto

por Dantzig e Wolfe [20] em 1960 para problemas de programagao linear.

2.2 A decomposicao de Dantzig e Wolfe

O método simplex, apesar de sua complexidade exponencial (Klee e
Minty [41]), tem se mostrado bastante eficiente na resolugao de problemas de
programagcdo linear na prética e, por isto, tem sido bastante implementado

por diversos pacotes computacionais para otimiza¢do. No entanto, devido
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a algum limite (de dimenséo, por exemplo) previamente estabelecido ou ca-
pacidade, esses pacotes nao podem ser utilizados para muitos problemas de

grande porte.

A decomposicao de Dantzig-Wolfe, conhecida desde 1960, foi uma. im-
portante ferramenta para resolucdo de problemas lineares de grande porte
em computadores com capacidade de armazenamento e manipulacdo de da-
dos bastante limitada. Neste sentido, ela se tornou uma metodologia auxiliar
para a aplicacao do método simplex a problemas de programacao linear mai-
ores. No entanto, com o desenvolvimento de novos computadores ao longo de
poucas décadas, aumento de memoria e de velocidade de processamento, por
exemplo, os pacotes para otimizacao linear passaram a resolver até mesmo
esses problemas lineares de grande porte. Com isto, os métodos de decom-

posicao foram perdendo sua aplicabilidade.

Mas, em 1984, Desrosiers, Soumis e Desrochers [22] reforgaram a im-
portancia da decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe, associando técnicas de geragao
de colunas com o método de branch-and-bound para a resolucao de problemas
de programacio inteira. Assim, antes de tratarmos da gerac¢do de colunas no
capitulo seguinte, apresentaremos mais detalhadamente a decomposi¢do de

Dantzig- Wolfe.

Basicamente, a decomposicdo de Dantzig-Wolfe consiste na repre-
sentacdo de grupos de varidveis como uma combinacdo convexa de pontos
extremos. Nessa decomposi¢ao, retiramos parte das restrigdes do problema
de programacdo linear, geralmente estruturas bem definidas, e as tratamos
separadamente, em um problema auxiliar. Assim, podemos reduzir em muito
o numero de restricoes do problema original. No entanto, o problema passa
a conter um numero excessivamente grande de varidveis, geralmente expo-

nencial em relagdo ao nimero de restrigoes no problema original.

Inicialmente, essa idéia pode parecer nada razoavel, devido ao nimero
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muito grande de varidveis na nova formulagdo do problema. No entanto,
ela serd fundamental para aplicarmos os métodos de geracdo de colunas na
resolucdo de um problema de programacao linear e, conseqiientemente, de

programacao linear inteira, como devera ficar claro ao longo desta tese.

Dados duas matrizes A € R™*" ¢ D € R™*" ¢ trés vetores b € R™,

d € R™ e c € R", consideremos o seguinte problema de programacao linear:

[PL] minimizar z2pp=c'z
sujeito a: Az =b

Dz <d

x> 0.

A idéia bésica da decomposicao de Dantzig-Wolfe é representar certo
conjunto convexo e limitado de solugoes vidveis como uma combinagao linear
convexa dos pontos extremos e também das diregoes extremas desse conjunto.
Entao, inicialmente devemos escolher o grupo de restri¢oes que definem um
tal subconjunto vidvel convexo e limitado, substituindo-o em seguida pela

combinagdo apropriada de suas diregoes extremas.

Formalmente, essa idéia estd baseada no resultado enunciado a seguir,
que foi proposto por Minkowski [52] e é demonstrado, por exemplo, por

Nemhauser e Wolsey [53] e também por Maculan e Fampa [48].

Proposicao 1 Consideremos o conjunto X = {z € R%}; Dz < d} e denote-
mos por V(X) = {v!, v?, ..., v’} o conjunto (finito) dos p pontos extremos
de X epor R(X)={rl, r?, .., r%} assuas q diregdes extremas. Entdo

T € X se, e somente se,
p q
Z j Z i
r = /\j'U] + T,
j=1 i=1

para certos vetores

p
A€ RE, tal que Z/\j::l, e peRL

=1
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A decomposic¢do de Dantzig-Wolfe consiste na substituicao das varidveis
z, no problema [PL], pela expressdo dada na Proposicao 1. A formulagao

resultante é o seguinte problema de programacao linear:

P q
[PM] minimizar zpy = Z(chj)/\j + Z(CTW)M
j= i=1
p q '
sujeito a : Z AUJ Z(ATI)/%‘ =}
J=1 i=1
Aj =

p
j=1

J

1
A >0, para j=1, 2,

J

pi >0, para i=1, 2,

O problema [PM] é usualmente denominado problema mestre. Clara-
mente, da relacdo entre z, A e p, temos que o valor 6timo do problema

original [PL] é igual ao valor 6timo do problema mestre [PM], ou seja:
Zpr, = 25
Considerando o problema mestre [PM], definamos a matriz

A:{Avl Av? ... AP Art Ar? L Ar? € Rm+Dx(ptq)

1 1 1 0 0o .. 0
e 0s vetores

T =T T TP Tt Tt Tl e R

b= [ 11)} eR™M AT =]\ X .. A ERYP e uh =1 pa ... g € RV

Entéo, em notacdo matricial, o problema mestre [PM] é o seguinte problema

de programacao linear:

minimizar € %
sujeitoa: AT =101
>0,

:i:[/\} € RPH,
U

em que
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O método de decomposigdo de Dantzig-Wolfe para problemas de pro-
gramagao linear também tem seu equivalente para problemas de Programagao

Linear Inteira (PLI). Este é o assunto da préxima segéo.

2.3 A Formulacao de um problema de PLI

Para resolvermos um problema de programagéo inteira, digamos [PI],
por meio de algum algoritmo do tipo branch-and-bound, como é nosso caso
e que apresentaremos no préximo capitulo, precisaremos usar um procedi-
mento que ird gerar um limite (bound) que potencialmente nos leve ao valor
étimo inteiro zp;. Para isto, o0 método mais comumente usado € a resolugao
da relaxacdo linear, digamos [PL], do problema inteiro, obtida quando des-
consideramos as restricées de integralidade de sua formulac¢do. Assim, como
o conjunto vidvel do problema [PI] é um subconjunto das solugdes vidveis de
[PL] e os problemas sdo de minimizagdo, o valor 6timo da relaxagao linear
é um limite inferior (lower bound) para o valor 6timo do problema inteiro.
Em geral, a relaxacdo [PL] é muito mais ficil de ser resolvida que o pro-
blema inteiro [PI]; no entanto, seu valor étimo pode estar bastante distante
do valor 6timo inteiro. Essa “distancia” ¢ usualmente denominada gap de
integralidade. Precisamos considerar, entdo, algum procedimento mais efe-
tivo na obtencdo de melhores estimativas para a solu¢do étima do problema
inteiro. Os métodos de decomposi¢do em problemas de programacao inteira

foram desenvolvidos com este objetivo.

Assim como na decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe, a idéia basica para um
problema inteiro também é a representacdo de um conjunto convexo através
de uma combinacdo de pontos extremos e raios extremos. A reformulacao
do problema (compacto) original é ainda um problema inteiro, mas com um
numero de varidveis em geral excessivamente grande. Esse novo problema é

usualmente denominado problema mestre inteiro. Como cada varidvel estd
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associada a uma coluna da matriz de restri¢ces, podemos pensar nessa matriz

como tendo, de fato, muitas colunas no problema reformulado.

H4a uma equivaléncia entre o problema mestre inteiro e sua formulacéo
compacta original. Assim, resolver o problema mestre inteiro resultante da
decomposicao € equivalente a resolver o problema inteiro original, da mesma
forma que, em programagao linear, uma solu¢ao para o problema mestre esta

associada a uma equivalente no problema original.

Consideremos o seguinte problema de programagao inteira:

[PI] minimizar zpr=c'z
sujeito a: Az =1
Dz <d

T €1,

onde as matrizes A € Q™*™ e D € Q™" com m; + ms = M, € 0
vetores b € Q™, d € Q™ e ¢ € Q" sao dados. Analogamente ao caso
da decomposicdo de Dantzig-Wolfe, descrita na se¢do anterior, suponhamos,
também, que o conjunto X = {z € Z%; Dz < d} seja tal que possamos

considerar implicitamente todas as solugoes inteiras nele contidas.

Para chegarmos a formulacao do problema mestre inteiro, enuncia-
remos o seguinte resultado em relacao ao conjunto de pontos inteiros A,
conforme enunciado por Vanderbeck [64] e demonstrado por Nemhauser e

Wolsey [53], por exemplo.

Proposicio 2 Se § = {z e R}; Dz < d} # 0 e X = SNZ},
onde D € QM ¢ d € QM, entao existem um conjunto finito Q =
{31, 2% .., 2P} C X de pontos inteiros e um conjunto finito de diregdes

inteiras R = {z', 72, ..., 7} \ {0} de S tais que
p - P
X={zeRy =) N&/+> wd, > N=1, AeZl, pezi}.
7=1 =1 j=1
Portanto, podemos gerar todo o conjunto poliedral A tomando algum

ponto em Q e uma combinagdo inteira de dire¢oes em .
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Quando X for limitado, teremos R =0 e Q serd o préprio conjunto
X. Neste caso:
X = {z€Z}, Dz<d}=

p

p
= {zeRG =) Ni', Y N=1, Ae{0,1}"} =
J=1

J=1

= {&', 2% .., 2"}

Por outro lado, se X for ilimitado, R serd o conjunto de suas
diregdes extremas e teremos Q = X N{z € R}; z = Y7 B3 +
Lot 2P B =1, 6 20 paratodo j =1,2,..,p,e 0 <% <

1 paratodo i = 1,2,..,q}, onde Z',2% ..,2° sdo os pontos extremos
(vértices) de S = {z € R}; Dz < d}. Se, além disso, S for um cone
(d = 0), entdo os pontos em & podem ser vistos como diregoes extremas
e, portanto, incluidos em R, levando a Q = (. Lembremos que, sem perda
de generalidade, podemos supor qualquer Z € R como sendo um vetor de
inteiros, visto que S ¢é um conjunto de racionais. Observemos, ainda, que se
X =8n{0,1}", entdo X coincide com os pontos extremos da sua envoltéria

convexa, denotada por conuv(X).

Definindo ¢é; = ¢4 e a; = A3/ paracada j € {1, 2, .., p}, e
¢ =c'z e a; = AT* paracada ¢ € {1, 2, ..., ¢} e substituindo z € X
porz =37, NEl 4+ 3 wE YT N =1 ANEZE, e Z% no problema
inteiro [PI] , teremos uma nova formulacao, o problema mestre inteiro, a

saber:

p q
[PM] minimizar zppy = Z A6+ Z [4iCs

j=1 i=1
P q
sujeito a : Z/\jdj + Z”iai =b
j=1 i=1
P
d o =1

Aj € Ly, para j=1, 2, ..., p



Wi € Zy, parai=1, 2, ..., q.

A restrigdo de convexidade ;’21 Aj = 1, juntamente com a restrigao
de integralidade A € Z%, impdem que tenhamos A € {0,1}". Assim, em
qualquer solugdo vidvel, existird um indice k € {1, 2, ..., n} tal que M\, =1

e as outras componentes do vetor A serao iguais a zero.

Resolver o problema mestre inteiro [PM] é equivalente a resolver
a formulagdo original [PI]. No entanto, as relaxagoes lineares dessas duas
formulagoes sao distintas. Em geral, a relaxacao linear do problema mestre
inteiro nos fornece uma estimativa melhor (lower bound) para o valor da

solugdo étima que a relaxagdo do problema no seu formato original [PI].

A formulagdo compacta, o problema original [P}, e a formulagdo ex-
tensiva, o problema mestre [PM], sdo formulagdes do mesmo problema de
programagao inteira. Elas tém as mesmas solugoes inteiras vidveis e, também,
o mesmo valor 6timo. No entanto, a representacio das solugdo é diferente e
uma solu¢do no problema original pode nao corresponder a uma tnica solugao
no problema mestre correspondente, por exemplo. Ou seja, considerando a
notacdo que apresentamos na Proposigao 2, observamos que se Q # 0 e
R # 0 (ou X néo é limitado, ou ndo é um cone), e existem £ € Q e T€R
tais que £+ Z € Q, entdo a transformacdo de uma solugdo z de [PI] para

alguma solugdo A de [PM] néo ¢ Unica para certos pontos de X.

No entanto, as duas formulagoes, original e mestre, diferem em suas re-
laxagGes lineares. Os limites (bounds) para a solugdo étima inteira fornecidas

pelas relaxagoes lineares de [PI] e [PM] séo, respectivamente:

Zpr = min{c’z; Az =b, Dz <d, = >0}

Zpyr = min{c’z; Az = b, z € conv(X)},

onde X = {z € Z%; Dz < d}. Portanto, denotando por zp; o valor da
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solucdo Otima inteira, teremos a seguinte relagdo:

— = *
Zpr < Zpym < Zpy-

Quando a formulagdo é tal que o subsistema S = {z € R}; Dz < d}
tem a propriedade da integralidade, ou seja, conv({z € Z%; Dz < d}) =
{z € R}; Dz < d}, teremos o mesmo valor 6timo para as relaxagoes lineares
do problema original e do problema mestre: Zp; = Zpp. Neste caso, em
um algoritmo branch-and-price, qualquer esquema de ramificagdo (branching)
que resulta na modificagdo da estrutura do subproblema pode destruir sua
propriedade de integralidade. No entanto, no caso da nossa implementacao, a
estratégia de branching que adotamos nao ird modificar essa estrutura, como

veremos no Capitulo 4.

Além disso, quando conv({z € Z%; Az = b, Dz < d}) = {z €
R"; Az = b} Nconv({z € Z; Dz > d}), entdo Zpp = zp;. No contexto de
um algoritmo branch-and-price, este caso nao ird exigir qualquer esquema de

branching.

Logo, o emprego da reformulagdo do problema inteiro original [PI|
como um problema mestre [PM] é aconselhado nos casos em que a formulagéo
original do subsistema nao apresenta a propriedade da integralidade e a re-
laxac&o linear do problema mestre nio fornece uma solugao inteira. Entao,

tipicamente, teremos a seguinte relacdo entre os valores 6timos:

zpr < Zpy < ZpJ.

A decomposicdo mais tradicional de um problema inteiro estd base-
ada no Teorema de Minkowski, conforme enunciado através da Proposigao 1.
Essa decomposi¢do, usualmente denominada convezificagdo, difere da que
apresentamos anteriormente para problemas inteiros, que é uma discretizagao

do conjunto X. Enquanto na decomposicdo tradicional a reformulagdo ¢ da
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envoltéria convexa do subsistema X, conv(X), na decomposi¢do por dis-
cretizacdo a reformulacdo é do préprio X. Os pontos em conv(X) sdo ex-
pressos como uma combinacao convexa dos seus pontos extremos e das suas
direcdes extremas, e os coeficientes da decomposi¢ao ndo estdo restritos a
serem inteiros, como exposto por Liibbecke e Desrosiers [45]. Essas duas
alternativas para uma decomposic¢io, a discretizacao e a convexificagdo, for-
necem a mesma relaxacao linear do problema mestre. Além disso, quando
X C {0,1}", como ocorre no caso particular do problema de particionamento

da nossa implementacdo, a convexificagdo e a discretizacdo sdo coincidentes.

Em suma, o método de decomposicio de Dantzig-Wolfe para pro-
gramacao inteira consiste na reformulagdo de um subsistema X" do problema
[PI], seguindo o resultado dado pela Proposicdo 2. Consegiientemente, essa
reformulacdo de X leva a uma reformulagdo do problema inteiro [PI]. Uma
caracteristica bastante 1til desta reformulacdo de X é que sua relaxacdo li-
near fornece a envoltéria convexa, conuv(X), o que explica a “qualidade” do
limite fornecido pela relaxagdo linear do problema mestre. No entanto, para
obtermos a propriedade de integralidade com a reformulagdo do subsistema,
pagamos um alto preco em termo de nimero de varidveis, geralmente expo-
nencial, no problema reformulado. A conseqiiéncia é que precisamos tratéd-las

implicitamente por algum procedimento de geragao de colunas.

Assim, no préximo capitulo, estaremos interessados em um método de

geracdo de colunas para problemas de otimiza¢do combinatéria.
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Capitulo 3

A Geracao de Colunas

Nosso objetivo, neste capitulo, é apresentarmos os fundamentos dos
algoritmos do tipo geracao de colunas para problemas de programacao linear

e, em particular, para problemas de programagcao inteira.

Logo no inicio do desenvolvimento da teoria da programacao linear, na
década de 40, j& comecaram também os estudos de problemas que apresen-
tavam varidveis discretas [16]. Isto levou ao desenvolvimento dos primeiros
algoritmos que utilizam a idéia de se adicionar novas desigualdades a for-
mulacdo do problema, os chamados algoritmos de planos de cortes, propostos
por Dantzig, Fulkerson e Johnson [18] e Gomory [36, 35]. Em seguida, Land
e Doig [42] introduziram um algoritmo enumerativo, denominado branch-
and-bound, que utiliza estimativas no valor da solugdo 6tima para evitar a
enumeracdo de todas as solucOes possiveis. Desde entao, vdrias abordagens
tém sido desenvolvidas para a resolu¢ao de problemas inteiros: enumeragao
implicita [5], decomposi¢do [8], relaxagéo lagrangeana [30] e heuristicas [65],
por exemplo. Atualmente, grande parte das pesquisas tém se concentrado no
desenvolvimento de técnicas e algoritmos para classes de problemas bem par-
ticulares. Muitos dos algoritmos desenvolvidos estao baseados nas idéias do

método branch-and-bound, que apresentaremos mais adiante neste capitulo.

Os algoritmos exatos mais usuais e de maior sucesso na resolucao de
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um problema de programacao inteira estdo fundamentados na obtencao de
sucessivas solucoes de problemas mais faceis, denominados relazacdes. Essas
solugoes fornecem os limitantes, também denominados bounds, do valor da
solugao 6tima do problema inteiro. Quando estivermos certos de que o va-
lor da solu¢ao do problema inteiro nao serd inferior a determinado valor ja
conhecido, dizemos que este valor é um limitante inferior para o problema
inteiro, ou ainda um lower bound. De forma anéloga, dizemos que um certo
valor é um limitante superior, ou upper bound, quando podemos afirmar que
a solucdo 6tima inteira nao serd maior que esse valor. Esses limitantes é
que irao “direcionar” uma enumeragao implicita de todas as solucoes viaveis
numa técnica denominada branch-and-bound e que, neste capitulo, sera apre-

sentada no contexto da otimizacao combinatoria.

Os métodos branch-and-bound sdo mais eficientes se tivermos boas
estimativas (bounds) para o problema inteiro. A abordagem convencional
desses métodos envolve o uso da relaza¢do linear do problema inteiro para
a obtencgdo desses bounds. A resolugdo de um problema de programacio
inteira resultante da relaxacao de todas as restrigoes de integralidade da sua
formulacdo, é geralmente fécil (se usarmos o algoritmo simplex, por exemplo),

mas a estimativa obtida para o problema inteiro normalmente é ruim.

Existem outras técnicas muito utilizadas na obtencao de bounds melho-
res. A relazagdo lagrangeana consiste na relaxagao de algumas restricoes da
formulacdo do problema, em vez de todas as suas restri¢des de integralidade.
Fleuren [25], por exemplo, usa a relaxagdo lagrangeana para determinar lower
bounds para problemas de particionamento. Beasley e Cao {7] aplica a re-
laxacdo lagrangeana para um problema mais geral: o crew scheduling. Essa
técnica é descrita, também, por Reinoso e Maculan [56] e por Kricken et al.
[40]. Por outro lado, os métodos poliedrais procuram melhorar as relaxacoes
lineares acrescentando apropriadamente outras inequagdes a formulacao do

problema.
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No entanto, a técnica que estamos interessados nesta tese, e que
também fornece boas aproximacées para a solugdo 6tima do problema inteiro,
parte de uma formulagdo mais extensiva para o problema. Neste sentido, a

nova formulacao contém um numero muito maior de variaveis.

3.1 Algoritmos em programacao linear inteira

Vérios resultados tedricos tém sido obtidos e técnicas gerais tém sido
desenvolvidas para o problema de programacao linear inteira. No entanto,
esse problema ainda representa um modelo muito abrangente e, portanto,
grande parte dos estudos atuais tém se concentrado no desenvolvimento de

algoritmos especiais para subclasses bem particulares desse modelo geral.

Muitos desses algoritmos estdo fundamentados em alguma metodo-
logia enumerativa especial e utilizam alguma “relaxacao” do problema in-
teiro original para obter, em um tempo aceitavel, uma estimativa para o
valor é6timo em cada caso da enumeracdo. A idéia da relaxacdo consiste
na substituicdo do problema inteiro de minimizagdo (ou de maximizacao),
que geralmente é muito “dificil”, por um outro problema de otimizac¢ao mais
simples e com valor 6timo menor (maior) ou igual ao do problema inteiro
original. Nesta tese, descreveremos a respeito dos métodos enumerativos do
tipo branch-and-bound e, em particular, o branch-and-price e comentamos

sobre a relaxacdo linear, apenas.

Podemos “medir” a qualidade de uma certa estimativa para o valor
4timo com base, por exemplo, no quanto essa estimativa estéd préoxima do va-
lor 6timo do problema. Geralmente, os algoritmos que garantem as melhores
estimativas para o valor 6timo de um problema sao os que levam um tempo
maior para obteé-las. Por outro lado, algoritmos com menor tempo de con-
vergéncia, muitas vezes nao garantem boas estimativas. Assim, a eficiéncia

de um método enumerativo muitas vezes é determinada pela relagido dada
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entre o tempo gasto para o calculo dos valores estimados e sua qualidade.

Diante deste fato, as pesquisas atualmente desenvolvidas na Otimizagao
Combinatéria tém se concentrado no desenvolvimento e estudo de formulagoes
que potencialmente fornecam estimativas de valores étimos cada vez melho-
res. Umas das principais abordagens que tém sido seguidas (mas nao estd no
escopo desta tese) procura definir certas classes de desigualdades que serdo
adicionadas & relaxagdo linear [PL] de um problema inteiro [PI] numa ten-
tativa de fazer o conjunto viavel de [PL] se aproximar cada vez mais da
envoltéria convexa das solugbes de [PI]. Uma outra abordagem advém da
decomposicao do conjunto vidvel do problema em formatos equivalentes; em
particular, da decomposi¢do de Dantzig-Wolfe [20], que jd descrevemos no

capitulo anterior.

Apresentamos, agora, os fundamentos de um algoritmo branch-and-

bound.

3.2 O algoritmo branch-and-bound

Como ja citamos, o algoritmo branch-and-bound foi proposto por Land
e Doig [42] para a resolugéo de problemas de programacao inteira. Ele utiliza
a estratégia “dividir para conquistar”, no sentido em que estd baseado na
inspecdo de tdo somente partes do conjunto de solucdes vidveis e, assim,

obtendo estimativas para o valor da solucao étima do problema inteiro.

Dados uma matriz A € Q™*" e vetoresb € Q" ec € R*, com 0 <m <
n, consideremos, nesta secao, o seguinte problema de programagao inteira:

[PI] minimizar zpr=c'z
sujerto a: Az =10
x>0 enteiro,

cujo conjunto viavel é

Spr = {.’13 S Zi, Az = b}
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Consideremos, também, a relaxagdo linear do problema [PI], a saber:

T

[PL] minimizar zpp =c'z
sujeito a: Az =b
z >0,

cujo conjunto viavel é

Spp = {z € R}; Az = b}.

Uma operacao de “ramificacao”, ou branching, consiste na definicao
de k poliedros S}, 8%, , ..., Sk, todos contidos em Spy, tais que UF_, (S, N
Z") = Spy. Assim, o problema inteiro original [P/] definido sobre o poliedro
Spr, pode ser resolvido através da resolucao de k subproblemas inteiros em

poliedros menores.

Consideremos 7 = 1, 2, ..., k. Uma “poda”, ou bounding, consiste em
encontrarmos a melhor solugao contida em cada poliedro S%; j& obtido na
operacao de branching. O bounding, entdo, fornece um modo de calcularmos
uma estimativa inferior para o valor de qualquer solugdo viavel para o pro-
blema [P{] definido sobre S%;, uma vez que para cada Sh;, C Spy teremos

a seguinte relacao:

min{c’z; z € St,} < min{c’z; z € SprNSs}.

O branch-and-bound é um algoritmo iterativo que mantém uma familia
F de subconjuntos de Spy, a melhor solugdo vidvel conhecida z* € Spr e 0
seu valor z* = ¢’z* em cada uma das suas iteracdes. Inicialmente, quando
F = {Sp}, o0 algoritmo néo dispde de uma solugdo 6tima e teremos z* = co.
Ao término do algoritmo, se existir alguma solu¢do 6tima para o problema

[PI], z* serd uma tal solucdo.

Consideremos, arbitrariamente, uma iteracao i do algoritmo branch-

and-bound. Seja S%; um subconjunto obtido a partir da familia corrente F
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de subconjuntos vidveis da relaxagao linear [PL]. Entéo, o algoritmo deverd

resolver o seguinte problema:

[PL)Y minimizar 2%, =cTz

sujesto a:  x € Spy.

Se o problema [PL]* é invidvel ou se 2%, < z*, entdo ndo existe qual-
quer solugao vidvel z € Spr N S, cujo valor da fungdo objetivo seja menor
que o melhor valor ja conhecido até a iteragdo corrente. Assim, o algoritmo
prossegue para a iteragao ¢ + 1. Caso contrario, se a solucao étima z° do
problema [PL] é uma solugao vidvel para o problema [PI] e 2%, < 2*, entdo
devemos fazer a seguinte atualizagio: z* = 2% e 2* = 2%,. Além disso, todos
os subconjuntos Sk, € F tais que tenhamos z%;, > z* serdo excluidos de
F. Por outro lado, se a solugdo 6tima z* do problema [PL)" nao é vidvel
para [PI], devemos executar uma operagao de branching no conjunto Sk,
inserindo em F os subconjuntos resultantes, e prosseguir para a iteracao ¢+ 1
do algoritmo. O critério de parada para o algoritmo é que tenhamos F = ().
Quando esse critério for satisfeito, o problema [PI] serd invidvel se tivermos

z* = 00; caso contrario, z* serd o seu valor étimo.

Uma alternativa complementar para esse esquema padrao, é o uso
de alguma heuristica para encontrar uma solugdo inicial z* associada a um
valor z*, antes mesmo da primeira iteracao do algoritmo branch-and-bound.
Isto, potencialmente, diminue o nimero total de iteracdes do algoritmo. No

entanto, nesta tese, estaremos interessados apenas em algoritmos exatos.

Ao executarmos um algoritmo branch-and-bound, podemos associa-lo
a uma arvore T. Seja N a ultima iteracao de uma execugao do algoritmo.
A cada iteragio i € {1, 2, ..., N}, associamos um né v* € T. O n6 v' é a
raiz da drvore. Tomemos, numa iteragao 5 > 1, o subconjunto ng L € F que
tenha sido obtido a partir do branching de um conjunto S%; na iteragao i < j.
Entdo, o né j da drvore serd um descendente (filho) para o né i. Essa arvore é

usualmente denominada drvore de branch-and-bound, ou simplesmente drvore
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de branching.

Como apresentaremos no préximo capitulo, sobre nossa implementacao,
varias abordagens poderdo ser adotadas nesse esquema de enumeracdo. O
critério de escolha do subconjunto Sh;, € F a cada iteracdo 7 e o esquema de
branching de 8%, sao determinantes para o tamanho da arvore de branching
T e, portanto, para o tempo de execucdo do algoritmo. A escolha desses
esquemas em geral é ditada pela experiéncia e conhecimento a respeito da

estrutura particular do problema a ser resolvido.

Um esquema de branching classico particiona o conjunto vidvel em dois
subconjuntos através da imposicdo, respectivamente, das restrices z; < |Z;|
e z; > [Z;], onde Z; é uma varidvel de valor fraciondrio da solucdo da
relaxacao linear [PL]" na iteragdo corrente i. A arvore de branching, neste

caso, € bindria.

Embora o critério de escolha do subconjunto Sk, € F a cada iteragao ¢
também possa depender da estrutura particular do problema, existem outros
esquemas bastante usuais para qualquer aplicacdo. Esses esquemas dizem
respeito a forma como a drvore de branching é percorrida. Neste sentido, a
busca em profundidade (depth-first) escolhe o subconjunto incluido mais re-
centemente no conjunto F; a busca em largura (breadth-first) escolhe sempre
o mais antigo deles; e o best-first escolhe o subconjunto que fornece a me-
lhor estimativa para o valor da solucao 6tima do problema inteiro, ou seja, o

subconjunto 8%; € F tal que o valor 2%, seja minimo.

Muitas vezes, um problema de programacao linear inteira contém um
nimero excessivamente grande de varidveis. Neste caso, o algoritmo branch-
and-bound precisa ser apropriadamente adaptado através de um refinamento
que resulta no algoritmo branch-and-price, que apresentaremos mais adiante

neste capitulo.
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Inicialmente, tratamos de geracao de colunas em problemas de pro-

gramacao linear na proxima segao.

3.3 Geracao de colunas em programacao li-
near

Como jé apresentamos no capitulo anterior, um problema de pro-
gramagao linear pode ser reformulado como um problema mestre, com muitas
varidveis, a partir da decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe. Definindo um conjunto
de indices J = {1, 2, ..., p}, consideremos que esse problema mestre seja o
seguinte problema linear:

[PL] minimizar zpj, = E C;T;
jel

sujetto a : Zajmj =b
j€d
z; >0, paratodoj € J,
onde b > 0 € R™ a; € R™ e ¢; € R, para cada j € J. Suponhamos que
j ]

aj € K = {a1, as, ..., ap} e que existe uma funcdo f : K — R tal que
¢j = flay)-

Como j4 sabemos, resolver o problema [PL] ndo é uma tarefa fécil,
visto que ele geralmente tem um nimero excessivamente grande de variaveis.
Diante disto, muitas vezes é impossivel considerar todos os dados do pro-
blema numa resolugdo pratica. Entéo, a estratégia a ser adotada sera resolver
o problema gerando as colunas apenas se (e quando) elas forem realmente ne-
cessarias ao longo das iteragoes do algoritmo. Essa técnica é sugestivamente

chamada geragdo de colunas.

Nessa abordagem de resolugdo, devemos conhecer, inicialmente, uma
solucdo bésica vidvel para o problema mestre linear [PL]. Tal solugdo inicial

pode ser gerada através, por exemplo, da Fase 1 do método simplex. Ou seja,
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acrescentamos apropriadamente a formulacéo do problema algumas varidveis
artificiais e usamos um procedimento de geragao de colunas para resolver o
problema, agora aumentado, com uma fung¢ao objetivo artificial que penaliza
a presenca das varidveis artificiais na base. Por outro lado, poderfamos gerar
uma solugao vidvel através de alguma heuristica ou ainda combinando o

problema Fase 1 com o Fase 2.

Inicialmente, a formulacao do problema mestre contém apenas um
subconjunto de suas possiveis colunas: as colunas que fazem parte da base
vidvel inicial e, eventualmente, mais algumas outras colunas. Esse problema
¢ usualmente denominado problema mestre linear restrito. Outras colunas

sdo geradas conforme descreveremos a seguir.

Antes, considerando o problema [PL}, seja J' C J um subconjunto de
indices e o respectivo problema mestre restrito, a saber:
[PL) minimizar zpp = Z C;T;
jeJ’

sujetto a : Zaja:j =b
jeJ’
z; >0, paratodoje J.

Entdo, a partir de determinada base associada a uma solugao vidvel
para o problema [PL]', a idéia bésica do branch-and-bound consiste em tentar
encontrar alguma coluna cujo custo reduzido sugere sua entrada na base. Se
alguma coluna com tal custo reduzido nao existir, entdo a base corrente é
6tima para o problema restrito [P}’ também para o problema original [PL].
A maior parte dos algoritmos baseados no branch-and-bound tomam a solugao
dual associada & base corrente para ser utilizada num procedimento particular
de geragdo de colunas ou para se certificar da otimalidade do problema mestre

(primal). Formalizaremos, agora, essas idéias.

Seguindo as defini¢des e notagoes que ja apresentamos no Capitulo 1,

pdgina 11, seja B = [ap() Gp() .- GBm)) , tal que det(B) # 0, uma base
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associada a uma solugdo bésica vidvel z7 = [z z%] € R'*", onde zp =

B7b >0 e zn = 0. Sabemos que a base vidvel corrente est4 associada a uma
solucdo 6tima apenas quando todos os custos reduzidos sao nao negativos,

isto € equivalente a dizer que a solucao dual correspondente também ¢é vidvel.

Entao, para fazermos essa verificagdo, poderemos calcular, para cada
7 € J, o custo reduzido dado por ¢; = ¢; — u”a;, onde u = c5B1 € R™ éa
solugdo dual associada & base B, com ¢ = [cB(1) CB(2) - CB(m)]- No entanto,
o cdlculo dos valores ¢; para todo j € J em geral é impraticdvel, visto que a

cardinalidade do conjunto J é muito grande.

Assim, em vez de calcularmos ¢; para todo indice j € J, poderemos
calcular apenas o menor desses valores, ou seja, lembrando que a; € K e ¢; =
f(a;) para cada j € J, devemos resolver o seguinte problema de otimizagéo,
usualmente denominado problema auziliar (Maculan e Fampa [48]), ou ainda

subproblema pricing:

[SP] minimizar zsp = f(a;) —u"a;

sujetto a: a; € K.

Portanto, para testarmos a otimalidade do problema [PL], basta co-
nhecermos as colunas a; € K implicitamente e obtermos uma cujo custo re-
duzido é o menor. Se esse custo reduzido nao for negativo, entdo as condigbes
de otimalidade do problema [P L] também foram satisfeitas e o problema mes-
tre restrito [PL]’ foi resolvido sem a necessidade de especificar todas as suas
colunas ou sem a necessidade de resolver diretamente a fomul¢ao completa

[PL).

Caso contrério, a solugdo do subproblema pricing [S P] fornece ao me-
nos uma coluna que nao faz parte da base B, digamos a, € K, indicando

inviabilidade dual, isto é:

T
zsp = f(aq) —u' aq < 0.
Se isto ocorrer, poderemos tomar a coluna a, para entrar na base e
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fazer o pivoteamento, como no método simplex, obtendo uma nova solucéo
basica para [PL]' ndo pior que a anterior (se esta solugdo nao for degenerada,
a nova solugao serd garantidamente melhor). Assim, & cada iteragdo de um
algoritmo de geracdo de colunas usual, o problema mestre restrito terd seu
numero de colunas aumentado e o novo problema mestre poderé ser resolvido

:

usando algum método para programacao linear: o simplex, por exemplo.

’

E claro que, para se ter um desempenho aceitavel, um algoritmo de
geracdo de colunas exige que o subproblema seja resolvido eficientemente e
que a solucdo do problema mestre linear seja obtida antes que um nimero
excessivamente grande de colunas seja adicionado a formulagao do problema

restrito.

J& apresentamos, na secao 3.2, pagina 36, as idéias do algoritmo
branch-and-bound para resolvermos um problema inteiro, cuja execucao pode
ser vista como a resolucao de sucessivos subproblemas lineares nos nés de uma
arvore de branching. Por outro lado, no Capitulo 2, pdgina 27, vimos que
um problema de programagdo inteira pode ser reformulado como um pro-
blema mestre que, geralmente, tem um nimero muito grande de varidveis.
Diante disso, podemos pensar em combinar o algoritmo branch-and-bound
para um problema inteiro com algum algoritmo de geragao de colunas apli-
cado aos subproblemas lineares (com muitas varidveis) em cada né da arvore

de branching. Este é o nosso assunto da préxima secao.

3.4 O algoritmo branch-and-price

Nosso principal objetivo, aqui, é apresentar um algoritmo exato de
geracdo de colunas para resolver problemas de Programacéo Inteira (PI) que
envolvem um numero muito grande de varidveis. Inicialmente, apresentare-
mos uma formulacdo de um problema de PI apropriada para os métodos de

geracdo de colunas: o problema mestre. Em seguida, discorreremos sobre

43



os principais resultados tedricos envolvidos na abordagem de resolugao que
estamos utilizando na nossa implementacao particular para o problema de

particionamento.

O algoritmo de geracdo de colunas para programagao inteira que des-
crevemos nesta tese € um método de otimizacao exato que integra geragao
de colunas com branch-and-bound. A abordagem adotada para a estimativa
(lower bound) do valor étimo do problema linear inteiro e, portanto, para
a poda do corrente né na arvore de branch-and-bound, estd baseada na re-
laxagao linear do problema mestre. Devido ao nimero excessivamente grande
de varidveis no problema mestre, um algoritmo de geragao de colunas é usado
em cada né da arvore para resolver um problema mestre formado apenas por

certas colunas do problema mestre conceitual.

Como ja apresentamos no capitulo anterior, um problema de pro-
gramagao inteira pode ser decomposto e reformulado como um problema
mestre inteiro. Consideremos, novamente, o problema inteiro [PI] que ja

apresentamos no capitulo anterior, a saber:

[PI] minimizar zp;=c'x
sujeito a: Az =b
Dz <d

r e,

onde as matrizes A € Q™*" e D € Q™**™ e os vetores b € Q™, d e Q™ ¢
¢ € Q™ sdo dados. Além disso, sem perda de generalidade e para simplicidade
de notagao, suponhamos que o conjunto X = {z € Z%; Dz < d} seja
limitado. Recordemos, entdo, que o conjunto de diregdes extremas (raios
extremos) de X é vazio e, assim, teremos:

X = {zeZ};, Dz<d}=

14

p
= {zeRy z=) N&, Y N=1 2e{0,1}"} =
J=1 J=1

{z!, *, .., 2P}
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Utilizando, agora, as notagoes

. 73 N
& =4, aj:{Af J ER™ e b= “’J cR™,
onde m=m;+1 e j€ J=/{1, 2, ..., p}, reescrevemos também o problema

mestre associado a [PI] como se segue:

[PM] minimizar zpy = E A;Cj
jeJ

sujeito a : Z)\j&j =b
jed
A €{0,1}, paraj€J

Assim como no branch-and-bound tradicional, podemos pensar numa
arvore associada & execucdo do algoritmo branch-and-price. Desta forma, a
cada nd ¢ da arvore de branching estd associado um em problema mestre
inteiro restrito [PM]*, em que J é substituido por J' C J na formulagdo

[PM] acima.

A relaxacao linear de [PM]*, em um né ¢ da arvore de branching, é

[PM]t minimizar b, = E Aié;

jeJ’

Combinando geracao de colunas com branch-and-bound, podemos re-
solver o problema [PM] até a otimalidade. Em cada né ¢ da 4rvore de
enumeracao branch-and-bound, o algoritmo de geracdo de colunas é aplicado
para resolver a relaxacdo linear [PM]* do problema mestre [PM]‘. No né ¢,
a cada iteracdo do procedimento de geracdo de colunas, o problema mestre
linear restrito é resolvido, fornecendo assim um upper bound z%,, no valor da

relaxacao linear. E, assim, esse processo continua, até que a otimalidade do
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problema linear seja provada. Nesse ponto, teremos Z%,, = Zpu, onde Zpys é
o valor 6timo da relaxagdo linear de [PM]. Em seguida, cada né t é podado
por bound, pela otimalidade do problema inteiro original, por inviabilidade
ou pela solucao 6tima da relaxacao linear ser fraciondria. Neste 1ltimo caso,
ramificamos (branching) a drvore de busca. Ou seja: separamos o conjunto
de solugoes vidveis do problema linear no né t em subconjuntos mais restritos
e cuja unidao nao contenha a solugao fraciondria corrente, mas contenha todas

as solugdes inteiras.

Nas proximas secgoes, trataremos mais detalhadamente da resolugao

dos problemas mestre e dos subproblemas pricing correspondentes.

3.4.1 Resolucao do subproblema pricing

Devido & decomposi¢cdo do problema, a solucao do problema inteiro
original é obtida através da resolugdo de vérios subproblemas pricing. Em
um método de geracao de colunas para programacao inteira, muitas vezes,
até os subproblemas sido problemas de programagao inteira dificeis. Se a
decomposic¢do tiver levado a um bom desempenho do algoritmo, entdao é
porque a dificuldade de resolvermos o problema original foi substituida pela

resolucao de problemas menos dificeis.

Observemos que os algoritmos de geragao de colunas nao exigem, sem-
pre, a resolucdo do subproblema pricing até a otimalidade. Em um pro-
blema de minimizagao, qualquer coluna associada a um custo reduzido nega-
tivo pode ser usada para passarmos & préxima iteracao do procedimento de
geracdo de colunas. Com efeito, estudos (Forrest e Goldfarb {27], por exem-
plo) de critérios de selegdao para o pivoteamente no simplex, mostram que se
escolhermos a coluna com custo reduzido mais negativo para entrar na base
nem sempre obteremos melhor desempenho na resolugdo do problema mestre

linear. Na préxima segao, trataremos da sele¢cao de colunas que levam a um

46



bom desempenho do procedimento na sua convergéncia para a solugao do
problema. Agora, nosso foco estard na forma como geraremos novas colunas

validas.

A resolugao de subproblemas pricing para aplica¢bes bem especificas
constitui, por si s6, um importante tépico de pesquisa. Para muitas aplicagdes,
entretanto, resultados relevantes ja podem ser encontrados na literatura. A
resolucao do subproblema pricing é a parte computacionalmente mais inten-

siva do nosso algoritmo de geragdo de colunas.

3.4.2 Subproblemas pricing inteiros

Quando a formulagdo compacta [PI] é um problema inteiro, entdo o subpro-
blema pricing [SP] também ¢ inteiro. Logo, resolvé-lo pode ser téo dificil
quanto resolver [P[] diretamente. Este fato deixa claro que a eficiéncia da
decomposi¢ao estd condicionada & facilidade com que os subproblemas sao
repetidamente resolvidos, em comparagdo com a resolu¢ao da formulagao

compacta original, apenas.

Quando a envoltéria convexa do conjunto &', conu(X), for um polie-
dro cujos pontos extremos (vértices) sdo todos inteiros, entdo a solugdo da
relaxacao linear do subproblema serd inteira. Isto é chamado propriedade de
integralidade do subproblema. Ela depende, claramente, da formulagao do

subproblema.

Para subproblemas cuja formulacdo resulta, sempre, em uma solugao
6tima inteira, o lower bound para o valor étimo do problema original [PI]
obtido diretamente da sua relaxagdo linear ndo é pior que o obtido com
a resolucdo direta da formulagdo compacta [PI], conforme observado por
Geoffrion [30]. Por outro lado, quando a propriedade de integralidade ndo
vale, poderemos potencialmente melhorar o lower bound; mas, obter solugoes

inteiras para o subproblema pode se tornar uma tarefa bastante dificil.
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Entao, quando o gap de integralidade for grande, poderemos preferir
um subproblema sem a propriedade de integralidade, conforme sugerido por
Geoffrion [30] em relagdo & relaxagao lagrangeana. Por outro lado, a presenca,
da propriedade de integralidade nos subproblemas e o tempo computacional
ganho por algoritmos combinatoriais rdpidos e de facil implementagdo, po-

dem compensar as desvantagens de gaps grandes.

Quando o poliedro conv(X) é bem estudado, como ocorre com o knap-
sack da nossa implementacgdo (Capitulo 4), e um algoritmo eficiente estiver
disponivel, pode ser bastante vantajosa essa abordagem de resolucao pela

formulagéo extensiva e subproblemas.

3.4.3 Resolucao do problema mestre

A solugdo do problema mestre linear, a menos que ela seja inteira, nao
fornece uma solucdo vidvel para o problema inteiro original. Isto significa
que devemos continuar nossa busca na arvore de branch-and-bound, afim
de encontrarmos uma solucao para o problema original. Se aplicarmos o
algoritmo de branch-and-bound padrao para o problema mestre restrito, nao
teremos garantia de que alguma solugdo 6tima (ou até mesmo vidvel) para
o problema inteiro vird a ser encontrada tao somente a partir das colunas
j4 existentes. No entanto, uma solucdo 6tima do problema mestre inteiro
restrito fornece uma solugéo heuristica: a melhor solugao inteira que podemos

obter a partir da combinacao das colunas existentes.

Observemos que, quando o algoritmo padrdo de branch-and-bound é
aplicado ao problema mestre restrito, os bounds da relaxacao linear sao
validos tdo somente para o mestre restrito. Em um né particular, preci-
saremos provar a otimalidade do problema linear afim de obter um lower
bound vélido para o problema mestre restrito corrente. Entdo, deveremos

resolver o subproblema pricing, visto que, ap6s uma ramificagdo (branching)
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ter sido feita, ao menos alguma nova coluna pode melhorar o valor da funcéo
objetivo, se a inserirmos no problema mestre linear restrito. Para sabermos
se uma tal coluna existe, basta calcularmos o custo reduzido a ela associado.
Assim, através de geragdo de colunas em cada né, chegaremos a um lower
bound valido para o problema mestre e teremos gerado colunas adicionais

que podem ser parte da solugdo 6tima inteira do problema mestre original.

Existem varias consideragoes a serem levadas em conta quando traba-
lhamos com técnicas de geracao de colunas em programacao linear inteira.
Uma delas é que a abordagem adotada para a ramificacdo (branching) deve
ser compativel com com a geradao de colunas, visto que, aplicar a abordagem
convencional para programacao inteira nao é eficiente € nem mesmo reco-
mendado nesse novo contexto. Outra consideragdo importante é o compor-
tamento ineficiente do algoritmo na resolu¢ao do problema linear causado
pelo fenémeno usualmente denominado por tailing-off effect: um ntumero
muito grande de iteracgoes até a otimalidade. Mas, serd que é realmente ne-
cessdrio resolvermos o problema linear até a otimalidade para obtermos um
bound no né corrente? Trataremos dessas consideragoes nas duas segoes que

se seguem.

3.4.4 A ramificagao (branching)

A resolugdo de problemas de programacao linear inteira através de al-
gum algoritmo branch-and-bound baseado em relaxacgoes lineares consideram
o fato de que todas as solugoes fraciondrias podem ser eliminadas por suces-
sivas separagoes do espaco de solugdes vidveis. Um esquema de branching é
um conjunto de regras que nos permite excluir qualquer solugdo fracionéria
dada e, a0 mesmo tempo, garantirmos que o resultado da separagao do con-
junto vidvel do problema inteiro é ainda vélido. Formalmente: sendo X% o

conjunto vidvel da relaxagdo linear [PM|* no né ty e dado Z a solugéo fra-

ciondria corrente de [PM]®, o esquema de branching devera estabelecer uma
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forma de separar X* em X", X*2 ..., X'T de tal forma que Z ¢ (U, AX%)
e XN ZLQI C (UP_ X*%) . Além disso, para termos a garantia de que o
algoritmo de branch-and-bound ird terminar, precisamos estarmos certos de
que, apés um numero finito de separacoes, as solugoes dos problemas mestre
nos nds folha da arvore sejam inteiras. Nesta tese, trataremos apenas do caso
mais usual: a drvore de branching é bindria (p = 2). Entéo, apds qualquer

processo de separagao, o né corrente t; tera dois nds sucessores: t;;1 € t;4o.

Um “bom” esquema de branching é aquele que, além de ter as pro-
priedades que citamos no paragrafo anterior, leva em consideracao o desem-
penho do algoritmo de branch-and-bound. Esse é um conceito qualitativo.
Sabemos que o branch-and-bound é uma forma de enumeracao (implicita) de
todas as solugoes inteiras do problema. Nele, por um lado, tentamos cons-
truir uma solugdo otima inteira e, por outro, tentamos produzir um lower
bound cada vez melhor e que prove a otimalidade da solucdo inteira cor-
rente. Entdo, dentre os diferentes esquemas de branching que levam a um
separagao valida, desejamos escolher aquele que maximiza o valor do menor
lower bound sobre todos os nds sucessores e que aumente a possibilidade de
gerarmos solugoes intermedidrias inteiras. Na literatura, podem ser encontra-
das muitas heuristicas que argumentam alguns esquemas de branching como
“bons”. Por exemplo: podemos fazer uma separacao que leve a um partici-
onamento do conjunto vidvel (ou seja: X N Xf,), o que provavelmente é
melhor que um recobrimento; podemos, ainda, tentar separar o conjunto de

solugbes em dois outros de tamanhos aproximadamente iguais; ou também

tentar eliminar tantas solugoes quanto possivel a cada processo de separacao.

No contexto de geracdo de colunas, precisamos, também, levar em
conta outras consideragoes. Primeiro, temos de garantir que o esquema de
branching que estamos adotando seja compativel com o algoritmo de geracao
de colunas. Ou seja, podemos continuar usando esse mesmo algoritmo para

resolver as relaxagdes lineares dos problemas (mais restritos) definidos nos
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nos nos sucessores. Além disso, ao usarmos um “bom” esquema de branching,
desejaremos manter trataveis o problema mestre e o subproblema em cada

no.

Na préxima subsegdo, mostraremos como podemos proceder a se-
paracao no contexto da geracao de colunas. Daremos énfase & regra de
branching apresentada por Ryan e Foster [59] para o problema de particiona-
mento [PP] da pégina 15. Inicialmente, comentaremos porque o esquema de
branching convencional em programacao inteira mais geral ndo é apropriado

para nosso problema em particular.

3.5 O branching para o problema de partici-
onamento

Consideremos um caso mais particular, em que o problema mestre é dado
pelo seguinte problema de particionamento:

[PP] minimizar zpp = Z Y

jeJ

sujeito a : Zaj/\j =1
jed
A €{0,1}, paratodoj€ J.
onde J = {1, 2, .., n}, a; € K = {a1, az, ..., ap}, um conjunto finito, e

uma fungéo f: K — R tal que ¢; = f(a;) séo dados.

Denotemos por [PP] a relaxagao linear do problema de particiona-

mento [PP].

3.5.1 O branching convencional

Quando a solugdo 6tima do problema mestre linear [P P] associado a

determinado né da arvore de branch-and-bound ndo € inteira, na estratégia
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de branching convencional, devemos escolher alguma varidvel com valor fra-
ciondrio, digamos Ay ¢ {0,1}, para procedermos a ramificagdo. Os novos
problemas lineares serao obtidos a partir da imposi¢ao das restrigdes Ay = 1,

no 1-branch (Ryan e Foster [59]), e A, = 0, no 0-branch.

Ryan e Foster [59] observam que o 0-branch tem muito pouco efeito no
valor da fungdo objetivo do problema [PP], visto que quando uma varidvel
fraciondria é forcada a assumir valor 0, alguma outra varidvel fracionéria

tende a assumir o valor 1.

Além disso, impor uma restricdo Ay = 1 implica em A; = 0, para
todo j € J \ {k}; enquanto a restrigdo Ay = 0 leva a }_; 5\ ;yA; = 1. Ou
seja, esse esquema de branching resulta em uma separagao desbalanceada.
De um lado, o espago vidvel é muito restrito; enquanto do outro, apenas
um caso ¢é excluido, o que resulta em um problema nao muito restrito em
relacdo ao nd predecessor. Observemos, ainda, que a restrigdo adicionada
ao subproblema ndo é trivial e ela pode destruir a estrutura original do
subproblema. Isto dificultaria a geragao de colunas por meio de alguma
heuristica ou por programacao dinamica, fazendo do método um processo

exato ineficiente.

Na prética, quando eliminamos uma varidvel (resultando em uma in-
viabilidade primal, mas continuando dual vidvel), uma outra, geralmente
numa solugdo muito préxima, compensa essa “perda” e o valor da funcao
objetivo continua praticamente o mesmo. Tanto que, tipicamente, uma ou
duas iteragbes do algoritmo dual do simplex sdao suficientes para recuperar-
mos a viabilidade primal da solugdo. O 1-branch, pelo contrdrio, geralmente
leva a uma mudanca significativa na solugao e no valor da fungao objetivo, e

muitas vezes exige muitas iteracoes do dual do simplex.

Assim, a estratégia de branching convencional, quando aplicada a re-

solucdo do problema de particionamento [PP], provavelmente resultard no
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crescimento desbalanceado da arvore de branch-and-bound.

Diante disso, uma nova estratégia foi proposta por Ryan e Foster
[59] ainda em 1981 e que, atualmente, tem grande utilidade no contexto da
geracdo de colunas em problemas de otimizac¢do combinatéria. Na préxima

subsecdo, apresentamos, entao, essa estratégia.

3.5.2 A estratégia de branching de Ryan e Foster

Para o problema de particionamento padrdo [PP], Ryan e Foster [59)
sugerem uma estratégia de branching mais apropriada. Ela estd baseada no
fato de que, numa solucao inteira, duas linhas quaisquer s@o cobertas pela
mesma coluna ou sao cobertas por colunas distintas. A estratégia esta forma-
lizada na seguinte proposicao, cuja demonstragdo apresentamos seguida de
seu enunciado. Antes, seja A a matriz formada pelas restrigoes ) ;. ; a;A; = 1

do problema [PP].

Proposigao 3 (Ryan e Foster, 1981) Se A € uma solugdo fraciondria do
problema de partictonamento [PP], entdo existe ao menos um par de linhas,

digamos r e s, da matriz de restricées A, tal que

0< ) A<l

q: Grg=0sq=1

Demonstragao: Dada uma solu¢do A do problema [PP], consideremos,
arbitrariamente, uma varidvel fraciondria Ay. Seja r uma linha da coluna
Ay da matriz de restri¢oes A tal que a,y = 1. Pela viabilidade de A, temos

que
n

E ArgAg = 1.

q=1
Além disso, como A é fracionéario, existe ao menos uma outra coluna na base,
digamos ¢”, tal que 0 < Ay» < 1 e ayv = 1. Segue-se, pelo fato de ndo
existirem colunas duplicadas em A, que existe uma linha s com a,y = 1 ou
com agr = 1, mas nao ambas. Logo, a partir do somatério anterior e deste
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fato, temos
n
L= Y aphy = > A> Y A>0,
g=1 q: arg=1 q: arg=asq=1

como queriamos demonstrar. |

Assim, apds identificarmos as linhas 7 e s nas condicoes dadas pela
Proposicdo 3, podemos descartar a solucdo fraciondria corrente através de
uma estratégia de separacao valida fornecida pela adigdo das seguintes res-

tricdes de branching:

Yooy =1 (3.1)

q: arg=asqg=1

para um dos nés filhos (o da esquerda, por exemplo), no 1-branch, e
Yo A =0 (3.2)
q: arg=asq=1
para o outro né (o da direita), no 0-branch. Como o nimero de pares 7 e s
formados a partir das m linhas da matriz A é finito, o algoritmo ird terminar

com uma solugao inteira.

A restricdo do 1-branch (3.1) faz com que as linhas r e s sejam
cobertas pela mesma coluna e a do 0-branch necessariamente por colunas

distintas.

Em geral, essa estratégia de branching é compativel com os algoritmos
de geracao de colunas. Ao procedermos com o 0-branch, devemos eliminar
toda coluna ¢ com a,; = a,q = 1 do problema mestre linear corrente
e proibir que alguma tal coluna seja gerada. Para isto, toda nova coluna
gerada deverd satisfazer a restri¢do a,q + a5y < 1. Portanto, adicionaremos
a restricdo a,+a,s < 1 & formulagdo do subproblema pricing. Por outro lado,
no 1-branch devemos tomar, exclusivamente, colunas que cobrem as linhas r
e s a0 mesmo tempo; ou seja, devemos excluir todas as colunas do problema

. . . . \
mestre que cobrem apenas uma dessas linhas. Assim, eliminamos todas as
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colunas com a,q # as, no problema mestre corrente e exigimos que todas as
novas colunas geradas satisfagam ar, = ay,, Ou seja, adicionamos a restrigao

o, = s a0 subproblema pricing.

Com o esquema de branching de Ryan e Foster [59], podemos sepa-
rar o conjunto vidvel em subconjuntos de tamanhos aproximadamente iguais
e, além disso, as restricoes que teremos de adicionar ao subproblema pri-
cing sdo bastante simples. Para agruparmos os elementos (linhas) r e
s numa mesma partigdo (coluna) acrescentamos a restrigdio «, = as; ou
simplesmente combinamos esses dois elementos. E para fazé-los aparecer ne-
cessariamente em partigoes distintas, acrescentamos a,+as; < 1, que é uma
restricdo disjuntiva. Assim, uma sequéncia de branching induz a formacao de |
subclasses de partigoes representadas por colunas que cobrem determinados
subconjuntos de linhas. Conseqiientemente, como devemos esperar de um
eficiente esquema de branching, as solugbes dos problemas mestre lineares

intermedidrios (em cada nd) tendem, cada vez mais, a serem inteiras.

No préximo capitulo, apresentaremos nossa implementagao de um al-
goritmo de gerac¢dao de colunas para o problema de particionamento em que
as colunas da matriz de restricoes sao solugdes de um dado problema da

mochila, ou seja, para o problema bin packing.
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Capitulo 4

A Implementacao

Neste capitulo, nosso objetivo é, finalmente, discorrer sobre as questoes
mais relevantes numa implementacao do algoritmo branch-and-price, parti-
cularmente para o problema bin packing, e apresentar os alguns resultados

computacionais obtidos a partir da nossa implementacao.

A implementacdo de um algoritmo que combina apropriadamente geracao
de colunas com branch-and-bound para resolver um problema de otimizacao
combinatéria, ou seja, um algoritmo branch-and-price, envolve vérias opgoes
de abordagens em diversos pontos, que geralmente sao cruciais para o seu de-
sempenho. Exemplos dessas possibilidades envolvem: a forma como iremos
iniciar o algoritmo de geracdo de colunas; se resolveremos o subproblema pri-
cing de forma exata ou apenas aproximadamente; a estratégia de branching
a ser adotada. O fato é que a eficiéncia do algoritmo ird depender fortemente

das escolhas feitas durante sua implementacao.

Iniciaremos nosso propoésito reescrevendo o problema que, neste tra-

balho, estamos interessados em resolver.
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4.1 O problema

Queremos resolver o problema de bin packing, que apresentamos no

Capitulo 1, a saber:

[BP] minimizar Zyk

k=1
m

sujeito a : Z:cf =1 para todo i =1,2,....,m,
k=1

m
Z&xf < Ly* para todo k=1,2,...,m,
i=1
of ¥ € {0, 1} paratodoi=1,2,...m, k=1,2,..,m,
onde ¢; € Z,, paracada i € I = {1, 2, .., m}, e L € Z, sdo dados.

Nossa implementag&o, no entanto, é para a sua formulacao extensiva,
apropriada para a aplicagdo do algoritmo branching-and-price. Definamos o
conjunto K = {a € {0,1}™ Y, lia; < L} = {ay, ag, ..., ap} e uma fungdo

f: K — R tal que aj — f(a;) = 1, para cada a; € K.

O problema de &in packing pode ser escrito, entdo, como o seguinte

problema de particionamento:

P
[PP] minimizar Z/\j

J=1

14
sujeito a : Zaj/\j =1
i=1
2 €{0,1} paraje{l, 2, .., p}
Como jé apresentamos no Capitulo 1, pagina 18, cada a € {0,1}™,
dado (implicitamente) por > .-, £;a; < L, pode ser visto como uma coluna

da matriz de restricoes do problema [P P] e em sua nota¢do matricial. Neste

sentido, uma coluna a € K fard parte da formulacdo do problema apenas
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quando ela for potencialmente indispensdvel para a sol¢do étima do problema.
Como sabemos, do Capitulo 3, considerando [PP] e dado um vetor u € R™,
a escolha de uma tal coluna é feita a partir da resolugdo do subproblema

pricing [SP], a saber:

[SP] minimizar zsp = f(a)—u’a

sujeito a: ac k.

Observemos que, na formulagao do problema de particionamento para
o bin packing, o custo associado a cada coluna a € K é constante e igual a I,
ou seja, f(a) = 1. O problema de particionamento com um custo constante
associado a cada coluna é denominado problema de particionamento ndo
ponderado. Supondo, sem perda de generalidade, que o problema [SP] é

limitado, teremos as seguintes relagdes para qualquer a € X:

min{f(a) — v"a} = min{l —u"a} = I + min{—u"a} = 1 — max{u"a}.

Logo, o subproblema pricing, na nossa implementagao, é o seguinte

problema da mochila 0-1:

m

[PK| mazimizar zpg = E Uiy

i=1
m

sujeito a : Z&-ai <L
i=1

a; € {0,1}, parai=1, 2, .., m.

Assim, qualquer solugdo vigvel de [PK], digamos o € {0,1}™, serd

uma coluna vélida para o problema [P P], pois « € K.

Dado algum K’ C K, denotemos por [PP]* o problema mestre restrito
inteiro definido pelas colunas em K’ e associado a um né ¢ da arvore de
branching, e por [P P]! sua relaxagdo linear. Na préxima se¢do, descreveremos
sobre a nossa abordagem na resolugdo do subproblema pricing [PK], para a

obtencdo de novas colunas de K para o conjunto K.
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4.2 A resolucao do subproblema pricing

Para obtermos uma solu¢do do subproblema pricing [PK], usamos
o resolvedor XPRESS-MP e néo interferimos no processo de resolugao do
problema. Isto significa que o XPRESS-MP assume toda a parte de prepro-
cessamento, em que o problema [PK] tem sua estrutura convenientemente
adapatada para uma melhor abordagem de resolucao. Além disso, esse resol-
vedor usa heuristicas e geracao de cortes durante a resolucao desse problema,
o que torna bastante eficiente a obtencdo de uma nova coluna, cada vez que

houver necessidade.

No entanto, nem sempre esse problema € resolvido até sua otimali-
dade, pois utilizamos os em bounds que ja conhecemos. Apds a resolugao de
[PK ], ou temos provado que o processo de geragao de colunas esta concluido,
ou temos gerado uma nova coluna (com custo reduzido negativo) que serd

acrescentada ao problema mestre linear restrito do né corrente.

Como sabemos, do Capitulo 3, um algoritmo que utiliza geragao de
colunas, como é o caso branch-and-price, precisa partir de um conjunto inicial
de colunas védlidas. E sobre a definicdo dessas colunas iniciais que iremos

discorrer na préxima segao.

4.3 A definicao das colunas iniciais

Em cada né t da drvore de branching, o procedimento de geragao
de colunas precisa partir de uma base vidvel inicial para o problema linear
mestre restrito [PP], se existir alguma. Para isto, devemos fornecer um
conjunto de colunas iniciais para o problema mestre em cada né da arvore.
Adicionalmente, ao disponibilizarmos uma base viavel, teremos também: um
valor inicial Z5p para a funcio objetivo do problema [PP]!; e uma estimativa

superior (upper bound) para o problema inteiro original [PP], se a solugdo
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for inteira.

Uma solugdo vidvel inicial para o problema mestre linear pode ser ob-
tida através, por exemplo, da resolu¢ido do problema Fase 1, uma abordagem
jé cléssica no método simplex. Ou seja, adicionando apropriadamente, a for-
mulagdo do problema, varidveis artificiais associadas a uma fungéo objetivo
que penaliza a presenga dessas varidveis artificiais na solucao. A abordagem
que estamos usando é a combinacao da Fase 1 com a Fase 2, acrescentando

a funcdo objetivo artificial & funcao objetivo original do problema mestre.

No né raiz da arvore de branch-and-bound, o problema linear mestre
restrito corrente pode ser invidvel. Isto ocorre porque o problema inteiro ori-
ginal é invidvel ou simplesmente porque as colunas conhecidas a prior: ainda
nao sdo suficientes para formarem uma base vidvel. Nos nds sucessores, a
inviabilidade dos problemas mestre lineares restritos pode ser causada por
restricoes de branching ou também pela falta de colunas relevantes. Como
apresentamos anteriormente, na regra de Ryan e Foster, as restri¢oes de bran-
ching sdo impostas através da remocao explicita de colunas na formulacdo do
problema mestre do né antecessor. Entao, inviabilidades devido ao branching

podem ocorrer quando as colunas disponiveis nao formam uma base viavel.

Em qualquer caso, com o acréscimo das varidveis artificiais, o pro-
blema mestre linear restrito sempre terda alguma solugdo basica vidvel. Se o
problema mestre restrito é inviavel, entdo ao menos alguma varidvel artifi-
cial permanecera na solu¢ao do problema mestre linear restrito e, neste caso,

iremos podar o né por inviabilidade.

Na implementacdo, o que estamos fazendo é adicionar varidveis arti-
ficiais no momento do processamento de um né apenas quando as colunas
j& disponiveis nao forem suficientes para formarem uma base vidvel. Na
pratica, observamos que raramente precisamos adicionar varidveis artificiais

a formulacéo.
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Para evitarmos inviabilidades triviais causadas pelas restricdes de bran-
ching, antes, nos certificamos de que elas ndo sio inconsistentes. Considere-
mos, por exemplo, que certas restricoes de branching impoem que as linhas
¢ e j sejam cobertas pela mesma coluna, que as linhas j e k também sejam
cobertas pela mesma coluna, mas que as linhas ¢ e k sejam cobertas por colu-
nas distintas. Temos, neste caso, uma inconsisténcia e, portanto, o problema
¢ invidvel. Outro caso possivel, em que ocorre inconsisténcia, ¢ quando i e j
sao forcadas a serem cobertas pela mesma coluna, mas a soma de seus pe-
sos ultrapassar o peso maximo permitido. Se uma inviabilidade é detectada,

entdo o né é podado.

Assim, no né raiz, as colunas iniciais que escolhemos para o problema
mestre restrito formam a matriz identidade, a base candnica. Nos nés suces-
sores, definimos como o conjunto inicial de colunas para o problema mestre
restrito, todas aquelas que foram previamente geradas (nos nés antecesso-
res), mas que ndo violam as restriges de branching no né corrente. Se ainda
for necessario, acrescentamos colunas elementares, garantindo que existe ao

menos uma base vidvel.

Vejamos, agora, como estamos escolhendo uma nova coluna para o

problema mestre restrito.

4.4 A escolha de uma nova coluna

Uma questao natural que fazemos quando pensamos numa estratégia
de selecido de colunas é: o que é uma “boa” coluna? Em outras palavras:
gostariamos de poder reconhecer as colunas validas que sao melhores para
minimizarmos o valor da funcédo objetivo. Relembremos que nosso interesse
é encontrar uma solucgdo viavel primal para o problema mestre inteiro e, ao
mesmo tempo, obtermos um bound melhor, indicando que essa é uma boa

solu¢do. Entdo, quando dizemos que temos uma “boa” coluna, significa que
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essa coluna é necessaria para a construgao de uma solugao inteira ou que ela
nos leva mais rapidamente a solucao da relaxagao linear do problema mestre

restrito.

Uma estratégia de selecdo de colunas pode ser direcionada na geracao
de boas colunas ou, também, na selegao das melhores colunas dentre varias

que tenham sido geradas em um dada iteragao.

Nas préximas duas subsegdes, discorreremos sobre a estratégia de es-

colha de uma nova coluna a ser utilizada na implementacao de um algoritmo

branch-and-price.

4.4.1 Novas colunas para o problema mestre linear

Em uma dada iteracao do algoritmo de geracdo de colunas para resol-
ver o problema mestre linear [PP)?, em um né ¢, a coluna associada ao custo
reduzido mais negativo representa o corte mais violado na formulagao dual
do problema. A motivagdo para selecionarmos a coluna com custo reduzido
mais negativo é que ela pode nos levar a uma maior redugdo no valor da
funcao objetivo. No entanto, nao temos garantia de que isto sempre ird ocor-
rer. Pode acontecer, por exemplo, que o valor corrente da funcdo objetivo
seja o 6timo e que, devido a uma presenca de degeneragdo, algumas colunas
ainda estejam associadas a custos reduzidos negativos e, assim, acrescentar

tais colunas a formulagdo nao ird4 melhorar o valor da funcao objetivo.

Uma alternativa, entdo, é o critério de “corte profundo”, que estd
baseado na idéia geométrica. Nesse critério, o progresso alcangado ao acres-
centarmos uma nova coluna a formulagao nao é medido em termos da melhora
do valor da funcdo objetivo, mas em termos das restrigdes do conjunto (po-
liedral) vidvel do dual do problema mestre linear. Agora, uma boa coluna
é aquela que exclui uma parte maior desse conjunto poliedral. Um “corte

profundo”, que é aquele que tem a maior distancia euclidiana até a solugdo
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dual corrente, potencialmente leva a um espago dual vidvel mais restrito. A
distancia euclidiana entre um corte e a solucdo dual corrente u € R™ é a
distancia entre este tltimo ponto e sua proje¢do no hiperplano definido pelo

corte.

Para entendermos o que significa adicionar colunas ao problema mestre
com o sentido de acelerarmos a convergéncia da otimizagdo do problema
linear, podemos consultar Forrest e Goldfarb [27] e Balas et al. [4], por
exemplo. A primeira referéncia apresenta um estudo da selecdo do pivod
no método simplex, comparando a éscolha do melhor custo reduzido com
o critério de “corte profundo”. Por outro lado, Balas et al. [4] apresenta
um estudo do critério de selecao de um corte baseado na maior violagao em
comparagao com uma abordagem de “corte profundo”. Esses dois estudos
sdao equivalentes, no sentido de que adicionar colunas no problema primal

corresponde a adicionar cortes na sua formulacao dual.

Na nossa implementacdo, optamos tao somente por escolher a nova
coluna baseados no custo reduzido a ela associado. Isto se deve ao fato de
que os subproblemas que tratamos sao do tipo mochila 0-1 e, portanto, sao
resolvidos eficientemente pelo XPRESS-MP. Adicionalmente, existem des-
vantagens quando selecionamos as novas colunas com a abordagem de “corte
profundo”: a geragdo de colunas que maximizem a distancia entre a solucdo
dual corrente e sua projecao em alguma face do conjunto vidvel tem um
custo computacional muito alto; essa medida se torna totalmente irrelevante
quando o ponto de projecao nao é dual viavel; além disso, essa disténcia é
bastante dependente da solugao dual corrente para o problema mestre restrito

(e geralmente temos vérias alternativas para essa solugdo dual).

E, finalmente, como parte das estratégias de geracao de colunas, pre-
cisamos decidir entre resolver, ou nao, o subproblema pricing até a otimali-

dade, e gerar miltiplas colunas ou apenas uma a cada iteragao do algoritmo.
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Na nossa implementagao, optamos por resolver cada subproblema até a sua
otimalidade e gerarmos apenas uma coluna a cada resolucao do problema
restrito. O motivo é que a estratégia de resolugdo do subproblema até sua
otimalidade e da geragao de uma unica coluna a cada iteragao é geralmente
superior para os casos em que podemos obter uma solucdo 6tima para o
subproblema de forma eficiente e rapida, conforme verificado por Degraeve
[21] e Vanderbeck [63]), por exemplo. E este é o caso do problema da nossa
implementacao. A resolugao dos subproblemas apenas aproximadamente e a
geracao multiplas colunas a cada iteragdo é mais indicado para os casos em

que os subproblemas exigem um esfor¢co computacional muito grande.

Podemos usar, também, diferentes estratégias para selecionarmos colu-
nas que melhorem nossas chances de encontrar boas soluges para o problema

mestre inteiro. Este é o assunto da préxima segao.

4.4.2 Novas colunas para o problema mestre inteiro

Conforme consideragoes e resultados apresentados por Vanderbeck
[63], colunas que sdo “boas” para nos fornecer uma solugdo inteira, geral-
mente ndo nos ajudam muito na obtengao de uma solugdo para o problema
mestre linear. Quando implementamos um algoritmo de geragao de colunas,
procuramos lancar mao das melhores estratégias para obtermos as colunas
mais apropriadas para a resolu¢do do problema mestre linear restrito. Assim,
ao gerarmos colunas extras que supostamente sao “boas” para a otimizagao
do problema mestre inteiro, perturbamos as estratégias para o problema li-
near que ja estamos usando no algoritmo, visto que isto influecia nos valores
das varidveis duais. Outra desvantagem, nessa abordagem, é que aumenta-
mos desnecessariamente o tamanho do problema mestre linear restrito. Além
disso, o desempenho da nossa implementacéo como um todo depende princi-
palmente da sua eficiéncia na resolugao do problema mestre linear, pois isto

requer a resolugdo de vdrios subproblemas inteiros (dificeis) para gerarmos
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as novas colunas. Uma sol¢@o inteira nos ajuda apenas fornecendo uma es-
timativa superior (upper bound) para o problema inteiro, que servird para

podarmos a arvore de branching em certos nds.

Comentaremos, agora, a implementacao da regra de branching.

4.5 A operacao de branching

Se a solugao encontrada para o problema linear mestre nao for inteira,
devemos efetuar o branching. No nosso caso, em vez da estratégia de bran-
ching convencional (pdgina 51), implementamos a regra de Ryan e Foster [59]

(pagina 53).

Sejam 7 e s os indices de linhas definidos de acordo com a Proposi¢ao
3 (pégina 53). A cada ramificacdo da arvore (bindria) de branching, estamos
considerando que o ramo (nd) a esqueda corresponde ao problema no qual
as colunas contém (cobrem) as linhas r e s e que a esquerda estd associado
ao problema no qual as colunas nao cobrem, ao mesmo tempo, as linhas
r e s. Ou seja, a ramificagdo a esquerda, o 1-branch, corresponde ao caso
em que 7 € s aparecem ambas na mesma coluna ou ambas estao fora; e a
ramificacdo a direita, o 0-branch, corresponde ao caso em que apenas 7, ou
apenas s aparece numa coluna, ou ambas as linhas r e s estao ausentes numa

determinada coluna.

Consideremos uma iterac¢ao arbitraria do algoritmo branch-and-price.
A Proposicao 3 nos garante tao somente a existéncia das referidas linhas r e s,
sempre que alguma varidvel na solugdo corrente do problema mestre restrito
linear néo for inteira. Na implementagao, entdo, precisamos fazer uma busca
para identificarmos um tal par de linhas r e s. Nossa estratégia esta baseada
no fato de que varidveis associadas a colunas com linhas distintas, como em

(1 0]%, sdo mais propicias a assumirem valores inteiros que aquelas associadas
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a colunas com linhas idénticas, como em [1 1]7. Assim, tentaremos evitar
que varidveis inicialmente fraciondrias continuem associadas a colunas com

linhas muito dependentes uma da outra.

Para isto, nossa abordagem consiste em, inicialmente, tomarmos r
como sendo a linha presente no maior nimero de colunas, digamos K' C K,
associadas a varidveis fracionarias; e, em seguida, ao contrario, tomarmos
s como sendo a linha presente no menor nimero de colunas em K'. Isto
ndo garante que o numero de colunas associadas a varidveis fracionarias e
contendo ambas as linhas r e s sejam o menor possivel (como gostarfamos),

mas provavelmente resultard numa situacao ao menos préxima da desejada.

Suponhamos que a matriz de restri¢coes A do problema mestre restrito
associado a determinado né da arvore de branching tenha p linhas e ¢ colunas,
e que a solucao corrente para a relaxagdo linear seja étima. Inicialmente, o
XPRESS-MP nos fornece o vetor de solugdes A, que tem ¢ componentes.
Em seguida, identificamos cada componente fraciondria em A. Para cada
7 €A1, 2, ..., ¢}, se A\; ndo é inteiro, tomamos a coluna j de A e, para cada
uma de suas p linhas, incrementamos um contador que, no final da busca
por varidveis fracionarias, nos fornecerd a quantidade de colunas associadas a
essas varidveis. Logo, a complexidade dessa operagéo é O(pq). E, finalmente,
com a informacao dado pelo contador associado a cada uma das p linhas,
obtemos as linhas r e s da estratégia de branching de Ryan e Foster. Portanto,
na nossa implementacdo dessa estratégia, a busca por r e s tem complexidade

O(pq) + O(p), ou simplesmente O(pq).

Na pratica, devido a esparsidade da matriz de restricoes e devido a
estrutura de dados que adotamos, descrita mais adiante, na secdo 4.7, a
escolha das linhas r e s ocorre em um tempo computacional bastante razoével.
Além disso, lembremos que essa escolha é feita no méximo uma vez para cada

né da arvore de branching e o gargalo no algoritmo branch-and-price continua
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sendo a resolugao do problema mestre linear associado a cada né.

Uma vez que temos determinado as linhas 7 e s, no ramo direito da
arvore, resultante de um 0-branch, resolvemos o seguinte problema da mochila
0-1:

m
[PK] mazimizar zpx = E U0y

i=1
™m
sujeito a : Z&ai <L
i=1
ar +ag <1,
a; € {0,1}, paraj=1, 2, .., m.

E, no ramo esquerdo, resolvemos o seguinte problema resultante do 1-branch:

m
[PK]" mazimizar zpx = E U0

i=1

m

sujeito a: Zﬁiai <L
i=1
Oy = Qg,

a; € {0,1}, paraj=1, 2, .., m.

Na prética, em vez de simplesmente acrescentarmos a restricao o, =
as em [PK]", o que fazemos é eliminar a linha s do problema mestre restrito
e, no subproblema pricing, alterar o peso ¢, para £, + ¢, e eliminar a coluna s
de suas restricoes. O que fazemos no problema mestre restrito é equivalente a
combinarmos as linhas r e s de suas restrigoes. Portanto, o problema mestre
restrito tem uma linha a menos e o subproblema pricing uma coluna a menos

a cada operacao 1-branch realizada.

Observemos, entdo, que esta estratégia de branching nao ird modificar
a estrutura dos subproblemas; eles continuarao sendo problemas da mochila

0-1, eficientemente soluciondveis.
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Observemos, ainda, que associado a qualquer né da drvore de bran-
ching, o subproblema pricing correspondente serd formado por uma com-
binacao de restri¢oes idénticas a ultima linha de cada problema acima. Ou
seja, devemos levar em conta todas as operagoes de branching realizadas do
né raiz até o nd corrente. Na nossa implementagdo, essa combinacao dos
problemas [PK] e [PK)" é resolvida exclusivamente pelo XPRESS-MP. A
partir da solugdo obtida, acrescentamos uma nova coluna ao problema mestre

restrito, ou nos certificamos de que a solugao corrente é 6tima.

Na préxima segdo, apresentaremos uma visao geral do algoritmo branch-
and-price para o problema de particionamento com colunas do tipo “mo-

china”.

4.6 Uma visao geral do algoritmo

Aqui, descreveremos suscintamente sobre os principais pontos da nossa
implementacgdo: o inicio, a selecao de um né, o processamento de um né, a

melhora e atualizagao de bounds.

4.6.1 O inicio

O programa inicia sua execugdo lendo os dados do problema, que
podem ser gerados randomicamente a partir de certos pardmetros (nimero
de itens, peso minimo e peso maximo de um intem, capacidade maxima de
um empacotamento) ou serem lidos a partir de algum arquivo de dados. Em
seguida, gera as colunas iniciais para o problema mestre restrito [PP]%; define
a arvore de branching com o problema [PP)° associado ao né raiz; define o
subproblema pricing e inicia o resolvedor XPRESS-MP. Adicionalmente, o

nd raiz é atribuido a lista de nds ativos.
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4.6.2 A selecao de um né

Como ja sabemos, cada iteragdo do algoritmo branch-and-price con-
siste na selegdo de um né da arvore a ser processado, resolvendo a relaxagio
linear do problema mestre restrito correspondente por geracdo de colunas,
afim de obter um lower bound para esse né e, ao mesmo tempo, tentar melho-
rar a solucao inteira corrente. A ordem em que os nds da drvore de branching
sdo processados tem uma significante influéncia sobre o desempenho geral do

algoritmo.

Implementamos a combinagdo de dois esquemas de selecao de nos:
busca em profundidade (depth-first search) e busca do melhor limitante (best-
first search). Na busca em profundidade, o né selecionado é sempre algum
descendente do né processado na interacdo imediatamente anterior. Como
¢ mais provdvel que encontremos solugdes inteiras mais abaixo na arvore
de branching, quando varias restricoes de branching ja foram adicionadas,
aplicamos a busca em profundidade apenas em um primeiro momento, até
obtermos uma solugdo inteira. FEsta solugdo, geralmente, ir4 nos ajudar a
podar a 4vore em determinados nds, visto que estaremos interessados em
processar um nimero menor quanto possivel deles. De fato, em todos os casos
o né com o melhor limitante inferior (lower bound) precisa ser processado e,
portanto, procuraremos seleciond-lo o mais cédo possivel. Por outro lado,
nés que tiverem um limitante inferior muito alto podem nao ter de serem
completamente processados se ja conhecermos um limitante inferior melhor
que nos leve a podé-los. Além disso, o né com melhor limitante inferior é

também o mais promissor a nos fornecer uma solugdo inteira melhor.

As estratégias de selegdo de um no e de selecao de uma varidvel de
branching é que determinam a seqiiéncia de todo o processo de resolugao
do problema inteiro. O uso de determinada estratégia pode ser melhor para

determinada instancia do problema e pior para outra. Portanto, ndo podemos
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fazer uma conclusao sobre o desempenho de uma em relacdo a outra.

4.6.3 O processamento de um né

Uma vez que temos selecionado determinado né, tomamos as restrigoes
de branching; detectamos certas inconsisténcias ébvias; geramos o conjunto
inicial de colunas para esse né especifico; e definimos a formulacao do pro-
blema e do subproblema a ele associado. Em seguida, procedemos a resolucao

do problema mestre linear.

Em cada iteracdo do algoritmo de geragcao de colunas, resolvemos o
problema mestre restrito linear. Em seguida, verificamos se a solugdo € in-
teira e, caso seja, atualizamos convenientemente o valor do limitante inferior.
Entao, tomamos os valores da solucao dual e resolvemos o subproblema pri-
cing. Assim, temos nos certificado de que ja obtemos uma solugao 6tima ou

temos gerado uma nova coluna para o problema mestre.

Se 0 né corrente nao pode ser eliminado a partir de argumentos 6bvios,
entao procedemos a estratégia de branching de Ryan e Foster, descrita na
secao anterior. Assim, definimos dois nds sucessores, cujos limitantes sao,

inicialmente, iguais aos do né antecessor, e os incluimos na lista de nds ativos.

4.6.4 A obtencao de solugoes inteiras

O algoritmo de geracao de colunas é um método de aproximagao pri-
mal, no sentido em que as solugdes sucessivas dos problemas mestre lineares
sdo primais vidveis. Sao elas que fornecem limites superiores (upper bounds)
na solugao 6tima do problema mestre linear e, tamém, na solugao 6tima
do problema inteiro, se existirem solugbes inteiras para os problemas inter-
medidrios. Em geral, é muito dificil encontrar uma solu¢ao inteira 6tima,

ou seja, eliminar o gap entre o lower bound em cada né e o valor da me-
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lhor solucéo inteira. O esfor¢o computacional envolvido na sua construcao é

muito grande.

4.6.5 O critério de parada

Depois que um no tiver sido processado, se uma nova solugao inteira
foi encontrada, verificamos, na lista de nds ativos, se certos nés podem ser
eliminados por bound. O algoritmo termina quando essa lista de nés for
vazia. Neste caso, exibimos os resultados obtidos: a melhor solugao inteira
encontrada e, também, estatisticas sobre niumero de interagoes e nimeros de

colunas geradas, por exemplo.

Antes de apresentarmos alguns resultados computacionais obtidos, fa-
remos um comentario sobre a estrutura de dados que adotamos na imple-

mentacao do branch-and-price para o problema de bin packing.

4.7 A estrutura de dados

A matriz de restrigdes de um problema de particionamento, em geral,
¢ bastante esparsa, ou seja, poucos elementos, em relagao ao total, sdo valores
diferentes de zero. No caso do problema da nossa aplicacao do branch-and-
price, a matriz de restrigdes do problema mestre restrito é bindria. Logo,
em todas as operacdes com esta matriz, como busca e adigdo de elementos,
precisamos realmente conhecer tao somente a localizagdes dos valores iguais

al.

Consideremos uma matriz A formada por elementos a;; € {0,1}, para
cadai=1, 2, ..., pej=1, 2, ..., p, eseja N o numero de elementos iguais
a 1 (os outros pg — N elementos sdo iguais a zero). Para armazenarmos essa
matriz, na nossa implementagao, estamos utilizando trés vetores: o primeiro,

digamos ind[], de tamanho N, é formado pelos indices das linhas nao-nulas
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da primeira coluna, seguido dos indices das linhas nao-nulas da segunda
coluna, e assim sucessivamente, até o indice da tdltima linha nao nula na
ultima coluna da matriz A; o segundo vetor, digamos qnz[], de tamanho
p, é formado pela quantidade de elementos nao-nulos, sucessivamente, em
cada coluna de A; e, finalmente, o terceiro vetor, digamos inic[], também
de tamanho p, sucessivamente formado pela posicao em ind[] associada ao
primeiro elemento nao-nulo de cada coluna da matriz A. Esta abordagem é

similar & que é usada pelo Xpress Optimizer [14].

Finalmente, apresentaremos alguns resultados computacionais na préxima

secao.

4.8 Os resultados computacionais

Todos as execugoes foram feitas em um computador com processa-
dor AMD Athlon XP 1800, 1.53GHz e com 1GB de memoéria RAM. Todo o-
coédigo da nossa implementacao foi desenvolvido em C++, com chamadas &
biblioteca Optimizer do XPRESS-MP tao somente para a resolugao dos pro-
blemas mestre lineares e dos subproblemas pricing (knapsack 0-1). Para a

compilacdo, utilizamos o GNU gcc, versao 3.2, para Linux.

Inicialmente, apresentaremos os pontos mais relevantes no decorrer da
execucao do programa obtido a partir da nossa implementagdao do branch-
and-price para o problema de particionamento com colunas knapsack, ou

simplesmente bin packing.

Consideremos o problema de bin packing [BP], da pégina 57. Como
dissemos anteriormente, uma das opgoes para a entrada dos dados do pro-
blema no inicio da nossa implementagao é que eles sejam gerados aleatoria-
mente a partir de quatro parametros fornecidos diretamente pelo usudrio: a

quantidade de itens m, o menor e o maior valor para ¢;, e a capacidade L.
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Itens | Capacidade Pesos dos itens Valor 6timo

Instancias | m L min | med | maz | inteiro zj5p
bpOl 5 120 24 50,00 &0 3
bp02 10 120 2 48,90 80 3
bp03 15 120 2 46,67 96 6
bp0d 20 120 9 4647 96 8
bp05 25 120 2 47,58 99 10
bp06 30 120 2 47,07 99 12
bp07 32 120 2 45,75 99 13
bp08 34 120 2 44,79 99 13
bp09 36 120 2 47,08 99 15
bp10 38 120 2 47,95 99 16
bpll 40 120 2 47,00 99 16
bpl2 44 120 2 48,32 99 18
bpl3 46 120 2 49,59 99 20
bpl4 47 120 2 49,81 99 20
bpl5 48 120 2 49,21 99 20
bpl6 a0 120 2 49,95 99 21
bpl7 92 120 2 48,77 99 22
bpl8 95 120 2 48,76 99 23
bp19 o7 120 2 49,23 99 24
bp20 60 120 2 48,38 99 25

Tabela 4.1: Instancias dos problemas teste. As instdncias do problema de bin
packing sdo geradas aleatoriamente a partir de quatro pardmetros: a quantidade
de itens (m), a capacidade (L), o menor peso (min) e o maior peso (max). Adici-
onalmente, conhecemos a média dos pesos (med) e o valor 6timo inteiro para cada
instdncia.

A titulo de ilustragao, no Anexo A, apresentamos as saidas fornecidas
(em Inglés) durante a execucdo da nossa implementaggo para uma instancia
aleatéria com apenas 10 itens no bin packing. Apesar de ser um problema
tdo modesto, é possivel perceber, inclusive, a ocorréncia do tailing off effect,
em que soluces étimas consecutivas iguais sdo obtidas para a relaxacgo li-

near de problemas mestre restritos consecutivos num mesmo né da arvore de

branching.

Até o final da resolugdo de um problema, o programa exibe vdrias
informacdes sobre as operagoes realizadas, dentre elas: o nimero de linhas

e o numero de colunas na formulacao compacta do bin packing; o nimero
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de linhas no problema de particionamento da sua formulagdo extensiva; o
numero de itens considerados; o menor, o médio e 0 maior peso associados
ao subproblema pricing e sua capacidade; o valor da solucdo 6tima inteira; o
total de colunas geradas, incluindo as da base inicial; 0 nimero méximo de
colunas geradas; o nimero maximo de colunas em algum problema, restrito;
o numero de nds na arvore de branching gerados durante a resolugdo do
problema e daqueles efetivamente processados; o nimero de nés podados por
inviabilidade, por otimalidade e por bound; o niimero de néds ativos, que ainda

nédo foram conferidos.

Formulacoes
Instancias compacta [BP] extensiva [PP]
Zgp | linhas | colunas | Zpp | linhas
bp01 2,08 10 30 3,00 5
bp02 4,07 20 110 5,00 10
bp03 9,83 30 240 6,00 15
bp04 736 40 420 8,00 20
bp05 9,01 a0 650 10,00 25
bp06 11,76 60 930 1200 30
bp07 1220 64 1.056 1296 32
bp08 12,69 68 1190 1299 34
bp09 14,12 72 1332 1495 36
bpl0 1518 76 1482 1599 38
bpll 15,66 80 1.640 16,00 40
bp12 17,71 88 1.980 18,00 44
bp13 1901 92 2.162 1996 46
bp14 19,50 94 2.256 20,00 47
bpl5 19,68 96 2.352 20,00 48
bp16 20,47 100 2.550 20,99 a0
bpl7 21,13 104 2.756 21,94 92
bpl8 2235 110 3.080 2294 55
bp19 23,38 114 3.306 24,00 a7
bp20 24,19 120 3.660 24,95 60

Tabela 4.2: As duas formulacoes para o bin packing. As formulagées com-
pacta, [BP], e extensiva, [PP], se referem ao mesmo problema; no entanto, elas
se diferem no mimero de linhas e de colunas e, o mais importante: a relazag¢do
linear de [PP) fornece bounds melhores para o valor étimo inteiro do problema.

Os resultados que apresentaremos agora, referem-se a problemas teste

similares a uma das classes usadas, em 1997, por Scholl et al. [60] e também
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por Alvim et al. [1}, em 2004. Scholl et al. propdem um método exato
(BISON) que faz uso de vérios bounds, procedimentos de reducéo, heuristicas,
e procedimentos de branch-and-bound com um novo esquema de branching.
O trabalho de Alvim et al. apresenta uma heuristica que consiste em um
procedimento hibrido com o uso de estratégias de obtencao de lower bounds,
geracao de solucoes iniciais a partir do dual do bin packing e outras técnicas.
Nosso objetivo, aqui, ndo é fazer uma comparacao com outros trabalhos,
mas levantar alguns pontos importantes dos resultados obtidos para uma

das classes de instancias que implementamos.

J& sabemos que os modelos [BP] e [PP], da pdgina 57 deste capitulo,
se referem a formulagoes distintas para o mesmo problema: o bin packing.

Assim, podemos resolvé-lo a partir de uma ou outra formulagéo.

Os dados das instancias que apresentamos nesta se¢ao sao os da Tabela
4.1. Inicialmente, fornecemos a quantidade de itens, m, a capacidade maxima
do packing, L, o menor peso, min, e 0 maior peso, max, que, em seguida sao
gerados para formar uma instdncia do problema. Na tabela, apresentamos,
ainda, a média aritmética med dos m pesos gerados pelo gerador rand() do

e o valor 6timo inteiro para cada instancia

Na Tabela 4.2 apresentamos alguns dados sobre as formulacoes com-
pacta, [BP], e extensiva, [PP], do bin packing dados pelas instancias repre-
sentadas na Tabela 4.1. Observemos que, se o numero de itens do problema
é m, entdo sua formulacdo compacta tem 2m linhas e m? +m colunas. Mais
adiante, na Tabela 4.3, observaremos que para a resolugdo do problema pelo
branch-and-pricing, em todos os casos testados, o nimero de colunas geradas
foil bastante menhor que o presente na formula¢do compacta. Além disso, o

nuimero de linhas sempre cai para a metade na formulacao extensiva.

Observamos, ainda, na Tabela 4.2, que a o valor 6timo Zp, da re-

laxacdo linear do problema reformulado [PP] é um bound nunca pior para o
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Branch-and-price XPRESS-MP
Instancias | Iteracoes Colunas Iteracoes

do simplex | No6s | geradas | do simplex ] total Nés
bp01 1 1 6 12 173 1
bp02 32 1 23 35 130 1
bp03 174 6 59 54 2.973 262
bp04 206 7 65 96 2.239 73
bp05 358 7 87 132 3.810 309
bp06 652 5 110 219 9.469 1.223
bp07 1.713 51 291 214 2.919 117
bp08 1.741 34 239 217 3.904 245
bp09 1.655 26 205 236 3.130 129
bp10 1.928 34 247 281 3.823 157
bpll 1.172 1 135 342 6.004 413
bpl2 1.763 16 200 332 127.583 15.878
bpl13 2.789 58 315 257 6.464 401
bpl4 2.263 19 225 335 7.357 604
bpl5 2.888 32 277 352 33.778  3.855
bpl6 2.755 25 261 285 6.896 2.154
bpl7 3.011 38 278 451 5.474 268
bpl8 3.160 20 265 273 7.261 450
bp19 2.272 7 221 301 13.891 1.126
bp20 3.561 16 265 283 7.802 262

Tabela 4.3: Resultados computacionais da implementacdo do branch-and-
price e do XPRESS-MP para o bin packing. Algumas estatisticas sobre a nossa
implementagdo e sobre o XPRESS-MP aplicados as instancias da Tabela 4.1: o
total de iteragdes do simplez, o nimero de nds processados na drvore de branching,
o mimero de colunas geradas até a otimalidade do problema e, no caso do XPRESS-
MP, o niimero total de iteragdes (incluindo heuristicas e cortes adicionados d
matriz de restrigdes).

valor étimo inteiro, se comparado com o 6timo Z;, da relaxacao linear do

problema original [BP].

E, finalmente, na Tabela 4.3, apresentamos alguns resultados obti-
dos com a aplicagdo pura do resolvedor XPRESS-MP para as instancias da
Tabela 4.1 e também da nossa implementagéo do branch-and-price. Todos
os problemas foram resolvidos até a otimalidade, tanto pelo XPRESS-MP,

quanto pela nossa implementacao.

A segunda coluna da Tabela 4.3, mostra o namero total de iteracoes
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do simplex em toda a execugdo do branch-and-price. Ou seja, esse é o numero
de iteracbes que o simplex, ja presente no resolver XPRESS-MP, levou para
resolver todas as relaxagoes lineares dos problemas mestre associados a cada
né da drvore de branching. Os dados dessa coluna podem ser comparados
com os da quinta coluna, que traz a mesma informacao para o caso do uso
tdo somente do XPRESS-MP. Observemos que esse nimero de iteracoes é
bem menor que a grande parte dos correspondentes nos resultados da nossa

implementacao.

A terceira coluna apresenta o nimero de noés da arvore de branching
processados no branch-and-price. Ele é, em geral, bem menor que o corres-
pondente na resolu¢do pelo XPRESS-MP, dado na tultima coluna da Tabela
4.3. Este resultado, possivelmente, sugere que a regra de branching pro-
posta por Ryan e Foster [59] para o problema de particionamento com dados

bindrios torna menor a drvore de branching, ao eliminar varias colunas em

uma unica vez.

Como sugerimos anteriormente, o numero de colunas geradas pelo
branch-and-price pode ser comparado com a quantidade de colunas presente
(explicitamente) na formulagdo compacta do bin packing que, em todos os

casos que temos testado, é consideravelmente maior, conforme a Tabela 4.2.

O total de iteracoes, fornecido pelo XPRESS-MP, tem se mostrado
bastante maior para a maioria dos testes que temos realizado, como podemos
observar pelos dados da penultima coluna da Tabela 4.3. Devemos levar
em conta que, durante a resolu¢ao do problema, o XPRESS-MP lanca mao
de varias técnicas, dentre elas: abordagens eficientes de preprocessamento,

heuristicas e métodos de geracao de cortes.

Todas as instancias da Tabela 4.1 foram resolvidas em um tempo com-
putacional bastante pequeno, tanto pelo XPRESS-MP, quanto pelo branch-

and-price. Algumas vezes, esse tempo foi menor no caso do XPRESS-MP e,
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em outras, ele foi melhor na execu¢ao do branch-and-price. O maior tempo
ocorreu para o bpl2, com 44 itens, que foi de 17 segundos para o branch-and-
price, contra 44 segundos para o0 XPRESS-MP. Para a instancia 6p06, com
30 itens, também tivemos uma situacao parecida: 7 segundos para a nossa
implementacao, contra 15 segundos para o XPRESS-MP. No entanto, houve
casos em que o contrario ocorreu: 25 segundos para o branch-and-price e 15
segundos para o XPRESS-MP. A maior parte dos tempos computacionais

ficou abaixo de 1 segundo para as duas abordagens de resolucao.

A seguir, faremos as nossas consideragdes finais.
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Consideracoes Finais

Este trabalho resultou na discussao bésica de algoritmos de geracdo de
colunas em problemas de otimizagao combinatéria linear e, em particular, de
otimizacao combinatéria. De forma mais especifica, estivemos interessados
na resolucao do problema bin-packing e na implementacao de um algoritmo
branch-and-price com a aplicagdo da regra de branching de Ryan e Foster

para problemas de particionamento 0-1.

Pudemos observar que a decomposicao de um problema inteiro pode
resultar em uma reformulacdo cuja relaxacgéo linear fornega melhores estima-
tivas (bounds) para o valor 6timo inteiro. Isto nos permite resolver problemas
inteiros dificeis até a otimalidade. No entanto, vimos que em geral teremos
uma, formulagdo com um nimero excessivamente grande de varidveis, o que
requer que o problema seja resolvido através do uso de técnicas de geracao
de colunas, combinado com um algoritmo exato. As técnicas cldssicas de
programacdo inteira precisam, entao, serem adaptadas com o objetivo de se

tornarem compativeis com o procedimento de geragao de colunas utilizado.

Neste sentido, apresentamos um esquema de branching proposto por
Ryan e Foster que é provavelmente mais vantajoso que o esquema cldssico no
contexto da geracao de colunas. Além disso, sugerimos algumas condigdes
para a poda de um né na arvore de branching antes do problema associado
ser resolvido até sua otimalidade. Nos comentdrios sobre a implementagao,
sugerimos algumas decisoes a serem tomadas em determinados pontos do al-

goritmo que podem ter uma influéncia significativa no desempenho final do
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algoritmo. Os resultados computacionais que obtivemos mostram as poten-

ciais capacidades e limitacoes de tais decisoes.

Como ja observamos, o emprego de um algoritmo de geragao de co-
lunas € fortemente aconselhdvel para problemas em que a presenga de de-
terminadas restricoes em sua formulagao original dificulta em muito a sua
resolucao direta e, por outro lado, essas restricoes podem ser tratadas por
meio de um problema auxiliar que pode ser resolvido eficientemente. Particu-
larmente, apresentamos o caso em que a reformulagao do problema original,
obtida a partir de algum método de decomposicao, é um problema de par-
ticionamento e o subproblema pricing é um problema da mochila (knapsack
0-1). A portabilidade do método para outras aplicagoes é bastante natu-
ral em muitos casos, bastando que procuremos usar uma forma tao eficiente

quanto possivel para obtermos a solu¢ao do subproblema.

Por outro lado, o método de geracdao de colunas pode ser bastante
ineficiente quando o subproblema for intratavel, no sentido de que ele nao
pode ser resolvido dentro de um tempo computacional razodvel. Em mui-
tas aplicagoes, o subproblema ¢ dificil e nao pode ser resolvidd com técnicas
classicas. Assim, é necessario desenvolvermos um algoritmo especial para
cada subproblema particular. Na nossa implementacao, por exemplo, tive-
mos que adicionar cortes ao subproblema pricing, um knapsack 0-1, a medida
que nos aprofundamos nos nés da arvore de branching. Isto acaba exigindo

mais tempo de processamento na resolucao desses subproblemas.

Outra dificuldade que verificamos para um algoritmo de geracao de co-
lunas em problemas de programacao linear inteira ocorre quando as solugoes
do problema mestre se torna intratavel. No nossa aplicagdo, por exemplo,
muitas vezes é evidente a dificuldade de se encontrar uma solugao étima para
o problema mestre inteiro, visto que podem existir muitas combinacoes de co-

Iunas que levam a um mesmo valor étimo para a funcao objetivo do problema
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linear, fenomeno denominado tailing off effect. Ele pode ser observado até

mesmo para instancias pequenas, como ¢é 0 caso que apresentamos no Anexo

A.

Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos com o objetivo de se obter al-
goritmos de geragdo de colunas cada vez mais robustos para diferentes classes
de problemas de otimizagdo combinatéria. Na nossa implementacao, nao ex-
ploramos completamente as abordagens atualmente usadas em programagao
inteira. Muitas técnicas classicas de programagao inteira tém suas equivalen-
tes no contexto da geracao de colunas. Uma dessas técnicas é a fixacao de
varidveis de acordo com o seu custo reduzido associado; uma outra técnica
classica se refere a construgao de uma soluao inteira para o problema mestre
a partir do arredondamento de alguma solugao do problema relaxado, que

também pode ser adaptada para o contexto da geragao de colunas.

As pesquisas atuais tém se concentrado também na procura por ma-
neiras de se reduzir o tailing off effect, através dos métodos de estabilizagao
de colunas. Geralmente, essas pesquisas estdo baseadas em solucgbes duais
que sdo pontos centrais da face 6tima, obtidos a partir de algum método
de ponto interior, em vez de solugoes associadas a algum ponto extremo do

conjunto de solucoes 6timas.

Temos observado, ainda, que se uma boa estimativa (bound) para a
solucdo 6tima inteira é conhecida a priori, entdo podemos reduzir significa-
tivamente o esforco computacional na busca por uma solugao inteira. Con-
seqiientemente, parece bastante razoavel que inicialmente gastemos um certo
tempo na tentativa de encontrar uma boa solucao para o problema mes-
tre inteiro. Neste sentido, boas heuristicas podem ser desenvolvidas para o
problema mestre inteiro de cada aplicagdo em particular. Alvim et al. [1]
propéem um procedimento hibrido para o caso particular do problema de bin

packing que apresenta bons resultados em relacao a varias outras heuristicas.
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Devido & correspondéncia entre a adicao de colunas na formulacao
primal e a adicdo de cortes na formulacao dual do problema mestre linear,
poderiamos pensar também em usar técnicas desenvolvidas para branch-and-
cut, como os métodos de planos de cortes, por exemplo. No entanto, em
programacao nao-linear, outras técnicas com melhor convergéncia tedrica ja
s&o conhecidas e estdo sendo testadas atualmente como uma alternativa aos
métodos classicos. Uma dessas técnicas é denominada método bundle é apre-
sentada por Lemaréchal [43, 44], Kiwiel [39] e Hiriart-Urruty e Lemaréchal
[37], por exemplo. Briant et al. [11], em janeiro de 2005, apresenta uma
comparacao entre diversos métodos de estabilizagao de colunas sob o ponto

de vista primal e também dual, com algumas aplicacoes praticas, inclusive.

Portanto, a implementacdo de um algoritmo bdranch-and-price, junta-
mente com um bom resolvedor para as relaxagGes lineares e para os subpro-
blemas pricing, pode se tornar bastante eficiente e robusta se incorporarmos
métodos de estabiliza¢do de colunas e também heuristicas, que nao foram

tratados nos trabalhos desta tese de mestrado.
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Anexo A

Resolucao de um problema de bin packing: saida gerada durante a execucao
da nossa implementacao do branch-and-price para o bin packing dado por
m=10,0=1,0=1,4=1,03=2,0,=2, 05 =2, 03 =3, l; =3, lsg =4,
by=4,0ly=5eL=T.

[ariel] : /home3/efbueno/mestrado/implem> myprog

UFRJ / COPPE / PESC
Rio de Janeiro, Tue Mar 8 04:29:52 2005

Nelson Maculan Filho (maculan@cos.ufrj.br)
Elivelton Ferreira Bueno (efbueno@cos.ufrj.br)

Method: Branch-and-Price
Problem: 0-1 Set Partitioning with Knapsack columns

(IP) minimize cx
subject to: Ax = 1
X is binary

where: A’1 <= L

Enter number of rows: 10

Creating the initial Restricted Master Problem...
Creating the initial subproblem (knapsack)...
XPRESS~MP: Reading Problem "knapsack"

Problem Statistics
1 ( 0 spare) rows
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10 ( 0 spare) structural columns

10 ( 10 spare) non-zero elements
Global Statistics
10 entities 0 sets 0 set members

XPRESS-MP: Reading Problem "binpacking"
Problem Statistics

10 ( 0 spare) rows
10 ( 0 spare) structural columns
10 ( 0 spare) non-zero elements
Global Statistics
0 entities 0 sets 0 set members

About the branch-and-price search tree...

o - o o . - A A v " e e e 0 0 et e 0 P B P e e B N 0 P e e A e P 0 A e e

Number of active nodes: 1
Best upper bound: 10
Best lower bound: 4

O R i g

New node selected

HHH R Active node O ########H#HHHHARERARARARARAY

Node number: 0
Number of 1-branchings: 0
Number of O-branchings: 0

Definning the local node LP problem...

Problem name: probtest/binpacking
Number of rows: 10
Number of columns: 10
Number of nonzeros: 10

Definning the local node pricing subproblem...

Problem name: probtest/knapsack
Number of rows: 1

Number of columns: 10

Number of nonzeros: 10

Solving the local node LP problem...

Number of generated columns: 17
Number of total columns: 27
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LP status:

LP objective values:
10.00 7.00 7.00 7.00
6.25 5.00 5.00 5.00
4.50 4.50 4.29 4.17

Processing the branching...

Selected branching pairs of rows:

Number of eliminated variables on l1-branching:
Number of eliminated variables on O-branching:

New node selected

About the branch-and-price search tree...

P R e adadad

Number of active nodes:
Best upper bound:
Best lower bound:

D T e e g

optimal

7.00 7.00
4.62 4.50
4.08 4.00
0 and 6
10
2
1
5
4

HH U S S S HE AR AR Active node 1 ##H#H#HHHHHHAHHHHERERERARER AR

Node number:
Number of 1-branchings:
Number of O-branchings:

Definning the local node LP problem...

Problem name:
Number of rows:
Number of columns:
Number of nonzeros:

Definning the local node pricing subproblem...
Problem name:
Number of rows:
Number of columns:
Number of nonzeros:
Solving the local node LP problem...
Number of generated columns:

Number of total columns:
LP status:
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probtest/binpacking?2
10
25
54

probtest/knapsack?2
2

10

12

26



LP objective values:
4.57 4.00

Processing the branching...

Selected branching pairs of rows: 5 and 7
Number of eliminated variables on 1-branching: 4
Number of eliminated variables on O-branching: 1

New node selected

About the branch-and-price search tree...

Number of active nodes: 2
Best upper bound: 5
Best lower bound: 4

SERRH R Active node 2 HEHHHHHHHHHEHHEHHHER I

Node number: 4
Number of 1-branchings: 0
Number of O-branchings: 2

Definning the local node LP problem...

Problem name: probtest/binpacking3
Number of rows: 10
Number of columns: 25
Number of nonzeros: 55

Definning the local node pricing subproblem...

Problem name: probtest/knapsack3
Number of rows: 3
Number of columns: 10
Number of nonzeros: 14

Solving the local node LP problem...

Number of gemerated columns: 1
Number of total columns: 26
LP status: 0
LP objective values:

4.50 4.00
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Node 4 pruned by optimality.
New node selected

About the branch-and-price search tree...

P R R e e e ]

Number of active nodes: 1
Best upper bound:
Best lower bound: 4

P I e e R Y

[ FINAL STATISTICS l

Bin-Packing Compact
- Tows: 20
- columns: 110

Set Partitioning
- TOWS: 10

Knapsack Subproblem

- number of items: 10
- smallest item weight: 1

- average item weight: 2.7
- largest item weight: 5

- bin capacity: 7

Optimal integer solution value: 4

Total of generated columns: 29
Maximum generated columns: 17
Maxinum columns of a problem: 27
Number of nodes

- generated:

5
~- processed: 4
- pruned by infeasiblity: 0
- pruned by optimality: 1
- pruned nodes by bound: 0
- active: 1

(ariel] : /home3/efbueno/mestrado/implem>

93



