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Resumo da Tese apresentada 8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

DIAMETRO DE GRAFOS FULERENES E TRANSVERSALIDADE DE
CICLOS IMPARES DE FULEROIDES-(3, 4,5, 6)

Diego de Souza Nicodemos

Abril /2017
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Os grafos fulerenes sao modelos matematicos para moléculas compostas exclusi-
vamente por atomos de carbono, descobertas experimentalmente no inicio da década
de 80 por Kroto, Heath, O’Brien, Curl e Smalley. Muitos parametros associados
a estes grafos vém sendo discutidos, buscando descrever a estabilidade das molécu-
las de fulerene. Precisamente falando, grafos fulerenes sao grafos ciibicos, planares,
3-conexos cujas faces sao pentagonais e hexagonais.

A Conjectura de Andova e Skrekovski [1] afirma que o didmetro de todo grafo
fulerene, contendo n vértices, é pelo menos igual a L\/%J — 1. Esta conjectura
tornou-se relevante, pois Andova e Skrekovski conceberam-na a partir do estudo de
grafos fulerenes altamente regulares, esféricos e simétricos.

Introduzimos os conceitos de curvatura combinatoria de vértice e curvatura com-
binatoéria de face de um grafo planar. Definimos, entao, uma classe particular de
grafos fulerenes, chamada de nanodiscos de fulerene. Mostramos que a Conjectura
de Andova e Skrekovski nao é valida para nenhum nanodisco de fulerene com mais de
300 vértices. No entanto, exibimos infinitas classes de grafos fulerenes, semelhantes
aos grafos estudados por Andova e Skrekovski, que satisfazem a referida conjectura.

Acrescentando, aos grafos fulerenes, faces triangulares e quadrangulares concebe-
mos os grafos fulerdides-(3,4,5,6). Estudamos os problemas da frustra¢ao bipartida
de arestas e do conjunto independente méaximo sobre os grafos fulerdides-(3,4, 5, 6),

obtendo limites apertados para ambos os problemas.
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Fullerene graphs are mathematical models for molecules composed exclusively
of carbon atoms, discovered experimentally in the early 1980s by Kroto, Heath,
O’Brien, Curl and Smalley. Many parameters associated to these graphs have been
discussed, trying to describe the stability of the fullerene’s molecule. Formally,

fulerene graphs are 3-connected, cubic, planar graphs with pentagonal and hexagonal

faces.
Andova and Skrekovski Conjecture [1] states that the diameter of all fullerene
graph, on n vertices, is at least equal to L %”J —1. This conjecture became relevant,

since Andova and Skrekovski conceived it from the study of highly regular, spherical
and symmetrical fullerene graphs.

We introduce the concepts of combinatorial curvature of vertex and combinato-
rial curvature of face of a planar graph and then we define a specific class of fullerene
graphs, called fullerene nanodiscs. We have shown that the Andova and Skrekovski
Conjecture is not valid for any fullerene nanodisc with more than 300 vertices. How-
ever, we exhibit infinite classes of fullerene graphs, similar to the graphs studied by
Andova and Skrekovski, which satisfy this conjecture.

Adding to fullerene graphs, triangular and quadrangular faces we conceive
fuleroid-(3,4, 5,6) graphs. We studied the bipartite edge frustration and the max-
imum independent set problems on the fuleroid-(3,4,5,6) graphs, obtaining tight

limits for both problems.
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2.8

Em (a), um tetraedro plano representando um fuleréide-(3) (contendo
apenas faces triangulares). Em (b), um dodecaedro plano repre-
sentando o menor fulerene que existe, conhecido por Cy. Em (c),

um fulerdide-(3,4,5) (sem face hexagonal) e, em (d), um fulerdide-

(3,4,5,6) contendo faces de tamanho 3,4, 5e6. . . . . .. ... ... 8
Face (ou vértice) de grau 6: curvaturanula. . . . ... ... ... .. 10
Face hexagonal deletada do triangulo fg. . . . . . . .. ... .. ... 11
Face (ou vértice) de grau 5: curvatura positiva. . . . . ... ... .. 11
Faces geradas a partir de um hexagono regular. . . . . . ... .. .. 12

A curvatura combinatoéria do vértice u; é dada por ¢g(uy) = 1 —

% +4 - % = %, enquanto os demais vértices tém curvatura igual a

oa(u;) = —%—F%—i—}l:%,paratodoQgigS ............ 13
Para os vértices da triangulacdo G* (Curvatura de triangulagoes -
6—d 1
Teorema 2.4): ¢f(u) = # = ¢ para todo u € V(G*). Para
5 41 1
as faces de G (Definigao 2.5 - Gromov): ¢5(f) =1 — 3 + 3=
i=1
para toda f € F(G). A igualdade obtida foi prevista pelo Teorema 2.6 16
A esquerda um fuleroide-(3,4,5,6): a face triangular possui curvatura

3 as faces quadrangulares possuem curvatura %,

67
possuem curvatura % e as faces hexagonais possuem curvatura nula.

A direita, uma triangulacio finita, dual ao fuleréide-(3, 4, 5,6) dado.

Nesta triangulacao, o vértice de grau 3 tem curvatura %, 0s vértices
de grau 4 tém curvatura %, os vértices de grau 5 tém curvatura é e

os vértices de grau 6 tém curvaturanula. . . . .. ... 17

as faces pentagonais

Face genérica de um fuleréide-(3,4,5,6) decomposta em d(u) tridn-

gulos equilateros, sendo d(u) o grau do vértice w. . . . . . . . . .. .. 18
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2.9 Em (a) e (b), grafos fulerenes com simetria icosaedral. Os hexagonos,
de amarelo, tém curvatura nula, enquanto os pentagonos, de azul,
tém curvatura positiva igual a %. Em (c), temos um grafo contendo
faces de tamanho 5, 6 e 7 representados pelas faces azuis, amarelas

e vermelhas, respectivamente. As faces vermelhas tém tamanho 7 e

1

curvatura negativa igual a —g. . . . . ..o o000

3.1 Grafo fulerene com simetria icosaedral GGy, tridimensional e sua cor-
respondente representacao planar, via projegao estereografica.
3.2 Em (a), o subgrafo T5(N) cuja fronteira é composta por 12 vértices,
e em (b), o subgrafo T3(NN) cuja fronteira ¢ composta por 18 vértices.
3.3 A esquerda, o subgrafo T3(N) e a direita o subgrafo T3(S). Observe
que r = 3 et = 1. Neste caso, os subgrafos serao unidos de modo
que os vértices u; coincidam com os vértices v; 1. Note, por exemplo,
que o vértice ug deverd ser colado sobre o vértice v19 0 que equivale
a colar uyg no vértice vy, pois 19 = 1(mod18). . . . .. ... ... ..
3.4 A esquerda, a triangulacéo plana D3 ; e a direita o seu correspondente
nanodisco de fulerene Ds;. . . . . . . ..o
3.5 A esquerda, de vermelho e azul, os caminhos de comprimento 2-3 = 6
entre os vértices u e v passando por N e por S em Dj, e o reflexo
do Lema 3.6 no correspondente nanodisco de fulerene Ds;. . . . . . .
3.6 D3;: o vértice w; da face wvw, satisfaz 2 = dist(wy, N) <
dist(u, N) = 3, enquanto o vértice wy da face uvw, satisfaz 2 =
dist(we, S) < dist(u,S)=3. . . . ...
3.7 A esquerda, os vértices A e B do nanodisco de fulerene D3 realizam
distancia 4 - 3 = 12. A direita, uma possivel configuracao para os
vértices u, u', u”, v, v e v’ em Dy, oo
3.8 Visao tridimensional do nanodisco de fulerene D52 com 300 vértices

construido em CaGe. [2] . . . . . ... ... Lo

23

4.1 Mapeamento hexagonal do plano a partir de vetores unitarios 7, i/ e z2. 32

4.2 Face ABC' da planificagdo do icosaedro regular gerado pelo vetor
G= (2,3). O vértice A = 07+ 0y+0Z, ou simplesmente, A = (0,0, 0).
O vértice B = 27 —3j+0Z = (2,—3,0), e o vértice C = —Z—3y+27 =
(m1,23,2)0 o

4.3 Planificacao do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (2,3). Os
vértices de mesmo réotulo na planificacao coincidirao quando recons-
truirmos o correspondente icosaedro regular. . . . . . ... ... L.

4.4 Planificacao do icosaedro regular gerado pelo vetor G= (1,4).
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4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

As partes coloridas formarao os 12 pentagonos do solido com simetria
icosaedral gerado pelo vetor G = (L,4)., .. oo
Grafo fulerene com simetria icosaedral Gy 4. . . . . . . . ...
(a) Dodecaedro = Grafo fulerene com simetria icosaedral Gy, con-
tendo 20 vértices. O seu dual é um icosaedro regular. (b) Nanodisco

de fulerene Dy, com 48 vértices. As faces pentagonais deste nanodisco

sao dispostas lado & lado, portanto este grafo fulerene nao é icosaedral.

Face triangular OBD do icosaedro regular gerado pelo vetor G =
(1,3), na malha hexagonal. . . . . . . ... ... ... ...
Face triangular OBD do icosaedro regular gerado pelo vetor G =
(1,3), nas malhas hexagonal e triangular. . . . . . . .. ... .. ...
Planificacao do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (1,4) e, con-
sequentemente, do grafo fulerene com simetria icosaedral G 4.

A distancia entre o hexagono que contém o ponto P e o hexadgono que
contém o ponto () é de 1 unidade e entre os hexagonos que contém
os pontos Pe R éde 2 unidades. . . . ... ... .. ... .......
Parte das planificagoes de (G 4, tracejado, e Gy 5, de preto. A distan-
cia entre os hexagonos que contém os vértices A’ de Gy 4 e A" de Gy 5
édedunidades. . . . ...
O vértice a é um vértice a direita da face hexagonal h,, e o vértice b
¢ um vértice a esquerda da face hexagonal h,. . . . . . . ... .. ..
As linhas tracejadas de azul, verde e vermelho indicam os trés para-
lelogramos gerados pelos vérticesaeb. . . . . .. ...
Segmento tracejado = Paralelogramo gerado por a e b degenerado em
um segmento. . ... oL oL o e
O paralelogramo tracejado, gerado por a e b, induz um paralelogramo
formado por arestas da malha hexagonal, cuja fronteira esta colorida
de azul. A este circuito fechado damos o nome de remendo hexagonal.
Grafo G13. O caminho minimo entre u e v, de comprimento 17, esta
representado pelas arestas vermelhas da malha. . . . . . ... .. ..
Parte das planificacoes dos grafos G ; e G j+1: o caminho minimo
entre v e v’ tem comprimento de 6 unidades. . . . . . ... ... ...
Planificacao de G 3: o hexdgono que contém A" € A'D'E’ encontra-se
a direita do hexdgono que contém A€ ABC. . . . . . ... ... ...
Parte das planificacoes de G 3, de roxo e de Go 5, tracejado de verde.
Observe que dist(a’,a”) =14. . . . . . . ..
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5.1

5.2
2.3

5.4

9.9

2.6

5.7

2.8

Em (a), um grafo G = (V, F) fulertide-(3,4, 5, 6) que nao ¢ bipartido,
pois possui faces de tamanho 3 ¢ 5. Em (b), destacamos um conjunto
minimo C' de arestas de GG que ao serem deletadas torna bipartido o
grafo remanescente, C' ¢ minimo porque tem 4 ciclos impares disjuntos
de arestas e |C| = 4. Em (c), eliminamos as 4 arestas destacadas em
(b) e obtemos um grafo bipartido. Portanto, 7,44(G) =4. . . . . . ..
Um grafo fulerene (dodecaedro), de preto, e o seu dual, de vermelho.
Os grafos da Figura 5.2 separados. Em (a), o grafo fulerene (dodeca-

edro) e, em (b), o seu correspondente dual. Observe que em (b) todos

os vértices sao defeituosos, pois todos os vértices tém grau menor que 6. 53

Em (a), uma triangulagdo planar G*, dual do grafo da Figura 5.1a,
contendo um vértice de grau 3 e trés vértices de grau 5. Em (b),
de vermelho, um conjunto de arestas, de cardinalidade minima, que
se removidas de G* farao com que o grafo remanescente nao tenha
vértices de grau impar. Em (c), o grafo remanescente apo6s a remogao
das arestas vermelhas. Neste exemplo, 7(G*) = 4. Repare que o dual
do grafo obtido em (c) sera bipartido, pois o grafo em (c) nao possui
vértice de grau fmpar. . . . . . . ...
Os vértices de vermelho representam o conjunto T' = {t1,ts,p1, ha} e
as arestas de vermelho representam uma 7T-juncao de G. . . . . . ..
O conjunto de vértices de vermelho T = {t;,t2,p1,p2} € 0 conjunto
de todos os vértices de grau impar de G. As arestas de vermelho
representam a menor 7T-jun¢ao de G. Neste exemplo, 7(G,T) = 2. . .
Dois exemplos de T-cortes, com T = {ti,t2,p1,p2}. As arestas
verdes representam o T-corte obtido a partir do conjunto X =
{t1,p1,t2, 51, h1} e as arestas vermelhas representam o T-corte obtido
a partir do conjunto X = {py,s2}. . . . . ..o
T = {t,ty,p1,p2} & 0 conjunto dos vértices de grau impar de G. A
esquerda o empacotamento {6({t1}),0({t2})} de T-cortes de G repre-
sentado pelas arestas vermelhas e azuis, e a direita o empacotamento
{0({p1}),6({p2})} de T-cortes de G representado pelas arestas laran-
jas e roxas. Observe que ambos os empacotamento sao maximos e
tém tamanho 2, logo v(G,T)=2. . . . . . . ... ... ...
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2.9

5.10

5.11

5.12

0.13

5.14

5.15

0.16

Em (a), um grafo bipartido G e seu conjunto de vértices de grau impar
T ={a,b,c,d,e, f,i,m,0,p}. Em (b), de vermelho, uma T-juncao de
tamanho minimo. Neste caso, 7(G,T) = 7. Em (c), exibimos um
empacotamento {0(X1),d(X2),d(X3),0(Xy),0(X5),d(Xs),0(X7)} de
T-cortes de G, com X; = {f}, Xo = {i}, X5 = {b}, X4y = {p},
X5 ={m}, Xo¢ = {d} e X; ={o0,p,q,¢,b,7,i,k,a, f,e, g,d}. Note que
este € um empacotamento de tamanho méximo, portanto v(G,T) = 7,
satisfazendo o Teorema de Seymour 5.2. . . . . . ... ... .. ...
Em (a), uma face da triangulacdo G. Em (b), sua subdivisao G’ e,
em (c), seu refinamento G*. . . . . .. ...
Em (a), uma triangulagdo G tal que todos os seus vértices tém grau
impar, logo T = V(G). Em (b), destacamos uma T-juncao de
tamanho minimo, portanto 7(G,T) = 2. Em (c), o refinamento
do grafo G, representado por G*. Exibimos um empacotamento
{6({a}),d({b}),0({c}),d({d})} de T-cortes de G que é laminar, 6timo
formado por inclusdes minimais. Portanto, v(G*) = 4, satisfazendo
oLemab3d. . . . . . .
De vermelho, um remendo H C G. Em H h& um vértice de grau
3 e trés vértices de grau 4. Os demais vértices tém grau 6, logo
> uev(m (6 — d(u)) = 9. Portanto, H é um 9-remendo de G. Além
disso, A(H) =27, . . . . ..
A esquerda, de vermelho, temos um 3-remendo H; de G e, a direita,
de azul, temos um 9-remendo Hode G. . . . . . . . . .. .. ... ..
Nas duas figuras os subgrafos azuis representam 3-remendos G[X].
As arestas de vermelho indicam um 3-fosso de largura 1 e as arestas
de verde um 3-fosso de largura 2. . . . . .. .. ... L.
De azul, a esquerda e a direita, temos dois l-remendo G[X]. De
verde o 1-fosso de largura 1 consiste de todas as arestas dos caminhos
da fronteira do 1-remendo G[X] aos vértices a uma distancia 1 do
conjunto X e de vermelho o 1-fosso de largura 2 é composto pelas
arestas dos caminhos da fronteira de G[X] aos vértices que distam 2
unidades de X. . . . . . .. Lo
Ceso = G1,1 = Grafo fuleréide-(5, 6) contendo 60 vértices. As 12 arestas
tracejadas e os 24 vértices de vermelho satisfazem os problemas da

frustracao bipartida de arestas e do conjunto independente maximo

para 0 Gi1: Teaa(G11) = ,/@ =12e a(Gyy) = % — @/% =24. . .
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5.17 Grafo fulerdide-(3,6) contendo 12 vértices. As arestas tracejadas e os
vértices em forma de diamante satisfazem os problemas da frustragao

de arestas e do conjunto independente maximo para este grafo. Neste

exemplo, Toa(G) = /2P =dea(G) =2 — /2 =4 .. ... ...

6.1 A esquerda, em G*, os caminhos entre p; e py e entre ps ¢ py obtidos
a partir do emparelhamento perfeito de peso minimo em Ki5(G).
Observe que caso haja algum vértice comum a ambos os caminhos, é
possivel obter uma soma menor entre os caminhos de p; a p3 e de ps
a py que a soma obtida através do emparelhamento perfeito de peso
minimo em K;2(G), situagao descrita a direita, em G. . . . . . . . ..

6.2 A esquerda, em G*, os caminhos entre p; e p, e entre ps e py obtidos
a partir do emparelhamento perfeito de peso minimo em K;2(G). Se
houvesse aresta comum a ambos os caminhos, entdo mais uma vez
melhorariamos (diminuiriamos) o peso do emparelhamento perfeito
obtido em Ki5(G), como observado a direita, em G. . . . . . . .. ..

6.3 Em (a), o grafo G = fuleroide-(3,4,5,6). Em (b), o grafo dual G* do
grafo G = fulerdide-(3, 4, 5, 6). Destacamos, de vermelho, os 4 vértices
de grau impar de G*. Em (c), o grafo K, ponderado representando o
grafo distancia pentagonal de G. . . . . . . .. ... ... ... ...

6.4 Dois campos desobstruidos de dimensoes (5, 3). Os arcos dos campos
desobstruidos estao representados pelas setas. Hexdgonos com menos
de trés vértices no conjunto independente estao de amarelo. A pena-
lidade do campo desobstruido em (a) é de 2 -5+ 3 = 13, enquanto a
penalidade do campo desobstruido em (b) éde 5+2-3=11.. . . . .

6.5 Grafo Fulerene G com x"(G)=4. . . . . .. ... ... ...

6.6 Grafo Tipo 1, em (a). Em (b), um grafo Tipo 2, provado por Sasaki [3,
Propriedade 11]. . . . . . . . . . ..
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4.1

4.2

Curvatura combinatoria das faces dos grafos fulerdides-(3,4,5,6).

Nuamero de vértices, faces, arestas e camadas do nanodisco de fulerene
D, em fungao do parametror > 2. . . . . ...
Cotas para o diametro de nanodiscos dadas pela Conjectura de An-
dova e Skrekovski (linha 2 - cotas inferiores) e dadas pelo Teorema do
Nanodisco (linha 3 - cotas superiores). Quando n > 300 a Conjectura

de Andova e Skrekovski nao vale para nenhum nanodisco de fulerene.

Cada entrada é composta por um par ordenado da forma (Conjec-
tura 3.2, Lema 4.8). A regiao de verde corresponde aos grafos fule-

renes com simetria icosaedral que satisfazem a Conjectura, garantida

11
2 b

contribui¢ao. A regiao de azul indica os grafos fulerenes com sime-

pelo Teorema 4.9, ou seja, G;j com 0 < i e j > sendo a nossa
tria icosaedral estudados por Andova e Skrekovski em [1], G;; com
0 =14 < joul <17 =7, consequentemente estando de acordo com
a Conjectura. As demais regioes descrevem os grafos fulerenes com
simetria icosaedral do tipo G;; com 0 <7, 0 < j < % e i # j. Des-
conhecemos a validade da Conjectura nesta tltima regiao, deixando
estes problemas como questoes em aberto. . . . ... ... ... ...
Cada entrada é composta por um par ordenado da forma (Conjec-
tura 3.2, Lema 4.8). A regiao de verde corresponde aos grafos fule-
renes com simetria icosaedral que satisfazem a Conjectura, garantida
pelo Teorema 4.9, ou seja, G;; com 0 < ie j > 17”, sendo a nossa
contribuicao. As demais regides descrevem os grafos fulerenes com
simetria icosaedral do tipo G;; com 0 <7, 0 < j < % e # j. Des-
conhecemos a validade da Conjectura nesta tltima regiao, deixando

estes problemas como questoes em aberto. . . .. . ... ... L.
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Fuleroides-(3,4, 5,6) e seus duais. Sao dados os nimeros de vértices
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Capitulo 1

Introducao

Substéancias simples sao aquelas formadas por um tnico elemento quimico. Substan-
cias simples e distintas compostas pelo mesmo elemento quimico sao chamadas de
alotropas. Os gases oxigénio Oy e ozonio O sao exemplos de alétropos devido
a atomicidade que é a quantidade de atomos em cada molécula. Outro tipo de
alotropia ocorre pelo arranjo espacial dos atomos, como no caso dos atomos de
carbono que variam suas configuragoes geométricas formando o diamante e o carvao,
por exemplo.

De acordo com Gibney [4], em 1919, Mary Lea Heager, da Universidade da
Califérnia (Observatorio de Lick em Mount Hamilton), detectou que determina-
dos comprimentos de onda de luz comportavam-se de uma forma que parecia nao
estar relacionada as estrelas. A medida que os astrénomos perceberam mais tais
caracteristicas, eles as atribuiram as moléculas no gas interestelar que absorvem
comprimentos de onda de luz em seu caminho para a Terra, e as chamaram de ban-
das interestelares difusas (DIB). Até entao nao se sabia exatamente quais moléculas
eram as responsaveis por tal comportamento. Um estudo recente de Campell, Holz
e Maier [5], publicado em julho de 2015 na revista Nature, identificou positivamente
que todo esse comportamento imprevisivel foi devido as moléculas de uma substancia
simples composta por 60 atomos de carbono, chamada de Cg.

Em 1985, a comunidade cientifica testemunhou o surgimento de um novo al6-
tropo do carbono. Um grupo de cientistas liderados por Kroto, Smalley e Curl [6],
motivados pela descoberta de Mary Lea Heager, descobriu experimentalmente uma
molécula altamente simétrica, estavel, composta apenas por atomos de carbono e
até entao diferente dos demais alétropos de carbono. Esta nova molécula, concebida
em laboratorio, recebeu o nome de buckminsterfullerene — Cgy — em homenagem ao
arquiteto Richard Buckminster Fuller . Em 1996, Kroto, Smalley e Curl foram

agraciados com o Prémio Nobel de Quimica [7] por essa notéavel descoberta.

!Famoso por suas construcdes de ctipulas geodésicas que eram compostas por faces pentagonais
e hexagonais. Tais estruturas também estao presentes nas moléculas de fulerene



A estrutura da molécula buckminsterfullerene ou simplesmente Cg assemelha-se
a uma bola de futebol oca, pois possui 32 faces sendo 20 hexagonais e 12 pentagonais.
No final da década de 80 a ciéncia conhecia outras moléculas al6tropas de carbono
geradas em laboratorio possuindo estrutura espacial similar a molécula Cgy. Estas
estruturas foram batizadas de moléculas de fulerene.

Atualmente as moléculas de fulerene sao largamente estudadas pelos mais dife-
rentes ramos da ciéncia, da medicina & matematica. Cogita-se que estas moléculas
sejam capazes de contribuir no transporte de quimioterapicos, de antibiéticos ou de
agentes antioxidantes e liberadas em contato com células deficientes. Existem planos
de producao destas moléculas em escala suficiente para a construcao de elevadores
orbitais a base de fulerenes devido a sua dureza e estabilidade. Teoricamente isto
propiciaria a manutencao de estagoes espaciais a um custo bem menos elevado do
que o atual.

Cada molécula de fulerene pode ser matematicamente modelada por um grafo
da seguinte maneira: os atomos da molécula correspondem aos vértices do grafo e
as ligacoes entre os atomos correspondem as arestas do grafo. Convém observar que
nesta modelagem eventuais duplas ligacoes entre atomos de carbono da molécula
de fulerene dao origem a exatamente uma aresta entre os vértices do grafo que as
corresponde. Além disso, os grafos fulerenes herdam propriedades geométricas das
moléculas de fulerene, isto é, os grafos fulerenes sao planares, conexos, todos os
vértices tém exatamente 3 arestas incidentes e todas as suas faces sao pentagonais
ou hexagonais?.

Em 2012, Andova e Skrekovski [1] determinaram o diametro dos grafos fulerenes
com simetria icosaedral completa (ou cheia). Esta classe de grafos fulerenes além
de altamente simétrica é perfeitamente esférica. Tais propriedades os levaram a
conjecturar que o didmetro dos grafos fulerenes com simetria icosaedral completa

era uma cota inferior apertada para todos os demais grafos fulerenes. A Conjec-

tura de Andova e Skrekovski afirma que em todo grafo fulerene F', com n vértices,
diam(F) > {\/%J —1.

De acordo com Dosli¢ e Vukicevié¢ [8] a estabilidade das moléculas de fulerene
¢ uma questao que tem impulsionado o estudo dos grafos que servem de modelo
matematico para essas moléculas. Segundo Rocha-Filho [9], as moléculas Cgy €
Cro sao as menores moléculas de fulerene em que todas as faces pentagonais estao
isoladas umas das outras. Esta é a regra do pentdagono isolado-IPR que afirma que o
isolamento entre as 12 faces pentagonais é um requisito para a estabilidade de uma
molécula de fulerene.

Muitos invariantes relacionados a estabilidade destas moléculas vém sendo pes-

quisados. Um desses invariantes mede quao proximo um dado grafo esta de se tornar

2Introduzimos uma definicio mais formal de grafos fulerenes na préxima seccio.



um grafo bipartido e, consequentemente, de se tornar mais estavel. Sabemos que
grafos bipartidos sao caracterizados por nao conterem ciclos de tamanho impar,
portanto torna-se claro que a presenca de ciclos impares sao obstéculos para um
grafo ser bipartido e, consequentemente, para a estabilidade de sua correspondente
molécula de fulerene.

Outra abordagem que quantifica a ndao bipartividade® de um grafo G = (V, E)
é baseada na contagem das arestas que violam a propriedade para um grafo ser
bipartido, isto é, aquelas arestas que tém extremidades na mesma classe de uma
biparti¢ao de V. Segundo Dogli¢ e Vukicevi¢ [8] uma aresta e € E é dita frustrada
com respeito a biparticao (V;,V3) de V' se ambas as extremidades de e pertencem a
mesma classe da biparticao.

Holme, Liljeros, Edling e Kim [10] introduziram uma medida de bipartividade de
um grafo (b(G)) baseada na frustragao de arestas: b(G) = 1 — (7,44(G)/|E|), onde
T.dd(G) € o ntimero minimo de arestas frustradas no grafo G = (V, E). Claramente
para grafos bipartidos 7,44(G) = 0 e b(G) = 1. Além disso, quanto mais proximo
b(G) estiver de zero, mais arestas deverdo ser removidas de G para que o grafo
remanescente seja bipartido.

Lemos [11], em sua dissertacao de mestrado, realizou um interessante estudo
comparando invariantes da teoria dos grafos na previsao da estabilidade das mo-
léculas de fulerenes. Lemos detecta que o didmetro parece ser um dos invariantes
menos Uteis para prever a estabilidade de uma molécula de fulerene, enquanto a
frustragao (bipartida) de arestas e o nimero de independéncia se destacam como os
invariantes mais precisos para prever a estabilidade de moléculas de fulerene.

Se um grafo fulerene nao tiver faces pentagonais adjacentes, entao é necessario a
remocao de no minimo 12 arestas para tornar bipartido o grafo remanescente, caso
contrario é possivel que a remoc¢ao de apenas 6 arestas seja suficiente. Klein, Faria e
Stehlik [12] provaram a Conjectura de Dogli¢ e Vukicevié¢ [8] estabelecendo um limite
superior apertado para o problema da frustracao de arestas em grafos fulerenes e,
determinaram, também, uma cota inferior apertada para o problema do conjunto
independente méximo em grafos fulerenes.

No Capitulo 2, discutimos as defini¢coes de curvatura combinatéria de vértices e
de faces para grafos planares e mostramos que essas defini¢oes sao equivalentes. Este
conceito nos ajudaré a entender com precisao a estrutura combinatoria presente nos
grafos fulerenes.

No Capitulo 3, baseados no conceito de curvatura combinatoria, definimos uma
classe de grafos fulerenes chamada de manodiscos de fulerene. Mostramos que a

Conjectura de Andova e Skrekovski, surpreendentemente, nao é valida para nenhum

3 A bipartividade de um grafo pode ser interpretada como uma maneira de medir o quao diferente
este grafo é do seu correspondente subgrafo gerador bipartido méaximo.



nanodisco de fulerene com mais de 300 vértices. Os resultados apresentados neste
capitulo foram desenvolvidos em parceria com o professor Matéj Stehlik e deram
origem ao artigo “Fullerene Graphs of Small Diameter” publicado, em 2017, na
MATCH - Communications in Mathematical and in Computer Chemistry [13].

No Capitulo 4, estudamos os grafos fulerenes com simetria icosaedral e algumas
propriedades de suas planificagbes na malha hexagonal. Exibimos também uma
quantidade infinita de classes de grafos fulerenes com simetria icosaedral que satis-
fazem a Conjectura de Andova e Skrekovski. Os resultados deste capitulo foram
apresentados, em 2014, no LAWCG - VI Latin American Workshop on Cliques in
Graphs [14].

Faria, Klein e Stehlik [12] estabeleceram limites para os problemas da frustracao
(bipartida) de arestas e do conjunto independente maximo para grafos fulerenes. No
Capitulo 5, estendemos os resultados de Faria, Klein e Stehlik para grafos fulerdides-
(3,4,5,6). Estes sao grafos similares aos grafos fulerenes, porém permitimos faces
triangulares e quadrangulares, além das pentagonais e hexagonais. Os resultados
deste capitulo estao contidos no artigo “Packing and Covering Odd Cycle in Cubic
Plane Graphs with Small Faces” desenvolvido em cooperagao com o professor Matéj
Stehlik. Este artigo encontra-se submetido ao European Journal of Combinatorics
e para o Eurocomb 2017 - European Conference on Combinatorics, Graph Theory
and Applications-2017. Parte deste capitulo, que trata dos grafos fuleréides-(3, 4, 6)
foi apresentado no Primeiro encontro de Teoria da Computacao - ETC 2016 [15],
no XLVIII Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional - SBPO 2016 [16] e no VII
Latin American Workshop on Cliques in Graphs - LAWCG 2016 [17].

No capitulo 6, discutimos a utilizagao de algoritmos que computam em tempo po-
linomial os problemas da frustracao bipartida de arestas e do conjunto independente
méximo em grafos fulerenes. Estes algoritmos sao devidos a Dogli¢ e Vukicevi¢ [8] e
a Daugherty [18], respectivamente. Além disso, apresentamos o problema da colo-
ragao total em grafos fulerdides-(3,4,5,6) e o atual desenvolvimento deste trabalho
em parceria com os professores Luerbio Faria, Sulamita Klein e Diana Sasaki.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos um panorama global dos resultados
aqui obtidos e discutimos potenciais problemas que desejamos pesquisar sobre os
grafos fulercides-(3,4, 5, 6).

Este doutorado teve inicio em margo de 2012 sob orientagao da professora Su-
lamita Klein e do professor Luerbio Faria, com periodo de doutorado sanduiche, de
marco de 2015 & setembro de 2015, no Laboratério G-SCOP afiliado & Universidade
Joseph Fourier em Grenoble, Franca, sob orientacao do professor Matéj Stehlik.

A seguir, apresentamos algumas defini¢oes basicas de teoria de grafos e definimos

formalmente grafos fulerenes e fuleréides-(3,4, 5, 6).



1.1 Conceitos Basicos

Um grafo G = (V(G), E(G)) consiste de um conjunto ndo vazio V(G) de vértices e
de um conjunto E(G) de arestas, de modo que cada aresta e € E(G) é um par nao
ordenado de vértices distintos, isto é, para toda aresta e € E(G) existem u € V(G)
e v € V(G) distintos e tais que e = {u,v} ou simplesmente e = uv. Neste caso,
dizemos que os vértices u e v sao adjacentes ou vizinhos e que a aresta e é incidente
aos vértices u e v ou que u e v sao as extremidades da aresta e. De maneira analoga,
duas arestas que possuem a mesma extremidade sao chamadas de arestas adjacentes.
Quando nao houver risco de ambiguidade escreveremos G = (V, E') ou simplesmente
G. Neste trabalho, todos os grafos considerados sao simples, isto €, nao possuem
arestas multiplas ou paralelas (arestas distintas que unem o mesmo par de vértices)
ou lagos (aresta que une um vértice a ele mesmo).

Um grafo é finito quando seu conjunto de vértices V' é finito, caso contrario ele
é um grafo infinito.

O grau de um vértice v em G, representado por d(v), é o numero de arestas
incidentes & v. Denotamos por 6(G) e A(G) os graus minimo e maximo, respectiva-
mente, dos vértices do grafo G. O ntmero de arestas de um grafo G = (V, E)
depende do somatorio dos graus dos vértices de G, através da seguinte relagao

Z d(v) = 2|E|, conhecida como Teorema do Aperto de Maos. Consequentemente,

veV
em um grafo qualquer, o nimero de vértices de grau fmpar é par.

Um grafo é k-reqular se todos os seus vértices tém grau k. Um grafo 3-regular é
chamado de grafo cubico. Se todos os vértices de um grafo tém graus menores que
3, entao ele é chamado de grafo subcubico.

Um grafo em que cada par de vértices distintos estd unido por uma aresta ¢é
chamado de grafo completo. Todo grafo completo com n vértices é (n — 1)-regular.

Uma triangulagao planar finita é um grafo finito, planar cujas faces sao triangu-
los. Se o grafo é infinito, planar e suas faces sao triangulos, entao dizemos que este
grafo é uma triangulacao planar infinita.

Um grafo H = (U, F') ¢ um subgrafo de um grafo G = (V, E) quando U C V e
F C E, e denotamos por H C G. Um subgrafo H C G é gerador se H contém todos
os vértices de G. Dado um conjunto de vértices U C V', dizemos que o subgrafo
H = (U, F) do grafo G = (V, E) é induzido por U quando todas as arestas de G com
extremidades em U pertencem a F', e denotamos por H = G[U] o subgrafo H C G
induzido por U C V. De maneira anéloga, definimos um subgrafo induzido por um
subconjunto de arestas F' C FE.

Dado um grafo G = (V, F), um emparelhamento é um subconjunto de arestas de
G tal que seus elementos nao sao adjacentes dois a dois.

Dado k > 0, um passeio P = vie1v9e9U3€30; . . . Up_1€k_1Vk€LVE11 € UmMa sequéncia



finita de vértices e arestas de um grafo, tal que v; € V', e; € E, e e; = v;v;11. Neste
caso, o comprimento de P é igual a k, seu niumero de arestas com ou sem repeticao.
Vamos denotar o passeio somente pela sequéncia (vq, vg, . . ., Vk4+1) subjacente de seus
vértices. Se um passeio nao possui arestas repetidas, entao o chamamos de trilha.
Se o passeio nao repete vértices, entao o chamamos de caminho. Dados dois vértices
u e v de um grafo G = (V, E), um caminho entre u e v, ou caminho que conecta u
a v, em G é uma sequéncia P = [yly...lp, em que u = ly, v = [, 0s vértices [; sao
distintos e [;l;11 € E. O caminho geodésico ou caminho minimo ou menor caminho
entre dois vértices de um grafo é o caminho de menor comprimento dentre todos os
caminhos que conectam esses vértices.

Um passeio P = lyly...l}, é fechado se k > 0 e ly = [.. Um ciclo ou circuito é uma
trilha fechada com uma tnica repetigao de vértices de comprimento no minimo igual
a 3. Um ciclo em k arestas é também chamado de k-ciclo. A paridade do inteiro k
define se o ciclo é par ou se o ciclo é impar.

Um grafo G é conexo quando existe um caminho entre qualquer par de vértices
de G, caso contrario dizemos que G é desconero. Um grafo é dito 3-conexo se a
remocao de quaisquer 2 de seus vértices nao o torna desconexo.

A distdncia entre dois vértices u e v de um grafo conexo G = (V, E) ¢é repre-
sentada por distg(u,v) ou por dist(u,v) (se ndao houver risco de ambiguidade) e é
definida como o comprimento do menor caminho entre u e v em G. O didmetro de
um grafo conexo é dado pela maxima distancia entre dois vértices do grafo, ou pode
ser visto como o comprimento do maior caminho geodésico entre dois vértices.

Um grafo G = (V, E) é bipartido quando é possivel particionar o seu conjunto de
vértices V' em dois subconjuntos X e Y de modo que cada uma de suas arestas tém
uma extremidade em X e a outra extremidade em Y. A particao (X,Y’) é chamada
de biparticao do grafo G = (V, E). Uma caracterizagdo para os grafos bipartidos é
a auséncia de ciclos fmpares, isto é, um grafo é bipartido se e somente se ele nao
possui ciclos de comprimento impar.

Definimos a k-vizinhanca aberta de um subconjunto X C V(G) em G como sendo
o conjunto N&(X) = {v € V(G) | distg(v,r) = k para algum z € X}. Quando
k = 1 temos a vizinhanc¢a aberta (ou vizinhanga aberta usual) de um subconjunto
X C V(G) em G, denotada por Ng(X) = NL(X). A k-vizinhanga fechada de um
subconjunto X C V(G) em G ¢ definida por N5[X] = {v € V(G) | distg(v,z) <
k para algum =z € X}. Para k = 1 temos a wizinhanca fechada (ou wvizinhanga
fechada usual) de um subconjunto X C V(G) em G, denotada por Ng[X]| = N}[X].
Para X = {x} abreviamos as notagoes de k-vinhanga aberta e k-vizinhanga fechada,
escrevendo Ng(x) e Ng[z].

Um grafo G é planar se existe uma representacao (desenho, imersao) de G no

plano de modo que as arestas se encontrem somente nos vértices, isto é, de modo



que as arestas nao se cruzem. Uma tal representacao de G é dita plana ou planar.
Dado um grafo planar G definimos o grafo dual de um desenho plano D(G) de G,
representado por (D(G))*, da seguinte forma: a cada face f de D(G) corresponde
um vértice f* de (D(G))*, e a cada aresta e de D(G) corresponde uma aresta e* de
(D(G))* de modo que dois vértices f* e g* de (D(G))* sao ligados por uma aresta
e* se e somente se as faces f e g em D(G) sao separadas pela aresta e. Sabe-se
que o grafo dual de um grafo planar ¢ um grafo planar e que ((D(G))*)* é isomorfo
a G. Uma representagao planar divide o plano em regioes chamadas faces. Existe
sempre uma unica face chamada ezterna ou infinita, que nao esta limitada (tem area
infinita). Outro resultado conhecido muito importante para nés é que todo grafo
3-conexo possui, a menos de isomorfismo, uma tnica imersao planar. Assim, se G é
3-conexo podemos considerar o dual G* de GG independente do desenho plano D(G)
de G.

A fronteira ou ciclo exterior de uma face de um grafo planar conexo é um passeio
fechado de arestas que limita e determina a face. O grau (ou o tamanho) de uma
face f & o comprimento do passeio fechado que determina sua fronteira. A soma dos
graus das faces de um grafo planar é igual ao dobro do seu ntimero de arestas. Em
um grafo conexo planar com f faces, n vértices e m arestas, vale n+ f —m = 2 que
¢ conhecida como relagao de Euler [19)].

Um grafo planar, ctibico, 3-conexo cujas faces sao pentagonais ou hexagonais é

chamado de Grafo Fulerene ou simplesmente fulerene.
Lema 1.1 Todo grafo fulerene possui exatamente 12 faces pentagonais.

Demonstracao. Seja G um grafo fulerene com p faces pentagonais e h faces

5p+6h
2

vértices (o grafo é ctbico). Como G é um grafo planar

hexagonais. Entao G possui p+ h faces, arestas (cada aresta pertence a 2 faces

e o grafo é simples) e 20"
e conexo entao pela relacao de Euler @ +p+h+ @ = 2. Consequentemente,
10p + 12h + 6p + 6h = 15p + 18h + 12.

Portanto, p = 12. [l

Em um grafo fulerene os vértices pertencentes as faces pentagonais sao chamados
de vértices pentagonais e os vértices pertencentes as faces hexagonais sao chamados
de vértices hexagonais. Um vértice sera pentagonal mesmo pertencendo a ambos
tipos de faces.

Um Grafo Fuleréide-(f, fa, ..., fx), com f; < fir1, fi € {3,4,5,6} é um grafo
planar, 3-conexo, cubico cujas faces tém tamanho fi, fo, ..., fr. As faces de tamanho
3, 4, 5 e 6 serao chamadas de faces triangulares, quadrangulares, pentagonais, e
hexagonais, respectivamente. Um grafo fulerdide-(5,6) nao possui faces de tamanho
3 e de tamanho 4, sendo portanto um grafo fulerene. A Figura 1.1 mostra alguns

exemplos de grafos fulerdides-(f1, fa, ..., fx)-
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(b) (d)
Figura 1.1: Em (a), um tetraedro plano representando um fulerdide-(3) (contendo apenas
faces triangulares). Em (b), um dodecaedro plano representando o menor fulerene que
existe, conhecido por Cy. Em (c), um fuleréide-(3,4,5) (sem face hexagonal) e, em (d),
um fulerdide-(3,4,5,6) contendo faces de tamanho 3, 4, 5 e 6.
No decorrer do trabalho acrescentaremos defini¢goes especificas ao contexto abor-
dado. As definic¢oes de teoria de grafos apresentadas neste capitulo podem ser encon-

tradas em Bondy e Murty [19]. As notagoes utilizadas neste trabalho sdo notagoes

padroes e seguem, em geral, as notagoes adotadas em [19].



Capitulo 2
Curvatura Combinatoéria

Neste capitulo, definimos dois tipos de curvaturas em grafos planares. Estas curva-
turas, chamadas de curvaturas combinatoérias, medem o quao trabalhoso é revestir
o plano utilizando as faces de um grafo planar. Abordamos as defini¢oes de curva-
tura combinatoria de um vértice, dada por Higuchi [20], e a curvatura combinatoria
de uma face, dada por Gromov [21]. O objetivo deste capitulo é justificar como
os grafos dos capitulos seguintes foram concebidos, fornecendo uma ideia plena da
estrutura discreta intrinseca aos grafos fulerdides-(3,4,5,6).

O Teorema Egregium de Gauss [22], publicado em 1827, afirma que a curvatura
Gaussiana de uma superficie s6 depende da geometria intrinseca da superficie, ou
seja, a curvatura Gaussiana de uma superficie ¢ um invariante por isometria *.

As curvaturas Gaussianas de um plano e de um cilindro sao nulas, portanto o

plano e o cilindro sao superficies isométricas. A esfera de raio R > 0 possui curvatura

1

47, 1sto justifica a nao existéncia de isometria entre o plano e a

Gaussiana igual a
esfera.

De acordo com Lima [23], a Topologia Combinatéria é o ramo da matematica
onde sao estudados tipos “especiais” de espacos topoldgicos, os poliedros. Lima
define um poliedro como uma reuniao finita de vértices, segmentos de retas, trian-
gulos, tetraedros, enfim, objetos genericamente denominados de simplexos, os quais
se acham regularmente dispostos, como num poliedro comum do espaco euclidiano.
Afirma ainda que a nocao basica na topologia dos poliedros é o conceito de incidén-
cia (investigar, por exemplo, as incidéncias de uma aresta ou de uma face em um
vértice).

Alexandrov [24] mostrou que toda superficie poligonal convexa obtida pela co-
lagem de poligonos é isométrica & superficie de um poliedro. Isto nos diz que todo
grafo planar 3-conexo GG é isométrico a superficie de algum poliedro P. Convém

observar que as arestas do poliedro P podem ser dobradas até gerarem as arestas do

Tsometrias sdo aplicacoes de uma superficie em outra que preservam localmente comprimentos
de arcos, distancias e areas de regioes.



grafo GG, preservando o mesmo comprimento. Entretanto devemos enfatizar que as
arestas do poliedro P podem nao corresponder as arestas do grafo GG. Esta isometria
entre grafos planares 3-conexos e poliedros nos permite tratar os grafos fulerdides-
(3,4,5,6) como objetos geométricos e, consequentemente, estudar a sua “estrutura
discreta” através de sua curvatura.

O Teorema 2.1 assegura que todo grafo planar possui uma imersao na esfera.
Mais uma vez vale ressaltar que no contexto de nosso trabalho, na teoria de grafos,

permitimos dobraduras das arestas.

Teorema 2.1 (Bondy e Murty [19], Teorema 9.2) Um grafo possui uma

imersao no plano se, e somente se, ele € imersivel na esfera.

A seguir discutimos a ideia de curvatura combinatoéria de vértices e de faces.

2.1 A Ideia de Curvatura Combinatoria

Considere um hexagono regular de lado L, como na Figura 2.1. E possivel decompo-
lo em 6 triangulos equilateros. Note que o angulo central desta face hexagonal mede
2 radianos. Isto assegura que faces hexagonais sao planas e, consequentemente,
possuem curvatura nula. Observe que no centro da face hexagonal construimos um
vértice de grau 6. Naturalmente podemos interpretar que os vértices de grau 6
delimitados por faces triangulares também tém curvatura nula, pois foram obtidos

a partir de faces hexagonais.

Figura 2.1: Face (ou vértice) de grau 6: curvatura nula.

Admita agora que retiramos uma das 6 faces triangulares que decompdem a face

hexagonal da Figura 2.1, e obtemos a Figura 2.2.
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Figura 2.2: Face hexagonal deletada do triangulo fg.

Unindo umas das arestas da face f; com umas das arestas de f5, obtemos uma

face pentagonal, como mostra a Figura 2.3. O angulo central desta face pentagonal

mede (27 — %) radianos. Isto garante que as faces pentagonais nao sao planas e

diremos que a sua curvatura é positiva.

Figura 2.3: Face (ou vértice) de grau 5: curvatura positiva.

Repetindo este processo de remogao dos triangulos que decompdem a face hexa-
gonal e unindo as arestas das faces mais proximas, geramos faces quadrangulares e
triangulares. Observe que as faces quadrangulares e as faces triangulares tém ambas
curvaturas positivas, pois o angulo central em cada uma dessas faces é menor que
27 radianos. Por outro lado, se adicionamos triangulos na face hexagonal ao invés
de removermos, obteremos faces de curvatura negativa, pois o angulo central destas
novas faces serao maiores que 2 radianos. A Figura 2.4 exibe faces triangulares,
quadrangulares, pentagonais e heptagonais todas geradas por este processo a partir
de uma face hexagonal. Observe que a curvatura de cada uma dessas faces induz

naturalmente a curvatura dos correspondentes vértices nos grafos duais.
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Figura 2.4: Faces geradas a partir de um hexagono regular.

A seguir introduzimos o conceito de Curvatura Combinatoria. Este parametro
descreve, essencialmente, o comportamento da vizinhanca de cada ponto da super-
ficie, mais especificamente observa o comportamento das faces que incidem em cada

vértice do grafo.

2.2 Curvatura Combinatoria de Vértices

Segundo Higuchi [20], a Curvatura Combinatoria mede o quao trabalhoso ¢ ladrilhar
o plano utilizando as faces de um grafo planar. Higuchi afirma que a curvatura
combinatoéria de um grafo corresponde a curvatura seccional de uma superficie?.

A definicao a seguir introduz o conceito de curvatura de um vértice de um grafo

2De fato Higuchi admite que grafos infinitos e planares correspondem & variedades de dimen-
sdo 2, ndo-compactas e simplesmente conexas. Viana [25| caracteriza as variedades como objetos
que podem ser descritos localmente por coordenadas, isto é, objetos que podem ser localmente
mapeados, sendo portanto localmente planos. A dimensdo de uma variedade é o nimero de coor-
denadas necessarias para descrevé-la. Por exemplo, uma variedade de dimensao 1 é uma curva e
uma variedade de dimensao 2 é uma superficie. As defini¢oes formais de variedades, compacidade
e conexidade nao serao dadas aqui, pois nao sao objetivo central deste trabalho.
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planar.

Definicao 2.2 (Higuchi [20]) Sejam G = (V, E) um grafo planar, d(u) o grau
do vértice w € V, F' o conjunto das faces de G e d(f) o grau da face f € F. A
Curvatura Combinatoria é uma funcao ¢g : V. — R definida para cada vértice do

grafo G e dada por:

U d(u)
ool =15 N |

onde f1, fa, ..., fac) G0 as faces em torno do vértice u.

A defini¢ao de curvatura combinatoria de Higuchi é dada para cada vértice de um
grafo planar. A soma das curvaturas combinatoérias dos vértices de um grafo finito
e planar serd chamada de curvatura total do grafo. A Figura 2.5 exibe o exemplo

do célculo das curvaturas dos vértices de um grafo planar.

u
4
Us .
Grafo G Us
Figura 2.5: A curvatura combinatéria do vértice u; é dada por ¢g(u1) = 1— % +4- % = %,
enquanto os demais vértices tém curvatura igual a ¢g(u;) =1 — % + % i = %, para todo

2<1<5.

Teorema 2.3 (Higuchi [20]) Se G = (V, E) é um grafo conezxo planar finito e toda
face de G € limitada por um ciclo finito, entao a curvatura total de G € constante
e igual a ¢(G) = 2.

Demonstragao. Sejam G = (V, E) um grafo conexo planar finito e F' o conjunto
das faces de G. Suponha que cada face f € F' é limitada por um ciclo finito. Pelas

defini¢oes de curvatura 2.2 e curvatura total, temos que:
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G) =) dalu)

ueV
d(u
SNE I I s
ueV ueV eV i=1

Observe que Y 1 =|V] e, pelo Teorema do Aperto de Maos, »_ M = |E].

ueV ueV
Além disso, repare que para cada face f, de tamanho d(f), o termo ( ) aparecera
d(u)
d(f) vezes apos o calculo do duplo somatoério » Z FeA) f . Rearrumando os termos
u€eV i=
d(u)
deste somatorio finito, temos que ) Z d Z a(f) - # = |F.
ueV i=

)
Como por hipotese G é um grafo conexo, conclulmos que ¢(G) = |V|+|F|—|E| =

O grafo G da Figura 2.5 tem curvatura total igual a ¢(G) = % +4- % = 2.

Neste trabalho, estudamos parametros sobre grafos fulerdides-(3,4, 5, 6) que sao
grafos 3-conexos finitos planares ctbicos com faces de tamanho no maximo igual a
6. O resultado a seguir, obtido por nés, caracteriza a curvatura combinatoria para

os vértices de triangulacgoes finitas planares conexas com A < 6, que sao os grafos
duais dos fuleréides-(3,4, 5, 6).

Teorema 2.4 (Curvatura de Triangulagoes) Sejam G = (V, E) um grafo finito
cibico planar conexo cujas faces tém tamanho no mdximo 6 e G* = (V*, E*) o grafo
dual de G. A funcao curvatura combinatoria ¢g- : V* — R satisfaz:

6 —d(v)

e (v) = 5 Yo e V™.

Demonstra¢ao. Suponha que G = (V, E) é um grafo finito ctubico planar conexo
cujas faces tém tamanho no maximo igual a 6. O grafo G* = (V* E*) é o grafo
dual de G e F* é o conjunto das faces de G*. Sejam v € V* d(v) o grau do vértice
ve F; € F* a i-ésima face em torno do vértice v. Como G* é uma triangulagao,

d(F;) =3, Vi € {1,2,...,d(v)}. Aplicando a fun¢do curvatura combinatéria para o
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vértice v, temos:

d(v)
¢G*(v):1—@+‘ d(;})
o d) X
SRR D
_ 6 d(v)
)

O

Pelo Teorema 2.4, em toda triangulagao finita e planar com A < 6 os vértices
de grau 6 tém curvatura nula, os vértices de grau 5 tém curvatura igual a %, 0s
vértices de grau 4 tém curvatura igual a % e os de grau 3 tém curvatura igual a %.
Consequentemente, controlamos o comportamento das curvaturas dos vértices dos
grafos duais aos fulerdides-(3,4,5,6).

Introduzimos, na proxima sec¢ao, o conceito de curvatura combinatoria de uma
face. Quando estamos restritos aos grafos fulerdides-(3,4,5,6) a regularidade dos
graus de seus vértices requer o uso de um conceito de curvatura combinatoria que
observa diretamente o comportamento das faces do grafo a partir dos vértices que

compoem a fronteira de cada face.

2.3 Curvatura Combinatoria de Faces

Gromov [21] introduz o conceito de curvatura combinatoria para as faces de um

grafo planar. A funcao curvatura combinatoria de Gromov é definida a seguir.

Defini¢ao 2.5 (Gromov [21]) Sejam G = (V, E) um grafo planar, F o conjunto
das faces de G, d(f) o grau da face f € F e d(u) o grau do vértice u € V. A
Curvatura Combinatéria de Gromov é uma funcgao ¢ : F' — R definida para cada

face do grafo G e dada por:

s g dlf) W)
G(f)_l_T—i_;d(ui) )

onde uy, Uy, ..., uq(sy a0 os vértices da fronteira da face f.
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Como ja dissemos, a definicao de curvatura combinatoria dada por Gromov é
mais conveniente as faces dos grafos fulertides-(3,4,5,6). A Tabela 2.1 sintetiza os

valores das curvaturas de cada face de um grafo fulerdide-(3,4,5,6).

Faces Triangular | Quadrangular | Pentagonal | Hexagonal

3 2
Curvatura (Gromov) 8 5 Zero

1
6

Tabela 2.1: Curvatura combinatoéria das faces dos grafos fulercides-(3,4,5,6).

As defini¢bes de curvatura combinatoria dadas por Higuchi [20] e Gromov [21]
sao anélogas, isto é, ambas as defini¢oes tém uma estrita relagao se tomadas uma
para um grafo planar e outra para o seu grafo dual. Esta relagao é estabelecida pelo

Teorema 2.6.

Teorema 2.6 (Higuchi [20]) Se G = (V, E) é um grafo planar, F' é o conjunto
das faces de G, G* = (V*,E*) € o dual de G e F* € o conjunto das faces de G*,
entio ¢a(u) = ¢&.(f), sempre que f=u*, YueV.

Demonstragao. Basta observar que se u € Ve f =u* € V*, entao d(u) = d(f*).
Além disso, os graus das faces que incidem no vértice u serao iguais aos graus dos

vértices que limitam a face f. 0

A Figura 2.6 ilustra a relagao dada entre as duas definigdes de curvatura combi-

natoria.

Triangulagdo=Grafo G* Fulertide-(5)=Grafo G

Figura 2.6: Para os vértices da triangulagao G* (Curvatura de triangulacoes - Teorema 2.4):
6—d 1
o (u) = G(U) = g bara todo u € V(G*). Para as faces de G (Definigao 2.5 - Gromov):
1

d(f)
g para toda f € F(G). A igualdade obtida foi prevista pelo

(=1 1_
ou(f) =1 2‘*‘}13*

Teorema 2.6

=
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Para a conveniéncia do leitor nés oferecemos, na Figura 2.7, um desenho de um
fuleroide-(3,4,5,6) com as curvaturas de suas faces e as curvaturas dos vértices de
seu grafo dual. Note que as curvaturas totais do fulerdide-(3,4,5,6) e de seu dual

sao iguais a 2.

Figura 2.7: A esquerda um fuleréide-(3,4,5,6): a face triangular possui curvatura %, as

faces quadrangulares possuem curvatura %, as faces pentagonais possuem curvatura é e
as faces hexagonais possuem curvatura nula. A direita, uma triangulacao finita, dual ao
fuleroide-(3,4,5,6) dado. Nesta triangulagao, o vértice de grau 3 tem curvatura %, 0s
vértices de grau 4 tém curvatura %, os vértices de grau 5 tém curvatura % e os vértices de
grau 6 tém curvatura nula.

Mencionamos no inicio do capitulo que, de acordo com Higuchi, a curvatura
combinatoria mede o quao trabalhoso é revestir o plano utilizando as faces de um
grafo planar. Nos grafos fulerédides-(3,4,5,6) as faces hexagonais tém curvatura
zero e isto pode ser geometricamente justificado pela capacidade que estas faces
tém em ser decompostas em 6 triangulos regulares. Ja as demais faces de um
fulerdide-(3, 4,5, 6) se decompostas em tridngulos regulares terao um comportamento
parabélico (curvatura combinatoria positiva) e quanto maior for o grau da face menor
serd a sua curvatura. A Figura 2.8 descreve esta questao. Cada angulo central é

2

dado por 0, = 7 — an onde f; é o i-ésimo tridngulo regular incidente em wu.

A soma dos angulos centrais na Figura 2.8 nos fornece o seguinte:

d(u)

0; = — =
i=1 i=1 " i=1 d(fz)

d(u) d(u) 1
0, =d(u) -m—2m-
2.0 = dlw) 2 3]
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Finalmente,
d(u) d(u)

B d(u) 1
2 0= | 5=

i=1 =1

Isto nos diz que a soma dos angulos centrais das faces pentagonais, quadrangu-
lares e triangulares de um fuler6ide-(3,4,5,6) é menor que 27. Consequentemente,
estas faces nao sao planas e tém curvatura combinatoéria positiva. Enfatizamos que
na topologia aqui abordada podemos efetuar dobraduras nas arestas dos grafos de

modo que seja possivel obter imersoes no plano (ou na esfera).

Figura 2.8: Face genérica de um fulerdide-(3,4,5,6) decomposta em d(u) tridngulos equi-
lateros, sendo d(u) o grau do vértice u.

A Figura 2.9 retirada de [26] exibe grafos com faces de curvaturas positivas e

negativas.
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Figura 2.9: Em (a) e (b), grafos fulerenes com simetria icosaedral. Os hexagonos, de

amarelo, tém curvatura nula, enquanto os pentégonos, de azul, tém curvatura positiva
igual a %. Em (c), temos um grafo contendo faces de tamanho 5, 6 e 7 representados pelas
faces azuis, amarelas e vermelhas, respectivamente. As faces vermelhas tém tamanho 7 e

curvatura negativa igual a —%.
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Capitulo 3
Nanodiscos de Fulerene

Neste capitulo, estudamos uma classe muito particular de grafos fulerenes: os nano-
discos de fulerene. O objetivo em estudar os nanodiscos de fulerene foi o de analisar
a Conjectura de Andova e Skrekovski que relaciona o diametro de grafos fulerenes
com o seu numero de vértices. Mostramos que a Conjectura de Andova e Skrekovski
nao ¢é valida para nenhum nanodisco de fulerene com mais de 300 vértices. Para isso,
estudamos propriedades sobre os nanodiscos e sobre seus grafos duais. Os resultados
deste capitulo foram baseados no artigo “Fullerene Graphs of Small Diameter”, escri-
tos em colaboragao com o professor Matéj Stehlik. Este artigo foi submetido e aceito
para o MATCH - Communications in Mathematical and in Computer Chemistry -
Vol. 77 issue 3 (2017) [13].

O Lema 1.1 afirma que em todo grafo fulerene ha exatamente 12 faces penta-
gonais. Isto nos diz que o menor grafo fulerene é aquele composto exclusivamente
por faces pentagonais e contém 20 vértices (dodecaedro ou Coy = I},). Grunbaum
e Motzkin [27] mostraram que é possivel obter grafos fulerenes contendo n vértices
para todo n par maior ou igual a 20. A tnica excecao é quando n = 22. Neste
caso, deverfamos ter, além das 12 faces pentagonais, exatamente 1 face hexagonal
(n = 2550 = 22). A tentativa de construir uma imersdo planar para este grafo
fulerene, quando n = 22, se inicia colocando uma face hexagonal no centro e, em
seguida, ir incluindo as demais faces pentagonais. Este procedimento obrigatoria-
mente ird requerer mais uma face hexagonal, a tltima, para que o grafo em questao
seja cibico. E assim chegamos a conclusao da nao existéncia deste fulerene com 22
vértices.

Segundo Andova e Skrekovski [1], embora o nimero de faces pentagonais seja
insignificante, comparado ao numero de faces hexagonais, a disposicao das faces
pentagonais ira determinar a forma do grafo fulerene. Esta observacao justifica-

se quando lembramos que as faces pentagonais tém curvatura positiva (%), as faces

6
hexagonais tém curvatura zero (sao planas), e a curvatura total de qualquer poliedro

é 2.
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Em 2012, Andova e Skrekovski [1] estudaram o diametro de grafos fulerenes com
simetria icosaedral, que de acordo com os autores, sao grafos fulerenes cujos centros
das faces pentagonais dao origem a um icosaedro regular!. A disposicao de suas
faces pentagonais é obtida através de dois parametros 7 e j que somados fornecem
a distancia entre quaisquer duas faces pentagonais mais préoximas. Desta maneira,
um grafo fulerene com simetria icosaedral, representado por G;; com 0 < ¢ < j, é
tal que a distancia entre duas faces pentagonais é no minimo igual a ¢+ j. Um grafo
fulerene com simetria icosaedral completa ou cheia é aquele representado por G ;
tal que 0 =i < jou 0 < i = j. A Figura 3.1 retirada de [26] mostra o grafo fulerene

com simetria icosaedral G 1, também chamado de Cgp.

Figura 3.1: Grafo fulerene com simetria icosaedral G 1 tridimensional e sua correspondente
representacao planar, via projecao estereografica.

Teorema 3.1 (Andova e Skrekovski [1]) Se G, ; € um grafo fulerene com sime-

tria icosaedral cheia, entao diam(G; ;) = 4i+6j — 1.

O Teorema 3.1 motivou a conjectura a seguir, sobretudo porque a familia de
grafos fulerenes com simetria icosaedral cheia, estudada por Andova e Skrekovski [1],
assemelha-se a superficie de uma esfera, além de ser a mais regular e simétrica dentre

todos os grafo fulerenes.

Conjectura 3.2 (Andova e Skrekovski [1]) Se G ¢ um grafo fulerene com n

vértices, entao diam(G) > |/5n/3| — 1.

A Conjectura 3.2 assemelha-se a famosa Conjectura de Alexandrov [29], da ge-

ometria diferencial, que relaciona o diametro D de uma superficie com a sua &rea

A.

Conjectura 3.3 (Alexandrov [29]) Se S ¢ uma superficie fechada e orientada de
drea A e D € o seu diametro, entao D > \/2A/m.

!Definiremos, formalmente no Capitulo 4, o que é um grafo fulerene com simetria icosaedral.
Em 1939, Goldberg [28] definiu os solidos com simetria icosaedral que, posteriormente, motivaram
a definicao e o estudo dos grafos fulerenes com simetria icosaedral.
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A semelhanca nao para ai: o limite na conjectura de Alexandrov é alcancado por
uma superficie de forma discoidal, isto é, pela superficie de um disco duplamente
coberto formada pela colagem de dois discos simétricos ao longo de suas fronteiras.
Isto sugere que os grafos fulerenes que minimizam o didmetro, para um determinado
ntmero de vértices, devem ser aqueles que mais se assemelham a superficie de um
disco e nao a superficie de uma esfera. Isto nos levou a estudar a classe de grafos
fulerenes chamada, por Graver e Monacino [30], de nanodiscos de fulerene. Mostra-
mos que os nanodiscos de fulerene tém didmetro de no maximo /4n/3, refutando
assim a Conjectura de Andova e ékrekovski, sempre que em um nanodisco tenhamos
n > 300.

3.1 Nanodiscos de Fulerenes

Semanticamente falando um nanodisco de fulerene ou, simplesmente, nanodisco é
uma superficie composta por 2 tampas (ou capas)? planas e idénticas conectadas
por uma faixa ao longo de suas fronteiras. Sabemos que nos grafos fulerenes as
faces pentagonais sao as responsaveis por prover curvatura ao grafo, uma vez que
as faces hexagonais sao planas, isto é, tém curvatura nula. Consequentemente, um
nanodisco de fulerene tera nas duas tampas apenas faces hexagonais e, na faixa que
as une, as 12 faces pentagonais dispostas lado a lado.

Pedimos ao leitor que acompanhe a Figura 3.2 durante a leitura deste paragrafo.
Um nanodisco é mais facilmente definido a partir de seu grafo dual. Seja T uma
triangulagao plana, infinita e 6-regular. Sejam N € V(7T'), um inteiro r > 2 e T,.(NV)
o subgrafo de T" induzido por todos os vértices a uma distancia no maximo r de N.
Seja C' a fronteira (ou o ciclo exterior) de T,.(N). Observe que |C| = 6r e, portanto,
C = (uy,usg,...,ug). Claramente C' tem seis vértices de grau 3, em 7,.(N). Na
Figura 3.3, os vértices de grau 3, em T3(N), sdo os vértices uy, uy, U7, U1g, Uiz, €
u16. De um modo geral, os vértices de grau 3, em T,.(N), sao os vértices dados por
Ur4pr, com 0 < p < 5. Os demais vértices de C' tém todos grau 4, em T, (N). A
Figura 3.2 exibe dois subgrafos T,.(N) com diferentes tamanhos de fronteira.

Seja t um numero inteiro tal que 1 < ¢t < r — 1. Tome duas copias do grafo
T,(N) definido anteriormente (uma centrada no vértice N e outra em um vértice S,
diferente de N), e suponha que uy, us, .. ., ug- € a fronteira de T,.(N) e vy, vy, .. ., vg,
¢ a fronteira 7,.(S).

O grafo dual de um nanodisco, representado por D

k
r,t)

disjunta de T,.(N) e T,(S) pela identificagao dos vértices u; e v;44, para todo 1 <

é obtido a partir da uniao

i < 6r (os indices sao tomados modulo 6r).

2Neste Capitulo, os termos tampa ou capa servirao para expressar um grafo 2-conexo, subctibico
tal que todas as suas faces exceto a face exterior, sdo hexagonais.
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(a) (b)

Figura 3.2: Em (a), o subgrafo T5(NN) cuja fronteira é composta por 12 vértices, e em (b),
o subgrafo T3(N) cuja fronteira é composta por 18 vértices.

A Figura 3.3 ilustra os dois subgrafos T3(N) e T3(S) que irdao gerar o grafo Dj ;.

Figura 3.3: A esquerda, o subgrafo T3(N) e a direita o subgrafo T3(S). Observe que r = 3
e t = 1. Neste caso, os subgrafos serao unidos de modo que os vértices u; coincidam com
os vértices v;11. Note, por exemplo, que o vértice u1g deverd ser colado sobre o vértice vig
o que equivale a colar ujg no vértice vy, pois 19 = 1(mod18).

Claramente, D;, ¢ uma triangulagao plana com todos os vértices de grau 5 ou 6

e o seu dual é um nanodisco de fulerene denotado por D, (Figura 3.4).
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Figura 3.4: A esquerda, a triangulacdo plana D3, e a direita o seu correspondente nano-
disco de fulerene Ds ;.

Os vértices N e S da triangulagao Dy, serao chamados, respectivamente, de Pdlo
Norte e Pdlo Sul do nanodisco. Mantendo a analogia com a cartografia, é possivel

definir a latitude ¢ de um vértice u € V/(Dy,).

B r—dist(N,u), se dist(N,u)<r
plu) = { —r +dist(S,u), se dist(S,u) <r

Portanto, N tem latitude r, S tem latitude —r e os vértices a uma distancia r
de N e S tém latitude zero (estao na linha do Fquador). Em particular os vértices
de grau 5 tém todos latitude zero.

A sequéncia {1,6,12,18,...,6(r — 1),6r,6(r — 1), ...,18,12,6,1} fornece a quan-
tidade de faces em cada camada® da planificacio do nanodisco D,;, quando r > 2.
Além disso, esta sequéncia nos diz que um nanodisco D, tem (612 + 2) faces, 12r?
vértices e (2r + 1) camadas. As 12 faces pentagonais pertencentes & camada zero
de D,, dividem a mesma camada com outras (6r — 12) faces hexagonais. Observe
que exigimos r > 2, pois se admitissemos r = 1, entao teriamos que dispor as 12
faces pentagonais adjacentes a face hexagonal central, obtendo uma contradi¢ao. A
Tabela 3.1 resume os dados fornecidos neste parégrafo.

Os proximos lemas tratam de propriedades das triangulagoes planares Dy, e de

nanodiscos de fulerenes D, ;.

Lema 3.4 Sejamr >2 el <t <r—1. A distancia entre os pélos N e S, vértices

de V(Dy,), € menor ou igual a 2.

Demonstracao. Basta usar a definicao de latitude. 0

#Cada camada do nanodisco D,.; correspondente & uma latitude em Dy ;.
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r # Vértices | # Face | # Arestas | # Camadas

2 48 26 72 5

3 108 56 162 7

4 192 98 288 9

5 300 152 450 11
r>2 1272 6r2 + 2 1872 2r+1

Tabela 3.1: Numero de vértices, faces, arestas e camadas do nanodisco de fulerene D, ; em
funcao do parametro r > 2.

Lema 3.5 Sejamr >2 el <t <r—1. O diagmetro do grafo D;:t € menor ou igual

a 2r.

Demonstragao. Para todo par de vértices u,v € V(D},) existem dois caminhos
distintos de comprimento no maximo igual a 2r entre N e S um passando por u e
outro por v. Isto decorre do fato de D7, ser um disco e de suas faces distribuirem-se

em espiral. Entao, usando duas vezes a desigualdade triangular, temos que:

dist(N,u) + dist(u, S) < 2r
dist(N,v) + dist(v,S) < 2r
2dist(u,v) < dist(u, N) + dist(N,v) + dist(u, S) + dist(S,v) < 4r

dist(u,v) < 2r.

Lema 3.6 Para qualquer par de vértices u,v € V(Dy,) tal que dist(u,v) = 2r,
existe um caminho geodésico de comprimento igual a 2r entre u e v passando por N

e outro caminho geodésico de comprimento igual a 2r passando por S.

Demonstragao. Sejam u,v € V(D) tais que dist(u,v) = 2r.

Suponha que cada caminho entre u e v passando por N tem comprimento maior
que 2r. Sabemos que existem um caminho de comprimento no maximo igual a 2r
entre N e S passando por u e outro caminho de comprimento no méximo igual a 2r

entre N e S passando por v. Isto nos diz que:
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dist(N, S) < dist(N,u) + dist(u,S) < 2r
dist(N,S) < dist(N,v) + dist(v, S) < 2r
dist(u, N) + dist(N,v) + dist(u, S) + dist(S,v) < 4r

Como supomos que cada caminho entre u e v passando por N tem comprimento
maior que 2r, entao existe um caminho de comprimento no méximo igual a 2r entre
u e v passando por S. Tal caminho deve ter comprimento exatamente igual a 2r, pois
dist(u,v) = 2r. Este caminho sera denotado por P, = ugus...us., em que u = uy,
v = ug, ¢ N = u;, para algum j € {1,2,...,2r — 1}.

Além disso, se dist(N,u) = [ e dist(N,v) = t entdo dist(u,S) = 2r — 1l e
dist(v,S) = 2r —t.

Assim,

2r = dist(u,v) < dist(u,S) + dist(S,v) =2r — 1+ 2r —t =4r — (1 + t).

Logo, concluimos que existe outro caminho de comprimento igual a 2r entre u e
v passando por N. Este outro caminho entre u e v serd denotado por P, = vgv;...v2,,

em que u = vp, v = Vg, € S = vy, para algum j' € {1,2,...,2r — 1}. O

A Figura 3.5 ilustra o Lema 3.6, para Dj ;.

Figura 3.5: A esquerda, de vermelho e azul, os caminhos de comprimento 2-3 = 6 entre os
vértices u e v passando por N e por S em D3, e o reflexo do Lema 3.6 no correspondente
nanodisco de fulerene D3 ;.

Lema 3.7 Sejamr > 2 e 1 <t < r—1. Sewu e v sao vértices adjacentes de
Dy, e pertencem a mesma latitude, entdo existe uma face wvw, € F(D},) tal
que dist(wi, N) < dist(u, N) e outra face uwvwy € F(Dj,) tal que dist(ws,S) <
dist(u, S).
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Demonstra¢ao. Como u e v estdo na mesma latitude, dist(u,S) = dist(v,S).
Além disso, uv € E(Dj ), logo existem exatamente 2 faces triangulares uvw; e uvws,
que contém u e v.

Se dist(w;, N) = dist(u, N), i € {1,2}, entdo u, v e w; estariam na mesma
latitude (pois fixado r > 0 a defini¢do de latitude depende apenas da distancia do
vértice aos polos) e uvw; nao seria uma face triangular (pois v e w; nao seriam
vértices adjacentes).

Além disso, como Dy, ¢ uma triangulagao plana, se dist(wy, N) > dist(u, N)
entdo dist(wq, S) < dist(u,S) e se dist(wy,S) > dist(u,S) entdo dist(wy, N) <
dist(u, N).

Conclufmos que existem duas faces uvw, € F(D;,) e uvw, € F(D;,) tais que

wy estd mais proximo de N do que u de N, e wy estd mais proximo de S do que v

de S. O

A Figura 3.6 contribui para compreensao do Lema 3.7.

Figura 3.6: D3 ;: o vértice wy da face uvw, satisfaz 2 = dist(w, N) < dist(u,N) = 3,
enquanto o vértice wy da face uvwse satisfaz 2 = dist(we, S) < dist(u, S) = 3.

Lema 3.8 Sejamr>2el <t<r—1. Se A,B € V(D,.), entao dist(A, B) < 4r.

Demonstracao.

Sugerimos que o leitor acompanhe a Figura 3.7, pois ela auxilia a compreensao
da prova.

Sejam A, B € V(D,,) tais que A pertence a face u € V(Dj,) e B pertence a face
v e V(D;,).
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Figura 3.7: A esquerda, os vértices A e B do nanodisco de fulerene D3 ; realizam distancia
4.3 =12. A direita, uma possivel configuracao para os vértices u, v/, u”, v, v e v”, em
D*

3,1

Se distpx,(u,v) < 2r — 2 entdo distp, (A4, B) < w =4r—1.

Se distp; (u,v) = 2r —1, entdo sejam u, u’, u” € V(D; ) vértices da face triangu-
lar A € V(D,;) e sejam v,v',v" € V(Dy;) vértices da face triangular B € V(D, ;).
Pelo Lema 3.7, temos que & impossivel distp; , (u,v) = distp; (u,v") = distp:  (u,v")
e v,v,v” pertencerem a mesma face. Entao temos duas possibilidades para tais
distancias: distp: (u,v) = distp; (u,v') = 2r — 1 e distp: (u,v”) = 2r ou
distp,(u,v) =2r — 1 e distp, (u,v') = distp;  (u,v") = 2r.

Quando distpy, (u,v) = distp;, (u,v') = 2r — 1 e distp;, (u,v") = 2r existe, pelo
Lema 3.7, um vértice w € V(Dy,) pertencente aos caminhos geodésicos entre u e v
e entre u e v’ tal que distp;,(u, w) = 2r — 2. Entdo, distp, ,(a,b) < w +1=
dr —1+1=4r.

Quando distps,(u,v) = 2r — 1 e distp: (u,v') = distp; (u,v") = 2r existem,
pelo Lema 3.6, caminhos geodésicos de comprimentos 2r entre u e v’ passando por
N (ou por S) e outro caminho geodésico de comprimento 2r entre u e v” passando
por N (ou por S). Pelo Lema 3.7, existe um vértice w € V/(Dy,) pertencente aos
tais caminhos geodésicos.

Desta maneira, se distp; (u,w) = 2r — 1 entao distp:,(v',w) = 2r — 2 ou
distp; (u",w) = 2r — 2 ou distp:, (v, w) = distp:,(u",w) > 2r — 2.

Quando distps, (v, w) = 2r — 2, entdo distp;,(u',v') = distp;, (v',v") =2r—1e
distp, ,(a,b) < w +1=4r—1+1=4r (analogo se distp;,(u", w) = 2r —2).

Note que se distp;, (u,w) = 2r — 1 e distp:,(v',w) = distp; (u",w) > 2r — 2,
entao distp; (u',v) = 2r — 2 ou distp: (u”,v) = 2r — 2 e, entdo distp,,(A, B) <
L6 4 — gy 11 =41

U
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O Corolario 3.9 decorre imediatamente do Lema 3.8.

Corolario 3.9 O didmetro do nanodisco de fulerene D, ;, comr >2el <t <r—1,

€ mo mdximo igual a 4r.

Estamos prontos para o estudo dos Teoremas 3.10 e 3.11 que tratam do diametro

de nanodiscos de fulerenes e da Conjectura de Andova e ékrekovski, respectivamente.

Teorema 3.10 (Teorema do Nanodisco) Sejam r > 2 e 1 <t <r—1. O

didmetro do nanodisco de fulerene D, é no mdximo igual a %”.

Demonstragao. O grafo D, ; tem n = 1272 vértices. Entao usando o Corolario 3.9
temos diam(D,;) < 4- /75 =/ 3. O

A Tabela 3.2 compara as cotas dadas pela Conjectura de Andova e Skrekovski
e pelo Teorema do Nanodisco 3.10 para o didmetro dos nanodiscos de fulerene com

no maximo 1200 vértices.

r 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

n = 12r? 48 | 108 | 192 | 300 | 432 | 588 | 768 | 972 | 1200

Conjectura 3.2 b/%ﬂJ—l 7112 16| 2 | 25| 30| 34| 39| 43

Teorema 3.10 4/ 4?” 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Tabela 3.2: Cotas para o diametro de nanodiscos dadas pela Conjectura de Andova e
Skrekovski (linha 2 - cotas inferiores) e dadas pelo Teorema do Nanodisco (linha 3 - cotas
superiores). Quando n > 300 a Conjectura de Andova e Skrekovski nao vale para nenhum
nanodisco de fulerene.

De acordo com a Conjectura de Andova e Skrekovski para todo grafo fulerene
G com n vértices vale diam(G) > L %”J — 1. Quando r = 4, temos que n =
12 - 4% = 192. Substituindo n = 192 na Conjectura de Andova e Skrekovski, temos
que o diametro de qualquer fulerene contendo 192 vértices deve ser no minimo igual
a L\/@J —1 =16 o que a torna compativel com o valor do diametro do nanodisco

de fulerene D,;, dado por diam(Dy,;) < \/F% = 16 (Teorema 3.10).

Por outro lado, quando r = 5, temos que n = 12 - 5% = 300 e pela Conjectura
de Andova e Skrekovski o diametro de qualquer fulerene contendo 300 vértices deve
ser no minimo igual a {\/@J — 1 = 21. Entretanto o didmetro do nanodisco de

4-300
3

fulerene D5, ¢ no maximo igual a diam(Ds;) < = 20, nao satisfazendo a

Conjectura de Andova e Skrekovski.
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Teorema 3.11 A Conjectura de Andova e Skrekovski 3.2 nao € vdlida para 0S na-

nodiscos de fulerene de raio r > 5.

Demonstragao. Observe que a taxa de crescimento da fungao f(n) = g ¢ maior

que a taxa de crescimento da fungao g(n) = Além dissso, para ng = 12 - 5% =
300 temos, f(300) > 22, enquanto ¢(300) = 2

n > ng = 300 ou, simplesmente, r > 5.

4
3
0. Entao f(n) > g(n), sempre que

O

A Figura 3.8 mostra o exemplo do menor nanodisco de fulerene, contendo 300
vértices, que contraria a Conjectura de Andova e Skrekovski. O software CaGe 2],
implementado em C ou em Java, é por definicao um ambiente virtual desenvolvido

com a finalidade de estudar algumas classes especiais de graficos planos.

Figura 3.8: Visao tridimensional do nanodisco de fulerene D5 2 com 300 vértices construido
em CaGe. [2]
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Capitulo 4
Fulerenes Icosaedrais

A Conjectura de Andova e Skrekovski [1] sugere uma cota inferior para o diametro
de grafos fulerenes. Vimos no Capitulo 3 que esta conjectura nao é valida para
nenhum nanodisco de fulerene com mais de 300 vértices.

Neste capitulo, mostramos que existem infinitas classes de grafos fulerenes que
satisfazem a Conjectura de Andova e Skrekovski, isto ¢, mostramos que os grafos
fulerenes com simetria icosaedral do tipo G;; com 0 < i e j > 17“ satisfazem a
referida conjectura. Ressaltamos que desconhecemos a validade da Conjectura de
Andova e Skrekovski para os grafos fullerenes com simetria icosaedral do tipo G| ;
com0<i,0<j<eisy.

Os resultados deste capitulo foram submetidos e apresentados no LAWCG - VI
Latin American Workshop on Cliques in Graphs 2014 [14].

4.1 Grafos Fulerenes com Simetria Icosaedral

Em 1939, Goldberg [28] propés a planificagao de icosaedros regulares em malhas
hexagonais planas. Estas planificacoes induziram a definicao de s6lidos chamados
de sdlidos com simetria icosaedral. Por sua vez, os sélidos com simetria icosaedral
motivaram a definicao dos grafos fulerenes com simetria icosaedral.

A planificagao de icosaedros regulares realizada por Goldberg, na malha hexago-
nal, depende de dois parametros inteiros nao-negativos e nao simultaneamente nulos
i e j. De acordo com Andova e Skrekovski [1], estes parametros sd@o as componentes
bidimensionais do vetor de Goldberg G = (,7) que ird gerar todas as faces do ico-
saedro regular planificado na malha hexagonal e para evitar o efeito espelho iremos
sempre considerar 0 < i < j.

Como observado por Andova e Skrekovski [1], o mapeamento do plano por he-
xagonos regulares resume-se em adicionar hexagonos em trés direcoes distintas cha-
madas de diregoes ¥, i/ e Z. Por todo este capitulo os vetores &, ¥ e 2’ serao vetores

unitarios obedecendo as dire¢oes como na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Mapeamento hexagonal do plano a partir de vetores unitéarios Z, i/ e 2.

A planificagao do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (i,7) sera obtida face
a face, isto é, construimos cada uma das vinte faces triangulares do icosaedro regular
pretendido, utilizando o vetor G = (4,7) na malha hexagonal.

A primeira face da planificagdo do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (i,7)
serd denotada de face ABC. Sua construgao inicia-se escolhendo-se arbitrariamente
um hexégono da malha. No centro deste hexagono marcamos o vértice A e as origens
dos vetores unitarios ¥, ¢/ e Z. Desta maneira, o vértice A tera coordenadas (0,0, 0).
Os demais vértices da face ABC' terao coordenadas B = (i, —j,0) e C' = (i—7j, —j, ).

Semanticamente obtemos o vértice B a partir do vértice A e das coordenadas
do vetor G = (7,7). O vértice B ¢é construido percorrendo i unidades na diregao
T a partir de A e, em seguida, j unidades na direcao —y. Observe que as diregoes
percorridas formam entre si 120 graus. Para o vértice C', percorremos ¢ unidades na
direcao z'a partir de B e, em seguida, j unidades na direcao —Z, sempre obedecendo
120 graus entre as direcoes percorridas. E possivel retornar ao vértice A percorrendo
¢ unidades na diregao ¢ a partir de C' e, em seguida, j unidades na diregao —Zz. Este
procedimento define um tridngulo do icosaedro regular gerado pelo vetor G= (1,7),

e ¢ exibido na Figura 4.2, para G = (2,3).

\/\/\/\/‘\/\/\/

Figura 4.2: Face ABC da planificacao do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (2,3).
O vértice A = 0Z 4 0y + 02, ou simplesmente, A = (0,0,0). O vértice B = 27 — 35+ 02’ =
(2,-3,0), e o véertice C = —& — 3y + 22 = (—1,-3,2).
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As demais faces da planificacao do icosaedro regular gerado pelo vetor G= (4,7)
serao obtidas de maneira inteiramente analoga a descrita para a face ABC', usando
para isso o primeiro tridngulo descrito. A Figura 4.3 mostra a planificagao completa

do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (2,3).

O

/A\ \7

KRS
e s

Figura 4.3: Planificacao do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (2,3). Os vérti-
ces de mesmo rotulo na planificacdo coincidirao quando reconstruirmos o correspondente
icosaedro regular.

A fronteira da planificagdo gerada pelo vetor G= (4, 7) remonta a superficie de
um icosaedro regular. Observe que os vértices rotulados servem para orientar-nos na
montagem do icosaedro regular uma vez que roétulos iguais indicam mesmo vértice no
icosaedro regular pretendido. Um olhar local para a superficie deste icosaedro regular
gerado pelo vetor G = (i, 7) e, pela malha hexagonal, revela a existéncia de um solido
cuja superficie é formada por hexagonos (provenientes da malha hexagonal) e por
12 pentagonos obtidos pelos vértices A, B,C, D, E, F, A', B, C'", D', E', F'. Dizemos
que este s6lido é um sdlido com simetria icosaedral gerado pelo vetor G = (1,7), pois
¢ gerado a partir da superficie do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (4,7).

Os solidos com simetria icosaedral satisfazem os requisitos para serem vistos como
grafos fulerenes, isto é, sao ctbicos, 3-conexos, planares e possuem faces pentagonais
e hexagonais, porém nem todos os grafos fulerenes podem ser obtidos a partir da
superficie de icosaedros regulares. Os nanodiscos de fulerenes sao bons exemplos
desta impossibilidade. Consequentemente, os grafos fulerenes que correspondem
a solidos com simetria icosaedral sao chamados de grafos fulerenes com simetria

icosaedral. Denotamos por G; ; os grafos fulerenes com simetria icosaedral gerados
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pelo vetor G = (7,7). Com esta definigdo em mente a planificacio do icosaedro

regular gerado pelo vetor G = (i,7) fornece naturalmente uma planificacao para o

grafo fulerene com simetria icosaedral G ;.

As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 ilustram a obtencao do grafo fulerene com simetria

icosaedral G 4.
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Figura 4.6: Grafo fulerene com simetria icosaedral G 4.

Como ja dissemos no Capitulo 3, Andova e Skrekovski [1] detectam a simetria
icosaedral de um grafo fulerene a partir da disposicao de suas faces pentagonais, ou
seja, os centros das 12 faces pentagonais de um fulerene ao serem ligadas dao origem
a um icosaedro regular se, e somente se, o grafo fulerene é um grafo fulerene com
simetria icosaedral. A Figura 4.7 fornece exemplos planares de grafos fulerenes com

e sem simetria icosaedral.

(a) (b)

Figura 4.7: (a) Dodecaedro = Grafo fulerene com simetria icosaedral Go; contendo 20
vértices. O seu dual é um icosaedro regular. (b) Nanodisco de fulerene Ds; com 48
vértices. As faces pentagonais deste nanodisco sao dispostas lado a lado, portanto este
grafo fulerene nao é icosaedral.
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De acordo com Goldberg|28], o ntimero de vértices e de arestas de um soélido
com simetria icosaedral gerado pelo vetor G = (i,7) é, respectivamente, igual a
n = 200 +ij + j%) e m = 30(i*> + ij + j%). Essas equagoes sao conhecidas como
Equacoes de Goldberg.

O Corolério 4.1, devido a Goldberg, fornece os niimeros de vértices e arestas em
um grafo G; ;. A sua demonstragao ¢ incluida, pois a técnica usada na prova serd

utilizada em outros resultados deste capitulo.

Corolario 4.1 (Goldberg [28]) Sejam 0 <i < j inteiros e G; ; um grafo fulerene
com simetria icosaedral. O nimero de vértices e arestas de G;; € dado, respectiva-

mente, por n = 20(i* +ij + j%) e m = 30(4*> + ij + j?).

Demonstracao. Sejam G, ;, 0 <1 < j um grafo fulerene com simetria icosaedral
e OBD uma face triangular da planificacao do icosaedro regular gerado pelo vetor

G = (1,7), como mostra a Figura 4.8 para o vetor G = (1,3).

Figura 4.8: Face triangular OBD do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (1,3), na
malha hexagonal.

Observe que as arestas OA e AB medem, respectivamente, i e j unidades. O
angulo entre OA e AB é de 120 graus, e portanto, a aresta OB mede /% + j2 4 ij
unidades e a area do triangulo regular OBD ¢é de \/Tg(iQ +1j + j%).

Em seguida, construimos a malha dual & malha hexagonal, como mostra a Fi-
gura 4.9, para o vetor G = (1,3). Observe que como as malhas hexagonal e triangu-
lar sao duais, cada triangulo da malha triangular corresponde a um vértice do grafo
fulerene G ;.

A aresta de cada triangulo regular da malha triangular mede 1 unidade e, conse-
quentemente, a area de cada triangulo regular da malha triangular é de \/Tg_ Assim,
a area do triangulo OBD pode ser entendida como (i? + ij + j2) vezes a area de 1
triangulo regular da malha triangular, ou seja, cada face do icosaedro regular gerado
pelo vetor G = (i,7) contém i + ij + j* tridngulos regulares da malha triangular.

Além disso, as malhas hexagonal e triangular sao duais e cada um dos 2 + ij + 52
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Figura 4.9: Face triangular OBD do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (1,3), nas
malhas hexagonal e triangular.

triangulos da malha triangular, pertencentes a face OB D, correspondem a 1 vértice
do grafo G; ;. Como G ; ¢ formado pelas 20 faces do icosaedro regular gerado pelo
vetor G = (¢,7), segue que o nimero de vértices de G, ; € igual a 20(¢* + ij + j?).
Para mostrar que o ntmero de arestas de G;; é igual a 30(i* 4+ ij + j?), basta
observar que cada vértice de G; ; da origem a 3 arestas de G ; e que cada uma destas

arestas sao contabilizadas 2 vezes por cada uma de suas extremidades. O]

4.2 Propriedades das Planificacoes e das Malhas

Hexagonais

Afim de tornar mais compreensivel o resultado central deste capitulo, discutimos,
nesta se¢ao, algumas propriedades das malhas hexagonais e das planificagoes dos
grafos fulerenes com simetria icosaedral. Daqui por diante, os vértices das planifica-
¢oes de todos os icosaedros regulares gerados pelo vetor G= (1,7), abordados neste
trabalho, seguirao os rétulos como na Figura 4.10.

Em toda planificacao de grafo fulerene com simetria icosaedral G; ;, com 0 < ¢ <
j, o par de triangulos ABC e A’B'C" ¢é dito ser um par de tridngulos opostos. A
motivacao desta definicao se deve ao fato que no correspondente icosaedro regular
gerado pelo vetor G = (1,7) estes triangulos pertencem a planos paralelos. Para
a conveniéncia do leitor veja os triangulos ABC e A’B’'C’ na Figura 4.10. Como
consideramos o icosaedro regular, existem exatos 10 pares de tridngulos opostos,
identificados dois a dois por faces do tipo MNP e M'N'P’" (veja Figura 4.10). As
faces pentagonais de centro em A e em A’, do grafo fulerene com simetria icosaedral
G ;, sao chamadas de faces pentagonais antipodais, pois pertencem a planos paralelos
e opostos. Os demais pares de faces pentagonais antipodais sdao: B e B', C e C', D
eD' EeFE' FelF'.
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Figura 4.10: Planificagdo do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (1,4) e, consequen-
temente, do grafo fulerene com simetria icosaedral G 4.

A Propriedade 4.2 caracteriza a distancia entre faces da malha hexagonal, veja

a Figura 4.11.

Figura 4.11: A distancia entre o hexdgono que contém o ponto P e o hexdgono que contém
o ponto @ é de 1 unidade e entre os hexagonos que contém os pontos P e R é de 2 unidades.

Propriedade 4.2 A distdncia entre dois hexdgonos de wuma malha hexagonal € dada

pelo comprimento do caminho minimo de hexdgonos que os conecta.

Demonstra¢ao. O dual da malha hexagonal ¢ a malha triangular e ambas as
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malhas sao conexas e planares. Portanto a distancia entre dois hexagonos da malha
hexagonal é dada pela distancia entre dois vértices da malha triangular. A distancia
entre dois vértices da malha triangular ¢ dada pelo comprimento do caminho minimo
de arestas que os conecta. Retornando & malha hexagonal de posse deste conceito,

verificamos que a propriedade enunciada é imediatamente satisfeita. 0

Propriedade 4.3 Sejam 0 < i < j nimeros inteiros, G;; e G; jy1 grafos fulerenes
com simetrias icosaedrais. Se as planificagoes de G;; e G; j11 na malha hexagonal
iniciam-se no mesmo hexdgono que contém o vértice A, entao a distancia entre o
hexdgono que contém o vértice A' de G;; e o hexdgono que contém o vértice A" de

Gij+1 € de 3 unidades.

Demonstragao. Pela construcao das planificacoes de G ; e G j4+1, temos que o
vértice B de G;; tem coordenadas B = (i, —j,0) enquanto o vértice B de G, ;i1
tem coordenadas B = (i, —j — 1,0), ou seja, ha uma diferenca de 1 unidade entre
os hexégonos que contém os vértices rotulados de B. Esta diferenca aumenta em
mais 1 unidade entre o vértice D' de G, ; e D' de G, 1, construidos a partir dos
vértices B’s. Desta maneira, entre os hexagonos que contém os vértices A”’s havera

uma distancia de 3 unidades. O

Um exemplo da Propriedade 4.3 é dado na Figura 4.12.

Propriedade 4.4 Sejam 0 < @ < j numeros inteiros. A distdncia entre os
hexdgonos que contém os vértices A e B da planificacao de um grafo fulerene
com simetria icosaedral G, ; € igual a i + j unidades. Além disso, a distdn-

cia entre dois hexdgonos cujos centros pertencem a um dos pontos do conjunto
P={AB,C,D,E,F,A",B',C",D',E', F'} é no minimo de i + j unidades.

A demonstracao da Propriedade 4.4 decorre imediatamente da construcao da
planificacao do fulerene obtido a partir do vetor de Goldberg G = (1,7), bastando
observar que obtemos o vértice B a partir do vértice A percorrendo i + j unidades,

sendo ¢ unidades na direcao ¥ e j unidades na dire¢ao —y.

Propriedade 4.5 Sejam 0 < ¢ < j numeros inteiros. Na planificacao do grafo
fulerene com simetria icosaedral G;; do hexdgono que contém A € ACD até o
hexdgono que contém A" € A'D'E" hd um deslocamento de 2i— j unidades na dire¢io

do vetor I.

Demonstracao. Sejam Ae C € ACDe A e E' € AD'E".
Para obter o vértice C' a partir do vértice A ha um deslocamento de ¢ unidades

na diregao do vetor Z. Em C ha um deslocamento de mais ¢ unidades, na dire¢ao do
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vetor Z, até chegarmos em FE’. Finalmente de E’ & A efetuamos um deslocamento
de —j unidades na diregao do vetor #. Contabilizamos do hexagono que contém
A € AC'D até o hexégono que contém A’ € A'D’'E’ um deslocamento total de 2i — j

unidades na direcao 7. O
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Figura 4.12: Parte das planificacoes de G 4, tracejado, e G 5, de preto. A distancia entre
os hexagonos que contém os vértices A’ de G14 e A’ de G5 é de 3 unidades.

4.2.1 Remendos Hexagonais

A Propriedade 4.6 que veremos a seguir foi estabelecida por Andova e Skrekovski
e fornece uma rota de caminhos minimos entre dois vértices da malha hexagonal.
Todas as definigoes desta subsegdo podem ser encontradas em [1] e sdo devido a
Andova e Skrekovski.

As defini¢oes obtidas nesta seccao necessitam da escolha de uma das trés direcoes

Z,v, Z, introduzidas na seccao anterior.

40



Considere, sem perda de generalidade, a direcao vertical ¢f. Todo vértice a da
malha hexagonal é incidente a exatamente uma aresta normal a 7/, isto é, todo vértice
a € incidente a uma aresta horizontal e,. O vértice a é também incidente a uma face
hexagonal h, da malha que nao contém a aresta e,. Dizemos que o vértice a é um
vértice a direita da face h, quando a aresta e, esta a direita da face hexagonal h,.
Se a aresta horizontal e, estiver & esquerda da face hexagonal h,, entao diremos que

o vértice a é um vértice a esquerda da face h,, como ilustrado na Figura 4.13.

atate
8egesecs
ZaTesas

Figura 4.13: O vértice a é um vértice a direita da face hexagonal h,, e 0 vértice b é um
vértice & esquerda da face hexagonal hy,.

N N N

Sejam a e b vértices da malha hexagonal. Digamos que a e b estao dispostos de
modo que o vértice a esta a esquerda de b ou que os vértices a e b estao dispostos
na mesma linha de hexagonos em alguma das direcoes &, 4 ou 2. Sejam h, e h; as
faces hexagonais geradas, respectivamente, por a e b. As linhas paralelas as diregoes
T,y e Z passando pelos centros de h, e h;, geram 3 paralelogramos (Figura 4.14).

Quando a e b pertencem a mesma linha de hexagonos este paralelogramo é um
“segmento" (Figura 4.15).

Dados dois vértices a e b de uma malha hexagonal, o menor paralelogramo gerado
por a e b induz um circuito fechado de arestas da malha hexagonal passando por
a e b. Este circuito fechado serda denotado de remendo heragonal, como mostra a
Figura 4.16.

Propriedade 4.6 (Remendo hexagonal - Andova e Skrekovski [1]) Sejam

a e b dois vértices de uma malha hexagonal, definindo um remendo hexagonal P.
Um caminho minimo entre a e b consiste de arestas consecutivas da fronteira de
P. Além disso, todo vértice de um remendo hexagonal pertence a algum caminho

minimo entre os vértices que geram o remendo.
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Figura 4.14: As linhas tracejadas de azul, verde e vermelho indicam os trés paralelogramos
gerados pelos vértices a e b.

Figura 4.15: Segmento tracejado = Paralelogramo gerado por a e b degenerado em um
segmento.

Uma consequéncia fundamental da Propriedade 4.6 é a de que se um vértice nao
pertence ao remendo hexagonal gerado por a e b, entao nao existe caminho minimo
de a até b passando por este vértice. Desta maneira, o remendo hexagonal fornece
uma rota de obtencao de todos os caminhos minimos entre dois vértices da malha

hexagonal.
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Figura 4.16: O paralelogramo tracejado, gerado por a e b, induz um paralelogramo formado
por arestas da malha hexagonal, cuja fronteira esta colorida de azul. A este circuito fechado
damos o nome de remendo hexagonal.

4.3 Cota Inferior para o Diametro de Grafos fule-

renes com Simetria Icosaedral

Os Lemas 4.7 e 4.8 que veremos a seguir estabelecem uma cota inferior para o
didmetro dos grafos fulerenes com simetria icosaedral do tipo Gj 24, com 7 > 0 e
p > 0 ntimeros inteiros.

E conveniente relembrar que em todo grafo fulerene um vértice é dito pentagonal
quando este vértice é incidente a alguma face pentagonal do grafo, caso contrario o

vértice é dito hexagonal.

Lema 4.7 Sejam j > 3 um numero inteiro e G1; um grafo fulerene com simetria
icosaedral. Se w e v sao vértices pentagonais de Gy ;, com u pertencente a face
pentagonal centrada em A € ABC' e v pertencente a face pentagonal centrada em

A€ AID'FE’, entao a distancia entre u e v é dada por a dist(u,v) =65 — 1.

Demonstracgao.

Faremos indugao sobre j > 3.
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Para j = 3, temos o grafo Gy 3 e dist(u,v) = 6-3 — 1 = 17 arestas, como mostra
a Figura 4.17.
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Figura 4.17: Grafo G13. O caminho minimo entre v e v, de comprimento 17, esta repre-
sentado pelas arestas vermelhas da malha.

Sejam u e v vértices do grafo (G ; pertencentes as faces pentagonais centradas
em A€ ABC eem A’ € A'D'FE’, respectivamente. Suponha que dist(u,v) = 65 — 1.

E possivel construir a planificacdo do grafo fulerene G141 a partir do mesmo
hexagono centrado em A € ABC o qual a planificacao do grafo fulerene G ; foi
iniciada. Desta maneira, o vértice v de G ; € também vértice pentagonal de Gy 1.

Seja v’ o vértice pertencente a face pentagonal centrada em A" € A'D'E’ de
G j+1 - Desejamos mostrar que dist(u,v') =6(j +1) —1 =65 + 5.

Pela Propriedade 4.3, o caminho minimo entre v e v’ tem comprimento igual a
6 unidades (Figura 4.18).

hipotese

Portanto, dist(u,v") = dist(u,v) + dist(v,v") 6j —14+6 =675+ 5.
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Figura 4.18: Parte das planificacoes dos grafos G ; e G j41: 0 caminho minimo entre v e
v’ tem comprimento de 6 unidades.

Lema 4.8 Sejam i > 0 e p > 0 nimeros inteiros e G; 2,4, um grafo fulerene com

simetria tcosaedral. O didmetro de G;2;4p € pelo menos igual a 147 + 6p — 1.

Demonstracdo. E suficiente exibirmos dois vértices de Gi2itp cuja distancia
é igual a 147 + 6p — 1. Mostraremos que existe um par de vértices pentagonais
pertencentes a faces pentagonais antipodais que realizam esta distancia.

Pela Propriedade 4.5, na planificacao do grafo fulerene com simetria icosaedral
G 2i4+p do hexégono que contém A € ABC' até o hexagono que contém A’ € A'D'E’
ha um deslocamento de 2i — 2i — p = —p unidades na dire¢ao do vetor Z. Isto nos
diz que na planificacao do grafo G; 2,4+, 0 hexdgono que contém A € ABC situa-se
sempre a direita do hexagono que contém A’ € A'D'E’ (Figura 4.19).

Ja discutimos que, para todo 0 < i < j, os vértices A e A’ da planificacao
do icosaedro regular gerado pelo vetor G = (i,7) sao centros de faces pentagonais

antipodais do grafo fulerene com simetria icosaedral G; ;.
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Sejam a, b, c,d e e vértices pentagonais do grafo G, o4p, tais que a pertence a
face pentagonal centrada em A € ABC, b pertence a face pentagonal centrada em
A € ACD, c pertence a face pentagonal centrada em A € ADFE, d pertence a face
pentagonal centrada em A € AFF e e pertence a face pentagonal centrada em
A € ABF, como na Figura 4.19.
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Figura 4.19: Planificagdo de G13: o hexadgono que contém A’ € A'D'E’ encontra-se a
direita do hexdgono que contém A € ABC.

Além disso, em todo grafo fulerene com simetria icosaedral G 9;1, 0s vértices a e
¢ sao adjacentes a b, assim como o vértice d pode ser considerado adjacente a e e a c,
enquanto o vértice e pode ser considerado adjacente aos vértices a e d (Figura 4.19).

A face pentagonal a’b’'dd’'e¢’ ¢ antipodal a face pentagonal abede. Em a'b'dd'e’, o
vértice mais proximo ao vértice a é o vértice a’, o vértice mais proximo ao vértice
b ¢ o vértice b/, o vértice mais proximo ao vértice ¢ é o vértice ¢/, o vértice mais
proximo ao vértice d é o vértice d’ e, finalmente, o vértice mais proximo ao vértice e
é o vértice e/. Os vértices pentagonais do tipo u e u' da planificacdo de G 21, s@ao
chamados de vértices pentagonais antipodais.

A disposicao dos vértices a’'b'd’d’e’, na malha hexagonal, estd de acordo com

a Figura 4.19 e pode ser justificada pela Propriedade 4.6, bastando observar, por
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exemplo, que o remendo hexagonal gerado pelos vértices b e b esta contido nos
demais remendos hexagonais gerados pelos pares b e @', ou por b e ¢, ou por b e d',
ou por b e ¢/. De maneira andloga, obtemos a disposi¢ao dos demais vértices da face
a't/dd'e’ na planificagao de G 2i4p.

Vamos mostrar que a distancia entre os pares de vértices pentagonais antipodais
referentes as faces abede e a'b'c’d'e’ de todo grafo fulerene com simetria icosaedral
Glisitp ¢ dada por dist(a,a’) = 14i + 6p — 3. Para isso fixamos p > 0 e usamos
indugao sobre i > 0.

Para ¢ = 1, temos o grafo G2y, com p > 0. Pelo Lema 4.7, dist(a,da’) =
6(2+p) —1=12+6p—1=6p+11=14-1+6p — 3.

Suponha que a e a’ sao vértices pentagonais antipodais pertencentes ao grafo
G 2i+p satisfazendo dist(a,a’) = 147 + 6p — 3.

Construindo a planificagao do grafo Gii12¢i11)4p @ partir do mesmo hexagono o
qual a planificacao do grafo G 2,4+, foi construida, garantimos que o vértice penta-
gonal a de G; 24, ¢ também vértice pentagonal de Giy1 2(i+1)+p-

Seja a” o vértice pentagonal antipodal & a no grafo Gji123i+1)4p- Desejamos
mostrar que dist(a,a”) = 14(i + 1) + 6p — 3.

Pela Propriedade 4.5, na planificacdo de G; 2,4, 0 hexdgono que contém A’ €
A'D'E’ esta deslocado 2i—2i—p = —p unidades na direcao & em relacao ao hexagono
que contém A € ABC e na planificagao de Giti2(i4+1)4+p 0 hexdgono que contém
A" € AD'E’ também esta deslocado 2(i+1) —2(i+1) — p = —p unidades em relagao
ao hexdgono que contém A € ABC. Isto nos diz que, para quaisquer i,p > 0, a
distancia entre os vértices a’ de G;ai1p € a” de Gii123i41)+p € sSempre constante e
igual a 14, veja o caso quando ¢ = 7 = 1 na Figura 4.20.

Portanto, dist(a,a”) = dist(a,a’) + dist(da’,a") hiptese 14i +6p — 3+ 14 =
14(: + 1) + 6p — 3.

Para finalizar a demonstragao, observe que a distancia maxima entre dois vértices
de um mesmo pentagono é igual a 2. Portanto, d(a, ¢’) = 14i+6p—3+2 = 14i+6p—1.

O

Teorema 4.9 Sejam i > 0 e j > 0 numeros inteiros e G; j um grafo fulerene com
simetria icosaedral contendo n vértices. Se j > i entao diam(G; ;) > b/%”J — 1.

Demonstracao.

O Lema 4.8 garante que se ¢ > 0 e j > 0 sao inteiros e G, ; ¢ um grafo fulerene
com simetria icosaedral tal que 7 > 27 + 1, entao o diametro de G;; ¢ pelo menos
igual a 67 + 2¢ — 1, bastando tomar p = j — 2i.

Para provar que diam(G;;) > L,/%J — 1, sempre que j > %i, é suficiente

mostrar que 6 +2i —1 > /% — 1, sempre que j > S
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Se j > 5, entao j > T — 7”V4225i2. Segue que 45 — 7i > /225:2.
Isto implica em 852 — 28ij — 88i? > 0.
Reescrevendo-a, temos 10852 — 10052 + 7245 — 10045 + 12i? — 1004* > 0. Portanto,

3(3652 4 24ij + 4i%) > 5 20(i* +ij + j°). (4.1)

dada
pelo Corolério 4.1, nos diz que n = 20(i*+4j+75?). Substituindo-a na inequagao (4.1)

A equacao de Goldberg para o nimero de vértices do grafo fulerene G; ;,
e rearrumando os termos obtemos, (65 + 2i)? > 3.

Finalmente, temos que 67 +2i —1 > %” 12> b / %”J — 1, sempre que j > %z

O

e

]

Q

Figura 4.20: Parte das planificacoes de
que dist(a’,a"”) = 14.

1,3, de roxo e de G2 5, tracejado de verde. Observe

Para cada 0 < ¢ < j a Tabela 4.2 confronta os valores das cotas inferiores
para os diametros dos grafos fulerenes G;; dados pela Conjectura de Andova e
Skrekovski e pelo Lema 4.8, estando de acordo com o Teorema 4.9. Observe que os
grafos fulerenes com simetria icosaedral G; ; sao simétricos aos grafos fulerenes com
simetria icosaedral G ;, consequentemente estes grafos tém diametros iguais. Isto

assegura a simetria da Tabela 4.2.

48



6V

l\] 0 1 2 4 5 6 7 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19
0 (=) (5,-) (11,-) (17,-) | (23,) (29,-) (35,-) (41,-) (47,-) (53,-) (59,-) (65,-) (71,-) (77,-) (83,-) (89,-) (95,-) (101,-) (107,-) (113,-)
1 (5,-) (9,-) (14,) | 19,-) | (25,-) (31,-) | (36,39) | (42,45) | (48,51) | (54,57) | (59,63) | (65,69) | (71,75) | (77,81) | (82,87) | (88,93) (94,99) (100,105) | (105,111) | (111,117)
2 (11,-) 14,-) | (19-) | (24-) | (29,) (35,-) (40,-) (46,-) (51,-) (57,-) (63,-) (69,71) | (74,77) | (80,83) | (86,89) | (91,95) | (97,101) | (103,107) | (109,113) | (114,119)
3 17 | (19,5 | (24, | (29-) | (34,-) (39,-) (44,-) (50,-) (55,-) (61,-) (67,-) (72,-) (78,-) (84,-) (89,-) (95,-) (101,-) (106,109) | (112,115) | (118,121)
Tabela 4.1: Cada entrada é composta por um par ordenado da forma (Conjectura 3.2, Lema 4.8). A regiao de verde corresponde aos grafos fulerenes
com simetria icosaedral que satisfazem a Conjectura, garantida pelo Teorema 4.9, ou seja, G;; com 0 < i e j > %7 sendo a nossa contribuigao.
A regiao de azul indica os grafos fulerenes com simetria icosaedral estudados por Andova e Skrekovski em [1], G;j com 0 =i < jou 0 < i = j,
consequentemente estando de acordo com a Conjectura. As demais regioes descrevem os grafos fulerenes com simetria icosaedral do tipo G;; com
0<i,0<)< % e i # j. Desconhecemos a validade da Conjectura nesta tltima regiao, deixando estes problemas como questoes em aberto.
Z\J 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 32 34 35 36
4 (127,-) | (133,-) | (139,141) | (144,147) | (150,153) | (156,161) | (161,165) | (167,171) | (173,177) | (179,183) | (184,189) | (190,195) | (196,201) | (202,207) | (207,213) | (213,219) | (219,225)
5 (131,-) | (136,-) (142,-) (148,-) (154,-) (159,-) (165,-) (171,-) (176,179) | (182,185) | (188,189) | (194,197) | (199,203) | (205,209) | (211,215) | (216,221) | (222,227)
6 (165,-) | (140,-) (146,-) (152,-) (157,-) (163,-) (169,-) (174,-) (180,-) (186,-) (191,-) (197,-) (203,-) (209,-) (217,217) | (220,223) | (226,229)

Tabela 4.2: Cada entrada é composta por um par ordenado da forma (Conjectura 3.2, Lema 4.8). A regido de

verde corresponde aos grafos fulerenes

com simetria icosaedral que satisfazem a Conjectura, garantida pelo Teorema 4.9, ou seja, G; j com 0 < i e j > 1l "sendo a nossa contribuicao. As

11i

demais regioes descrevem os grafos fulerenes com simetria icosaedral do tipo G;; com 0 < i, 0 < j < 55* e ¢ # j. Desconhecemos a validade da

Conjectura nesta tltima regiao, deixando estes problemas como questoes em aberto.




Capitulo 5
Transversalidade de Ciclos Impares

Neste capitulo, estabelecemos uma cota superior para o problema da frustracao bi-
partida de arestas em grafos fulerdides-(3,4,5,6) e, consequentemente, uma cota
inferior para o problema do conjunto independente maximo em grafos fulerdides-
(3,4,5,6) e indicamos as classes de grafos fulertides-(3,4,5,6) que alcancam os
limites para ambos os problemas. Desenvolvemos a versao dual do problema da
frustracao bipartida de arestas, utilizamos alguns conceitos de otimizag¢ao combina-
toria, de teoria de grafos e de algebra linear para, enfim, generalizar os resultados
obtidos por Faria, Klein e Stehlik [12] que fornecem cotas superiores e inferiores para
os problemas da frustragao bipartida de arestas e do conjunto independente maximo
para grafos fulerenes. Este capitulo estd contido no artigo “ Packing and Covering
0Odd Cycles in Cubic Plane Graphs with Small Faces” desenvolvido em parceria com
o professor Matéj Stehlik, submetido ao European Journal of Combinatorics e sub-
metido e aceito para o Eurocomb 2017 - European Conference on Combinatorics,
Graph Theory and Applications-2017 [31].

Um transversal de ciclos impares de um grafo G = (V, E) é um conjunto de ares-
tas de G que intersepta cada ciclo impar de G. Como grafos bipartidos caracterizam-
se por nao possuirem ciclos impares, um transversal de ciclos impares C' C E de G
pode ser visto como um conjunto de arestas do grafo G que ao ser removido torna
bipartido o grafo remanescente G(V, E \ C'). A cardinalidade do menor transversal
de ciclos impares de um grafo G é denotada por 7,44(G). A Figura 5.1 fornece um
exemplo do calculo de 7,44 de um grafo fulerdide-(3,4,5,6).

Determinar o menor nimero de arestas a serem deletadas de um grafo de modo
a obter um subgrafo gerador bipartido é conhecido na literatura [8] como o problema
da Frustracao Bipartida de Arestas.

Thomassen [32] provou que existem infinitos valores de n tais que existe um
grafo G planar, 3-conexo e ctubico com n vértices com To44(G) > (10n/57 + 12).
Entretanto, para n suficientemente grande, os grafos construidos por Thomassen

tem faces de tamanho pelo menos 24.
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(a) (b) ()

Figura 5.1: Em (a), um grafo G = (V, E) fulerdide-(3,4,5,6) que nao é bipartido, pois
possui faces de tamanho 3 e 5. Em (b), destacamos um conjunto minimo C de arestas de
G que ao serem deletadas torna bipartido o grafo remanescente, C' € minimo porque tem 4
ciclos impares disjuntos de arestas e |C| = 4. Em (c), eliminamos as 4 arestas destacadas
em (b) e obtemos um grafo bipartido. Portanto, 7,44(G) = 4.

O resultado central deste capitulo, Teorema 5.11, fornece um limite superior para
Todqa de grafos fulerdides-(3,4,5,6). A prova deste teorema, apresentada na seccao
5.1.3., requer o estudo de conceitos de teoria de grafos e otimizagdao combinatoria,
além de resultados preliminares que serao abordados nas proximas secoes. Este

resultado! encontra-se publicado no recipiente da internet Arqv?.

5.1 Frustracao de Arestas - Versao Dual

O grafo dual de um grafo fuleréide-(3,4,5,6) é uma triangula¢do planar sem loops
ou arestas multiplas e todos os seus vértices tém graus 3, 4, 5 ou 6. No grafo dual
de um fuleréide-(3,4,5,6) os vértices de grau menor que 6 sdo chamados de vértices
defeituosos. O grafo dual de um grafo fulerdide-(3,4,5,6) G é denotado por G* e
poderéa ser chamado simplesmente de dual, como nas Figuras 5.2 e 5.3. A Tabela 5.1
fornece alguns exemplos de grafos fulerdides-(3,4,5,6) e seus grafos duais, além do

numero de vértices defeituosos nos grafos duais.

Lema 5.1 Sejam G* o dual de um grafo fulerdide-(3,4,5,6) e D C V(G*) o con-
junto dos vértices defeituosos de G*. Entao ), (6 —d(u)) = 12.

!Este resultado deu origem ao artigo Packing and Covering Odd Cycle in Cubic Plane Graph
With Small Faces desenvolvido em colaboraciao com o professor Matej Sthelik, encontra-se disponi-
vel em https://arxiv.org/abs/1701.07748 e esta submetido ao European Journal of Combinatorics.

2Disponivel em https://arxiv.org/pdf/1701.07748.pdf.
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Demonstracgao.

Seja G um grafo fulerdide-(3,4,5,6) com p faces pentagonais, s faces quadran-
gulares, t faces triangulares e h faces hexagonais.

Entao G* possuira w

Aplicando a relagao de Euler |V| + |F| — |E| = 2 em G* temos:

5p+4s+3t+6h
2

vértices, p+ s+t + h faces e arestas.

5p -+ 4s + 3t + 6h 5p + ds + 3t + 6h
s S; O g sttrh— 2 S; Ty

p+2s+4 3t =12.

Assim, p+ 2s 4 3t = p(6 — 5) + s(6 —4) + t(6 — 3) = 12. E portanto temos:

> (6 —d(u)) = 12.

ueD

O

O Lema 5.1 poderia ser facilmente demonstrado utilizando os Teoremas 2.3 e 2.4.
A wersao dual do problema da frustracao bipartida de arestas para um grafo
consiste em determinar o menor niimero de arestas a serem deletadas de seu grafo
dual de modo que todos os vértices do grafo remanescente tenham grau par. O
numero minimo de arestas a serem deletadas de um grafo G de modo que o grafo

remanescente ndo possua vértices de grau impar ¢ denotado por 7(G) - a frustragao
de G.

Figura 5.2: Um grafo fulerene (dodecaedro), de preto, e o seu dual, de vermelho.
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Figura 5.3: Os grafos da Figura 5.2 separados. Em (a), o grafo fulerene (dodecaedro) e,
em (b), o seu correspondente dual. Observe que em (b) todos os vértices sdo defeituosos,
pois todos os vértices tém grau menor que 6.

O problema da frustragao bipartida de arestas para os grafos fuleroides-(3, 4, 5, 6)

serd resolvido a partir de sua versao dual.

(@) (b) ()

Figura 5.4: Em (a), uma triangulagao planar G*, dual do grafo da Figura 5.1a, contendo
um vértice de grau 3 e trés vértices de grau 5. Em (b), de vermelho, um conjunto de arestas,
de cardinalidade minima, que se removidas de G* fardo com que o grafo remanescente nao
tenha vértices de grau impar. Em (c), o grafo remanescente apos a remogao das arestas
vermelhas. Neste exemplo, 7(G*) = 4. Repare que o dual do grafo obtido em (c) sera
bipartido, pois o grafo em (c) nao possui vértice de grau impar.
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Fuleroides G Duais G* #t | #s | #p|#h| #V(G) | #E(G*) | #D(G*)
b v I v v
: d 41000 4 6 4
Fuleréide-(3)
c 1
0 0 12 0 12 30 12
2 2 2 0 6 12 6
3 0 3 3 9 21 6
Fuleréide-(3,5,6) w

Tabela 5.1: Fuleroides-(3,4,5,6) e seus duais. Sao dados os nimeros de vértices de graus 3, 4, 5 e 6 dos grafos duais. Contabilizamos, também, os

tamanhos dos conjuntos de vértices, arestas e de vértices defeituosos de cada dual G*.




5.1.1 T-Juncoes e T-Cortes

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos de otimizacao combinatéria fundamen-
tais para todo o trabalho: T-jungdes e T-cortes (do inglés T-joins e T-cuts [33-35]).

Sejam um grafo G e um conjunto de vértices T' C V(G) tal que |T| é par. Uma
T-jun¢do de G ¢ um subconjunto J C E(G) tal que T é o conjunto dos vértices de

grau impar em G[J] (Figura 5.5).

Figura 5.5: Os vértices de vermelho representam o conjunto 7' = {t1, t2, p1, ho} e as arestas
de vermelho representam uma 7T-jungao de G.

E facil ver que se T é o conjunto dos vértices de grau impar de G e J é uma
T-jun¢do de G, entao |T'| é par e cada vértice de G — J tem grau par. O tamanho

da menor T-jun¢ao de G é denotado por 7(G,T'), como mostra a Figura 5.6.

Figura 5.6: O conjunto de vértices de vermelho T = {t1,t2,p1,p2} € o conjunto de todos
os vértices de grau impar de G. As arestas de vermelho representam a menor T-jungao de
G. Neste exemplo, 7(G,T) = 2.
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Seja dg(X) o conjunto de arestas em um grafo G com exatamente um vértice em
X C V(G). Se H = G[X] podemos escrever dg(H) para representar dg(X). Um
conjunto C' de arestas de G é um corte de aresta de G se C' = 0¢(X), para algum
X C V(G). Quando néo houver risco de ambiguidade omitiremos os subscritos nas
notacoes acima.

Sejam X C V(G) e T o conjunto dos vértices de grau impar de G. Um T-corte
¢ um corte de aresta §(X) tal que |T'N X| é impar (Figura 5.7).

Figura 5.7: Dois exemplos de T-cortes, com T = {t1,t2,p1,p2}. As arestas verdes repre-
sentam o T-corte obtido a partir do conjunto X = {t¢1,p1,t2, s1,h1} e as arestas vermelhas
representam o T-corte obtido a partir do conjunto X = {p1, s2}.

Um empacotamento de T-cortes de G (do inglés packing of T-cuts of G) é uma
colegao disjunta §(F) = {6(X) | X € F} de T-cortes de G. Se T & o conjunto dos
vértices de grau impar de G, entao denotaremos por v(G,T) o tamanho do maior
empacotamento de T-cortes de GG. O leitor é convidado a observar a Figura 5.8 para

um entendimento pleno do conceito de empacotamento de T-cortes de um grafo.

Figura 5.8: T = {t1,t2,p1,p2} é 0 conjunto dos vértices de grau impar de G. A esquerda o
empacotamento {5({t1}),({t2})} de T-cortes de G representado pelas arestas vermelhas
e azuis, e a direita o empacotamento {6({p1}),0({p2})} de T-cortes de G representado
pelas arestas laranjas e roxas. Observe que ambos os empacotamento sao maximos e tém
tamanho 2, logo v(G,T) = 2.
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Como cada T-jungao intersepta cada T-corte, a desigualdade v(G,T) < 7(G,T)
sempre ¢ satisfeita, mas o gap entre v(G,T) e 7(G,T) pode ser arbitrariamente

grande. Seymour [36] observou que a igualdade mantém-se para grafos bipartidos.

Teorema 5.2 (Seymour [36]) Para todo grafo bipartido G e todo subconjunto
T CV(Q) tal que |T| é par, tem-se 7(G,T) = v(G,T).

A Figura 5.9 fornece um exemplo da aplicacao do Teorema de Seymour 5.2.

(@) (b) (©

Figura 5.9: Em (a), um grafo bipartido G e seu conjunto de vértices de grau im-
par T = {a,b,c,d,e, f,i,m,o,p}. Em (b), de vermelho, uma T-jun¢ao de tama-
nho minimo. Neste caso, 7(G,T) = 7. Em (c), exibimos um empacotamento
{6(X1),0(X2),0(X3),d(X4),0(X5),(Xs),0(X7)} de T-cortes de G, com X7 = {f}, Xo =
{i}7 X3 = {b}v Xq4= {p}a X5 = {m}v Xe = {d} e X7 = {Oapvq,cv b,j i k,a, f,e g, d} Note
que este é um empacotamento de tamanho maximo, portanto v(G,T) = 7, satisfazendo o
Teorema de Seymour 5.2.

O dual de um fuleroide-(3,4,5,6) é uma triangulagao planar, portanto ndo é um
grafo bipartido. Por este motivo a igualdade entre v(G,T) e 7(G,T) nao pode ser
garantida.

Como desejamos utilizar a igualdade de Seymour [36] transformamos os duais
dos grafos fulerdides-(3,4,5,6) em grafos bipartidos, utilizando a mesma técnica
feita por Faria, Klein e Stehlik em [12] para os grafos fulerenes: tomamos o grafo
G, dual de um fuleroide-(3,4,5,6), e construimos o grafo G’ subdividindo as arestas
de G, isto é, substituindo as arestas de G por caminhos internamente disjuntos de
comprimento 2. O grafo G’ é bipartido, pois todas as suas faces tém tamanho 6.
Em seguida, construimos o grafo G* a partir de G’ adicionando trés novas arestas
dentro de cada face de G’, incidentes a cada um dos 3 vértices de grau 2, como mostra
a Figura 5.10. Chamamos o grafo G* de refinamento de G. Todos os vértices em
V(G*)—V(G) tem grau 6 em G*, portanto se D é o conjunto dos vértices defeituosos

de G, entdao D é também o conjunto dos vértices defeituosos de G*.
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@) (b) (c)

Figura 5.10: Em (a), uma face da triangulagdo G. Em (b), sua subdivisdo G’ ¢, em (c),
seu refinamento G*.

Uma inclusao minimal (do inglés inclusion wise minimal) é um conjunto dentre
uma colegao de conjuntos que nao contém qualquer outro conjunto da colecao. Dado
um empacotamento de T-cortes, um 7-corte dg(X) ¢ uma inclusao minimal quando
d¢(X) ndo contém qualquer T-corte do empacotamento de T-cortes.

Uma familia F é dita laminar se para cadapar X, Y € F tem-se X CY,Y C X,
ou X NY = (. Fiorini, Hardy e Reed [37] mostraram que para todo grafo bipartido
G e para cada subconjunto T' C V(G) tal que |T'| é par, existe um empacotamento
de T-cortes em G* que é laminar, 6timo e consiste apenas de inclusdes minimais.
Convidamos o leitor a retornar a Figura 5.9 e observar que o empacotamento de
T-cortes do grafo GG, exibido em (c), ¢ um empacotamento laminar, 6timo, formado
por inclusdes minimais.

O Lema 5.3 foi provado por Klein, Faria e Stehlik [12].

Lema 5.3 Para toda triangula¢ao planar G e todo subconjunto T C V(G) tal que
IT| € par, 7(G,T) = 3v(G*,T). Além disso, existe um empacotamento de T-cortes

em G® que € laminar, étimo formado por inclusoes minimais.

A Figura 5.11 evidencia o Lema 5.3.

Figura 5.11: Em (a), uma triangulagdo G tal que todos os seus vértices tém grau im-
par, logo T = V(G). Em (b), destacamos uma T-junc¢ao de tamanho minimo, portanto
7(G,T) = 2. Em (c), o refinamento do grafo G, representado por G*. Exibimos um empa-
cotamento {d({a}),d({b}),0({c}),d({d})} de T-cortes de G que é laminar, 6timo formado

por inclusoes minimais. Portanto, v(G*) = 4, satisfazendo o Lema 5.3
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5.1.2 Remendos e Fossos

Por toda esta subse¢ao GG é uma triangulagao planar com todos os vértices de grau
menor ou igual a 6.

J& vimos no Capitulo 2, Teorema 2.4, que a curvatura combinatéria de um vértice
u € V(@) é dada por ¢g(u) = 6—Td(u)

Um subgrafo 2-conexo H C G tal que todas as faces de H, exceto a face exterior,

sao triangulos, ¢ chamado de remendo de G (do inglés patch of G).

Se =3 ,cvm 60c(u), entdo H é um c-remendo de G.

Convém observar que a classificagao de um c-remendo H considera completa-
mente os graus dos vértices da fronteira de H (ou ciclo exterior de H).

A area do remendo H, denotada por A(H), é definida como o nimero de trian-
gulos em H. A Figura 5.12 ilustra a definicao de remendo e suas propriedades.

No dual de um grafo fulerene os tipos de remendos dar-se-ao pela quantidade de
vértices de grau 5 em cada remendo (incluindo os da fronteira de H), acompanhe

na Figura 5.12.

Figura 5.12: De vermelho, um remendo H C G. Em H hé um vértice de grau 3 e trés
vértices de grau 4. Os demais vértices tém grau 6, logo >, ¢y (gr)(6 — d(u)) = 9. Portanto,
H & um 9-remendo de G. Além disso, A(H) = 27.

O resultado a seguir fornece um limite para o comprimento da fronteira de um

remendo considerando que nao exista, na fronteira do remendo, vértices defeituosos.
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Teorema 5.4 (Justus [38]) Sejam G uma triangulagdo tal que 3 < dg(u) < 5,
para todo vértice u € V(G), e H C G um c-remendo de G, com 1 < ¢ < 5. Se a

Fronteira de H, representada por OH, nao possui vértices defeituosos de G, entao
|OH| > /(6 — c)A(H).

Se a igualdade é verificada, entio no mdzimo 1 vértice do c-remendo H € defeituoso

(tem grau menor que 6).

Muito embora o Teorema 5.4 estabeleca uma relacao entre a quantidade de vér-
tices da fronteira de um remendo com os vértices deste remendo, faz-se necessario
considerar a possibilidade de haver, na fronteira do remendo, vértices defeituosos de
G (veértices de G de grau estritamente menor que 6). Observamos que o Teorema 5.4,
de Justus, implica imediatamente na validade do Corolério 5.5 que expressa o tama-
nho da fronteira de um c-remendo levando em conta a possivel existéncia de vértices

defeituosos na fronteira do remendo.

Corolario 5.5 (Desigualdade Isoperimétrica) Sejam G uma triangulagao com
A <6 eHCG um c-remendo de G com 1 < ¢ <5. Se OH € a fronteira de H,
entao

|OH| > /(6 — c)A(H).

Se a igualdade € verificada, entao no mdximo 1 vértice do interior de H € defeituoso.

Na Figura 5.13 temos um 3-remendo H; de G e um um 9-remendo H; de G.
Observe que A(H;) = 12 e, pelo Teorema de Justus 5.4, existem exatamente
V(6 —3)A(H) = /312 = 6 vértices na fronteira de H;. A area de Hy ¢ igual
a 27 e, pela Desigualdade Isoperimétrica 5.5, hé na fronteira de H, exatamente
V(6 —9)A(H) = /327 = 9 vértices. Observe que em H; aplicamos o Teorema

de Justus 5.4, pois na fronteira de H; todos os vértices tém grau 6, enquanto para

H, aplicamos a Desigualdade Isoperimétrica 5.5, pois na fronteira de Hs temos trés
vértices defeituosos (de grau menor que 6).
Sejam X C V(G) e G[X] um remendo de G. Um fosso de largura k em G ao

redor do remendo G[X] ? ¢ um subconjunto de E(G) definido como:

06(X) = Uiy da (N'[X]).

3 A expressao fosso de largura k em G ao redor do remendo G[X] é uma traducao do inglés moat
of width %k in G surrounding G[X].
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Figura 5.13: A esquerda, de vermelho, temos um 3-remendo H; de G e, a direita, de azul,
temos um 9-remendo Hs de G.

Além disso, um c¢-fosso é um fosso obtido ao redor de um c-remendo (Figura 5.14).

Figura 5.14: Nas duas figuras os subgrafos azuis representam 3-remendos G[X]. As arestas

de vermelho indicam um 3-fosso de largura 1 e as arestas de verde um 3-fosso de largura
2.

Geometricamente, um fosso de largura k, 6%(X), é o conjunto de todas as arestas
pertencentes aos caminhos comegando na fronteira do remendo G[X] até os vértices
que distam k do conjunto X. Outro exemplo é dado na Figura 5.15.

A Propriedade 5.6 relaciona o ntiimero de arestas de um fosso com a quantidade

de faces ali contidas.

Propriedade 5.6 Para todo fosso 65 (X) corresponde um conjunto |65 (X)| de fa-
ces, isto €, existe uma correspondéncia biunivoca entre o numero de arestas em
um fosso e a quantidade de faces pertencentes a este fosso. Dizemos que as faces

incidentes a pelo menos uma aresta do fosso 05(X) sio geradas pelo fosso 0% (X).
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A Propriedade 5.6 é facilmente verificada se observarmos que as arestas que
compoem um fosso sao aquelas que se afastam mais rapidamente do remendo que o

gerou.

Figura 5.15: De azul, & esquerda e & direita, temos dois 1-remendo G[X]. De verde o
1-fosso de largura 1 consiste de todas as arestas dos caminhos da fronteira do 1-remendo
G[X] aos vértices a uma distancia 1 do conjunto X e de vermelho o 1-fosso de largura
2 & composto pelas arestas dos caminhos da fronteira de G[X] aos vértices que distam 2
unidades de X.

O numero de arestas (ou de faces) em um fosso, ao redor de um remendo que
contém um tunico vértice defeituoso em seu interior, é determinado pelo lema a

seguir:

Lema 5.7 Sejam G uma triangulagao planar com A < 6 e D o conjunto dos vértices
defeituosos de G. Se dg(u) = d, e nenhuma aresta de 5*~1(u) ¢ incidente a vértices
do conjunto D — {u}, entdo |6&(u)| = dk>.

Demonstragdo. Vamos comegar observando que |§(N*[u])| = d(2k + 1).

Portanto,

95| = 3 |6V )|
)

dy (2i+1) = dk’.

1=0

O

O Lema 5.8 fornece o nimero de arestas (ou de faces) em fossos cujas fronteiras

nao contém vértices defeituosos do grafo.

Lema 5.8 Sejam G uma triangulag¢ao planar com todos os vértices de grau menor

ou igual a 6, D o conjunto dos vértices defeituosos de G e 0G[X]| a fronteira do
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c-remendo, G[X], induzido por X C V(G), com 0 < ¢ < 6. Se G X]ND =0 e
nenhuma aresta do fosso 6*1(X) € incidente a vértices de D, entdo o nimero de

arestas (ou faces) do c-remendo G[X] satisfaz a desigualdade:

[66(X)] = (6 — )k* + 2k/(6 — ) A(GIX)).

Se a igualdade € verificada, entao no mdximo 1 vértice de G[X| € defeituoso.

Demonstracao. Seja 0G[X] a fronteira (ou o ciclo exterior) do c-remendo G[X].
Sejam n, m e f, respectivamente, o nimero de vértices, arestas e faces (incluindo a
face exterior) de G[X].

Somando os graus dos vértices do c-remendo G[X|, temos:

2m = Z dG[X] Z d(’l})

vEIG[X] veint(G[X])

= Y dam@)+ Y d(v) +6(n — [D(GIX])] - |0G[X]])
vEIG[X] veD(G[X])

= Y dew() +6(n—0GX]) = D (6-d(v))
vedG[X] veD(G[X])

= Z daix)(v) + 6(n — [0G[X]]) — c.
vEIG[X]

logo,
> depx(v) = 6]0G[X]| + ¢ — 6n + 2m. (5.1)
vedG(X]

Além disso, G[X]| é um grafo conexo e planar, entao somando os graus das faces,
temos: 2m = 3(f — 1) + |0G[X]|.

Reescrevendo a equagao acima, obtemos:
0= —=2|0G[X]|+4m —6f + 6. (5.2)
Somando (5.1) e (5.2),

> depx(v) = 40G[X]| + ¢ — 6(n—m + f — 1).

vEAG[X]

Logo,

S dap(v) = 49GLX]| + ¢~ 6, (53)

veEIG[X]

onde a ultima igualdade segue da relagao de Euler.
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Além disso, vale observar que:

Y dax)+ Y (6 - dgix(v) = 6l0GIX]|.

vEDG[X] vEIG[X]

Dai segue que:

> (6—dex(v) = 6l0GIX]| — Y dep(v (5.4)

vEIG[X] veIG[X]

Aplicando a Equagao (5.4) ao c-remendo G[X] e utilizando a relagdo em (5.3),

temos:

Z (6 — dex)(v)) = 6]0G[X]| — (4|0G[X]| + ¢ — 6) = 2|0G[X]| + 6 —c. (5.5)
veDG[X]

Por outro lado,

Y daex(@) + Y, (6—dagx(v) = 6N (X)].

veEN(X) veEN(X)
Logo,
D (6= daygpx(v)) = 6|N(X Z de\arx) (v (5.6)
VEN(X) veEN(X

Pelo Teorema 2.3, como G[X] é um c-remendo, temos que G\ G[X] é um (12—c¢)-
remendo.
Aplicando a Equagao (5.3) ao (12 — ¢)-remendo G \ G[X], obtemos:

> dep(v) = 4IN(X)[+ (12— ¢) — 6 = 4|N(X)| + 6 — c. (5.7)

vEN(X)

Substituindo a Equacao (5.7) na Equagao (5.6), decorre que:

> (6= davax(v) = 2|N(X)| + ¢ — 6. (5.8)

vEN(X)

Observando que

> (6—dox(v) = > (6—dax(v)),

VeV (C) vEN(X)
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por (5.5) e por (5.8) concluimos que:

200GIX]|+6—c= Y  (6—de(v))

vedG(X]
= ) (6—daex(v)
vEN(X)
consequentemente |N(X)| = |0G[X]| 4+ 6 — ¢ e por inducao finita,
IN*(X)| = [0G[X])| + (6 — ¢)k. (5.9)

Por (5.3) e (5.9), o nimero de arestas em §(N*[X]) ¢ igual a

BINFIX])| = D (6 dapx(v))

vENFE(X)
=2IN*(X)|+6 —c
= 2|0G[X]| + (6 — ¢)(2k + 1).

Assim, o ntimero de arestas em 6°(X) ¢ dado por

E

5400 = S |8 (V)|

0
1

<.
I

kol

(2|10G[X]|+ (6 — ¢)(2i + 1))

Il
=)

%

= 2K|0G[X]| + (6 — )k

Pelo Teorema 5.4, 0G[X]| > /(6 — ¢)A(G[X]). Se vale a igualdade entdo no
maximo 1 vértice do c-remendo G[X] é defeituoso.
U

O corolario a seguir generaliza o resultado estabelecido pelo Lema 5.8, permitindo
a existéncia de vértices defeituosos na fronteira do remendo e fornece o ntimero de

arestas (ou de faces) em um fosso sem restrigdes.

Corolario 5.9 Se GG € uma triangulacao planar com todos os vértices de grau menor
ou igual a 6 e G[X]| é um c-remendo de G induzido por X C V(G), tal que 0 < ¢ < 6,

entao

|66(X)| = (6 — 0)k* + 2k+/(6 — ) A(G[X]).

Se a igualdade € verificada, entdo no mdximo 1 vértice do interior de G| X]| é
defeituoso. 65



5.1.3 Triangulacao Planar em grafos com A <6

Jé& discutimos que quando G é uma triangulagao planar e 7" é o conjunto dos vértices
de grau impar em G, existe pelo Lema 5.3, um empacotamento de T-cortes em
G* que é laminar, 6timo, consistindo apenas de inclusoes minimais. Além disso,

podemos supor que a familia F que d& origem a este empacotamento satisfaz:

2(6 —dgs(u)) <5, para todo X € F e minimiza Z | X

ueX XeF

Faria, Klein e Stehlik [12] chamam um tal empacotamento de um empacotamento
de fossos, pelas seguintes razoes: para todo subconjunto U C T de cardinalidade
impar, a uniao de todos os T-cortes em dga (F) que separam U de T'— U ¢é da forma
0k, (X), onde U C X € F ek €N, ie., é um fosso de largura k ao redor de X.
Pela minimalidade de ) 5 |X|, cada 1-fosso em dga (F) € um disco centrado em
um vértice u € T, e cada vértice de T' é o centro de um disco de raio pelo menos 1.
Também pela minimalidade de ) . |X|, se X € F ¢é tal que | X| > 1, entao G[X]
é 2-conexo. Como todo T-corte em dgs(F) é uma inclusdo minimal, no maximo
uma face de G[X] (a face exterior) ndo ¢ um triangulo. Consequentemente, G[X] é
um remendo, para cada X € F tal que | X| > 1.

Portanto, um empacotamento de fossos de T-cortes pode ser considerado como
um empacotamento de 1-, 3- e 5-fossos em G.

Provaremos inicialmente a versao dual do Problema da frustragao bipartida de

arestas para triangulacoes planares com grau no méximo 6.

Lema 5.10 Seja G uma triangula¢ao planar com f faces e A(G) < 6. SeT € o
conjunto dos vértices de grau impar de G, entao 7(G,T) < \/12f/5, com igualdade
se, e somente se, f = 60k?, para algum k € N, e Aut(G) = I,.

Demonstra¢ao. Seja G* o refinamento de G. Assim G* é uma triangulagao
planar com 4f faces e todos os vértices de graus 3, 4, 5 ou 6. Pelo Lema 5.3, existe
um empacotamento de fossos dgs (F). Seja my o ntimero de arestas em um d-fosso
de 0gs (F), tal que 0 < d < 6.

Definimos os vetores de incidéncia 7, §,¢ € RI”! da seguinte maneira: para cada
vértice de grau impar u € T, sejam 1y, s, t, a largura (ou raio) do 1-fosso centrado
em u, a largura do 3-fosso ao redor de u e a largura do 5-fosso ao redor de u, respec-
tivamente. Desta maneira, as coordenadas dos vetores 7, 5, guardam informacoes
sobre as larguras dos tipos de fossos existentes em G*.

Definimos o produto interno {-,-) em RI”l por <€i, 5> = > uer(6 — d(u))a,b,.

Também definimos a norma || - || por ||@|| = (@,d). Além disso, a desigualdade de
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Cauchy-Schwarz garante que dados i, v € RI”! vale a relacdo (i, 7)< Hﬁ”2 . H17||2
a igualdade ¢é valida quando os vetores forem linearmente dependentes.

Pelo Lema 5.3, temos que vale a relacao, 7(G,T) = %V(GA, T) sempre que G for
uma triangulagao plana e 7' um subconjunto de V(G) de cardinalidade par.

Portanto,

ol

TG, T) = 1G>, T) = <F+ 154 1f I> , (5.10)

Para provar a desigualdade no Lema 5.10, é suficiente encontrar uma cota su-
perior para <'F + %57 + %f, 1> em funcao de f. Para fazer isto, computaremos cotas
inferiores para my, ms e ms em funcdo dos vetores 7, §, e £, e entdo usaremos o fato
de que a soma m; + ms3 + ms nao pode exceder 4f, que é o numero de faces de G*.
Cabe observar que o vetor TeR™e possui todas as entradas iguais a 1.

Inicialmente suponha que 54 (u) é um 1-fosso de dgs(F), ou simplesmente que

d¢s (u) € um disco de dga (F), para algum u € P. Lembre-se que pelo Lema 5.7,

67 (w)] =5 (6 — d(u)) r2, (5.11)

Somando sobre todos os 1-fossos,

my =5 (6—d(u))rs = 5|7 (5.12)

ueT
Para calcular mg, suponha que 64 (X) é um 3-fosso de dga(F) nao-vazio. O
grafo G*[X] contém |04 (u)| tridngulos gerados por 0.4 (u), para cada u € TN X.

Todos os triangulos sdo dois-a-dois disjuntos, assim por (5.11) e pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz,

AGUX)) > > 1 =5 > (6

ueTNX ueTnX

5(Zu€TﬂX (6 — d(u))ru) 5) ?
Z T e 6 dw) ‘§<U§X<6‘d<“>m)~

Consequentemente, pelo Corolario 5.9,

165 (X)] > 352 4 25,/3A(G4[X])
> 35 +2V5s, Y (6—d(u))r,

ueTNX

= Y (6—d(w)s2+2v5 Y (6—d(u))rys.. (5.13)

ueTNX ueTnNX
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Somando sobre todos os 3-fossos,
my > |52 + 2V/5(7, 3). (5.14)

Para calcular ms, suponha que 63 (V) ¢ um 5-fosso de dgs (F) nao-vazio. Pela
laminaridade de dga(F), G*Y] contém no méaximo um 3-fosso 94 (X) de dga(F).
O grafo G*[Y] contém |6 (u)| tridangulos gerados por 04 (u), para cadau € TNY,
bem como pelo menos |03 (X)| triangulos gerados por §4 (X). Todos os triangulos
sao dois-a-dois disjuntos, assim por (5.11), (5.13) e pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz, temos:

AGIYD) 2 D 18w+ Y 166 (X))

> ;EET};Y (6 — d(u);ig:i ;Y (6 — d(u)) (2\/5rusu + si)
_ 5UE2T;Y (6 — d(u)) (ru :i%su)z

) 5u(ezuem (6 dw)) (r + Jgsu))

- 2 uerny (6 — d(u)) 2

— (ggy (6 — d(u)) (ru + %%)) ,

Usando novamente o Corolério 5.9,

082, (V)] > £ + 21, /AGEY])

> 242t Y (6 d(u) (ru + %su)

ueTNY

=13 (6 d(w) (£ + 2t + Zsuta) -

ueTNY

Somando sobre todos os 5-fossos,
ms > g|[E|* + 2(7, 8 + Z(5,2). (5.15)

O grafo G* tem 4f triangulos, e os 1-fossos, 3-fossos e 5-fossos geram mq, mgz e
ms triangulos de G*, respectivamente. Estes triangulos sao mutuamente disjuntos.
Usando (5.12), (5.14), (5.15),
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4f > my + ms + ms
> 5(|71% + [|31° + 2v/5(7, 8) + §1f]|* + 2(7, 1) + 2(5.1)

2
_ > 7y 1
—H\/57"+3+755H .

Consequentemente temos,

—

1 =
r+7gs+

qw (5.16)

[

Portanto, por (5.10), (5.16) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(G, T) = §(7+ 35+ 1. T)
< L7+ 35+ || (5.17)
< |7+ 55+ 5t (5.18)
< 12f

Para provar a parte final do Lema 5.10, suponha que 7(G,T) = \/% A
igualdade deve manter-se em (5.14) e (5.15), assim pelo Corolario 5.9, § = t = 0.
Além disso, a igualdade deve manter-se em (5.17), desta maneira r, = r, para cada
u,v € T. Portanto 4f = 5-12r2, assim f = 15r2. Como f é par, segue que 1, = 2k,
e portanto f = 60k?, para algum k € N. Para ver que Aut(G) = I}, note que o
grafo GG pode ser construido a partir do icosaedro regular pela inser¢cao em cada face
de um 1-remendo da forma G[N*[u]].

Para a volta, se G ¢ uma triangulacio planar com f = 60k? faces, com todos
os vértices de graus 5 e 6, e Aut(G) = I, entdo G pode ser construido a partir do
icosaedro regular inserindo em cada face um 1-remendo da forma G[N*[u]]. Como
consequéncia d(u,v) > 2k, para cada par de vértices distintos em 7', assim 7(G,T) >
12 = /2.

O

O resultado central deste capitulo, apresentado a seguir, determina o ntmero
méximo de arestas que devem ser removidas de modo a obter um subgrafo gerador

bipartido a partir de um grafo fulerdide-(3,4,5,6).

Teorema 5.11 Se G é um grafo fulerdide-(3,4,5,6) comn vértices, entao Togq(G) <
\/12n/5, com igualdade se, e somente se, as faces de G sao pentagonais ou hexago-
nais, n = 60k?, para algum k € N, e Aut(G) = I,.
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Aplicando o Lema 5.10 ao grafo dual, obtemos a prova do Teorema 5.11.

Prova do teorema 5.11. Seja G um grafo planar, cubico, 3-conexo com n
vértices e com todas as faces de tamanho 3, 4 ;5 ou 6. O grafo dual de G* é uma
triangulagao planar com n faces e todos os vértices de graus 3, 4, 5 ou 6. Sejam T o
conjunto dos vértices de grau impar de G*, J* uma T-jun¢ao minima de G*, ¢ J o
conjunto de arestas de G que corresponde & J*. Como G* — J* nao tem vértices de
grau impar, G — J = (G* — J*)* é bipartido, e pelo Lema 5.10, |J| = |J*| < \/@
com igualdade se, e somente se, n = 60k?, para algum k € N, e Aut(G) = I,. O

Se um grafo fulerdide-(3,4,5,6) nao contém faces pentagonais, entdo é possivel
reduzir a cota superior para o problema da frustragao bipartida de arestas, obtida no
Teorema 5.11. Inicialmente vamos abordar a versao dual do problema da frustracao

bipartida de arestas para grafos fulertides-(3,4,6).

Lema 5.12 Seja G uma triangulacao planar cujos vértices tém graus 3, 4 ou 6. Se
f € o numero de faces de G e T € o conjunto dos vértices de grau impar de G, entao
7(G,T) < \/m A igualdade mantém-se se e somente se f = 12k?, para algum
keN, e Aut(G) = T,.

Demonstracgao.
Observe que em (G existem apenas empacotamentos de 3-fossos pelas seguintes
razoes: os empacotamentos de 1-fossos eram obtidos por vértices de grau 5 que

nao estao presentes em (, por outro lado, os empacotamentos de 5-fossos de G
3
6’
4, de curvatura %. Neste contexto, para que tenhamos um grafo G com numero

arbitrario de vértices, deveriamos garantir que os vértices de grau 3 estejam entre si

seriam gerados por 1 vértice de grau 3, de curvatura %, e por 1 vértice de grau

mais proximos do que a sua distancia a qualquer vértice de grau 4. Desta maneira,
nao ha em G empacotamentos de 1- e de 5-fossos.

Seja G* o refinamento de G. Assim G* é uma triangulagao planar com 4f faces
e todos os vértices de graus 3, 4 ou 6. Pelo Lema 5.3, existe um empacotamento de
3-fossos dga(F). Seja ms o nimero de arestas em um 3-fosso de dga(F). O vetor
de incidéncia 5 € RI” ¢ definido da seguinte maneira: para cada vértice v € T a
largura do 3-fosso ao redor de u serd denotada por s,.

Utilizaremos o produto interno candnico definido em R!"! e dado por <6, Z;> =
> uer Gubu que corresponde a soma dos produtos das coordenadas correspondentes.
Este produto interno canénico induz a norma ||-|| dada por ||d|| = (@, @). Novamente
vale destacar a desigualdade de Cauchy-Schwarz que nos afirma que para todo 4, v €
RIT! vale (,3)? < [l - |||

Novamente pelo Lema 5.3, temos que:
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Pela otimalidade de dga (F),

TG T) = (G T) = 1 <F, I> , (5.19)
Convém mencionar que o vetor TeR™ e possui todas as coordenadas iguais a
Suponha que 673 (u) é um 3-fosso de dga (F), para algum u € T'. Pelo Lema 5.7,

[dgks (u)] = 3s3,,

logo somando sobre todos os 3-fossos,

my =3 sp = 3|3 (5.20)

ueT
O grafo G* possui 4f faces triangulares, e, pela Propriedade 5.6, os 3-fossos de
G* geram mg faces triangulares em G*. Estas faces triangulares sao mutuamente
disjuntas.
Usando (5.20), obtemos,
Af = ms > 3|51,
Consequentemente temos,

NC G (5.21)

Portanto, por (5.19), (5.21) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que:

T(G"T) = 5 (5, 1) < 3 [I51H[IL]]- (5.22)

Como 1 = (1,..,1,1), segue que ||I|| < v/4 = 2 e, portanto,

(G T) < 3151l = 1151 -

Concluimos que,

T(G*,T) <

e
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Para provar a parte final do Lema 5.12, suponha que 7(G,T) = \/§7f . Conse-
quentemente as entradas do vetor § devem ser todas iguais, digamos a s,,, para todo
ueTe \/g = ||8]]. Portanto, 4f = 3||5]|? e ap6s o calculo da norma de §, temos
que 4f = 3-4s%. Como f é par, segue que s, = 2k e, finalmente, f = 12k?  para
algum k € N. Para ver que Aut(G) = Ty, note que o grafo G pode ser construido a
partir de algum tetraedro regular pela inser¢ao em cada face de um 3-remendo da
forma G[N*[u]].

Para a volta, se G ¢ uma triangulacao planar com f = 12k? faces, com todos os
vértices de graus 3, 4 ou 6, e Aut(G) = Ty, entdo G pode ser construido a partir
do tetraedro regular inserindo em cada face um 3-remendo da forma G*[N*[u]].
Como consequéncia d(u,v) > 2k, para cada par de vértices distintos em 7', assim

(G, T) > 4k = \/5 0

O Teorema 5.13 fornece uma cota superior para o problema da frustragao bipar-
tida de arestas para grafos fulerdides-(3, 4, 6), melhorando o resultado fornecido pelo

Teorema 5.11.

Teorema 5.13 Se G € um grafo fulerdide-(3,4,6) com n vértices, entao T,qa(G) <
@/én. A igualdade mantém-se se e somente se n = 12k?, para algum k € N, e

Novamente aplicando o Lema 5.12 ao grafo dual, obtemos a prova do Teo-
rema 5.13.

Prova do Teorema 5.13. Seja G um grafo planar, ctbico, 3-conexo com n
vértices e com todas as faces de tamanho 3, 4 ou 6. O grafo dual de G é uma
triangulacao planar com n faces e todos os vértices de graus 3, 4 ou 6. Sejam T o
conjunto dos vértices de grau impar de G*, J* uma 7T-juncao minima de G*, e J o
conjunto de arestas de G que corresponde a J*. Como G* — J* nao tem vértices de
grau impar, G — J = (G* — J*)* é bipartido, e pelo Teorema 5.10, |J| = |J*| < \/g,
com igualdade se e somente se n = 12k?, para algum k € N, e Aut(G) = T.

OJ

A Tabela 5.2 fornece limites superiores para o problema da frustracao bipartida
de arestas para grafos fulerenes (Faria, Klein e Stehlik [12]), fulertides-(3,4,6) e
fulerdides-(3,4,5,6) (Teoremas 5.11 e 5.13).

Fuleroide-(5,6) Fulerdide-(3,4,6) Fulerdide-(3,4,5,6)

12n 4n 12n
Todd < Vs 3 \V 5

Tabela 5.2: Limites para o problema da frustracao bipartida de arestas.
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5.2 Conjuntos Independentes

Um conjunto de vértices X C V(G) é independente se o grafo induzido por X
nao tem arestas. O tamanho do maior conjunto independente de G é o numero de
independéncia de G denotado por a(G).

O teorema a seguir é consequéncia do Teorema 5.11 e estende o resultado de
Faria, Klein e Stehlik [12|, para grafos fulerdides-(3,4, 5, 6).

Corolario 5.14 Se G € um grafo fulerdide-(3,4,5,6) com n vértices, entio o(G) >
n/2—+/3n/5. A igualdade mantém-se se, e somente se, n = 60k? para algum k € N,
e Aut(G) = 1.

Demonstracao.

Seja GG um grafo planar, ctibico, 3-conexo com n vértices e com todas as faces de
tamanho menor ou igual a 6. O grafo dual de G* é uma triangulacao planar com
n faces e todos os vértices de graus menor ou igual a 6. Todo grafo G contém um
conjunto transversal (de vértices) de ciclos impares U tal que |U| < 7,44(G), logo
a(G) > a(G-U) > $n—17,44(G). Portanto, pelo Teorema 5.11, a(G) > sn— \/gin,
para todo grafo fulerdide-(3,4,5,6).

Seja T" o conjunto dos vértices de grau fmpar de G*. Quando J* é uma T-
juncao minima de G*, cada face de G* é incidente a no maximo uma aresta de
J*. Isto significa que o conjunto de arestas J C F(G) correspondente a J* é um
emparelhamento de GG. Portanto, pelo Teorema 5.11, a igualdade mantém-se se, e
somente se, n = 60k?, para algum k € N, e Aut(G) = I,.

OJ

Informalmente falando, o Corolario 5.14 diz que um grafo planar, 3-conexo,
cubico ou tem um conjunto independente “grande” ou tem uma face de tamanho
“grande”. Apresentamos na Figura 5.16 um exemplo do menor fuleréide-(5,6) que
atinge os limites da frustracao bipartida de arestas e do conjunto independente ma-
ximo dados pelo Teorema 5.11 e Corolario 5.14.

E possivel, para grafos fuleréides-(3,4,6), aumentar o valor da cota superior
para o problema do conjunto independente maximo fornecido pelo Coroléario 5.14.

O Corolario 5.15 decorre do Teorema 5.13.

Corolario 5.15 Se G € um grafo fulerdide-(3,4,6) contendo n vértices, entdio
a(G) > n/2 — \/n/3. A igualdade mantém-se se e somente se n = 12k*, para
algum k € N, e Aut(G) = Ty.
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Figura 5.16: Cgo = G1,1 = Grafo fulerdide-(5,6) contendo 60 vértices. As 12 arestas
tracejadas e os 24 vértices de vermelho satisfazem os problemas da frustragdo bipartida

de arestas e do conjunto independente maximo para o G1,1: Togd(G1,1) = \/@ =12e

5
a(Gr) =% — /30 =24

Prova do Coroldrio).15.

Seja G um grafo planar, ctbico, 3-conexo com n vértices e com todas as faces
de tamanho 3, 4 ou 6. O grafo dual de G é uma triangulagao planar com n faces e
todos os vértices de graus 3 4 ou 6. Todo grafo G contém um conjunto transversal
(de vértices) de ciclos impares U tal que |U| < 7,44(G), logo a(G) > a(G —U) >

51 — 370aa(G). Portanto, pelo Teorema 5.13, a(G) > $n — 4/3n, para cada grafo

fulervide-(3, 4, 6).

Seja T o conjunto dos vértices de grau impar de G*. Quando J* é uma T-
jungao minima de G*, cada face de G* é incidente a no méximo uma aresta de
J*. Isto significa que o conjunto de arestas J C FE(G) correspondente & J* é um
emparelhamento de GG. Portanto, pelo Teorema 5.13, a igualdade mantém-se se, e

somente se, n = 12k?, para algum k € N, e Aut(G) = Ty,.
O

A Figura 5.17 exibe um grafo fulerdide-(3,4,6) em que os limites estipulados nos

Teorema 5.13 e Corolario 5.15 sao alcangados.
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Figura 5.17: Grafo fulertide-(3,6) contendo 12 vértices. As arestas tracejadas e os vértices
em forma de diamante satisfazem os problemas da frustracao de arestas e do conjunto

independente maximo para este grafo. Neste exemplo, 7,q4(G) = 4/ 4'—?}2 =4ealG) =
12 12 _
/2 =4

2

A Tabela 5.3 fornece limites inferiores para o problema do conjunto indepen-
dente maximo para grafos fulerenes (Faria, Klein e Stehlik [12]), fuleréides-(3, 4, 6)
e fuleroides-(3,4, 5,6) (Corolarios 5.14 e 5.15).

Fuleroide-(5,6) Fulertide-(3,4,6) Fuleroide-(3,4,5,6)

a> n/2—+/3n/5 n/2—+/n/3 n/2 —/3n/5

Tabela 5.3: Limites para o problema do conjunto independente maximo.
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Capitulo 6

Complexidade Relacionada a

Problemas Combinatorios em
Fulerédides-(3,4, 5, 6)

Convém observar que as pesquisas apresentadas neste capitulo estao ainda em pro-
gresso. Fornecemos ao leitor a ideia de alguns algoritmos que computam em tempo
polinomial os problemas da frustragao bipartida de arestas e do conjunto indepen-
dente maximo em grafos fulerenes. Observamos que o algoritmo de Dogli¢ e Vu-
ki¢evi¢ [8] para o problema da frustracao bipartida de arestas em grafos fulerenes
pode ser estendido para grafos fulervides-(3,4,5,6). Apresentamos o problema da
coloracao total e o estado atual de nossas pesquisas em parceria com o professor

Luerbio Faria e com as professoras Sulamita Klein e Diana Sasaki.

6.1 Problema da Frustracao de Arestas

Vimos, no Capitulo 5, que o problema da Frustra¢ao Bipartida de Arestas consiste
em determinar o menor nimero de arestas a serem deletadas de um grafo de modo a
obter um subgrafo gerador bipartido. Vimos também que um corte de aresta 6(X)
de G é o conjunto de todas as arestas de G que tém exatamente uma extremidade
em X, para algum X C V(G). Dizemos que um corte C' de um grafo G é maximo
quando a cardinalidade do conjunto C' é méaxima, isto é, nao existe em G um corte
com mais arestas do que C. O problema do Corte Mdzimo consiste em determinar
em um grafo um corte maximo.

O problema da frustragao bipartida de arestas equivale ao problema do corte
méximo, pois OptyaxcuT(G) = |E\ C|. Como o problema do corte maximo ¢é
N P-completo para grafos em geral [39], concluimos que o problema da frustracao

bipartida de arestas é, também, N P-completo para grafos em geral. Para grafos
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fulerenes o problema da frustracao bipartida de arestas pode ser computado em
tempo polinomial através do algoritmo de Dosli¢ e Vukicevié [8] que descrevemos a
seguir.

Vimos, no Capitulo 4, que o problema dual ao problema da frustracao de arestas
em um grafo GG é o de determinar o nimero minimo de arestas a serem removidas
de G* de modo que todos os vértices do grafo remanescente tenham grau par. Desta
maneira, se G ¢ uma grafo planar, entdo 7,44(G) corresponde ao menor nimero de
arestas deletadas de G* de modo a obter um subgrafo gerador sem vértices de grau
impar.

O Teorema 6.1 fornece a ideia central para a computagao em tempo polinomial
do problema da frustracao bipartida de arestas em grafos fulerenes. Antes dado um
grafo GG, definimos o grafo distancia pentagonal de G, representado por Ki5(G), da
seguinte maneira: K15(G) é o grafo obtido a partir do grafo dual de G de modo que
os 12 vértices de K15(G) correspondam aos 12 vértices de grau 5 de G*. Além disso,
atribuimos pesos a cada uma das arestas de Kj5(G) de modo que a aresta (7,7) de

K12(G) tem peso dg= (i, 7), dado pela distancia entre os vértices pentagonais em G*.

Teorema 6.1 (Dosli¢ e Vukicevié [8]) Se G € um grafo fulerene e K5(G) € seu
grafo distincia pentagonal, entdao o problema da frustra¢ao de arestas de G equivale

ao problema do emparelhamento perfeito de peso minimo em Ki3(QG).

Demonstracao. Sejam G um grafo fulerene e K15(G) o seu correspondente grafo
distancia pentagonal. O conjunto de arestas de um emparelhamento perfeito de peso
minimo em K;2(G) fornecera a quantidade minima de arestas a serem removidas de
G* de modo que os vértices no remanescente grafo tenham todos grau par. Isto
encerra a prova do teorema. OJ

Seja G um grafo fulerene com n vértices. Pelo Teorema 6.1, o principal esfor¢o
computacional em determinar 7(G) estd em obter os pesos das arestas de Ki2(G).
Esta tarefa pode ser realizada em tempo linear aplicando um algoritmo de busca em
largura para computar a distancia entre os vértices de grau 5 em G*. Como G é um
grafo planar, o nimero de arestas ¢ O(n) e o ntimero de pentagonos em um fulerene
¢ O(1), consequentemente a complexidade de tempo desta etapa ¢ O(n).

Resta ainda encontrar o emparelhamento perfeito de peso minimo em Ki5(G).
Este problema equivale ao problema do emparelhamento de peso maximo também
em Kj5(G). Para compreender a equivaléncia entre estes dois problemas basta
realizarmos uma mudanga nos pesos: para cada aresta (i,7) de Ki2(G) troque seu
peso dg=(i,j) por P4+1—dg«(i, ), onde P é o peso da aresta mais pesada de K15(G).

Além disso, Ki5(G) é um grafo completo com nimero par de vértices, logo o
emparelhamento de peso maximo em Ki9(G) é um emparelhamento perfeito. Ob-

serve que apos obtermos o emparelhamento perfeito em K5, fica a pergunta: em

77



G*, os caminhos entre os vértices pentagonais, correspondentes as arestas deste em-
parelhamento perfeito, sao disjuntos? A resposta é sim, pelo seguinte: suponha, por
absurdo, que apds obtermos o emparelhamento perfeito de peso minimo em Ki9)
retornamos ao grafo dual G* e haja interseccao entre 2 caminhos entre vértices pen-
tagonais. Digamos, sem perda de generalidade, que a interseccao ocorra entre os
caminhos entre os vértices pentagonais p; & po e p3 & ps. Se a interseccao for de
exatamente 1 vértice h € V(G*), entdo é possivel obter um caminho, digamos entre
p1 & p3 e outro de py a py de comprimento menor que o obtido através do empare-
lhamento perfeito de peso minimo em Kj2(G), gerando um absurdo. A Figura 6.1

ilustra a situacao descrita.

Figura 6.1: A esquerda, em G*, os caminhos entre p; e ps e entre ps e py obtidos a partir
do emparelhamento perfeito de peso minimo em Kj2(G). Observe que caso haja algum
vértice comum a ambos os caminhos, é possivel obter uma soma menor entre os caminhos
de p1 & p3 e de po a pgy que a soma obtida através do emparelhamento perfeito de peso
minimo em Kj2(G), situacao descrita a direita, em G.

A Figura 6.2 reitera a ideia de que a intersecgao entre os caminhos, em G*, obtidos
através do emparelhamento perfeito de peso minimo em Kj5(G) sdo disjuntos.

Edmonds [40] forneceu o primeiro algoritmo que em tempo polinomial (O(n?))
resolve o problema do emparelhamento ponderado em grafos gerais. Gabow [41]
mostrou que o problema do emparelhamento ponderado em grafos completos K, ¢
resolvivel em O(p?).

Dosli¢ e Vukicevié¢ [8] observam ainda que como todos os grafos fulerenes tém 12
faces pentagonais, o tempo necessario para determinar o emparelhamento perfeito
de peso minimo em seus grafos distancia pentagonal nao depende do niimero de vér-
tices e simplesmente adiciona uma constante sobre a complexidade O(n) computada
inicialmente.

Convém observar que o algoritmo polinomial descrito por Dosli¢ e Vukicevié [§]
¢ valido também para grafos fulerdides-(3,4,5,6), bastando para isso observar a

validade do Corolario 6.2 que decorre imediatamente do Teorema 6.1.
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Figura 6.2: A esquerda, em G*, os caminhos entre p; e py e entre ps e py obtidos a partir
do emparelhamento perfeito de peso minimo em Kj3(G). Se houvesse aresta comum a
ambos os caminhos, entdo mais uma vez melhorariamos (diminuiriamos) o peso do empa-
relhamento perfeito obtido em Kj2(G), como observado a direita, em G.

Corolario 6.2 Sejam G um grafo fulerdide-(3,4,5,6), G* o grafo dual de G e T
o congunto dos vértices de grau impar de G*. Se Kip|(G) € o grafo distincia T-
agonal de G, entao o problema da frustracao de arestas de G equivale ao problema

do emparelhamento perfeito de peso minimo em Kp|(G).

A Figura 6.3 ilustra o Corolario 6.2.

(a)

(c)

Figura 6.3: Em (a), o grafo G = fulertide-(3,4,5,6). Em (b), o grafo dual G* do grafo
G = fulerdide-(3,4,5,6). Destacamos, de vermelho, os 4 vértices de grau impar de G*. Em
(c), o grafo K4 ponderado representando o grafo distancia pentagonal de G.

Observe, na Figura 6.3, que o emparelhamento perfeito M = {pit1, pops} de Ky
tem peso minimo igual a 4 e fornece a quantidade de arestas a serem removidas de
G* para que o remanescente grafo tenha apenas vértices de grau par. Consequente-
mente, em G, devemos remover no maximo 4 arestas de modo a obter um subgrafo

gerador bipartido.
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6.2 Problema do Conjunto Independente Maximo

O problema do conjunto independente maximo de vértices é N P-completo para
grafos em geral, inclusive para grafos cubicos e planares. Nesta secao descreve-
mos brevemente o algoritmo de Daugherty [18] que computa em tempo polinomial
(O(n)) o problema do conjunto independente maximo em grafos fulerenes e é uma

generalizacao do algoritmo de Graver [42].

Defini¢ao 6.3 Um campo desobstruido de dimensdes (z,y), © > 1, y > 0 € um
circuito (ou ciclo) no grafo dual de um fulerene que possui 2x + 2y arcos tais que o
circuito e sua regido interior (regiao do lado direito do circuito) contém exatamente

dois vértice a e b de grau 5.

De acordo com Daugherty [18] o termo campo desobstruido (do inglés clear field)
foi escolhido porque todos os conjuntos independentes méximos de fulerenes e a
correspondente coloracao de Graver devem ser livres de pentédgonos exceto os dois
pentagonos que serao combinados.

Observe que alguns hexagonos podem contribuir com menos de 3 vértices para o
conjunto independente maximo, dependendo da maneira que o conjunto de vértices
independente foi selecionado da fronteira de um campo desobstruido. Tais hexagonos
sao chamados de hexagonos deficientes e a penalidade de um campo desobstruido
¢ dada pelo numero de hexédgonos deficientes causados pelo campo desobstruido
adicionado de 1 unidade. A Figura 6.4 retirada de [18] mostra um exemplo de

campo desobstruido e suas possiveis penalidades.

(a) (b)

Figura 6.4: Dois campos desobstruidos de dimensoes (5,3). Os arcos dos campos de-
sobstruidos estao representados pelas setas. Hexégonos com menos de trés vértices no
conjunto independente estdo de amarelo. A penalidade do campo desobstruido em (a) é
de 2-5+ 3 = 13, enquanto a penalidade do campo desobstruido em (b) é de 5+2-3 = 11.
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Um subgrafo campo desobstruido de um determinado campo desobstruido é o
subgrafo primal induzido pelas faces correspondentes aos vértices do dual que per-
tencem a este campo desobstruido ou ao interior deste campo desobstruido. Um
campo desobstruido proprio de dimensdes (x,y) é um campo desobstruido em que
seu correspondente subgrafo campo desobstruido contém (z+1)(y + 1) faces tnicas,
ou seja, um campo desobstruido proprio é aquele que nao se sobrepoe a nenhum
outro campo desobstruido.

O algoritmo de Daugherty [18] é descrito em 4 fases:

e Descobrir todos os campos desobstruidos proprios pelas suas dimensoes e lo-

calizagoes no fulerene;

e Determinar se um par de campos desobstruidos préprios compartilham um

vértice dual;

e Encontrar uma combinagao 6tima considerando cada conjunto de seis campos
desobstruidos proprios tais que nenhum dos campos desobstruidos comparti-

lhem um mesmo vértice dual;

e Construir um conjunto independente maximo usando a combinac¢ao 6étima des-

coberta na fase 3.

O algoritmo de Daugherty baseia-se nos Teoremas 6.4, 6.5 ¢ 6.6 e suas demons-

tracoes podem ser encontradas em [18].

Teorema 6.4 (Daugherty [18]) Os seis subgrafos campos desobstruidos que sur-
gem de algum conjunto independente mdximo de um fulerene nao tém faces em

comum.

Teorema 6.5 (Daugherty [18]) Os campos desobstruidos que correspondem a um
conjunto independente mdximo de um fulerene devem ser campos desobstruidos pro-

PTLos.

Teorema 6.6 (Daugherty [18]) O numero de campos desobstruidos priprios €

O(logan).

Graver [42] mostrou que para grafos fulerenes com simetria icosaedral o nimero
de independéncia pode ser calculado em tempo O(1). O algoritmo de Daugherty [18],
descrito nesta segao, determina em tempo O(n) o nimero de independéncia para

qualquer grafo fulerene.
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6.3 Problema da Coloragao Total

Uma k-coloragao-total de um grafo G = (V,E) é uma funcao C7 : VU E —
{1,2,...,k} tal que dois elementos adjacentes ou incidentes do grafo G nao tém a
mesma imagem (a mesma cor). O nimero cromatico total de G, denotado por x”(G),
¢ o menor inteiro k tal que G possui uma k-coloragao-total e, obviamente, x”(G) >
A(G) + 1. Behzad [43| conjecturou que para todo grafo G, x"(G) < A(G) + 2.
Esta conjectura foi concisamente provada por Feng e Lin [44] para grafos ctbicos
(consequentemente valida para grafos fulerdides-(3,4,5,6)).

Um grafo cubico G é Tipo 1 se x"(G) = A(G) +1 =4 ¢ é Tipo 2 se ¥"(G) =
A(G)+2=5.

Dado um inteiro k, o problema de decidir se um grafo possui uma coloragao total
com no maximo k cores ¢ N P-completo [45]. McDiarmid e Sanchez-Arroyo [46, 47]
mostraram que este problema é N P-completo mesmo para grafos ctibicos bipartidos.

Em cooperacgao com Sasaki, Faria e Klein iniciamos a busca por grafos fulerenes
Tipo 1 e por grafos fulerenes Tipo 2. Apéds exaustivas tentativas, conseguimos
exibir apenas exemplos de grafos fulerenes Tipo 1 (um exemplo é oferecido através
da Figura 6.5). Como observado por Sasaki [3] para mostrar que um grafo ciubico
¢ Tipo 1, basta exibirmos uma coloragao total com 4 cores, porém, para mostrar
que um grafo cubico é Tipo 2, precisamos mostrar que este nao possui nenhuma
coloracao total com apenas 4 cores. Isto torna a busca por grafos ctibicos Tipo 2

naturalmente mais complicada.

Fulerene Tipo 1

Figura 6.5: Grafo Fulerene G com x”(G) = 4.

Este insucesso na busca por fulerenes Tipo 2 nos fez reajustar a classe de grafos
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estudada, isto é, passamos a procurar grafos fuleroides-(3,4,6), Tipo 1 e Tipo 2.
Sasaki, em sua tese de doutoramento [3], exibiu os dois grafos da Figura 6.6: em
(a), exibimos a 4-coloragao total do grafo, proposta por Sasaki; em (b), o grafo é

Tipo 2 e foi obtido a partir de 2 copias do grafo em (a).

(b)

Figura 6.6: Grafo Tipo 1, em (a). Em (b), um grafo Tipo 2, provado por Sasaki |3,
Propriedade 11].

A existéncia de grafos fulerdides-(3,4,6), Tipo 1 e Tipo 2 nos fez comegar a
investigar, em parceria com Faria, Klein e Sasaki se o problema de decidir se um
grafo fulerdide-(3,4,6) possui coloragao total com k cores é N P-completo. Este
trabalho encontra-se em andamento.

A Tabela 6.1 mostra a complexidade de alguns problemas abordados neste tra-
balho e traduz a dificuldade de encontrarmos potenciais problemas N P-completos

sobre os grafos fulerenes e fulerdides-(3,4,5,6).
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Frust. Conj

Corte . Ciclo Coloragao Coloracao
Problema
Grafos™\ Max f:g:};:s Ilr\l/Idée;) Hamilt Arestas Total
Geral NPc NPc NPc NPc NPc NPc
[39] [39] [48| [48| [49] [47]
Ciibi NPc NPc NPc NPc NPc NPc
ubicos [48] [48] 48] 48] 49, 49] [47]
Planar P P NPc NPc P open
anares [50] [50] 48] 48] [51] P
L. P P NPc NPc P
Cubicos e Planares 150] 150] 48] 14| 51] open
Cubicos, Planares P P NPc NPc P R
e 3-Conexos [50] [50] [48] [48] [51] p
Fuleren P P P NPe P open
erenes [50] [50] 18] 48] [51] P
Fuleré6ides-(3,4,5,6) [;)] [5%] open NPc [;] open

Tabela 6.1: Complexidade de alguns problemas envolvendo subclasses dos grafos fuleroides-
(3,4,5,6). A palavra open indica que o problema encontra-se em aberto para aquela classe
especifica de grafo. A classe dos problemas P é aquela para os quais existe um algoritmo
tal que o seu consumo de tempo no pior caso é limitado por um polinémio no tamanho
das instancias do problema. A classe dos problemas NP é aquela para as quais podemos
verificar, em tempo polinomial, se uma dada solugdo é correta. A classe NPc indica a
subclasse dos problemas NP tal que se pudermos resolver um desses problemas em tempo
polinomial, entao todos os demais problemas em NP também podem ser resolvidos em
tempo polinomial.
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Capitulo 7
Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, vimos que o conceito de curvatura combinatoéria é definido como
sendo uma fungao que mede, localmente, a dificuldade de ladrilhar (preencher sem
superposigao ou buracos) parte do plano por faces de um grafo. Este conceito é ver-
satil e se aplica tanto aos vértices de um grafo planar, quanto as suas faces. E impor-
tante destacar que existem outros conceitos de curvatura combinatéria. Podemos
pensar, por exemplo, que se G é um grafo ctibico, entao a curvatura combinatoéria
de um vértice u de G é dada por ¢g(u) = (6 —d(u))5. Esta e outras definigoes de
curvatura combinatoria devem convergir para a mesma compreensao da estrutura
combinatoéria do grafo.

A partir do conceito de curvatura combinatoéria, visto no Capitulo 2, discutimos
a validade da Conjectura de Andova e Skrekovski [1], Capitulos 3 e 4, e refletimos
sobre o problema da frustragao bipartida de arestas, Capitulo 5.

Mostramos, no Capitulo 3, que a Conjectura de Andova e Skrekovski nao vale
para nenhum nanodisco de fulerene com no minimo 300 vértices. Provamos que
o diametro de todo nanodisco de fulerene, D, ;, contendo n vértices, ¢ no maximo
igual a %”.

Andova e Skrekovki [1] determinaram que o diametro dos grafos fulerenes com
simetria icosaedral do tipo G| ;, parat = 0 out = j, é igual a 4i+6j — 1. Mostramos,
no Capitulo 4, que existem infinitas classes de grafos fulerenes que satisfazem a
Conjectura de Andova e Skrekovski. Provamos que os grafos fulerenes com simetria
icosaedral do tipo G 24, tém didmetro pelo menos igual a 147 + 6p — 1, para todo
0 < i,p, e estabelecemos que estes grafos fulerenes satisfazem a referida conjectura.

A Questao a seguir, sugere uma nova cota inferior para o diametro de todos os

grafos fulerenes. Esta questao encontra-se em aberto.

Questao 1. Se F' é um grafo fulerene com n vértices, entdo diam(F) > ,/%”?
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No capitulo 5, obtivemos limites para os problemas da frustracao bipartida de
arestas e do conjunto independente méximo em grafos ciibicos, planares, 3-conexos
cujas faces tém tamanhos no maximo 6 (grafos fulerdides-(3,4,5,6)). Mostramos

que se F' ¢ um grafo fulerdide-(3,4,5,6) contendo n vértices, entao 7ogq(F) < /122

ea(F)>% — \/%, com igualdade se, e somente se, n = 60k? para algum k € N, e
Aut(F) = I,. Estes resultados estendem os trabalhos de Faria, Klein e Stehlik [12]
que estabelece cotas semelhantes para ambos os problemas, porém restritos aos
grafos fuleroides-(5,6) (ou, simplesmente, grafos fulerenes).

Se restringirmos o estudo aos grafos fulerdides-(3, 4, 6), entdo obtemos cotas me-
lhores para os problemas da frustragao bipartida de arestas e do conjunto indepen-
dente méaximo, obtendo Togq(F) < \/% e a(F) > % — /%, com igualdade se, e

somente se, n = 12k?, para algum k € N, e Aut(F) = Ty.
Desejamos, em breve, dedicar nossas atencoes as seguintes questoes:

Questao 2. Se G é um grafo fulerdide-(3, 4,5, 6) contendo n vértices, p faces pen-

. : = (pts+t)°
tagonais, s faces quadrangulares e t faces triangulares, entao 7,44(G) < 5pTdst 5l
n o_ (pts+t)2 no
e a(G) = 3 5ptds+at 4

Questao 3. Quais os limites para os problemas da frustracao bipartida de ares-
tas e do conjunto independente méaximo para grafos fuleréides(f1, fo, ..., fx) quando

fi > 6, para algum ¢, e qual classes de grafos os atinge?

Por fim, discutimos no Capitulo 6 a dificuldade de encontrar um problema N P-
dificil quando a entrada é um grafo fulerene ou um grafo fuleréide-(3,4,5,6). De-
tectamos a existéncia de grafos fulerdides-(3,4,6) Tipo 1 e Tipo 2. A partir dali,
comegamos a pesquisar, em parceria com os professores Luerbio Faria, Sulamita

Klein e Diana Sasaki, o seguinte problema:

Questao 4. O problema de decidir se um grafo fulerdide-(3,4,6) é tipo 1 é
N P-completo?
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