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O problema de quase-equilibrio (QEP) corresponde a um problema de equilibrio
cléssico (EP) onde a regiao viavel muda em cada ponto considerado, ndo sendo mais
um conjunto fixo. QEP fornece, portanto, uma estrutura unificada para uma familia
ampla de problemas matematicos os quais nao se encaixam no escopo de EP. Isto
inclui, por exemplo, problemas de equilibrio de Nash generalizados (GNEPs) e desi-
gualdades quase-variacionais (QVIs). Neste trabalho, propomos um método imple-
mentavel do tipo-Newton para resolver o problema EP juntamente com sua extensao
para o problema QEP. Analisamos as propriedades dos algoritmos e provamos a con-
vergéncia local para uma solucao do problema, sob hipdteses usuais para métodos
do tipo-Newton, obtendo taxa de convergéncia superlinear/quadratica. Propomos
uma globalizacao do algoritmo no caso EP. Apresentamos aplicagoes dos métodos
propostos ao problema GNEP e ao problema de otimizagdo multiobjetivo (MOP).
Para aplicar os algoritmos obtidos ao problema MOP, apresentamos inicialmente
uma aproximacao suave da bifuncao para a sua colocac¢ao como um problema EP.
Posteriormente, introduzimos uma formulacao que nos permite tratar o MOP como
um QEP. Essa formulacao possui a vantagem de fornecer um QEP com dados sua-
ves envolvendo apenas os elementos originais do problema. Finalmente, ilustramos
o comportamento numérico dos algoritmos locais por meio de problemas-teste da
literatura envolvendo os problemas EP, GNEP e MOP. O algoritmo proposto para
o problema de quase-equilibrio se mostrou eficiente ao resolver um QEP que nao
se enquadra nem na formulagao de QVIs nem na de GNEPs, além de ser capaz de

resolver um GNEP nonjointly convex.
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The quasi-equilibrium problem (QEP) allows, in contrast to standard equilib-
rium problem (EP), a change in the feasible region together with the considered
point. Therefore, QEP provides an unified framework for a wider family of mathe-
matical problems which do not fit within the scope of EP. It includes, for example,
generalized Nash equilibrium problems (GNEPs) and quasi-variational inequalities
(QVIs). In this work, we propose an implementable Newton-type method to solve
EPs as well as its extension to solve QEPs. We analyze some properties of the
algorithms proving its local convergence to a solution of the problem under usual
assumptions for Newton-type methods as well as its superlinear/quadratic conver-
gence rate. We propose a global version of the algorithm for EP. Applications of the
proposed method to GNEP and multiobjective optimization problem (MOP) are
considered. For applying our results to the multiobjective optimization problem,
we present a smooth approximation of the bifunction which allows a formulation of
the problem as an EP. Next, we introduce a formulation that allows us to consider
a MOP as a QEP. This formulation has the advantage of providing a QEP with
smooth data involving only the original data of the problem. Finally, we illustrate
the numerical behavior of the local algorithms through some test-problems involving
EP, GNEP and MOP. The proposed algorithm to solve QEPs has been proved to
be efficient for solving a QEP which is neither a QVI nor a GNEP, besides the fact

that it has been able to solve a nonjointly convex GNEP.
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Introducao

Este trabalho de tese versa sobre o Problema de Quase-Equilibrio (QEP). For-
malmente QEP pode ser formulado da seguinte maneira: dada uma bifun¢ao
f:R"xR" — R tal que f(z,2) = 0 para todo x € R" e uma aplicagdo ponto-
conjunto K : R” = R" que descreve como a regiao vidavel muda juntamente com o
ponto considerado, o Problema de Quase-Equilibrio associado com K e f, o qual

denotaremos por QEP (K, f), consiste em
Encontrar z* € K(z*) tal que f(z*,y) >0 para todo y € K(z").

Este problema, originalmente introduzido por MOSCO [I], pode ser visto como
uma formulagao unificada de varios problemas considerados na literatura no con-
texto de equilibrio, possuindo aplicagoes em diversas areas da ciéncia tais como
engenharia, economia e pesquisa operacional; veja, por exemplo, [2, 3] e suas re-
feréncias. Para uma apropriada escolha dos operadores K e f, QEP(K, f) cobre
uma ampla variedade de problemas matematicos os quais nao se encaixam no es-
copo do Problema de Equilibrio clssico (EP) introduzido por FAN [4], tais como
o problema de desigualdade quase-variacional (QVI) e o problema de equilibrio de
Nash generalizado (GNEP).

Observamos que o problema de equilibrio cléssico torna-se um caso particular de
nossa formulagao para K(x) = K. Este tltimo problema recebeu bastante atencao
ap6s o trabalho de BLUM e OETTLI [5]. Resultados sobre existéncia de solugoes
para EP tém sido extensivamente estudados; veja, por exemplo, [6H10] e suas re-
feréncias. Tem sido propostos algoritmos numéricos para resolver EP utilizando-se
diversas técnicas tais como de ponto proximal, de penalidade, do principio auxiliar,
de projecoes, de lagrangeano aumentado e de funcoes ga;ﬂ; veja por exemplo, [11H22]
e suas referéncias.

Em contraste com o que ocorre no cendario de EP, que possui uma extensa li-
teratura sobre resultados de existéncia e métodos de resolugao numérica, o estudo
de QEP tém recebido menos atencao em virtude das dificuldades inerentes ao pro-

blema. Resultados sobre existéncia de solucao para QEP podem ser encontrados,

aPara detalhes sobre o uso do termo gap, veja Observacao 3.1, pdgina [40
gap, vej G pag



por exemplo, em [1 23H27]. Existem poucos trabalhos tratando de métodos de
resolucao numéricos para QEP. Este fato deve-se principalmente a dificuldade de re-
solver simultaneamente um problema de equilibrio juntamente com um problema de
ponto fixo. Pelo que temos conhecimento, algoritmos para resolver QEP encontram-
se apenas em [28H30]. BIGI e PASSACANTANDO [28] propoem um método para
resolver QEP que consiste em minimizar uma apropriada funcao gap associada ao
problema. Por outro lado, STRODIOT et al. [29] e VAN et al. [30] apresentam
métodos do tipo extra-gradiente para resolver QEP. Os algoritmos apresentados nos
trabalhos citados possuem convergéncia global no sentido de admitir, a prior:, um
ponto qualquer como ponto de partida para inicializagao de seus algoritmos. No
entanto, eles sao métodos que possuem, por natureza, convergéncia lenta.

Algoritmos com convergeéncia local rdpida sao conhecidos para problemas par-
ticulares de QEP. Métodos do tipo-Newton para QVI e GNEP sao apresentados,
por exemplo, em [31H34]. Um método hibrido envolvendo lagrangeano aumentado
e Newton para EP é proposto em [19]. Entretanto nao encontra-se na literatura
métodos para o problema QEP possuindo tais propriedades.

Diante do exposto, o objetivo desse trabalho de tese é propor um método com
convergéncia local rapida para resolver QEP. Para atingirmos este objetivo final,
nos dedicamos inicialmente a desenvolver um algoritmo local para o problema de
equilibrio classico. Estes resultados iniciais foram publicados em SANTOS et al. [16].
Posteriormente, propomos uma globalizacao de [L6] baseada nas ideias de DREVES
et al. [35]. Estes resultados foram apresentados e publicados nos anais do XLIX
Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional. Finalmente, o método proposto neste
trabalho de tese consiste em uma extensao de [16] para o cendrio mais amplo de
problemas de quase-equilibrio. Os resultados desta extensao encontram-se em fase
final de preparacao para submissao em revista internacional. Estes resultados foram
apresentados no 15th EUROPT Workshop on Advances in Continuous Optimization
em Montreal, Canada.

O presente trabalho esté organizado do seguinte modo: No Capitulo [I] apresen-
tamos notacoes e resultados prévios que serao lteis para o desenvolvimento e com-
preensao dos capitulos subsequentes. Apresentamos algumas instancias do problema
de equilibrio classico e quase-equilibrio que serao discutidos em nossas aplicagoes.
No Capitulo [2| apresentamos resultados especificos para EP os quais foram publi-
cados em [16] e, no Capitulo , apresentamos sua globalizacao. No Capitulo
apresentamos o método desenvolvido para QEP, definimos o algoritmo proposto e
estudamos sua convergéncia. O Capitulo|5|é dedicado a aplicagoes de nosso método.
Na Segao aplicamos nossos resultados ao GNEP. Na Secao [5.2 aplicamos os resul-
tados ao problema de otimizagao multiobjetivo (MOP) para encontrar uma solugao

Pareto-fraco do problema. No Capitulo [6] reportamos alguns resultados numéricos



preliminares. Finalmente, no Capitulo |7, apresentamos nossas consideragoes finais
e indicamos nossos trabalhos e pesquisas futuras como continuagao natural deste
trabalho de tese.



Capitulo 1

Material preliminar

Neste capitulo apresentaremos nocoes conhecidas bem como defini¢oes e proprie-
dades que serao necessarias para o desenvolvimento dos demais capitulos. Apre-
sentaremos algumas instancias do problema de quase-equilibrio. Nosso objetivo é
tornar o trabalho o mais auto-contido possivel. Indicaremos referéncias para maiores

informagoes bem como para demonstragoes dos resultados apresentados.

1.1 Funcoes e aplicacoes

Nesta secao revisaremos algumas defini¢oes e propriedades referentes a fungoes de
R™ em R e aplicacoes de R™ em R™ com m > 1.
Seja X C R™ um conjunto convexo. Dizemos que ¢ : X C R* — R ¢é uma

funcao:

e convexa em X se, para quaisquer z, y € X et € [0, 1], tem-se

(1 =t)x +ty) < (1 —t)p(z) + tp(y).

fortemente convexa em X (com médulo v > 0) se, para quaisquer x, y € X e

t € [0, 1], tem-se
p((1—t)z +ty) < (1 —t)p() +tply) —yt(1 —t)]|z —yl|*
e quase-convexa em X se, para quaisquer z, y € X et € [0, 1], tem-se

(1 —t)x +ty) < max{p(z), (y)}.

fortemente concava, concava ou quase-concava se —p € fortemente convexa,

convexa ou quase-convexa, respectivamente.



As proposicoes apresentadas a seguir serao uteis no estabelecimento do método
desenvolvido nos Capitulos |2 e

Proposicao 1.1. Seja ¢ : R* — R uma funcgao fortemente convexa e X um sub-
conjunto convexo, fechado e nao-vazio de R™.

Entao, ¢ possui um unico minimizador em X.

Demonstragao. Veja, por exemplo, [36, Corolario 3.4.2] ]

A proposicao abaixo apresenta uma caracterizacao para funcoes (fortemente)

convexas duas vezes diferenciaveis.

Proposicao 1.2. Sejam X C R"™ um conjunto convezxo, aberto e nao-vazio e @ :

X — R uma funcdao duas vezes diferenciavel em X. Entao,

(a) ¢ € convera em X se, e somente se, a matriz Hessiana de p, V@, é semi-

definida positiva em todo ponto de X, isto €,

(V2p(x)d,d) >0 Vo e X, Vd € R"™

(b) ¢ é fortemente convexa em X com mddulo v > 0 se, e somente se, a matriz

Hessiana de ¢, V2@, € uniformemente positiva definida em X, isto é,

Vo e X, (Vip(z)d,d) > 2v||d|]* VdeR™

Demonstragao. Veja, por exemplo, [36, Teoremas 3.4.7 e 3.4.10] O

Proposicao 1.3. Seja ¢ : R* — R wma fun¢ao conveza e diferencidvel e X um
subconjunto convexro e nao-vazio de R™.

Entao x* é um minimizador de ¢ em X se, e somente se,
(Vo(z®),z —a") 20

para todo x € X .
Demonstragao. Veja, por exemplo, [36, Teorema 3.4.8] ]
O resultado a seguir é conhecido como o Teorema da Aplicacao Implicita.

Proposicao 1.4. Considere U C R™ x R" aberto e nao-vazio e f : U — R"
uma aplicacao p vezes continuamente diferencidvel. Seja (a,b) um ponto de U com
a € R™ ebeR" tal que f(a,b) = 0. Suponha que J, f(a,b) € R™™ seja inversivel.



Entao, existem uma vizinhanga aberta V(a) C R™ de a, e uma inica aplica¢io p

vezes continuamente diferencidvel em V(a), g: V(a) — R", tal que g(a) =0,

f(z,g(x)) =0

Jg(x) = —[Jy f(z,9(x))] " Jo f(2,9(x)) Vo€ V(a),

onde J g denota o jacobiano da aplicagao g, J, f(x,y) denota o jacobiano parcial de

f(x,y) com respeito a x e J, f(x,y) € definido de modo andlogo.
Demonstragao. Veja, por exemplo, [37, paginas 529 e 537]. ]

A proposicao a seguir sera utilizada no desenvolvimento do método proposto no
Capitulo [3]

Proposicao 1.5. [58, Teorema 10.2.1] Sejam X C R™ fechado e nao-vazio e U C
R™ aberto e nao-vazio. Assuma que a bifuncao ) : U x X — R € continua em U x X
e que V(z,y) existe e é continua em U x X. Defina a fun¢io ¢ : U — R U {oo}

por

o(x) :=supy(x,y), v€U (1.1)
yeX

e considere o conjunto solugcao de , dado por

M(z) = {y € X [p(x) = ¢(z,y)}-

Seja x € U um vetor dado. Suponha que exista uma vizinhanga de x, V(x) C U, tal

que M(z) € nao-vazio para todo z € V(x) e o conjunto

U M)

zeV(x)
¢ limitado. Entao,

(a) A funcdo ¢ é direcionalmente diferencidvel em x e

¢ (x;d) = sup (V(x,y),d).

yeEM ()

(b) Se M(x) possui exatamente um elemento, digamos M(x) = {y(z)}, entdo ¢ é

diferenciavel em x e

Vi(r) = Vat(z,y(z)).

A préxima defini¢ao pode ser encontrada em [38-40)].



Definicao 1.1. Seja ¥ : R” — R™ e X C R" nao-vazio. Dizemos que ¥ é uma

aplicacao Lipschitz continua em X, com uma constante L > 0, se
1 (y) = ()| < Ly — =]

para todo x, y € X. Dizemos que V € localmente Lipschitz continua em torno de
x, com constante L > 0, se existe uma vizinhan¢a V (x) de x tal que W € Lipschitz

continua em V (x) com constante L.

Apresentamos a seguir um resultado técnico que sera utilizado na anélise da or-
dem de convergéncia dos Algoritmos NMEP e NMQEP introduzidos nos Capitulos
e 4], respectivamente.

Proposicao 1.6. [39, Lema A.11] Para qualqguer U : R" — R"™ e quaisquer z,
y € R", se U ¢ diferencidvel no segmento [x,y|, com sua derivada sendo Lipschitz

continua neste segmento com uma constante L > 0, entao

L
[9(2) = U(y) = JU()(z =yl < Slle =yl
onde JV denota o jacobiano da aplicagao V.

A definicao abaixo sera til no desenvolvimento do método do tipo-Newton apre-
sentado nos Capitulos[2e[d] dado que lidaremos com aplicagoes nao necessariamente

diferenciaveis.

Definicao 1.2. [40, Definicdo 4.5.1] Uma aplicagio ¥ : R™ — R™ € dita ser conti-
nuamente diferencidvel por partes (ou PC') em torno de v € R™ se ¥ é continua e
existe uma vizinhanga V(x) de x e uma familia finita de aplica¢oes continuamente
diferencidveis definidas em V(x), {Uy, Wo,--- Wi}, para algum inteiro positivo k,
tal que VU (y) € {V1(y),...,Y(y)} para todo y € V(x). Cada aplicagio V; é deno-

minada uma C'-parte de U em x.

Finalizamos esta se¢ao com algumas notacoes. Dada uma aplicacao ¥ : R” — R™
e um ponto z* € R", escreveremos que ¥(z) = O(||x — x*||) para x suficientemente

préoximo a x*, se existe ¢ > 0 tal que ||¥(z)|| < ¢||x—a*|| para todo x suficientemente
v
préximo a x*, ou seja, se lim sup % < 00. Do mesmo modo, escreveremos que
rx—x* r—x
U(z) = o(||x — x*||) para = suficientemente préximo a z*, se, para qualquer € > 0,

a desigualdade ||V (x)|| < ez — z*|| é vélida para todo z suficientemente préximo

v
a *, ou seja, se lim @I _

T—x* x—x*“ o




1.2 Aplicacoes ponto-conjunto

Uma aplicagao ponto-conjunto 2 : X = Y é uma aplicagao que associa a cada ponto
de X um subconjunto de Y. As nocoes apresentadas nesta secao estao de acordo

com HOGAN [41], onde X e Y sdo subconjuntos de espagos topologicos.
Definicao 1.3. Uma aplicagao ponto conjunto 2 : X =Y € dita ser:

(a) uniformemente compacta em torno de x*, se existe uma vizinhanca V de x*

tal que o fecho do conjunto | J .., 2(x) € compacto;

(b) aberta em z* € X, se para qualquer sequéncia {z*} C X com z* — z* e
qualquer y* € Q(z*), existem um inteiro p e uma sequéncia {y*} C Y tais que

y* € Q(a*) para todo k > p e y* — y*;

(c) fechada em x* € X, se para qualquer sequéncia {x*} C X com a2 — x* e
qualquer sequéncia y* — y* com y* € Q(z*) para todo inteiro k suficientemente

grande, temos y* € Q(z*);
(d) continua em x* € X, se ela é simultaneamente aberta e fechada em z*;

(e) aberta, fechada ou continua em X se é aberta, fechada ou continua em todo
reX.

Proposicao 1.7. [41, Coroldrio 1.3] Se Q0 € aberta em X, entdo o conjunto
{z|Q(z) # 0} € aberto em X.

Com o intuito de introduzir alguns resultados que serao utilizados nos préximos
capitulos, dada uma aplicacao ponto-conjunto €2 : X = Y consideremos a func¢ao
marginal

v(z) = Zgy)w(x,y) (1.2)

onde
p: X XY — [—00,+00],

e definamos a aplicagdo ponto-conjunto que descreve o conjunto solucao de ((1.2)),

dada por
M(z) :={y € Qz) |v(z) < p(x,y)}.

As seguintes propriedades serao utilizadas nos proximos capitulos.
Proposicao 1.8. [/1], Coroldrio 8.1] Suponha que Q) € continua em z*, ¢ é continua

em z* x Q(z*), M € ndo vazio e uniformemente compacto em torno de z*, e que

M (z*) possui um unico elemento. Entao M ¢é continua em x*.



Proposicao 1.9. [{1, Coroldrio 9.1] Suponha queY C R™, ¢ € continua em X XY,
o(z,-) é quase-concava, ) € fechada em uma vizinhanga de x* e aberta em x*, e
que Q(z) € convero para cada x numa vizinhang¢a de x*. Entao M(x*) é nao vazio
e compacto se, e somente se, M(x) € ndo vazio e uniformemente compacto em uma

vizinhanca de x*.

Lema 1.1. Seja X nao-vazio e Y C R™ nao-vazio e convexo. Considere ¢ : X X
Y — R convexa em y para cada x fixado e continua em X XY. Seja 2: X =Y
uma aplicagao ponto-conjunto continua em uma vizinhanga de x*, com Q(x) convexo

para cada x nesta vizinhanc¢a. Defina
V(@) :={z€ Q)| inf o(zy)=0p(z2)}
yeQ(z)

e suponha que Y(x*) tem eratamente um elemento. Entao a aplicagdo ponto-

conjunto Y € continua em x*.
Demonstragdo. Segue diretamente das Proposigoes [1.§ e [1.9] O

Finalizamos esta se¢ao apresentando algumas propriedades de aplicagoes ponto-
conjunto dadas por desigualdades.

Considere

P(x) :={y € Y|g(r,y) <0},

onde g: X XY — [—00, +00|™.
Temos os seguintes resultados com respeito a continuidade da aplicacao ponto-

conjunto P.

Proposicao 1.10. [41, Teorema 10] Se cada componente de g é semi-continua in-

ferior em x* XY, entao P ¢ fechada em x*.

Proposicao 1.11. [41, Teorema 12] Suponha que Y C R™ € convezo, cada fungdao
componente de g é continua em x* X P(x*) e convera em y para cada x € X fizo, e

que existe um y* tal que g(x*,y*) < 0, entdo P € aberta em x*.

1.3 Instancias dos problemas de equilibrio
classico e quase-equilibrio

Lembremos que o problema de quase-equilibrio (QEP) pode ser visto como uma
formulagao unificada de vérios problemas considerados na literatura no contexto de
equilibrio. De fato, para uma apropriada escolha dos operadores K e f, QEP(K, f)

cobre uma ampla variedade de problemas matematicos, tais como o problema de



desigualdade quase-variacional (QVI) e o problema de equilibrio de Nash generali-
zado. Em particular, o problema de equilibrio cldssico (EP) introduzido por FAN
[4] pode ser visto como um caso particular de QEP para K(z) = K.

Nesta secao apresentaremos algumas instancias dos problemas de quase-
equilibrio e equilibrio classico aos quais serao aplicados os resultados contidos neste
trabalho de tese.

1.3.1 Problema de equilibrio de Nash

O problema de equilibrio de Nash (NEP) [42] é uma classica instancia de EP. Formal-
mente, considere um NEP com N jogadores. Cada jogador v controla as variaveis
2 € R™. Denotamos por x = (z!,---2") o vetor formado por todas as variaveis, o
qual possui dimensao n = 21];\[:1 Ny, € por £~ o vetor formado por todas as variaveis
de decisao exceto aquelas do jogador v. Para enfatizar as varidveis do v-ésimo jo-
gador em z, escreveremos (z¥,x~") ao invés de z. Note que este ainda é o vetor
= (2t 2.

Seja X, C R™ o conjunto de estratégias de cada jogador v e considere K =
[T, X, o conjunto de todas as estratégias possiveis. Cada jogador tem uma fungao
objetivo 6, : R™ — R que depende das variaveis de decisao de todos os jogadores.

v

O objetivo do jogador v, dado as estratégias dos demais jogadores x~7, é escolher

uma estratégia x que resolva o problema de minimizacgao
min  0,(z", 27")
x’U

(1.3)
s.a. =V € X,.

Um vetor z* é uma solugao de NEP se, para todos os jogadores v = 1,..., N,
tem-se
Oy (2™, 257") < O, (2, 2"7") V' e X,,

v

isto é, se para cada jogador v, ™" é a solucao do problema do v-ésimo jogador

quando os demais jogadores fixam suas variaveis em z*~".
A proposicao a seguir estabelece uma formulacao de NEP como um problema de

equilibrio classico.

Proposicao 1.12. Considere um NEP dado. Entao, um ponto x* é um equilibrio

de Nash se, e somente se, ele é uma solu¢ao de EP(K, f), onde

N

) = S 0.7 2) = b,(a", 2. (14)

v=1

Demonstragao. Se x* é um equilibrio de Nash, é imediato que z* é uma solucao de

EP(K, f). Reciprocamente, suponha que z* seja uma solucao de EP(K, f). Fixe
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v € {1,...,N}. Assim, dado 2* € X,, considere o vetor y = (y',...,y") € R"

definido do seguinte modo:

u ¥ ,se pu=wv
y =
ot se p# .

N
0< f(:)s*,y) = Z[Qu(y“, x*,—u) _ 9M<x*,u’ x*’_“)]

N
= 10" a7 = O™, 2 ]) 4 0,y 2" ) — Gy (a0, )

_ ev(xv’ :L'*’iv) _ ev(x*,v’x*,7v>

isto é, ™" resolve o problema de minimizagao (1.3). Como o indice v foi tomado
arbitrariamente, ganhamos que x* é um equilibrio de Nash. O

1.3.2 Problema de equilibrio de Nash generalizado

A diferenca com o problema de equilibrio de Nash classico, o problema de equilibrio
de Nash generalizado (GNEP) permite que o conjunto de estratégias de cada jogador
dependa das estratégias dos jogadores rivais. Deste modo, o GNEP nao se encaixa no
escopo de EP. Como veremos adiante o GNEP pode ser formulado adequadamente
por meio de um problema de quase-equilibrio.

Formalmente, considere um GNEP com N jogadores. Utilizando as mesmas
notacoes da secao @, seja X,(z7") € R™ o conjunto de estratégias de cada
jogador, o qual depende das estratégias dos jogadores rivais.

v

O objetivo do jogador v, dado as estratégias dos demais jogadores 7, é escolher

uma estratégia x¥ que resolva o problema de minimizagao
min  0,(z", 27")
w/l)

s.a. z¥ e X,(x7). (15)

Um vetor z* é uma solucao de GNEP se, para todos os jogadores v =1,..., N,

tem-se
O, ("%, 257") < 0, (z%,277%) Va' e X,(27"),

v

isto é, se para cada jogador v, ™V é a solucao do problema do v-ésimo jogador

quando os demais jogadores fixam suas variaveis em z*7".

Uma tal solugao z* é
frequentemente chamada de um equilibrio de Nash generalizado.

O problema de equilibrio de Nash generalizado pode ser reformulado através de

11



QEP como segue.

Proposicao 1.13. Considere um GNEP dado. Entao, um ponto x* € um equilibrio

de Nash generalizado se, e somente se, ele é uma solugio de QEP(K, f), onde

K@) = [ X%6) (16)

Fla,y) = [0y, a™") = Ou(a®,27")]. (1.7)

v=1

Demonstracao. Se xz* é um equilibrio de Nash generalizado, claramente x* é uma
solugao de QEP(K, f).

Suponha agora que z* seja uma solu¢ao de QEP(K, f). Fixe v € {1,...,N}.

Assim, dado 2° € X,(z%7?), considere o vetor y = (y',...,y") € R" definido do

u ¥ ,se p=v
y =
ot se p# .

seguinte modo:

Temos que y € K(z*) uma vez que z* € K(z*) = nyzl X, (z**). Portanto,

N
0<fy) = Y [0uly" 2™ ") = O™, a7
p=1
N
= (Z[eu(y“, ,I‘*’*:u') — H;L(x*"u, x*,*#)]) + 91}(3/1), .T*’irl}) _ 01)(3:*?”’ x*va)

— GU(SL’U, x*,*l}) _ 61,(.1’*’1},33*’70)

isto é, ™" resolve o problema de minimizagao ((1.5). Como o indice v foi tomado

arbitrariamente, ganhamos que x* é um equilibrio de Nash generalizado. O

Jointly convex GNEP

Uma classe especial de GNEPs é o denominado jointly convex GNEP. Este problema
¢ um caso intermediario entre o GNEP geral e o problema de equilibrio de Nash
classico. O jointly convex GNEP tem sido frequentemente considerado na literatura
por ser mais simples de tratar que o GNEP geral, veja por exemplo [2], 132] [43-45].

Apresentamos abaixo sua definicao.

Definicao 1.4. [2, Defini¢cao 3.6] Considere um GNEP dado tal que a fungdo
0,(-,x7") € convera e o conjunto X,(x~") € fechado e convero para todo v =

1,...,N. Dizemos que este GNEP ¢ jointly convex se, para algum conjunto con-
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vexo e fechado X C R"™, e para todov=1,...,N, tem-se
Xop(xz™?) ={y" e R™ | (y",27") € X}. (1.8)

No caso especial de restricoes jointly convex, é facil ver que

N
refix(K)«=r e Kx) =[[X,(27") <=1 €X, (1.9)
v=1
onde fix(K) := {z € R"|z € K(z)}. Em outras palavras, o conjunto X coincide
com o conjunto de pontos fixos da aplicagao ponto-conjunto K dada por (1.6)).
Existem diversos trabalhos na literatura de jointly conver GNEPs dedicados
a encontrar uma solucao especial destes problemas denominada equilibrio de Nash

normalizado. Apresentamos abaixo sua defini¢ao formal.

Defini¢ao 1.5. [44, Definicio 3.1] Um vetor x* € X é denominado um equilibrio
de Nash normalizado de um jointly conver GNEP, se sup{—f(z*,y)} < 0 se verifica,

yeX
onde f € a bifuncao definida em .

Observe que o problema referente a encontrar um equilibrio de Nash normalizado
em um jointly convex GNEP pode ser claramente reformulado como uma instancia

do problema de equilibrio cléssico como segue.

Proposicao 1.14. Considere um jointly convex GNEP dado. Entdo, um ponto x* €

um equilibrio de Nash normalizado se, e somente se, ele é uma solu¢io de EP(X, f)

com [ dada por .

1.3.3 Problema de otimizacao multiobjetivo

O problema de otimizagao multiobjetivo (MOP) corresponde ao processo de otimi-
zar simultaneamente duas ou mais fungoes reais. Em PAPPALARDO [46] pode ser
encontrada uma visao geral a respeito de MOP. Formalmente, seja K um subcon-
junto fechado, convexo e nao vazio de R" e seja ¥ : R — R™” uma aplicacao dada
por ¥(z) = (Y1(x),...,Ymp(z)). O MOP(K, W) consiste em resolver o seguinte
problema

min ¥(z) sujeito a z € K, (1.10)

no sentido que, um ponto z* € R™ é uma solugao de ([1.10]), chamado ponto Pareto
fraco 6timo, se e somente se x* € K e nao existe nenhum outro z € K com 9;(x) <
Y;(z*) para todo i € {1,...,mp}, veja [47] e suas referéncias.

O lema a seguir sera ttil para estabelecer as formulacoes de MOP tanto como

uma instancia de EP como também de QEP.
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Lema 1.2. Um ponto x* € K satisfaz

foo(2™,y) := max {¢i(y) — ¢i(2")} >0 (1.11)

1<i<mp
para todo y € K se, e somente se, x* € um ponto Pareto fraco étimo para .
Demonstracao. Segue diretamente da definicao de ponto Pareto fraco 6timo. O

O problema EP(K, f) é a formulagao cldssica de MOP como um problema de

equilibrio [20].

Formulacao como problema de quase-equilibrio

Nesta secao apresentaremos uma formulacao de MOP como um problema de quase-
equilibrio (QEP). Nossa formulagao do tipo QEP de MOP utiliza apenas os dados
originais do problema e fornece uma reformulacao suave no sentido de diferenciabi-
lidade.

Formalmente, seja w = (z,u) € R* x Re z = (y,v) € R* x R. O MOP (1.10))

pode ser visto como uma instancia de QEP com
flw,2) =v—u e Kw):={zeR""|yecKeg"(wz) <0} (1.12)

onde g7 (w, z) = ;(y) — ¥;(z) — v para todo i = 1,...,mp.
De fato, estes dados definem um QEP que é equivalente ao MOP no seguinte

sentido:

Proposicao 1.15. Um ponto x* € R™ € solu¢io de MOP se, e somente se,
eriste u* € R tal que w* = (z*,u*) € R™ resolve o QEP dado por (1.12).

Demonstra¢ao. Suponha que z* resolve MOP. Tome u* = 0. Entao w* € K(w*)
uma vez que z* € K. Agora, considere z = (y,v) € K(w*). Assim, y € K e
Yi(y) — i(x*) < v para todo i = 1,...,mp. Portanto 1513%(13{%(1/) —i(x")} <w
e, pelo Lema , v > 0. Isto implica que f(w*,z) =v —u* =v > 0. Como z foi
tomado arbitrariamente, w* resolve QEP.

Por outro lado, seja w* = (z*, u*) uma solugdo de QEP. Temos que w* € K(w*),
isto é, ¥ € K e u* > 0. Suponha que z* nao resolve MOP. Entao, existe y € K
tal que lérilgép{wi(y) —;(z")} < 0. Tome v := 1£§$P{wi(y> —;(2*)} e considere
z = (y,v). Deste modo, z € K(w*) e f(w*,z) =v —u* < 0. Uma contradigdo com

o fato de w* ser uma solucao de QEP. O

Esta formulacao permite uma aplicacao ao MOP de outros métodos propostos
para o problema de quase-equilibrio, além do que sera apresentado neste trabalho

de tese.
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1.3.4 Problema de desigualdade quase-variacional

Seja F': R™ — R™ uma aplicacao ponto-ponto e K : R® = R” uma aplicagao ponto-
conjunto. O problema de desigualdade quase-variacional associado com K e F', o

qual denotaremos por QVI(K, F'), consiste em:
Encontrar z* € K(z*) tal que (F(z%),y —z*) >0 para todo y € K(z").

O problema de desigualdade quase-variacional pode ser claramente reformulado

através de um QEP como segue:

Proposicao 1.16. Considere um QVI dado. Entao, um ponto x* € uma solucao de
QVI(K, F) se, e somente se, ele € uma solugao de QEP(K, f), com f definida por

f(x,y) = <F(l’),y - SL’>

Quando existe K C R" tal que K(z) = K para todo x € R", o problema
de desigualdade quase-variacional torna-se o problema de desigualdade variacional
classico VI(K, F'). Desigualdades variacionais podem ser vistas como uma instancia
do problema de equilibrio cldssico de modo andlogo ao exposto na Proposicao [1.16]
Alguns trabalhos numéricos dedicados a instancia de QVI podem ser encontrados
em [3, [33] 34 48-50].
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Capitulo 2

Um método do tipo-Newton para

o Problema de Equilibrio classico

Neste capitulo apresentamos uma generalizacao do método desenvolvido por VON
HEUSINGER et al. [32] destinado a encontrar um equilibrio normalizado em pro-
blemas de equilibrio de Nash generalizado jointly convex, para uma ampla familia
de modelos matematicos que podem ser formulados no cenario de problemas de
equilibrio classico. Introduzimos uma familia de bifungoes auxiliares contendo aquela
utilizada em [32]. Provamos que o método é localmente convergente e estabelecemos
a convergéncia superlinear /quadrética do algoritmo para uma solugdo do problema
sob hipdteses usuais.

Para mostrar a forca de nossa generalizacao, uma aplicagao do método pro-
posto ao problema de otimizagao multiobjetivo (MOP) foi considerada. Além disso,
algumas experiéncias numéricas foram apresentadas envolvendo um problema de
equilibrio classico o qual nao corresponde nem a um problema de equilibrio de Nash
nem a um problema de desigualdade variacional.

Os resultados apresentados neste capitulo encontram-se publicados na revista
Optimization Letters sob o titulo A proximal Newton-type method for equilibrium

problems [16].

2.1 O método proposto

Lembremos que o problema de equilibrio classico, EP(K, f), consiste em:
Encontrar z* € K tal que f(z*,y) >0 para todo y € K,

onde f:R" x R” — R é uma bifuncdo de equilibrio, isto é, f é tal que f(z,z) =0
para todo x € R” e K é um subconjunto convexo, fechado e nao-vazio do R".

Problemas tais como otimizacao, desigualdade variacional, complementaridade,
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ponto fixo e equilibrio de Nash classico podem ser modelados como um problema
de equilibrio cldssico. Veja por exemplo BLUM e OETTLI [5] e IUSEM e SOSA
[20] para uma visao geral destas reformulagoes. Quando nao houver possibilidade
de mau entendimento da escolha dos operadores K e f, escreveremos apenas EP em
substituicao a EP(K, f).

Ao longo deste capitulo assumiremos a seguinte hipotese padrao para uma abor-
dagem numérica do tipo-Newton .
Hipétese 2.1. (a) f:R"xR" - R e V,f : R" x R* = R" sdo continuamente

diferencidveis e, para cada x € R", f(x,-) : R® — R € uma fun¢do conveza.

(b) O conjunto K CR™ € nao vazio e possui a sequinte representa¢ao:
K={yeR"[g(y) <0}

com g : R" — R™, onde cada funcao componente g;, © = 1,...,m, € convexa

e duas vezes continuamente diferencidvel.

Consideremos a bifuncao reqularizada ® : R™ x R™ — R definida por

O(z,y) = f(z,y) + h(z,y) (2.1)

onde a bifuncao auxiliar h satisfaz a seguinte condigao:

Hipétese 2.2. (a) h: R" xR" - R e V,h: R* x R* — R" sdo continuamente

diferencidaveis;
(b) h(z,-):R™ = R € fortemente convera para todo x € R™;
(¢) Vyh(z,z) =0 para todo x € R".
Observacao 2.1. As sequintes familias de bifuncoes auxiliares satisfazem a
Hipdtese [2.2:
(1) h(z,y) = ||ly—=z||% := (y—z, P(y—=x)) onde P é uma matriz simétrica definida
positiva. Note que P = $I(n), com a >0, ¢ considerada em [32].
(i) h(z,y) = § - cosh(y — x), com o > 0, onde cosh(y — x) := > | cosh(y; — z;).

Estas duas familias de bifunc¢oes auxiliares foram consideradas em nossos expe-
rimentos numéricos. Ressaltamos que em [18] é considerada uma regularizagao para
(2.1) no cendrio de fungoes gayﬂ para EP com hipdteses similares a Hipdtese .

De agora em diante, a menos que explicitamente afirmado o contrario, assumi-
remos que as Hipdteses [2.1] e 2.2] estao satisfeitas.

Temos a seguinte proposicao:

aPara detalhes veja Observagao pagina
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Proposicao 2.1. O sequinte problema de otimizacdo

min ®(z,y) sujeito a y € K (2.2)
v

tem uma unica solu¢do étima para cada v € R", o qual denotaremos por y(x).

Demonstracao. O conjunto K é convexo, fechado e nao-vazio. Além disso, fixado

r € R", a fungdo ®(x,-) é fortemente convexa. O resultado segue diretamente da
Proposigao [L.1] O

Propriedades relevantes da aplicacao y serao apresentadas abaixo. A proposicao

a seguir caracteriza as solugoes do problema EP(K, f).
Proposicao 2.2. Um ponto = é solu¢ao de EP(K, f) se, e somente se, y(x) = z.

Demonstragao. Pelas Hipdteses e tem-se que y(x) = x se, e somente se,

(Prop.[L.3)
— <Vyf($a$)+vyh($7$)ay—$>
- <Vyf($,l’),y—l’> vyEK
o que é equivalente a dizer que x é uma solugao de EP(K, f). O]

Levando em conta a Proposicao [2.2] nosso objetivo consiste em desenvolver um
método do tipo-Newton para encontrar um zero da aplicacao F' : R” — R" definida
por

F(z) =y(x) —x. (2.3)

Proposigao 2.3. A aplicagao y : R — R" dada por
y(x) = arg min{®(z,y) |y € K}
y

é continua.

Demonstrac¢ao. As Hipdteses (a) e 2.2] (a-b) implicam que a aplicagao ®(z,-)
¢ (fortemente) convexa para cada x € R" fixado e continua em R™ x R". Defina
a aplicagdo ponto-conjunto 2 : R" =% R™ por Q(z) = K para todo z € R". A
Proposigao mostra que o conjunto Y(z) := {z € K| inf ek ®(z,y) = ®(, 2)}
possui um unico elemento para cada x € R™, a saber y(x). Portanto, a aplicagao y
vista com uma aplicagao ponto-conjunto é continua pelo Lemall.1] Segue entao que

a aplicacao ponto-ponto y é continua. n

E importante mencionar que embora a aplicacao y seja continua ela nem sempre

é diferenciavel. Este fato pode ser observado no seguinte exemplo:
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Exemplo 2.1. Considere EP(K, f) com n = 1, a bifuncdo f dada por f(x,y) =
z(y—1x) e o conjunto K = [0, 1]. Escolhendo h(x,y) = (y—x)* temos que a aplicagio
y € dada por

0 ,sex<0
y(zr) = %x ,sed < <2
1 ,sex>2,

que € continua mas nao € diferencidvel em toda a reta. Como pode ser visto, a unica
solugdo deste problema é x* =0 (cf. Proposicao .

Apesar da aplicagdo y nao ser necessariamente diferenciavel, prova-se que y (e
portanto F') é uma aplicagao continuamente diferencidvel por partes (ou PC!, veja
Definicao [1.2] pagina|7)) sob hipdteses usuais. Para aplicacoes PC! existe uma nocao
de Jacobiano generalizado computével [32] 39, [51]. Esta nogao de Jacobiano gene-
ralizado serd fundamental no desenho de nosso método do tipo-Newton.

Considere o sistema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema (2.2)

V,@(z,y) + Vg(y)A =0

(2.4)
A>0, g(y) <0, (X\g(y) =0,

e seja M(x) o conjunto dos multiplicadores de Lagrange, i.e.,

M(z) = {X € R™| (y(z), \) satisfaz (2.4)}.

A seguinte familia composta por subconjuntos do conjunto das restrigoes ativas
Io(w) == {i € {1.2,....,m} | gi(y(x)) = 0}, dada por

B(x) ={J C Iy(z) |{Vgi(y(x)) }ics ¢ linearmente independente e

J\ € M(x) tal que \; = 0 para todo i € Ip(x)\T},
tem uma participacao crucial em nossa analise.
Lema 2.1. Se M(z) # 0 entao B(zx) # 0.

Demonstracao. A prova deste lema é essencialmente a mesma daquela apresentada
em [32]. Nés a exibimos aqui por uma questao de completude do texto.

Se 0 € M(x), tem-se que J := () pertence a B(z). Por outro lado, se 0 € M(x),
tome A € M(x) tal que o conjunto AL (\) = {i € I, :== {1,2...,m} |\, > 0}
¢ minimal. Afirmamos que J := A;(\) pertence a B(z). De fato, J C Iy(z)
pelo sistema (2.4). Assim, resta mostrar que Vg;(y(z)) (i € J) sdo linearmente
independentes.

Suponha que isto nao seja verdade. Entao, existe um vetor nao-nulo 7 = (5;)ics

tal que Y .., BiVgi(y(x)) = 0. Trocando B por —fB7 se necessario, podemos assu-
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Bi >
0}. Entao A\; — t8; > 0 para todo i € J e \;, — t83;, = 0 para pelo menos um indice
19 € J. Defina

mir que pelo menos uma componente f3; (i € J) é positiva. Seja t := min{%

5\'_ )\z—t_ﬁz ,seiej
R IV ,sei & J.

Observe que o vetor A = (A1, -+, A,)T pertence a M(z). Contudo, pela construcio,

o conjunto A () estd estritamente contido no conjunto A4 (), uma contradi¢ao com

nossa escolha de . O

Observagao 2.2. De acordo com a demonstra¢ao do Lemal[2.1], temos que 0 € M(x)

se, e somente se, () € B(x).

Como em [32], iremos considerar a seguinte condi¢do de qualificagdo das res-

trigoes que nos permite garantir a existéncia de multiplicadores de Lagrange [43] 52].

Hipétese 2.3. [40, p. 262] Dado x € R", a condi¢ao de qualifica¢ao das restri¢oes
de posto constante (CRCQ) vale em y(x), isto €, existe uma vizinhan¢a V' de y(z)
tal que para qualquer conjunto J C Ig(x) = {i € I,,| 9;(y(x)) = 0}, o conjunto

{Vygi(y) |1 € T}
possui o mesmo posto (o qual depende de J ) para todo y € V.

Note que a condicao CRCQ é sempre satisfeita no caso de restrigoes lineares.
Esta condicao é também mais fraca que a condicao de qualificacao de independéncia

linear das restrigoes.

Lema 2.2. Seja 2* € R™. Suponha que a Hipdtese ¢ satisfeita em y(z*). Entdo
existe uma vizinhanca V(z*) de z* tal que, para todo x € V(z*), as sequintes

afirmacoes valem:

(a) A Hipdtese vale em y(z);
(b) B(x) € B(z").

Demonstracao. (a) Segue diretamente da defini¢do da condigao de qualificagao das
restrigoes de posto constante (Hipétese e de argumentos de continuidade con-
forme Hipdtese 2.1] e Proposicao 2.3

(b) A prova é essencialmente a mesma daquela dada por PANG e RALPH [53]
no cendrio de operadores de projegao e por VON HEUSINGER et al. [32] tratando
de GNEPs.

Suponha que a afirmacdo seja falsa. Assim, deve existir uma sequencia x*

—

x* tal que, para todo k, existe um fndice J, € B(z*)\B(z*). Uma vez que hé
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apenas uma quantidade finita de tais indices, trabalhando com uma subsequéncia
se necessario, podemos assumir que J; € o mesmo conjunto de indices para todo k,
o qual denotaremos por J.

Assim, temos que o conjunto {Vg;(y(z"))}ics é linearmente independente e
existe \¥ € M(2F) tal que AL(\F) = {i € I,|\f > 0} C J C Iy(z")
mas J ¢ B(z*). Note que J C Ip(z*). Logo, pela Hipétese 2.3 o conjunto
{Vygi(y(x*)) }ies deve ser linearmente independente. Portanto, o tinico modo de
J & B(z*) é ndo existir A € M(z*) com Ay (\) C J.

Pelo fato de \* € M(z¥), temos que

Vy@(a*, y(a*)) + Vg (y(ah)) - A5 =0 (2.5)

para todo k. Levando em conta a continuidade das aplicagoes envolvidas na igual-
dade (2.5)) e a independéncia linear de {Vg;(y(z*))}ic7, temos que a sequéncia {\%}
é convergente, digamos )\’} — A%. Tomando o limite em 1) e pondo )\} =0,
vemos que A := (A7, A%) € M(a") e AL(A") € J o que é uma contradigao. O

A seguir definiremos uma aplicacao que nos permitird provar a propriedade PC!
da aplicacao y bem como deduzir expressoes para o jacobiano de suas Cl-partes.

Seja J C I, ={1,2,...,m}e J = »\J. Considere a aplicagao W : R¥+m —
R"™*™ definida por

V,®(z,y) + Ziej AiVgi(y)
Vi(z,y,A) = 97(y) (2.6)

Ag

onde a partigao (7, j) de I,, é usada para separar os vetores A e g(y) em \ =

(A7, 25) e g(y) = (97(y), 97 (y)), respectivamente.
Sao necessarios os seguintes lemas para demonstrar que y é uma aplicacao PC!:

Lema 2.3. Seja x € R™ e suponha que a Hipdtese vale em y(z). Entdo, para
qualquer J € B(x), existe um unico vetor A € M(x) tal que V7 (z,y(x),\) = 0.

Demonstragio. Seja. J € B(x) e A € M(x) tal que \; = 0 para todo i € J. Uma
vez que (y(x),\) satisfaz (2.4) e A5 = 0, tem-se que

Vb (z,y(@) + Y AiVaily(x)) = 0.
ieJ

Além disso, g7(y(x)) = 0 pois J C Ip(x). Assim, ¥ 7(z,y(x),A) = 0. A unicidade

¢ devido ao fato de {Vg;(y(x))}ies ser um conjunto linearmente independente. [
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A aplicacao U s ¢é continuamente diferenciavel, uma vez que V,® é continuamente
diferenciavel e g é duas vezes continuamente diferenciavel. Temos que o jacobiano

de ¥ 7 no ponto (z,y, A) é dado, apds alguma possivel reordenacao dos indices, por

ieJ
R (Vos(y)" o0 |
0 0 0 I(J0)

e o jacobiano de W7 com respeito as varidveis (y, ) é

Vo, @(x,y) + > AVia(y) Vasly) 0
ieJ
J(y,A) \I’J(Ia Y /\) = (ng(y))T 0 0 ) (2.7)

0 0 17

onde I(|7]) é a notacao para a matriz identidade de ordem |.7].

O seguinte lema decorre do teorema cldssico da aplicacao implicita [37].

Lema 2.4. Considere x* € R"™ e suponha que a Hipdtese € satisfeita em
y* = y(a*). Seja J € B(x*) fixrado e seja \* € M(x*) o correspondente (inico)
multiplicador de Lagrange dado mo Lema tal que V7 (xz*,y*, \*) = 0. FEntdo,
existem vizinhancas abertas V7 (x*) e VI (y*, \*), bem como uma aplicagdo conti-
nuamente diferencidvel (y7 (-),\7(+)) : VI(z*) — VI (y*, \*) tal que y7 (x*) = y*,
N (x*) = X* e, para todo x € VI (z¥),

Uy (2,y7 (z), A (2)) =0, (2.8)

[Jyj(l’)

JN (x) ] = [T Vol y? (@) X @)] - e W,y (2), M (2). (2.9)

Demonstra¢ao. Observe que o jacobiano dado em ([2.7)) é inversivel em (x*,y*, \*).
De fato, temos que Vg7(y*) possui posto completo pela escolha de J € B(z*),
V?gi(y*) é semidefinida positiva uma vez que g; é convexa, e Vi, ®(z*,y*) é po-
sitiva definida devido a ®(z*,-) ser fortemente convexa, conforme Proposi¢ao .
A afirmacao é entao uma consequéncia direta do Teorema da Aplicacao Implicita,

conforme Proposicao 1.4} O]

Levando em conta os resultados expostos anteriormente, provaremos a seguir a

propriedade PC! da aplicacao y.
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Proposicao 2.4. Seja x* € R™ dado. Suponha que a Hipdtese vale em y(z*).
Entao, existe uma vizinhanca V* de x* tal que a aplicacdao y é uma aplicacao PC' em
V*. Mais precisamente, em qualquer ponto x € V* dado, a igualdade y(z) = y7 (x)
vale para qualquer conjunto de indices J € B(z), onde y” (-) é a aplicagdo definida

no Lema[2.4.

Demonstragao. A prova desta proposicao é baseada naquela apresentada em [43,
Teorema 3.10 (passo 4)].

Considere z* € R™ tal que a Hipotese é satisfeita em y* = y(z*). Defina
V= (N TeB() V7 (2*)) onde V7 (z*) sao as vizinhancas que aparecem no Lema
2.4 Sem perda de generalidade, assuma que V7 (z*) C V(2*) para todo J € B(z*),
onde V' (z*) é a vizinhanga definida no Lema V* é uma vizinhanga de z*, uma
vez que B(z*) é um conjunto finito.

Considere z € V* e seja J € B(z) dado. O Lema assegura a existéncia de
um tnico multiplicador de Lagrange A(z) € M(x) satisfazendo V7 (z,y(z), A(z)) =
0. Além disso, o Lema garante a existéncia de vizinhancas abertas V7 (z*) e
V7 (y*, \*) bem como de uma aplicacdo continuamente diferenciavel (y7(-), A7 (-)) :
VI (z*) = VI (y*, X*) tal que V7 (x,y7 (2),\(x)) = 0 para todo x € V7 (2*). Em
particular, (y7 (z), A7 (z)) é uma solugao localmente tinica do sistema W 7(x,y, \) =
0 para cada x € V7 (2*); veja novamente Proposigao (1.4

Agora, iremos mostrar que (y(z), \(z)) € V7 (y*, \*) para todo z suficientemente
préximo a x*. Assim, pela unicidade local, ganhamos que y(z) = y7(x) (e M(z) =
M\ (z)) para todo J € B(x) C B(z*)).

Suponha que isto nao seja verdade. Entdo, existem uma sequéncia {z*} com

x¥ — 2* e um correspondente 7, € B(x*) tal que

(y(2"), M®)) & VI (y", ") (2.10)

para todo k € N. Trabalhando com uma subsequéncia se necessario, podemos
assumir que J; ¢ um mesmo conjunto de indices para todo k£ o qual denotaremos
por J.

Temos que y(z*) — y*. Além disso, para cada z* com associados y(z¥) e A\(2*),
temos de (2.6) que

Vy®(*, y(ah) + ) Ni(a")Vai(y(a*)) = 0,
ie7 (2.11)

(R =0, ied

para todo k. A continuidade das aplicagoes V,®, y and Vg;, juntamente com a
independéncia linear dos vetores Vg;(y*) (que é uma consequéncia de J € B(z"*) C

B(z*) e da Hipétese implica que a sequencia {\(z*)} é convergente. Seja A o
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correspondente ponto limite. Passando o limite em ([2.11]) ganhamos

V@', y") + > AiVai(yT) =0
ieJ

bem como \; = 0 para todoi € J. Note que o Lemaimplica que A é o tnico vetor
satisfazendo estas igualdades. Contudo, por definicao, o vetor \* também satisfaz
estas equagoes, portanto A(z®) — A*. Porém, isto implica que (y(z%), \(z¥)) €
VI (y*, X\*) para todo k suficientemente grande. Uma contradi¢io com . O]

A seguinte nocao pode ser encontrada em [32] 39 [51] e tem uma participagao
fundamental em nosso algoritmo uma vez que a aplicacao y nao necessariamente é

diferenciavel.

Defini¢ao 2.1. O jacobiano generalizado computdvel de y(-) em x é definido por
dcy(x) = {Jy7(x)| T € B(x)},

onde Jy”(-) € o jacobiano de y7(-).

A préxima proposicao nos fornece expressoes para o Jacobiano da aplicaciao y7.

Estas expressoes generalizam aquelas apresentadas em [32] no contexto de GNEPs.

Proposicao 2.5. Considere x* € R", e suponha que a Hipdtese ¢ satisfeita em
y(z*). Seja J € B(x*) firado e y7 (-) a correspondente aplicagdo definida no Lema
2.4. Temos que o jacobiano de y7 () é dado por

Jyl(x) = C'A—-C'D(D"C'D)"{(DTCA), (2.12)

com

A= AT (2) = —V2, f(2,y7 () — V2, h(z,y (x)),

C = (@) = V3, fla,y7 (@) + Vo, b y? () + 3N @) V207 (@), (213)
eJ

D = D7(z) = Vgs(y’ (v)),

onde Vgz(-) € a notagao para a matriz com vetores coluna {Vg;(-) }ics-

Demonstragao. Da equacao (2.9) no Lema temos que

J X
T (a7 (2), 07 (2)) = = Sy Wy (), A7 (2) - [ Ty (a) ] |

J N (z)

Portanto, utilizando as expressoes (2.7) e (2.13), resulta o seguinte sistema de
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equacoes

—A C D 0
T Jy7 (x)
0 =—| D" 0 0 .
. J N (z)
0 0 I(J1)
o qual implica que
A = C-Jy?(x)+D-JA)(x) (2.14)
0 = —-D"-Jy7(z) (2.15)
_ J
0 = J)\j(x).

De ([2.14) e da nao-singularidade da matriz C, temos a seguinte igualdade
Jy'(x) =CTA—C'D- J 2] (z). (2.16)

Multiplicando a equacdo (2.16) por DT pelo lado esquerdo e levando em conta a
igualdade (2.15)), temos que

J A (z) = (D"CT'D)"(DTC'A). (2.17)

Substituindo a expressao (2.17)) na igualdade ([2.16]), obtemos o resultado desejado.
[

Observacgao 2.3. Observe que as matrizes A e C dadas em [32] sdo casos particula-
res de . Note também que se J = 0 entio Jy?(z) = C~'A com A= Al(z) =
—Viuf (2,9’ (2)) = Vi h(z,y" () e C = C'(x) = V3, f(z,y°(x)) + V},h(z,y" ().

O seguinte lema nos possibilita encontrar um elemento J € B(x) e um corres-

pondente multiplicador . Isto serd importante para tornar o algoritmo totalmente

implementavel na prética.

Lema 2.5. Considere x* € R", e suponha que a Hipotese vale em y* = y(x*).

Seja \* um vértice solu¢ao do problema de programagao linear abaixo

min A

s.a. Vgy )= -V, 0(z*, y*), (2.18)
A0 Vie Iz,
N =0 Vie L\

Defina J = {i € Iy(z*) |\ > 0}. Entao J pertence a B(z*) e \* é o X mencionado
no Lemal2.5.

Demonstragao. A prova é essencialmente a mesma daquela apresentada em [32]
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Lema 5.1]. Note que possui pelo menos um ponto vidvel uma vez que M(z*) #
0 pela HipStese 2.3l Além disso, a fungio objetivo ¢ limitada inferiormente por zero
no conjunto viavel o que faz com que o problema de programacao linear tenha
solucao.

Por argumentos da teoria de programacao linear, existe pelo menos um vértice \*
do poliedro definido pelo conjunto viavel de ([2.18]) que é solucao do problema. Assim,
novamente por resultados de programagao linear, segue que o conjunto {Vg;(y*)};
com i € Ay (N*) :={i € I, | \} > 0} ¢ linearmente independente. O resultado segue
das defini¢oes de B(z*) e U7 (veja paginas[19] e 21). O

Iremos considerar a seguinte hipdtese para estabelecer a convergéncia do algo-

ritmo desenvolvido na proxima secao.

Hipétese 2.4. Seja x € R™. Para cada J € B(z) e A € M(x), tem-se

ar <M<x,y<x>>+2Aiv2gi<y<x>>>d#o Vde T, d40,  (210)
eJ

onde T (z) = {d € R"|Vg(y(z))'d = 0 paratodo i € J} e M(z,y) =

Vi, ®(z,y) + V2, &(x,y).

Destacamos que, quando o problema de equilibrio classico deriva de um equilibrio
de Nash generalizado jointly com)eaE e a bifuncao auxiliar é dada por h(z,y) =
2ly — z||* (> 0), a condicao acima é a HipéStese 4.1 considerada em [32].

Finalizamos esta secao com dois resultados 1teis para o estabelecimento do al-

goritmo que serd proposto a frente.

Proposicao 2.6. Seja z* € R"™ tal que as Hipoteses 2 valem em y* = y(x*)
e x*, respectivamente. Entdo, Jy” (x*) — I(n) € ndo singular para todo J € B(z*).
Demonstracao. A prova desta proposicao segue as ideias daquela apresentada em
[32] Lema 4.2]. Suponha que existe J € B(z*) tal que J y7 (z*) — I(n) é uma matriz
singular. Considere A* € M(z*) o tnico multiplicador de Lagrange mencionado no
Lema [2.3]

Uma vez que Jy7(z*) — I(n) é singular, existe v € R" nao-nulo tal que
(Jy7 (z*) — I(n))v = 0, isto é,

(Jy? (7))o = v. (2.20)

Multiplicando (2.12) por DT & esquerda, ganhamos que DT Jy7 (z*) = 0 o que
implica que
0=D"Jy’(a*)v = D" = (Vgz(y)) v, (2.21)

PVeja definicio na pagina
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isto 6, v € T (x*).
Por outro lado, multiplicando (2.12)) por v7'C & esquerda e por v & direita ga-

nhamos

v CJy7 (z*)v = vICO ' Av —vTCC ' D(DTCI DY Y DO A
= T Av—o"D(DTC'D)HDTC A
“ED) g,

Levando em conta a igualdade (2.20), temos que v7Cv = vT Av, ou seja,

0 = v (O — A
(eq.13 ) UT (M(l’*, y*> + Z )\Z*v2gz<y*)) v,
ieJ
o que é uma contradigao com ([2.19)). O

Lema 2.6. Seja x* uma solu¢ao de EP(K, f). Suponha que as Hipéteses e
sdo satisfeitas em x*. Entao existem 6 >0 e M > 0 tais que ||(H(z))"'|| < M para
todo x € B(z*,0) e para todo H(x) € OcF(x) onde F(z) = y(x) — .

Demonstragdo. Fixe J € B(x*) e considere HY (z) = Jy7 (z) — I(n). Seja o7 > 0

o menor valor singular da matriz HY (z*). Portanto,
oslld|| < ||H7 (z*)d|| Vd € R". (2.22)

Além disso, uma vez que HY(-) é continua em uma vizinhanca de x*, tomando

c7 € (0,1) tem-se que, para cada €7 = c707, existe 07 > 0 tal que
|HY (z) — HY (2)|| < ey Ya € B(z*,85). (2.23)

Das desigualdades (2.22)) e (2.23)), obtemos

| (a)d]]

|1H (2*)d + (H7 (x) — H7 (2*))d]|
|H (2*)d|| — [|(HY (x) — H7 (z*))d]||
ogl|ld|| —czoz||d|]

(1 —cq)oglld|].

(AVARLY,

Assim, dado y € R™ tal que ||y|| = 1, e tomando d = (H7 (x))™'y, temos que
1= lyll = [|H (2)(H (2))"'y|| = (1 = cq)oz|[(H (x)) " y]|-
Portanto, uma vez que existem apenas uma quantidade finita de elementos em B(z*),
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temos que existem M > 0e d > 0 tais que ||(H (z)) || < M para todo z € B(x*, )
e para todo J € B(z*). O resultado segue do Lema ]

2.2 O algoritmo

Nosso objetivo nesta secao é propor e analisar a convergéncia de um algoritmo do
tipo-Newton implementavel para resolver EP, denominado Algoritmo NMEP.
Apos a descricao do algoritmo, apresentaremos algumas propriedades e resul-
tados auxiliares para estabelecer sua boa definicao. Posteriormente, analisaremos
sua convergéncia. De agora em diante, assumiremos a existéncia de solugao para o

problema EP.

Algoritmo NMEP
Passo 0: Escolha 2° € R™ e faca k := 0.

Passo 1: Encontre y* = argmin{®(2*,y) |y € K}.

k

Se y* = x*, entdo pare. (z¥ é uma solucao de EP(K, f)).

Passo 2: Encontre um vértice solucao A* do problema de programacao linear (2.18))
com z* = z* e y* = y*. Tome J = {i € [y(a*)| \} > 0}.

Passo 3: Calcule Hy = J y7 (2*)—1I(n) utilizando (2.12))-(2.13)) com z = 2%, A7 (2) =

A e encontre a solugdo d* do sistema Hypd = —F (z%).

Passo 4: Defina 2**1 := 2¥ + d* k =k + 1 e volte ao Passo 1.

Observagao 2.4. Encontrar um vértice solucao do problema de programacdo linear
no Passo 2 tem por objetivo encontrar um elemento em B(x*) (veja Lema
. Isto € realizado apenas para tornar o algoritmo completamente implementdvel
na prdtica. De fato, qualquer outro modo de encontrar um elemento em B(x*) pode

ser utilizado no Passo 2.

O seguinte lema serd 1util tanto para completar a boa definicao do Algoritmo
NMEP quanto para provar sua convergéncia. Ele é uma generalizacao de [32] Lema
4.4] para problemas de equilibrio cldssico utilizando a classe de bifungoes auxiliares

considerada neste trabalho de tese.

Lema 2.7. Seja x* uma solug¢io de EP(K, f). Suponha que a Hipdtese vale em
y(x*) = z*. Entao, para qualquer H € OcF(x) tem-se

F(z) — F(z*) — H(x — 2*) = o(||x — z*||). (2.24)
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Além disso, se o jacobiano de todas as aplicagoes Vg;, i = 1,...,m e V,® sao

Lipschitz continuas em torno de x*, resulta
F(z)— F(z*) — H(x — 2%) = O(||]z — 2*|*). (2.25)

Demonstrag¢ao. Para provarmos a igualdade ([2.24]), devemos mostrar que dado € >
0, existe 6 > 0 tal que

|F () = F(2%) = H(z = 2")|| < e|z — 27|

para todo x € B(z*,0) e para todo H € 0cF(x).

Pelo Lema 2.4 para cada J € B(z*), existe uma vizinhanca V7 (2*) de 2* e
uma aplicacao continuamente diferenciavel y7 definida em V7 (2*) tal que y7 (z*) =
y(z*) = x*. Portanto, sendo y” continuamente diferencidvel em V7 (z*), dado & > 0

existe 0y > 0 tal que

ly7 (@) = y7 (@) = Ty7 (") = )| < 5[] — 2

17y (") = Jy” ()] <

DN ™

para todo & € B(z*,d,). Tome 0 := mingep(+) 0s. Assim, a desigualdade abaixo

" (z) —y7 (2*) = Jy7 (x)(x — )| = |[y7(x) —y7 (=) = Ty’ (z")(z — z7)
+ (Jy7 (z%) = Jy7 (2))(z — z¥)|]

< ly7(@) —y” (") = Jy7 (@") (@ — 2")||
+(Ty7 (@) = Ty7 (2))(x — 2")]]
< ellx =z (2.26)

vale para qualquer z € B(z*,0) e qualquer J € B(z*).
Agora, dado = € B(z*,4), considere H € OcF(z) arbitrdrio. Pela Definicao [2.1]
existe J € B(x) (C B(z*); veja Lema [2.2) tal que H = Jy7 (z) — I(n). Portanto,

|F() — Fa") — Hz — 29| "2 |ly(2) — 2 — (Jy7 (@) — I(n))(@ — 27)|
= @) -2 — Ty (@) (- 27|
CeBD 17 () — T (%) — Ty (2) (5 — 2|

< elle—at,

[=2)

0 que prova a relacao ([2.24).
Para provarmos a igualdade (2.25)), devemos mostrar que existem ¢ > 0 e d > 0
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tais que
|1F(z) = F(a") = H(z — 2")[| < ¢f|lz — 2"

para todo x € B(z*,0) e todo H € 0cF(x).

Observe que se os Jacobianos de todas as aplicagoes Vg;, i = 1,...,me V,® sao
Lipschitz continuos em torno de x* entao, pelas expressoes dadas na Proposicao [2.5),
a aplicacdo Jy7 é também Lipschitz continuas em torno de z*. Denote por L > 0
a constante de Lipschitz de Jy7.

O resultado segue de modo semelhante ao que foi feito acima. De fato, pela

continuidade Lipschitz de J 37 e levando em conta a Proposicao , existe 0 > 0

tal que
17 (@) = Ty7 @] < Llla = 7|
(§
97 (@) =7 @) = T @) =) E e

para todo x € B(z*,0) e qualquer J € B(z*). Portanto, tomando ¢ = %, temos

| () = F(2%) = H(z — 27)] ly? (@) =y (&%) = Ty (2) (z — 2")]]

< ly7(z) = y7 (2") = Ty (a")(z — 27|
H(Ty7 (2%) = Ty (2))(x — 2"
L
< 3 |z —2*|[* + L ||z — 27|
= cllz —a"|]%,
o que prova a relacao ([2.25)). n

2.2.1 A boa definicao

Seja x* uma solugdo de EP(K, f). Nesta segdo mostraremos que o Algoritmo
NMEP é localmente bem definido em torno de x*. Isto é, mostraremos a existéncia
de uma vizinhanca V(2*) de z* tal que, dado qualquer ponto z* € V(x*), xF*1 ¢
bem definido e pertence a esta vizinhanca.

Observe que, pela Proposicao , o Passo 1 é bem definido para qualquer z* €
R™. Além disso, pelos Lemas e , existe uma vizinhanga V' (z*) de x* tal que o
Passo 2 é bem definido para qualquer 2 € V(z*), desde que x* verifique a HipStese

2.3l

Proposicao 2.7. Seja x* uma solug¢ao de EP(K, f). Suponha que as Hipdteses
e[2.4 sejam satisfeitas em y(xz*) = x*. Entdo, existe uma vizinhanga V (z*) de z* tal
que as matrizes Hy € OcF(2*) = {Jy7 (2*) — I(n) | T € B(2*)} sdo nao-singulares

para todo z* € V(x*). Portanto, o Passo 3 ¢ localmente bem definido.

30



Demonstra¢ao. A nao-singularidade das matrizes pertencentes a dc F'(z*) é garan-
tida pela Proposicao O resultado segue da continuidade da aplicacao Jy7 e do
Lema [2.21 O

Para concluir a boa definicao do algoritmo proposto, precisamos garantir que
okt € V(2*) sempre que 2F € V(z*). De fato, em decorréncia do Lema [2.6] existem
91 > 0e M > 0 tal que, para todo = € B(z*, ),

1HY <M
para todo H € OcF(x). Tome M > 0. Pelo Lema existe dy tal que

|F(z) = F(a") = H(z — 27)|| <

— ¥ B(z* .
M+1Hw z*|| Va € Bz, ds)

Tome § = min{dy, 5>} e considere 2* € B(z*,0) e Hy, € OcF(2*). Tem-se que

o] = ||a* = B F(Y) - o]
= |[H [Hi(a* — 2*) = F(z")]]]

< |HH | F (%) = F(a*) — Hy(a" — )|

|

[la* — 2|

M+1
2% — 2|

A\

e portanto 2" € B(z*, ).

2.2.2 Propriedades de convergéncia

A Proposicao assegura que, se y* = z¥, entao 2* resolve EP(K, f). De agora em

diante, assumiremos que a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo NMEP é infinita.

Teorema 2.1. Seja x* uma solugio do problema EP(K, f). Suponha que as
Hipoteses € sejam satisfeitas em y(z*) = x*. Entdo, existe uma vizinhanga
V(x*) de x* tal que para um ponto inicial arbitrdario 2° € V(z*) a sequéncia {z*}
gerada pelo Algoritmo NMEP converge para x* superlinearmente. Além disso, se
0s Jacobianos das aplicagoes Vg;, 1 = 1,...,m e V,® sao Lipschitz continuos em

torno de x*, entdo a taxa de convergéncia é quadrdtica.

Demonstragao. A existéncia de uma vizinhanga V(z*) de z* foi assegurada na Segao
2.2.1, tal que o Algoritmo NMEP ¢é bem definido para qualquer ponto inicial 2° €
V(z*). Do Lema existe M > 0 tal que ||H, || < M para todo k € N. Segue,
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portanto, do Lema [2.7] que

|+t —a*|| = [|H ' [F(2*) — F(2*) — H(a* — 7))
< MJ||F(a*) = F(2*) — He(2" — 2%)|| = o(||2" — 27]]),

o que prova a convergéncia local superlinear da sequéncia {z*}. Ademais, se os
Jacobianos das aplicagoes Vg;, © = 1,...,m, e V,® sao Lipschitz continuos em
torno de z*, de modo analogo ao feito acima e levando em conta a segunda parte do
Lema obtemos a convergéncia quadratica de {z*}. ]

No Capitulo 4] serda apresentado um resultado de terminacao finita no cenario
mais amplo de problemas de quase-equilibrio o qual também se aplica ao Algoritmo
NMEP; veja pagina

2.3 Aplicacao ao problema de otimizacao multi-
objetivo

Nesta secao aplicaremos os resultados obtidos ao problema de otimizagao multi-
objetivo (MOP). Seja K um subconjunto fechado, convexo e nao vazio de R" e
U : R" — R™? uma aplicac¢ao dada por ¥(z) = (¢1(2),...,Ym,(x)). Lembre-se que

o problema MOP consiste em
min ¥(z) sujeito a = € K, (2.27)

no sentido que, um ponto z* € R"” é uma solugao de (2.27)), chamado ponto Pareto
fraco 6timo, se e somente se x* € K e nao existe nenhum outro = € K com 9;(x) <
Y;(x*) para todo i € {1,...,mp}.

Ao longo desta secao assumiremos a seguinte hipdtese cldssica para métodos

numéricos do tipo-Newton [54] 55].
Hipétese 2.5. (a) U :R" — R™" € continuamente diferencidvel e conveza.

(b) K CR™ tem a sequinte representa¢dao
K={reR"|g'(z) <0}

com g' : R" — R™ duas vezes continuamente diferencidvel e convera.

Como apresentado no Capitulo |1} Segao |1.3.3, EP(K, f) com f., dada por

foolw,y) = max {4(y) — ¢i(z)}, (2.28)

1<i<mp
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¢ a formulacao usual de MOP como um problema de equilibrio classico. No entanto,
fo € nao diferenciavel o que impede uma aplicacao direta do método proposto neste
trabalho ao problema EP (K, f..).

Deste modo, precisamos considerar uma aproximagcao diferenciavel da bifuncao
foo- De fato, seja L. : R™? — R, c € R, , dada por

mp

1 _ eFt + e A ... emr
Lo(z)=c'In|—2) %] =c"l : 2.29
(z)=c'In (mP Z e ) ¢ In ( - > (2.29)

i=1

Consideremos a bifuncao f.: R" x R” — R como uma aproximacao de f,, definida

da seguinte maneira:

folz,y) = L(T(y) — V(). (2.30)

Proposicao 2.8. Dado c € R, as sequintes desigualdades valem

fOO(x7y) - Cil ln(mP) < fc(x>y) < foo(x>y)'

Demonstragao. Utilizando (2.28), (2.29) e (2.30), segue que

foolz,y) = e M n(mp) = ™ max {c(¥ily) = vi(2))} = ¢ In(mp)

1<i<m

-111 (elg.lgﬁp{c(%(y) - %’(93))})

- ln(mp)]

S8 eltiy) - m-(x))) . m(mP)]

< o | a2 W) W»})}
= foo(xa y),
e o resultado desejado esta provado. O]

Ressaltamos que uma expressao similar a equacao ¢ dada por BOYD e
VANDENBERGHE [56, p.72]. A bifungao de equilibrio f. satisfaz a Hipdtese
(a) uma vez que a fungao L. é convexa e suave. Pela Proposicao aplicando o
Algoritmo NMEP para resolver EP(K, f.), encontramos uma solugao Pareto-fraco
para MOP. Na Secao um exemplo numérico serd reportado.

Destacamos que nosso método nao utiliza escalarizagao, uma estratégia popular

para resolver MOPs. Para mais detalhes sobre o problema de otimizagao multiob-
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jetivo, veja [46, [47] e suas referéncias.

2.4 Experiéncias numéricas

Nesta secao ilustramos a performance do Algoritmo NMEP por meio de dois proble-
mas. O primeiro problema é um EP o qual nao é nem um problema de equilibrio de
Nash nem um problema de desigualdade variacional. Neste primeiro exemplo com-
paramos nosso algoritmo com o Método do Subgradiente Projetado Inexato (IPSM)
introduzido por SANTOS e SCHEIMBERG [14] e com o Método do Lagrangeano
Aumentado [57] combinado com técnicas do tipo-Newton (ALM-N) desenvolvido
por NASRI et al. [19]. Em seguida, utilizamos a abordagem sugerida na Segao
para resolver um problema de otimizagao multiobjetivo.

Nos testes numéricos desta secao foram utilizadas diferentes bifuncoes auxilia-
res h satisfazendo a Hipdtese 2.2l O Algoritmo NMEP associado com a bifungao
auxiliar h(z,y) = %[y — «||* encontra-se denotado por NMEP-N enquanto que
o Algoritmo NMEP associado com a bifungao auxiliar h(z,y) = § cosh(y — r) =
$ > iz cosh(y; — ;) encontra-se denotado por NMEP-C. Os algoritmos foram im-
plementados no SCILAB 5.5.2 e executados em um computador Intel Core i5 com
8 GB RAM. Calculamos y* utilizando a sub-rotina fmincon no esquema NMEP-
C e a sub-rotina gld no esquema NMEP-N. O problema de programacao linear
do Passo 2 foi resolvido utilizando-se a sub-rotina linpro. Para o Passo 3 utiliza-
mos a sub-rotina linsolve. O critério de parada adotado em nossos experimentos foi
|y — 2t <e.

Exemplo 2.2. [14, [19, Exemplos 4.3] Considere os dois problemas de equilibrio
EP(K, f;), j € {1,2}, onde

5
K:{xER5|in2—1 com —b<uz; <5 i=1,...,5}
i=1

e a bifuncao f; € da forma

filx,y) = (Pjx + Qy+q,y — x)

onde as matrizes Py, Py e Q) e o vetor q sao dados por

(31 2 0 0 0] (31 2 0 0 0]

2 36 0 0 0 2 36 0 0 0

P=1 0 3.5 0| e PB=|0 0 35 01,
0 0 2 330 0 0 2 330

0 0 2| 0 0 3|

34



3 3

5] )

132,8 Q 2.8

= s

S26f L26f

(] (]

o o

©24r ©24r

o) o)

§ 22¢ g 2.2

Z Z
2 L 00000000000AB00000A000000GAB00000A000000000  —| 2 L 000000000000000000000000000000  —|
0 02040608 1 121416 1.8 2 0 02040608 1 121416 1.8 2

Paramtero « Parametro o

Figura 2.1: Numero de iteragoes versus parametro a para P = P; (esquerda) e
P = P, (direita) com z° = (1,3,1,1,2).

Tabela 2.1: Resultados numéricos referente ao Exemplo utilizando z° =
(1,3,1,1,2)T e e = 1073.

Problema 1 (P) Problema 2 (P)
Esquema iter.(k) cpu(s) iter.(k) cpu(s)
NMEP-N o*=165 1 0.0015 1 0.0016
NMEP-C ao*=1.65 4 0.3295 4 0.3508
(16 1 0 0 0] [ 1]
1 16 0 0 O -2
Q=1 0 1.5 0| e g=1] —1
0O 0 1 15 0 2
0 0 0 2| =y

Uma vez que [14, [19] consideram apenas o ponto inicial 2° = (1,3,1,1,2), nés
avaliamos o ntmero de iteracoes do Algoritmo NMEP-N versus o parametro « no
intervalo [107%, 2], e adotamos a* = 1,65 em nossos testes (veja Figura .

Na Tabela 2.1 apresentamos uma resumo do comportamento do Algoritmo
NMEP na forma NMEP-N e NMEP-C adotando z° = (1,3,1,1,2) e e = 1073,
O nimero de iteragoes, iter(k), e o tempo de cpu estao informados. Note que o com-
portamento do esquema NMEP-C ¢é desvantajoso em comparagao com o esquema
NMEP-N devido ao uso da sub-rotina fmincon.

Na Tabela comparamos o comportamento do Algoritmo NMEP com os
esquemas IPSM [14] e ALM-N [19]. Foram utilizados 100 pontos iniciais aleatérios
de uma distribuigao uniforme na caixa [—5,5]° e adotado € = 107!% no critério de
parada. A média do nimero de iteracoes e do tempo de cpu estao informados. A
comparacao com os esquemas [IPSM e ALMN-N aponta um melhor comportamento

do Algoritmo NMEP em termos de tempo computacional e nimero de iteragoes.
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Tabela 2.2: Resultados numéricos referente ao Exemplo com pontos iniciais
aleatérios na caixa [—5,5]° e e = 10710 .

Problema 1 (P;) Problema 2 (P,)

Esquema med. (k) cpu(s) med. (k) cpu(s)
NMEP-N ao*=1.65 2 0.0029 2 0.0028
IPSM 2299 0.2052 6608 0.2854
ALM-N 4 0.0168 4 0.0122

Tabela 2.3: Resultados numéricos referente ao Exemplo

Esquema med. (k) cpu(s) || F(x*)||
NMEP-N 34,54 1,7829 3,9372e-10
NMEP-C 21,62 1,2877 1,2171e-10

Exemplo 2.3. [47, Ezemplo 1] Considere o problema de otimiza¢ao multiobjetivo

definido pelas sequintes funcoes
Pr(z) =24+ (211 — 22 + (12— 1)* e o(x) =971 — (20 — 1),
e o conjunto de restricoes dado por
K={rcR?| —20<2<20, 2, — 31y +10 <0, 22 + 22 < 225}.

O conjunto solugao Pareto-6timo é dado por =7 = —2,5 e 25 € [2,5, 14,79]}.
Além disso, o front Pareto-6timo é dado por {(A, —0,25 — \) | A € [24,5, 212,4141]}.

Resolvemos o problema utilizando 100 pontos iniciais aleatérios tomados em uma
distribuigao uniforme na caixa [—10,10]%. Os parametros adotados foram: ¢ = 10,
a=0,0lee =10"% Na Tabelaestéo informados: média do nimero de iteragoes,
tempo de cpu e média de ||F'(z*)|| na ultima iteragdo o que nos dd uma medida da
“otimalidade” do ponto encontrado.

As solugoes encontradas utilizando o esquema NMEP-N estao exibidas na Fi-
gura2.2] Observa-se que as solugoes computadas estao bem distribuidas no conjunto
solu¢ao do problema. Na Figura [2.3] apresentamos o conjunto de pontos nao domi-

nados (front Pareto-6timo) e as solugoes obtidas pelo esquema NMEP-N.

De acordo com os testes numéricos exibidos acima, nosso método se mostrou
competitivo em comparagao com aqueles apresentados em [14} [19], além de ser capaz

de encontrar uma solucao com alta precisao.
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100 \ \
o —— Front Pareto-6timo
S 050 ¢ Solugdes encontradas
50 o © Pontos iniciais 7
0 L -
50k |
(9]
=
-100 - :
-150 - :
-200 - :
_250 | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300
¥y

Figura 2.3: Resultados numéricos referente ao Exemplo utilizando o esquema

NMEP-N - Espaco objetivo.
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Capitulo 3

Um método do tipo-Newton
global para o Problema de

Equilibrio classico

Como exposto no Capitulo 2 o Algoritmo NMEP possui convergéncia apenas local
no sentido de que é requerido pontos iniciais proximos a uma solugao para o mesmo
convergir. Neste capitulo propomos uma globalizacao do Algoritmo NMEP baseado
no trabalho de DREVES et al. [35] para equilibrio de Nash. A principal ferramenta
é 0 uso de uma fungao gagf'] como fungao de mérito para a globalizagao.

Os resultados contidos neste capitulo foram publicados na forma de trabalho

completo nos anais do XLIX Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional.

3.1 O método proposto

Ao longo deste capitulo, a menos que explicitamente afirmado o contrario, assumi-
remos que as Hipdteses [2.1] e [2.2] estao satisfeitas.
Considere a fungao ¢ : R® — R, dada por
p(r) = —@(z,y(r)) = —min &(z,y). (3.1)
yeK
Esta funcao tera um papel crucial no processo de globalizacao do algoritmo. E inte-
ressante mencionar que embora a aplicagao y nao seja necessariamente diferencidavel

como observado no Capitulo [2] o mesmo nao ocorre com a fungdo ¢. Temos a

seguinte proposicao:

Proposicao 3.1. A funcao ¢ € continuamente diferencidvel e seu gradiente é dado

2Veja Observagao péagina
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Demonstracao. Segue da Proposicao (b) tomando ¥(x,y) = —®(z,y). O

Considere duas bifuncoes auxiliares distintas, digamos h4 e hpg, e as suas respec-

tivas aplicacoes associadas
Pa(z,y) == f(z,y) + halz,y),
ya(z) = argmin{®4(z,y) |y € K},
Fa(@) = ya(@) -,

pa(r) == —Pa(z,ya(r)) = — . D a(z,y),

e ®p, yp, Fp e pp definidas de modo andlogo.

A funcgao p4p dada por

vap(r) == pa(x) — pp(r) (3.2)

tera um papel fundamental em nossa globalizagao.

Temos o seguinte lema.

Lema 3.1. A desigualdade

hp(z,ys(x)) — ha(z,yp(x)) < wap(@) < hp(w,ya(2)) — halz, ya(z))
vale para todo x € R™.

Demonstragao. De fato, segue da definigao (3.1]) que

vp(x) = —Pp(z,yp(x)) = —min Op(z,y) 2 —Cp(w,ya(2)).

Logo,
pap(r) = pa(®)—pp(r) < —Pa(z,ya(2))+Pp(7,ya(r)) = hp(z,ya(z))—ha(z, ya(z)).

A desigualdade restante prova-se de modo analogo. O]

Corolario 3.1. Seja A e B matrizes quadradas de ordem n tal que A e B — A sdo
simétricas positivas definidas. Considere ha(x,y) := ||y — z||4 (e hp definido de

modo andlogo). Neste caso, temos que

lys(x) = 2ll5_4 < an() < |lyaz) — 2|54,
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para todo x € R™.

Proposicao 3.2. Sejam A, B, ha e hp satisfazendo as hipdteses do Coroldrio|[3.1.

Entao, as sequintes afirmacgoes sao vdlidas:
(a) pap(x) > 0 para todo x € R";
(b) z* resolve EP(K, f) se, e somente se, pap(x*) =0;

(c) pap € continuamente diferencidvel e seu gradiente € dado por
Voap(z) = Vi @p(z,yp(x)) — Vo Pa(r,ya(w)).

Demonstragdo. (a) Segue diretamente da desigualdade & esquerda no Coroldrio [3.1]
(b) Segue da Proposigao [2.2| e do Corolério

(c) Segue da Proposicao e da igualdade (3.2)). ]

Observacgao 3.1. Uma fungao satisfazendo os itens (a) e (b) da Proposi¢ao|3.2 serd
frequentemente referenciada por nos como uma funcao gap associada ao problema

de equilibrio.

Como veremos adiante, o algoritmo proposto na proxima se¢ao ou encontra uma
solugao de EP(K, f) ou um ponto estacionario da fungao ¢ 4p5. Para garantir que um
ponto estaciondrio seja solucao do problema, devemos acrescentar alguma hipotese
sobre os seus dados e sobre as matrizes A e B. Nesta direcao, considere a seguinte

hipotese:

Hipétese 3.1. Para todo x € R" tal que ya(x) # yp(x), a desigualdade

(Vof (@, yp(@)+Vy f(z,yp(2) = (Vo f (2, ya(x))+Vy f (2, ya(2))), yp(2) —ya(z)) > 0
vale.

Lema 3.2. Considere A, B, ha e hg satisfazendo as hipdteses do Coroldrio [3.1.
Além disso, assuma vdlida a Hipdtese|3.1. Entdo todo ponto estaciondrio da fungao
wap € solugao do problema de equilibrio EP(K, f).

Demonstracdao. Seja x um ponto estacionario da fungao ¢p4p. Da Proposicao (3.2
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temos que

0 = Voeas(z)

= Va®p(z,yp(x)) — VoPa(z,ya(z))

= Vuf(z,yp(2)) = Vi f(z,ya()) + Vihs(z, yp

= Vaof(z,yp(®)) = Vo f(z,yal(z))

= Vaof(z,yp(®@)) + Vyf(z,yp(z)) — Vo f(z,ya(z)) = Vyf(2,y4(2))
=V f(z,yp(2)) + Vyf(2,ya(2)) — Vyhp(z,yp(2)) + Vyha(z, ya(z))

= Vauf(z,ys(®)) + Vyf(z,yp(2)) — Vo f(z,ya(z)) — Vyf(2,y4(2))
+Vy@a(z,ya(z)) — VyPp(z, ys(z)). (3.3)

) = Vaha(z,ya(z))
) + Vyha(z,ya(z))

(
VyhB(Qf, yB(

Por outro lado, da defini¢ao de y4(z), temos a seguinte a condigao de otimalidade
(Vy®a(z,ya(x)),z —ya(z)) >0 Vz e K. (3.4)
De modo anélogo,
(Vy@p(x,yp(2)), 2 —yp(z)) >0 Vze K. (3.5)

Pondo z = yp(x) em (3.4), Z = ya(x) em (3.5) e somando as duas desigualdades

obtemos
(Vy@5(2,yp(z)) — VyPa(z,ya(r)), ys(x) — yal(z)) < 0.

Tomando o produto interno em (3.3 com respeito a yg(z) — ya(z) e considerando

a equacao acima, obtemos

(Vaf (z,yp(2)+Vy f (2, y8(2)) = (Ve f (2, ya(2))+Vy f (2, ya(2))), ys(r)—ya(z)) < 0.

Logo, da Hipétese [3.1] temos que ya(z) = yp(x). Levando em conta essa igualdade

em (3.3]) obtemos

0 = V,hp(@,ya() - V,ha(z, ya(2))
= 2B~ A)(yala) ).

O que implica que y4(z) = x uma vez que B — A é uma matriz simétrica positiva
definida. O resultado segue da Proposigao [2.2] O
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3.2 O algoritmo

Utilizando os resultados e notagoes do Capitulo |2|e da secao anterior, estamos agora

em condicoes de estabelecer a globalizacao proposta para o Algoritmo NMEP.

Algoritmo GNMEP

Passo 0: Escolha 2° e R, s > 1, p> 0,7 € (0,1), 0 € (0,1) e faga k := 0.
Passo 1: Se ||Fg(z")|| = ||lys(z*) — 2¥|| = 0, pare;

Passo 2: Calcule Hy, € 0cFp(z").

(a) Encontre uma solucao d* € R do sistema linear
Hyd" = —Fp(z), (3.6)

caso exista. Se ndo existe, tome d* := —Vpp(2"*) e v4 para o Passo 3,

caso contrério, va para (b).

(b) Se
pap(@® +d") < Tpap(aF), (3.7)
tome z¢! := 2% 4 d*, k = k + 1 e volte ao Passo 1. Caso contrario, va
para (c).

(c) Se d* nao satisfaz a condigao
(Voap(a®),d*) < —pl|d"||°, (3.8)

tome d* := —Vpap(x¥). V4 para o Passo 3.

Passo 3: Calcule t, := max{27'; 1 =0,1,2,...} tal que
pap(a® +11d") < pap(a®) + oty (Voap(a®), d"). (3.9)

Defina 2**1 := 2% + t,.d*, k = k + 1 e volte ao Passo 1.

3.2.1 Propriedades de convergéncia

Teorema 3.1. Suponha vdlida a Hipdtese|2.5 para todo x € K. Ademais, considere
A, B, ha e hp satisfazendo as hipéteses do Coroldrio e assuma a Hipdtese[3.1
Entao, ou o Algoritmo GNMEP para em uma solucdo do problema de equilibrio,

ou todo ponto de acumulacdo x* da sequéncia gerada por ele é uma solugcdo de

EPK, f).
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Demonstragao. A prova segue os mesmos passos de [35, Teorema 3.2]. Nés a exibi-
mos aqui por questao de completude.

Se o algoritmo para no Passo 1 entdo {z*} é uma solugao de EP(K, f) por conta
da Proposicao Caso contrério, considere uma subsequéncia {z*} convergindo
para z*. Se, para um conjunto infinito de indices na sequéncia {x*}, tivermos
d* = —Vap(z*) entdo, por argumentos padrdo, z* é um ponto estacionério de
pap e portanto, pelo Lema , z* é uma solucao de EP(K, f).

Suponha entao que d* é sempre obtido resolvendo-se a equacao . Se
vale para uma quantidade infinita de indices ganhamos que @ 45(z*) = 0 uma vez que
wap € continua, pap(x) > 0 para todo z € R" e 7 € (0,1). Logo, pela Proposic¢ao
, r* é uma solucio de EP(K, f). Suponha entdo que, além de d* ser obtido
resolvendo-se a equagao , a condigao é sempre satisfeita. De (3.8)) temos
que ||d¥|]*71 < —%(VgpAB(a:k), %> o que implica que a sequéncia {d*} é limitada
uma vez que x*¥ — z*, Vpap é continua e s > 1. Sem perda de generalidade,
suponha que d¥ — d*.

Suponha d* # 0. De e , temos que @ap(z* + tpd®) — pap(a®) <
ot (Voap(zh),d*) <0, e como pap(x* + t.d*) — pap(2*) — 0, ganhamos que

te(Voap(a®), d*) — 0. (3.10)
Suponha que t; — 0. Novamente de (3.9), temos

oap(2® + 2t3,d*) — pap(z")

> 0<V¢A3(xk), dk>.
2,

Passando o limite e levando em conta que p4p5 ¢ continuamente diferencidvel, temos
(Voap(x*),d*) > o(Vpap(x*),d*) o que nos dd (Vpap(z*),d*) > 0 (o € (0,1))
contradizendo uma vez que d* # 0. Logo, existe ¢ > 0 tal que t, > ¢ para
todo k. Contudo, e implicam que d* — 0 o que é uma contradicao com
d* # 0. Portanto, d* = 0.

Da Proposigao , H,, é o Jacobiano de uma das C'-partes de Fz o que implica

que {H}} é limitada. Ja que ||Fg(z%)|| = ||Hpd®|| < ||Hgl| - ||d*|| e d* — 0 segue
que Fp(z*) =0 e, pela Proposicao x* é uma solucao de EP(K, f). ]

Para analisar as propriedades locais de convergéncia do Algoritmo GNMEP as-
sumiremos a nao-singularidade dos elementos do Jacobiano generalizado computavel
de Fz. A nao-singularidade de tais elementos pode ser alcancada considerando a
Hipétese 2.4} conforme Proposicao [2.6

O préximo lema é uma consequéncia direta dos Lemas e Veja também
[32 135].
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Lema 3.3. Seja x* uma solugio de EP(K, f). Suponha que as Hz’po’teses e
valem em z*. Considere {x*} uma sequéncia arbitrdria convergindo para x*. Se d*

¢ uma solugdo de H,d* = —Fg(z*), entdo temos que
|2 + d* = z*[| = of||2* — «*]]).

Além disso, se os Jacobianos de todas asVg;, 1 =1,...,m, e de V,® sao localmente

Lipschitz continuos, entao
2% +d" — 27| = O(||2* — 2*|*).

Teorema 3.2. Suponha vdlidas as hipdteses do Coroldrio[3.1. Seja x* uma solugdo
de EP(K, f) e suponha que x* é um ponto de acumulacio da sequéncia {x*} gerada

pelo Algoritmo GINMEP. Se as Hipdteses e valem em x*, entao toda a

sequéncia x* converge para x*. Além disso, existe ko tal que para k > ko o sistema

¢ sempre soluvel, a desigualdade ¢ satisfeita e {x*} converge superline-
armente para x*. Ademais, se o Jacobiano de todas as Vg;, i =1,...,m, e de V,f

sao localmente Lipschitz continuas, entao a taxa de convergéncia é quadrdtica.

Demonstragao. A prova segue as ideias de [35, Teorema 3.6]. De modo andlogo a
este, é possivel provar que, sob as hipéteses acima, a sequéncia {2*} converge para

x*. Além disso, prova-se que existe ¢ > 0 tal que
C *
ke~ a*ll < 1Es(a)] (3.11)

para todo x suficientemente préximo a x*.

Quanto a segunda parte do Teorema temos que o sistema é sempre solivel
para k suficientemente grande devido a Proposicao 2.7 Provemos agora que a
desigualdade é sempre satisfeita para k grande o suficiente. Seja L > 0 a
constante de Lipschitz local de F); em torno de x* (a qual existe devido F4 ser PC?,
logo localmente Lipschitz continua). Do Corolério [3.1| e do Lema |3.3| temos

Corolério [3.1]

pap(a® + d¥) < || Fa(e® +d*)||p-a
= [|[Fa(z® 4+ d*) — Fa(z*)||p-2a
< 1B = Al| - [|Fa(z” + d*) — Fa(a")]
< 1B — Al - L-|la* +d* =%

ol — 7).
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Portanto, para k grande o suficiente, temos

C
P+ d) < VErSlt -

< V| Fp(a*)|

VTIIFp(2*)]|5-a
Corolério [3.1]

< VTV 0 ap(zF)

onde 1 é uma constante da equivaléncia entre as normas || - || e || - ||p_a. Assim,
(3.7)) ¢é satisfeito. Deste modo, para k suficientemente grande, o método globalizado

coincide com o método local associado ao Algoritmo NMEP e portanto herda suas

IN

propriedades de taxa de convergéncia. O]

45



Capitulo 4

Um método do tipo-Newton para

o Problema de Quase-Equilibrio

Neste capitulo apresentaremos um método para resolver o Problema de Quase-
Equilibrio. Tal método consiste em uma extensao daquele apresentado no Capitulo
para o problema de equilibrio cldssico (EP). Em seguida, detalharemos um algoritmo
implementavel associado a ele e discutiremos sua convergéncia.

Lembramos que o Problema de Quase-Equilibrio, QEP(K, f), consiste em:
Encontrar z* € K(z*) tal que f(z*,y) >0 para todo y € K(z"),

onde f : R" xR" — R é uma bifuncao de equilibrio, i.e., f é tal que f(x,z) = 0 para
todo r € R" e K : R" = R" é uma aplicacao ponto-conjunto que descreve como
a regiao viavel muda juntamente com o ponto considerado. Quando nao houver

possibilidade de mau entendimento escreveremos apenas QEP em substituicao a
QEP(K, f).
4.1 O método proposto

Ao longo deste trabalho assumiremos a seguinte hipétese padrao para uma aborda-

gem numérica do tipo-Newton.

Hipétese 4.1. (a) f:R" xR" - R e V,f : R* x R* = R" sdo continuamente

diferenciqveis e, para cada x € R™, f(x,-) : R" — R ¢ uma fun¢ao convera.

(b) K :R™ = R"™ é continua e possui a sequinte representa¢do:
K(x) = {y e R"|g(x,y) <0}

onde g : R"xR"™ — R™ € uma bifuncao duas vezes continuamente diferencidvel
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e tal que g(x,-) : R" — R™ € convexa para todo x € R", i.e., cada funcao

componente g;(z,-), i =1,...,m, € convexa em R".

Observacao 4.1. (i) A aplicagao ponto-conjunto K dada pelas desigualdades
acima, com as respectivas hipoteses de continuidade e convexidade, € sem-
pre fechada; veja a Proposi¢io [1.100 No entanto, ela nao € necessariamente

aberta,

(i) Uma condi¢ao suficiente para garantir que a aplicagdo ponto-conjunto K seja
aberta em um ponto x € que ela satisfaca a condicao de qualificacdao de Slater,

isto €, exista gy tal que g(x,y) < 0; veja a Proposi¢ao m

(iii) O dominio da aplicagao ponto-conjunto K, dom(K) := {x € R"| K(x) # 0}, €
aberto sob a Hipdtese[4.1; veja a Proposigao[1.7.

Do mesmo modo como definido no Capitulo [2} consideremos a bifun¢ao regula-
rizada ® : R™ x R™ — R definida por

O(z,y) .= f(z,y) + h(z,y) (4.1)

onde a bifun¢ao auxiliar h satisfaz a seguinte condigao:

Hipétese 4.2. (a) h: R" x R* = R e V,h : R” x R" — R” sdo continuamente

diferencidveis;
(b) h(zx, ) : R"™ — R € fortemente convezra para todo x € R";
(¢) Vyh(z,z) =0 para todo x € R".

A escolha mais direta para a bifuncio auxiliar é h(z,y) = ||y — z||% :=
(y —x, P(y — x)) onde P é uma matriz simétrica definida positiva. Veja também a
Observagao pagina Uma classe mais ampla de bifuncoes auxiliares satisfa-
zendo a Hipotese [4.2| é dada por

W, y) = H(y) — H(z) = (VH(2),y — ) (4.2)

onde H : R" — R é fortemente convexa e duas vezes continuamente diferenciavel.
Observe que h(z,y) = ||y — z||% pode ser obtida de com H(x) = ||z||%.
Ressaltamos que em [28] é considerada uma regularizacao para no cenario de
fungoes gapff] para QEP com hip6teses similares & HipStese 4.2

De agora em diante, a menos que explicitamente afirmado o contrario, assumi-
remos que as Hip6teses [4.1] e [4.2] estao satisfeitas.

Temos a seguinte proposicao:

2Veja Observagao pagina
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Proposicao 4.1. O sequinte problema de otimizacdo

P(z) : min ®(z,y) sujeito a y € K(x) (4.3)

Y

tem uma unica solu¢do otima para cada v € dom(K), o qual denotaremos por y(x).

Demonstragao. Fixado x € dom(K), temos que a fungao ®(z, -) é fortemente convexa

e o conjunto K (x) é convexo, fechado e ndo-vazio. O resultado segue diretamente
da Proposicao [1.1} O

Propriedades relevantes da aplicacao y serao apresentadas abaixo. A proposicao

a seguir caracteriza as solugoes do problema QEP(K, f).
Proposicao 4.2. Um ponto x € solugcio de QEP(K, f) se, e somente se, y(x) = x.

Demonstracao. Pelas Hipdteses e tem-se que y(x) = x se, e somente se,

(Prop.[L.3)
— <Vyf($ax)+vyh($>$)ay—$>
- <Vyf(l‘,l’),y—l’> VyEK(x)
o que é equivalente a dizer que x é uma solugao de QEP(K, f). O

Tendo em vista a Proposicao nosso objetivo consiste em desenvolver um
método do tipo-Newton para encontrar um zero da aplicagdo F' : dom(K) — R"
definida por

F(z) =y(x) —x. (4.4)

Proposicao 4.3. A aplicag¢ao y : dom(K) — R™ dada por
y(x) = argmin{®(z,y) [y € K(z)}
y

é continua.

Demonstragao. As Hipoteses (a) e (a-b) implicam que a aplicagao ®(x,-) é
(fortemente) convexa para cada x € R” fixado e continua em R™ x R". Pela Hipdtese
(b) a aplicacao ponto-conjunto K é continua com K (z) convexo and nao-vazio
para todo x € dom(K). A Proposicao mostra que o conjunto Y(z) = {z €
K(z)| infyecx(z) ®(x,y) = ®(x,2)} possui um tnico elemento para cada = € dom(kK),
a saber y(x). Portanto, a aplicagdo y vista com uma aplicagdo ponto-conjunto é

continua pelo Lema Segue entao que a aplicacao ponto-ponto y é continua. [J

Embora a aplicagao y seja continua, ela nao é necessariamente diferenciavel. Veja

isto no exemplo abaixo o qual é uma ligeira modificagao de |28, Exemplo 1].
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Exemplo 4.1. Considere QEP com n = 1, a bifuncio f(z,y) = z(y — x) € a
aplicag¢ao ponto-conjunto K(x) = 2z — 1,2z] = [-1,0] + 2z.

Tomando h(zx,y) = %(y —x)?, tem-se que a aplicagdo y é dada por

2x ,sex <0
y(x) = 0 ,860<CL’<%

1
20 -1 ,sex >3,

Esta aplicacao € continua mas nao € diferencidvel. Como pode ser visto na Figura
o conjunto solugdo deste problema € o conjunto {0,1} (cf. Proposicio [4.3).

T
L5l fy - y(x)
y=x
1 [
> L
205 I
- y(x) =x -
ol N
0.5+ .
L L L L L L L L
0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Eixo x

Figura 4.1: Gréfico da aplicagdo y(-) referente ao Exemplo [1.1]

Como veremos adiante, apesar da aplicacdo y nao ser necessariamente dife-
rencidvel, é possivel impor condi¢oes em nosso problema sob as quais y (e portanto
F) torna-se uma aplicacao continuamente diferencidvel por partes (ou PC!); veja
Definicao , pégina [7l Como observado no Capitulo 2| para aplicacoes PC! existe
uma no¢ao de Jacobiano generalizado computavel [32] [39] [51] que serd fundamental
no desenho de nosso método do tipo-Newton.

De modo andlogo como tratado no Capitulo [2] considere o sistema de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) do problema (4.3))

V,®(z,y) + Vyg(z,y)A =0

(4.5)
A>0, g(z,y) <0, (\g(z,y) =0,
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e seja M(x) o conjunto dos multiplicadores de Lagrange, isto é,

M(z) = {X € R™ | (y(z), \) satisfaz (£.5)}.

A seguinte familia de subconjuntos de [o(z) := {i € {1,...,m}|g:(z,y(x)) = 0},
dada por

B(z) ={J C Ip(z) | {Vygi(x,y(x))}ics é linearmente independente e

I\ € M(x) tal que \; = 0 para todo i € Iy(x)\T},
tem uma participacao crucial em nossa analise.

Lema 4.1. Se M(z) # 0 entao B(x) # 0.

Demonstracao. Segue os mesmos passos do Lema [2.1 O

A hipétese a seguir pode ser vista como uma generalizacao da Hipdtese |2.3
utilizada nos Capitulos [2| e |3|no contexto de problemas de equilibrio classico. Ela foi
considerada em [59] [60] no cenério de otimizagao paramétrica e garante a existéncia

de multiplicadores de Lagrange [43] [52].

Hipétese 4.3. Considere x € dom(K) e o problema de otimizacdo P(x). A condi¢do
de qualificagdo das restri¢oes de posto constante (CRCQ) € satisfeita em (z,y(x)),
isto €, existe uma vizinhanga V de (x,y(z)) tal que para qualquer conjunto J C
Iy(z), o conjunto

{Vygi(z,w) i € T}
possui 0 mesmo posto (o qual depende de J ) para todo (z,w) € V.

Note que a condicao CRCQ ¢é sempre satisfeita no caso de restri¢oes lineares.
Esta condicao é também mais fraca que a condigao de qualificacao de independéncia
linear das restrigoes.

O resultado apresentado no proximo lema é padrao em trabalhos envolvendo a
condigdo CRCQ (Hipétese [£.3).

Lema 4.2. Seja z* € dom(K). Suponha que a Hipdtese vale em (z*,y(x*)).
Entao existe uma vizinhanga V(x*) de x* tal que, para todo x € V(x*), as sequintes

afirmacgoes se verificam:

(a) A Hipdtese ¢ satisfeita em (z,y(x));
(b) B(z) € B(z").

Demonstragao. Segue os mesmos passos do Lema O
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Exemplo 4.1 (continuagao) Considere QEP com n = 1, a bifungdo f(z,y) =
z(y — x) e a aplicagdo ponto conjunto K (z) = [2z — 1, 2z].
Tomando g(z,y) = (2 —y—1,y—2z) e h(z,y) = 3(y—x)? temos que o conjunto

B(zx) é dado por
([ {{2}} ,sexz <0

{{2},0} ,sex=0
B(z) = {0y ,sel0<z<
{{1}, @} y € T =
L {{1}} .sez>

N —=

N= N

A seguir definiremos uma aplicacao que nos permitird provar a propriedade PC!
da aplicacdo y bem como deduzir expressoes para o jacobiano de suas Cl-partes.
Esta aplicacao é uma generalizacao para o cenario QEP daquela apresentada em
([2-6), pagina 21]

Seja J C I, = {1,...,m} e J = I,\\J. Considere a aplicacio ¥, : R2+m —
R™™ definida por

Vy®(x,y) + D ics NiVygi(z,y)
V() = 97 () (4.6)
Ag

onde a particao (7, j) de I,, é usada para separar os vetores A e g(z,y) em A\ =
(A7, A5) e g(z,y) = (97(7,y), 9;(x,y)), respectivamente.

Observe que a aplicagao V7 é continuamente diferencidvel, uma vez que V,® ¢é
continuamente diferenciavel e g é duas vezes continuamente diferenciavel. Tomando
z = (z,y), temos que o Jacobiano de ¥ 7 em (z,\) é dado, apds alguma possivel

reordenagao de indices, por

)+ Z Ai Vng” )+ Z Ai vyygl Vy97(2) 0
JU., — ieJ €T
77 (Vaga (2))" (V49 (2)) 0 0
0 0 0 107

e o Jacobiano de W ; com respeito as variaveis (y, \) é

V2,2(2) + Y AiVigi(2) Vygzr(z) 0
i€J
Jy.n) Us(z,A) = (Vygj(z))T 0 0 , (4.7)

0 0 I(J1)
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onde I(|7|) é a notaciio para a matriz identidade de ordem |7].
Os préximos dois lemas sdo extensoes ao cendrio QEP dos Lemas 2.3 e 2.4 Eles

sao necessarios para demonstrar que y é uma aplicacao PC!.

Lema 4.3. Seja x € dom(K) e suponha que a Hipdtesel4.5 vale em (z,y(z)). Entao,
para qualquer J € B(x), existe um unico vetor X € M(x) tal que ¥ 7(z,y(x),\) = 0.

Lema 4.4. Considere z* € dom(K) e suponha que a Hipdtese seja satisfeita
em (z*,y* = y(x*)). Seja J € B(x*) fizado e seja \* € M(x*) o correspondente
(unico) multiplicador de Lagrange dado no Lema tal que Wz (x*,y*, \*) = 0.
Entado, existem vizinhancas abertas V7 (x*) e VI (y*, \*), bem como uma aplicagio
continuamente diferencidvel (y7 (-),A\7 () : VI (z*) — VI (y*, \*) tal que y7 (z*) =
y*, M (z*) = \* e, para todo v € VI (z*),

Uy (@, y7 (2), M (2)) =0, (4.8)

Jy7 (x)
J N ()

] = = [y Ua(a,y7 (@), M (2)] - L Wg(a,y? (), M (). (4.9)

A proposicao abaixo prova a propriedade PC! da aplicacao y.

Proposicao 4.4. Seja z* € dom(K) dado. Suponha que a Hipdtese se verifica
em (x*,y(z*)). Entdo, existe uma vizinhanca V* de x* tal que a aplicagdo y(-) é
uma aplicagio PCY em V*. Mais precisamente, em qualquer ponto x € V* dado,
a igualdade y(z) = y7 (x) vale para qualquer conjunto de indices J € B(z), onde
y7 (-) € a aplicagdo definida no Lema |4.4}

Demonstrag¢dao. Segue os mesmos passos da Proposicao (pagina tomando
V= (ﬂjeB(I*)Vj(:v*D (1dom(K). Lembre-se que o conjunto dom(K) é aberto
conforme Observagao [4.1] O

Assim como no Capitulo [2| faremos uso do jacobiano generalizado computédvel
da aplicagdo y(-) uma vez que esta aplicacdo nao é necessariamente diferencidvel.

Recordamos que o jacobiano generalizado computavel é definido por
dcy(x) = {Jy7(x) | T € B(x)},

onde J 37 (+) é o jacobiano da aplicacio y7 (-).

A préxima proposicao nos fornece expressoes para o jacobiano da aplicacao y7.
Estas expressoes generalizam aquelas exibidas na Proposicao no contexto de
problemas de equilibrio classico para o cenario mais amplo de problemas de quase-

equilibrio.
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Proposicao 4.5. Considere x* € dom(K), e suponha que a Hipdtese vale em
(z*,y(x*)). Seja J € B(z*) fizado e y7(-) a correspondente aplicacio definida no
Lemal{.4} Temos que o jacobiano de y”(-) € dado por

Jyl(x) = C'A— C'Dy(DEYC'Dy) (DT + DIC™A), (4.10)
com
A:Aj(gv):—v2 Z/\J xgzxy I (2)),
eJ
=09 (x 2 ~7

Dy = D (z) = Vg5 (x, yj(x)),
Dy = Dy (x) = Vygs(z,y7 (2)),

onde V,g7(-,-) € a notagdo para a matriz com vetores coluna {V,g;(-,-)}ics €

V,97(-,+) € definido de modo andlogo.
Demonstragao. Levando em conta a equagao (4.9) no Lema temos que

Jy7 () ] |

T W,y (@), N (2)) = = T W,y (2), M (@) - [ 72 (2)

Portanto, utilizando as expressoes (4.7) e (4.11)), ganhamos o seguinte sistema de

equacoes

—A C D 0
T . Jy? (z)
Dy |=—| Dy 0 0
. J N ()
0 0 0 I(J
o qual implica que
A C-Jy’(x)+ Dy J X (2) (4.12)
DT —DI-Jy7(2) (4.13)
J
J)\j(x) 0.

De (4.12) e da nao-singularidade da matriz C, temos a seguinte igualdade

Jy7 (x) =

CT'A—C™'Dy - J A (2). (4.14)

Multiplicando a equacio (4.14) por DI & esquerda e levando em conta a igualdade

(4.13)), temos que

TN =

(DIC™'Dy) (DT + DIC7'A). (4.15)
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Substituindo a expressao (4.15)) na igualdade (4.14]), obtemos o resultado desejado.
]

Observagao 4.2. Note que se J = 0 entdo Jy’(z) = C7'A com A = A(x) =

0 _ 9 _ 0 ~
—V2,0(z,y"(x)) e C = C'z) = V2, ®(x,9"(x)). Compare as expressoes
deduzidas acima com as exibidas na Proposicao pagina[24)

Exemplo 4.1 (continuagao) Considere QEP com n = 1, a bifuncdo f(z,y) =
z(y — x) e a aplicagdo ponto-conjunto K(z) = [2z — 1, 2x].

Tomando h(z,y) = %(y — x)? e levando em conta a Proposi¢ao |4.5 tem-se

{0} ,seO<z<i
doy(r) =1 {0,2} ,sex=0oux=;
{2} , caso contrério.

O seguinte lema nos permite encontrar um elemento J € B(x) e um corres-
pondente multiplicador A. Isto é importante para tornar o algoritmo totalmente

implementavel na prética.

Lema 4.5. Considere x* € dom(K), e suponha que a Hipétese seja satisfeita em

(x*,y* = y(z*)). Seja \* um vértice solugao do problema de programacao linear

min A

s.a. Vyg(a™,y")A = =V, (", y"), (4.16)
X >0 Vie Iz,
A =0 Vie L,\Ip(z").

Defina J = {i € Iy(z*) |\ > 0}. Entao J pertence a B(z*) e \* é o X mencionado

no Lemal[4.5.

Demonstracao. A prova é basicamente a mesma daquela apresentada no Lema [2.5]
O

4.2 O algoritmo

Nesta secao, nosso objetivo é propor e analisar a convergéncia de um algoritmo do
tipo-Newton implementavel para resolver QEP, o qual iremos denominar Algoritmo
NMQEP. Nosso algoritmo estende para QEP o Algoritmo NMEP especifico para
problemas de equilibrio cléssico apresentado no Capitulo 2]

Apds a descricao do algoritmo, apresentaremos algumas propriedades e resulta-
dos auxiliares para estabelecer sua boa definicao. Posteriormente, analisaremos sua

convergencia.
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De agora em diante, assumiremos a existéncia de solu¢ao para o problema QEP.

Algoritmo NMQEP
Passo 0: Escolha 2° € R™ e faca k := 0.

Passo 1: Encontre y* = argmin{®(2*,y) |y € K(a*)}.
Se y* = z*, entdo pare. (zF é uma solugao de QEP(K, f)).

Passo 2: Encontre um vértice solucido A\* do problema de programacao linear (4.16))
com z* = z* e y* = y*. Tome J = {i € [y(2*)| \} > 0}.

Passo 3: Calcule Hy, = Jy7 (2*) — I(n) utilizando as expressoes (4.10)-(4.11)) com
x =% X\ (z) = \*, e encontre a solucao d* do sistema

Hpd = —F(2").

Passo 4: Defina z**! := 2¥ + d* k =k + 1 e volte ao Passo 1.

Como observado na pégina encontrar um vértice solucao do problema de
programacao linear (4.16) no Passo 2 do Algoritmo NMQEP tem por objetivo
encontrar um elemento em B(z*) (veja Lema . Isto ¢ feito apenas para tornar o
algoritmo completamente implementavel na pratica. De fato, qualquer outro modo
de encontrar um elemento em B(z*) pode ser utilizado no Passo 2.

Os préximos dois lemas serao titeis para provar a boa definicao e as propriedades
de convergéncia do Algoritmo NMQEP. A prova destes lemas seguem as mesmas
ideias dos Lemas e apresentados no Capitulo [2] Para obtermos o primeiro

deles precisamos da seguinte hipotese:
Hipétese 4.4. As matrizes Jy7 (z*)—1(n) sio ndo singulares para todo J € B(x*).

Lema 4.6. Seja x* uma solucao de QEP(K, f). Suponha que as Hz’péteses e
valem em x*. Entdo existem § > 0 e M > 0 tais que ||[(H(z))" || < M para todo
x € B(z*,0) e para todo H(z) € OcF(z) onde F(x) = y(z) — x.

Lema 4.7. Seja x* uma solu¢ao de QEP(K, f). Suponha que a Hipdtese vale
em (z*,y(x*) = x*). Entao, para qualquer H € OcF(x) tem-se

F(z) — F(z*) — H(x — 2¥) = o(||x — z™|]). (4.17)

Além disso, se os Jacobianos de todas as aplicacoes Vyg;, i =1,...,m e V,® sdo

Lipschitz continuos em torno de x*, tem-se
F(z)— F(z*) — H(x — 2%) = O(||]z — 2*|*). (4.18)
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4.2.1 A boa definicao

Seja x* uma solu¢do de QEP(K, f). Mostraremos que o Algoritmo NMQEP ¢é
localmente bem definido em torno de x*. Isto é, mostraremos a existéncia de uma
vizinhanca V' (z*) de x* tal que, dado qualquer ponto z* € V (x*), 2%+ é bem definido
e pertence a esta vizinhanca.

De fato, pela Proposicao o Passo 1 estd bem definido para qualquer z* €
dom(K'). Além disso, pelos Lemas e existe uma vizinhanga V' (z*) de z* tal
que o Passo 2 ¢é bem definido para qualquer z* € V(z*), desde que x* satisfaca a

Hipotese Para o Passo 3, temos a seguinte propriedade:

Proposicao 4.6. Seja x* uma solugio de QEP(K, f). Suponha que as Hipdteses
e sejam satisfeitas em y(xz*) = x*. Entao, existe uma vizinhanga V(z*) de
x* tal que as matrizes Hy, € OcF(2%) = {Jy7 (2%) — I(n)| T € B(z*)} sio nao

singulares para todo z* € V(x*). Portanto, o Passo 8 é localmente bem definido.

Demonstragao. De fato, as matrizes que compoem o conjunto JcF(z*) sao nao
singulares pela Hipotese [4.4] O resultado segue entao da continuidade da aplicagao
Jy7 em uma vizinhanca de 2* e do Lema O

Observacao 4.3. Para concluir a boa defini¢ao do algoritmo proposto, devemos
garantir que ¥t € V(x*) sempre que x* € V(x*). Isto pode ser feito de modo

semelhante ao realizado na pdgina (31 apds a Proposicdio Capitulo [

4.2.2 Propriedades de convergéncia

Nesta subsecao analisaremos as propriedades de convergéencia da sequéncia gerada
pelo Algoritmo NMQEP. Como foi demonstrado, a Proposicao |4.2] assegura que se
y* = 2% entao z* resolve QEP(K, f). Portanto, de agora em diante, assumiremos
que a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo NMQEP é infinita.

Obtemos o seguinte teorema de convergéncia:

Teorema 4.1. Seja z* uma solu¢ao do problema QEP(K, f). Suponha que as
Hipdteses € se verificam em y(x*) = x*. FEntao, existe uma vizinhanca
V(x*) de x* tal que para um ponto inicial arbitrdrio 2° € V(z*) a sequéncia {z*}
gerada pelo Algoritmo NMQEP converge para x* superlinearmente. Além disso,
se o jacobiano das aplicagoes Vyg;, i =1,...,m e V,® sao Lipschitz continuas em

torno de x*, entdo a taxa de convergéncia é quadrdtica.

Demonstracao. Na secao anterior foi assegurado a existéncia de uma vizinhanca

V(z*) de z* tal que o Algoritmo NMQEP é bem definido para qualquer ponto
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inicial z° € V(z*). Por outro lado, o Lema garante a existéncia de M > 0 tal
que ||H; || < M para todo k € N.

Assim, do Lema |4.7, tem-se

¥t —a*|| = |[H ' [F () - F(2*) — Hy(a* — %)
< M||F(a*) = F(a*) = Hy(a* — 2*)|| = o(]|2* — *]])

0 que prova a convergéncia superlinear da sequéncia {z*}.
Ademais, se os Jacobianos das aplicacoes Vg, ¢ = 1,...,m e V,® sao Lipschitz

continuos em torno de z*, da mesma maneira como feito acima e levando em conta

a expressao ([4.18) no Lema temos
la*h — 2] = O(||=" — 27[7)

garantindo assim a taxa de convergéncia quadratica da sequencia {z*}. O

A seguinte proposicao é um resultado de terminacao finita para problemas

quadraticos com restri¢oes lineares.

Proposicao 4.7. Suponha que a bifuncao f é dada por

flx,y) = (Pr+Qy+q,y — )

onde g € R™, e P e () sao matrizes quadradas de ordem n, com () simétrica semide-
finida positiva. Além disso, suponha que as restricoes sao dadas por desigualdades
lineares, isto €,

g(x,y) = Rx+ Sy +1b

para algum vetor b € R™ e matrizes R, S € R™*™,

Seja x* uma solugao do problema QEP(K, f) e suponha que a Hipdtese se
verifica em x*. Além disso, suponha que a bifun¢do auxiliar adotada no Algoritmo
NMQEP ¢ da forma h(z,y) = ||y — z||% = (y — 2, W(y — 2)), onde W € uma
matriz simétrica definida positiva.

k

Entao, existe uma vizinhanca V* de x* tal que, uma vez que x% entra em V*, o

1

prozimo iterado x** coincide com x*.

Demonstracao. Dividiremos a prova em duas etapas. Primeiro, provaremos a
existéncia de uma vizinhanca V* de z* tal que, para todo z € V* e qual-
quer J € B(z), existe uma matriz EY € R™™ e um vetor ¢/ € R" tais que
y(z) =y’ (v) = B9z + 7.

De fato, pelo Lema 4.2| e a Proposicao [4.4] existe uma vizinhanca V* de x* tal
que, para todo xz € V*, B(x) C B(x*) e y(z) = y” (x) para todo J € B(x) (note que
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a Hipotese vale em qualquer ponto = € dom(K)). Tome J € B(z*) arbitrério e
considere a correspondente aplicacao y7 (+) definida no Lema Das Proposicoes
e y7 é uma aplicacao continuamente diferencidvel em V* com jacobiano
dado por B7 = Jy/(z) = CrA — C71Dy(DIC™1Dy) (DT + DEC~1A) onde
A=Q—-P+2W,C =2Q+W), Dy = R, e Dy = 5%, em outras palavras,
a matriz £ é constante. Isto implica que y7(-) é uma aplicacdo afim e portanto
existe um vetor e’ tal que y7(z) = E7z + e7. Isto encerra a primeira parte da
demonstracao.

Agora, considere a aplicagao F'V(+) definida em V* e dada por F/ () := y7 (x) —
x. Seja 2% € V* e Jp € B(z*). Uma vez que y7+(-) é uma aplicagdo afim em V*
(B(z*) C B(z*)), tem-se que

FI(2*) = P9 (a%) + J P (2F) (2" — 2F). (4.19)

Por outro lado, pelas Proposicoes e temos que F7k(2*) = yTr(2*) — 2% =
y(z*) — x* = 0. Pela Proposigao (diminuindo V* se necesséario) ganhamos a nao
singularidade de J F7x(x*). Obtemos entdo de (4.19) que

v = af — (JFT(ak))7 . PIe(2F)
= 2F—H ' F(z),

isto é, o lado direito da igualdade acima é precisamente a iteracao do Algoritmo

NMQEP em z*, e assim z#t! coincide com a solucao z*. O
) s
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Capitulo 5
Aplicacoes do método proposto

Este capitulo é dedicado a ilustrar algumas aplicacoes de nosso método para QEP.
De fato, reencontramos o método do tipo-Newton para problemas de equilibrio
classico apresentado no Capitulo 2| como caso particular do esquema para QEP.
Neste capitulo, aplicaremos nossos resultados ao problema geral (nonjointly) de
equilibrio de Nash generalizado (GNEP) e ao problema de otimizagao multiobjetivo
(MOP).

Considere K : R" = R"™ uma aplicacao ponto-conjunto satisfazendo a Hipdtese
[4.1] Iniciamos este capitulo com algumas nogoes tteis ao nosso desenvolvimento.

Denotaremos por fix(K) o conjunto dos pontos fixos da aplicagdo ponto-
conjunto K, isto é,

fix(K):={z eR"|z € K(z)}.

A seguinte defini¢ao serd utilizada especialmente na Se¢ao [5.1 Como veremos,
ela generaliza para o contexto de QEPs a ideia de equilibrio normalizado existente
na literatura de GNEPs.

Definicao 5.1. Considere um QEP(K, f) dado. Uma solu¢io x* de QEP é um

equilibrio normalizado se x* € uma solugao de EP(fix(K), f).
Exemplo [4.1 (continuagao) Considere QEP com n = 1, a bifuncao f(z,y) =
z(y — x) e a aplicagdo ponto-conjunto K (z) = [2z — 1,2z] = [—1,0] + 2z.

O conjunto solugao de QEP é o conjunto {0,1} (veja Figura [4.1] pégina
enquanto que a unica solugdo de EP(fix(K), f) é z* = 0 onde fix(K) = [0, 1],
conforme Exemplo [2.1], pagina
Proposicao 5.1. Dado um QEP(K, f), suponha que K(x) C fix(K) para todo
r € fix(K). Entao, toda solu¢io de EP(fix(K), f) é também uma solug¢ao de
QEP(K. f).

Demonstra¢ao. Segue imediatamente das definigoes. O]
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Observagao 5.1. A hipdtese de que K(x) C fix(K) para todo x € fix(K) €
requerida por BIGI e PASSACANTANDO [28] e STRODIOT et al. [29] no desen-

volvimento de seus algoritmos. Observe que nos nao a requeremos.

Dado um QEP(K, f), podemos utilizar as expressoes apresentadas no Capitulo
para resolver EP(fix(K), f) por meio do Algoritmo NMEP. Isto sera feito na
Secao [5.1] no contexto de problemas de equilibrio de Nash.

5.1 Problema de equilibrio de Nash generalizado

Nesta secao aplicaremos nossos resultados ao problema de equilibrio de Nash ge-
neralizado (GNEP). Como veremos, nosso algoritmo é capaz de resolver o GNEP
convexo geral (nonjointly). No caso jointly conver nosso esquema nos permite en-
contrar qualquer solucao do problema, nao apenas as solu¢oes normalizadas. Ade-
mais, apresentaremos um modo de encontrar unicamente um equilibrio normalizado.
Vale mencionar que quando o interesse for encontrar unicamente um equilibrio nor-
malizado em um jointly conver GNEP e a bifuncao auxiliar adotada for do tipo
h(z,y) = $|ly — z||* (o > 0), nosso trabalho reencontra os resultados apresentados
por VON HEUSINGER et al. [32]. Este tltimo, como mencionado anteriormente, é
um caso particular do Capitulo
Considere um GNEP com N jogadores. Cada jogador v controla as varidveis
1 N
)

z¥ € R™. Denotamos por z = (z',---2") o vetor formado por todas as varidveis,

v o vetor formado por todas as

o qual possui dimensao n = Zi\;l Ny, € por x~
variaveis de decisao exceto aquelas do jogador v. Para enfatizar as variaveis do
v-ésimo jogador em x, escreveremos (z¥,z~") no lugar de z.

Cada jogador tem uma fungao objetivo 8, : R® — R que depende das variaveis
de decisao de todos os jogadores. Lembremos que X,(z~") C R™ denota o conjunto

de estratégias de cada jogador, que depende das estratégias dos jogadores rivais.
De acordo com FACCHINEI e KANZOW [2] o caso mais comum de GNEP é

quando os conjuntos X,(x~?), v = 1,..., N, sdo definidos por restrigoes de desigual-
dade. Mais especificamente, para cada v € {1,..., N}, o conjunto X,(z~") é dado
por

Xo(@™) ={y" e R™|g"(y",27") < 0} (5.1)

onde ¢¥(-,z7") : R™ — R™>.
Considere g : R" x R — R™, com m := Zi\[:l m,, definida por

g(z,y) = (g" ("2, ..., g N, a7 N)).
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Tem-se, portanto, que

N
K(z) = [[Xu(@™) = {y € R" | g(x,y) < 0}.
v=1
A hipdtese classica para uma abordagem do tipo-Newton em GNEPs é que as
funcoes 6, e g*, v =1,..., N, sejam duas vezes continuamente diferenciaveis e, como
fungao de z¥, convexas [2 32] 61]. Neste caso, a Hipdtese é satisfeita com K(x)

e f(z,y) dadas por ([1.6) e (1.7). Temos que
Va0 (yt, o7t

vyf(xv y) = . )
VnOn(yN, 2=) -
[ v§1$101 (yl, mil)
VL) - ,
ViNINQN(yNa fL'iN) «
V20 e V2 (e
Vi fly) = : : — V2, [(x,y).
VileeN(yN,x_N) e ViNxNeN(yN7$_N) nxn

O caso jointly convex

O cendrio mais estudado na literatura de jointly conver GNEP é aquele cujo conjunto
X é dado por
X ={y eR"[g(y) <0}

onde g : R" — R™ é uma aplicacao na qual suas componentes g; sao convexas.
Neste caso, os conjuntos X,(x~") sao definidos pelo sistema de desigualdades como
em comgt=¢>’=...=g"¥:=gem,=mparatodov=1,---,N.

A proxima proposi¢ao fornece um meio de encontrar unicamente um equilibrio

normalizado em um jointly conver GNEP.

Proposicao 5.2. Considere um jointly convex GNEP dado. Entao, toda solugao de
EP(X, f) com f dado por (1.7), é também uma solu¢ao do GNEP.

Demonstracdao. Segue os mesmos passos da demonstracao da Proposicao Note
que aqui y € X pela igualdade (1.8]). O

A Proposicao conclui que o conjunto solu¢do de EP(X, f) é exatamente o
equilibrio normalizado introduzido na Definigao [5.1]; veja também a Proposicao [1.14
e a relacao , pagina . Note que neste caso nossa definicao de equilibrio nor-
malizado coincide com a encontrada na literatura de GNEPs conforme a Definigao

e referéncias |2} [44].
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Observamos que nosso algoritmo encontra qualquer solu¢ao em um jointly convex
GNEP e nao apenas o equilibrio normalizado; veja o Exemplo [6.5], Capitulo [6] Por
outro lado, se nosso objetivo for unicamente encontrar um equilibrio normalizado,
podemos fazé-lo resolvendo EP(X, f) por meio do Algoritmo NMEP apresentado
no Capitulo

E importante mencionar também que o Algoritmo NMQEP resolve o GNEP
geral e ndo apenas o jointly conver GNEP; veja o Exemplo [6.4] Capitulo [(] Em
FACCHINEI e KANZOW [2] pode ser encontrada uma visao geral a respeito de

GNEP e suas aplicagoes.

5.2 Problema de otimizacao multiobjetivo

Nesta se¢ao aplicaremos ao problema de otimizagao multiobjetivo (MOP) os resul-
tados obtidos no Capitulo[dl Utilizaremos a formulagao de MOP como um problema
de quase-equilibrio (QEP) apresentada no Capitulo . Esta formulacao tem algu-
mas vantagens computacionais em comparacao com a apresentada no Capitulo [2|
Podemos citar, por exemplo, a auséncia de possiveis overflow/underflow além de um
menor esfor¢o computacional.

Assim como no Capitulo [2} assumiremos nesta se¢ao a seguinte hipdtese classica

para métodos numéricos do tipo-Newton [54] [55].
Hipétese 5.1. (a) ¥ :R" — R™” ¢ continuamente diferencidvel e conveza.

(b) K C R™ tem a sequinte representag¢do
K={yeR"[g'(y) <0}

com g' : R™ — R™ duas vezes continuamente diferencidvel e convexa.

Seja w = (z,u) € R" x Re z = (y,v) € R* x R. Lembramos que o MOP(K, ¥)

pode ser visto como uma instancia de QEP utilizando os seguintes dados:
flw2)=v—u e Kw):={zeR"|g(wz):=(¢'(y), 9" (w,z)) <0}

onde g7 (w, z) = ¥;(y) — ¥;(x) —v parai=1,..., mp. Veja Proposi¢ao p. [14l
Neste caso, temos que

v2f<wv Z) = ) vng(wa Z) = Vzwf(w» Z) = 0,41,

(n+1)x1
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V! A%
V.glwz)=| 7 W) v ’
01><m1 _11XWP 4 (n+1)x(my+mp)
Opserm, —VU(2) |
Voo 2) [ < () ,
O1xm;  Otxmp 4 (n+1)x(mr+mp)
VQQZ‘I(Q) 01 para
i O1xn 0 4 (n+1) |
vgz9i<w7 Z) = <
V%i(y) 0rx1 para
L 01xn 0 d (n+1)

vzwgi(wﬂ Z) = On+1 para tOdO 1 S Z S mr + mp’

mr <1< mp,

onde os nimeros em negrito representam matrizes com entradas assumindo os valores

indicados.

Destacamos que nosso método nao utiliza escalarizagao, uma estratégia popular

para resolver MOPs. No Capitulo [6] um exemplo numérico sera reportado junta-

mente com uma comparacao entre as duas formulacoes apresentadas nesta tese.

Para mais detalhes sobre o problema multiobjetivo, veja [46] [47] e suas referéncias.
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Capitulo 6
Experimentos numeéricos

Neste capitulo analisaremos a performance do método proposto através de sete
problemas-teste. O primeiro problema é o Exemplo utilizado como ilustracao
ao longo do Capitulo 4l O segundo problema é um QEP académico de dimensao 5
proposto por STRODIOT et al. [29] que nao é nem um problema de equilibrio de
Nash generalizado (GNEP) nem uma desigualdade quase-variacional (QVI). O ter-
ceiro problema é um QVI com restri¢oes nao lineares considerado por FACCHINEI
et al. [62]. Posteriormente, resolvemos dois jogos de Nash generalizado. O primeiro
problema é um nonjointly GNEP proposto por FACCHINEI e KANZOW [63]. O se-
gundo problema é um jointly convexr GNEP, considerado por DREVES e KANZOW
[43], onde procuramos tanto uma soluc¢ao geral como também uma solugao normali-
zada. Finalmente, resolvemos um MOP proposto por VALENZUELA-RENDON e
URESTI-CHARRE [64] utilizando ambas as formulagoes apresentadas neste traba-
lho de tese a fim de compara-las.

As implementacdes foram feitas em MATLAB® R2016b e executadas em um
MacBook Intel Core i7 com 8 GB RAM. Em todos os exemplos adotamos a bi-
funcao auxiliar h(z,y) = ||y — z|[*. Calculamos y* utilizando a sub-rotina quad-
prog quando o problema é quadréatico e fmincon caso contrario. O problema de
programagao linear do Passo 2 é resolvido utilizando-se a sub-rotina linprog. Para o
Passo 3 utilizamos a sub-rotina linsolve. E importante mencionar que no Exemplo
utilizamos as expressoes apresentadas ao longo do Capitulo ] em substituicao
as sub-rotinas adotadas. O critério de parada adotado em nossos experimentos foi
l|y* — 2*|| < & com ¢ =1075.

Em todos os testes foram utilizados 100 pontos iniciais aleatérios tomados em
algum intervalo citado no exemplo. O resumo dos resultados numéricos encontra-se

na Tabela[6.1], onde as colunas possuem os seguintes significados:
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Exemplo

Ponto inicial
min. (k)
max. (k)
med. (k)

ol

cpu(s)

Ntumero do problema-teste considerado.

Representa o interval (ou caixa) onde foram tomados os 100 pontos
iniciais aleatorios.

O menor nimero de iteracoes entre os 100 pontos iniciais conside-
rados.

O maior nimero de iteracoes entre os 100 pontos iniciais conside-
rados.

A média do nimero de iteragoes para os 100 pontos iniciais consi-
derados.

A média da norma de F(zF) = y* — a*

na ultima iteracao para
os 100 pontos iniciais considerados. Este ntimero representa uma
medida da otimalidade da solucao encontrada; veja Proposicao
A média do tempo de CPU, em segundos, gasto para resolver o

problema a partir dos 100 pontos iniciais considerados.

Problemas de Quase-Equilibrio

Exemplo 6.1. [Capitulo |4, Ezemplo Considere QFEP com n = 1, a bifuncao
f(z,y) = x(y — x) e a aplicacao ponto-conjunto K(x) = 2o — 1,2z] = [-1,0] + 2z.

O conjunto solugao deste problema, conforme Figura (pagina 49)), é o con-

junto {0, 1}. Para 46 pontos iniciais o Algoritmo NMQEP convergiu para a solugao

(normalizada) x

* = 0 e nos demais pontos iniciais para a solucao z* = 1. Obser-

vamos que as solucoes encontradas estao bem distribuidas sobre o conjunto solucao

do problema.

Exemplo 6.2. [29, Exemplo 1] Considere o problema de quase-equilibrio onde a

aplicacao ponto-conjunto K € dada por

K(z)= [] Ki(x),

1<i<5

onde, para cada x € R® e cada i, o conjunto K;(x) é definido por

Ki(x):{yi€R|yi+ Z l’jz—l}

1<5<5, j#i

e a bifuncao f € da forma

flz,y) = (Px+Qy+q,y—z)
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onde as matrizes P e ) e o vetor q sao dados por

31 2 0 0 0 1.6 1 0 0 0 1
2 36 0 0 0 1 16 0 0 0 —2
P=|0 0 35 0l: Q=] 0 0 15 0| eq=1 -1
0 0 2 330 0 0 1 150 2

0 0 0 3| |0 0 0 2| -1

Note que este problema nao é nem um GNEP nem um QVI. Para mais detalhes
a respeito do Exemplo veja [29] e suas referéncias. Observamos que os pontos
iniciais considerados em [29] estao contidos na caixa [0, 3]° adotada em nossos testes
numéricos; veja Tabela

Desigualdade Quase-Variacional

Exemplo 6.3. [62, MovSet1A] Considere a desigualdade quase-variacional onde o

operador F é dado por

F(z)=Ax+b
com
[ 19.8699  0.5369  2.9482 0.3358  7.1239 | [ 10 ]
41819 16.3484 —5.2030 5.4332  2.7143 10
A= | —56554 0.9422 19.0981 7.1556 —7.3810 | e b= | 10 |,
~1.8770  0.1918 —5.3596 18.3565 —7.8847 10
| —6.0303 —3.6171 —1.4658 4.6238 15.4085 | | 10 |

e a aplicacdao ponto-conjunto K € definida, para cada x € R, por
K(z)={y € R’| |ly—0,1z]* <0,5}.

Recordamos que QVI(K, F) pode ser reformulado através de um QEP (K, f) com
a bifuncao f dada por f(x,y) = (F(x),y — x).
Note que os subproblemas do Passo I nao sao problemas de programacao

quadraticos. De fato, os subproblemas sao dados por

1

y* = arg min {§||y||2 + ((A+ I(5))2" + b, y) sujeito a |Jy — 0,12"]|* < 0,5} .
)

Portanto, utilizamos em nossos testes a sub-rotina fmincon o que justifica um maior

tempo de cpu nos resultados obtidos; veja Tabela Para mais detalhes sobre

este ou outros QVIs, veja a excelente colegao de problemas-teste QVILIB produzida

por FACCHINEI et al. [62].
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Equilibrio de Nash Generalizado
Os préximos exemplos sao problemas de equilibrio de Nash generalizados ou

formulacoes QEP para estes.

Exemplo 6.4. [63, Exemplo A.3] Considere um nonjointly GNEP com trés joga-

dores cuja reformulacao QEP envolve a bifungdo

fle.) = 5Aw.9)

e a aplicacdao ponto-conjunto K definida, para cada x € R”, por

(

—10 <y < 10,

Y1+ Y2 +ys < 20,

K(r)=<¢ yeR" | y1+ys—ys < x4 —27+5,
Ys — Y5 S Ty + a3 — 6+ 7,
L yr < 11+ T3 — x4 + 4. J

As matrizes A e B e o vetor b considerados na bifuncao f sao dados por

(20 5 3 0 0 0 0 0 0 0 -6 10 11 20

5 5 5 0 0 0 0 0 0 0 10 -4 -17 9

3 -5 15 0 0 0 0 0 0 0 15 8 -22 21

A=| 0 0o 0 11 -1 0 0 |,B=|2 1 -3 0 0 12 1
0 0 0 -1 9 0 0 10 -4 8 0 0 16 21

0 0 0 0 0 48 39 10 -2 22 12 16 0 0

L0 0 0 0 0 39 53] 9 19 21 -4 20 0 0

T
b:(1, 1,01, 1, 0, —1, 2) .

Este problema foi inicialmente proposto por FACCHINEI e KANZOW [63]. E
importante mencionar que existe uma escassez de exemplos e resultados numeéricos
relativos a nonjointly GNEPs. O Exemplo mostra que de fato nosso método

resolve o geral GNEP e nao apenas o caso jointly convex. Para mais exemplos de
nongjointly GNEPs veja [63].

Exemplo 6.5. [45, Ezemplo 5.3] Este problema é um jointly conver GNEP com
dois jogadores, cada um deles controlando uma unica varidvel. As funcoes objetivo
500

01(z) =27 — 2120 — 11 € Oy(z) =25 — g%1%2 = 2o,

e 0 espago comum de estratégias é X = {x € R*|x >0, 21 + 2o < 1}.
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1 . 1 T T T
— Conjunto solucdo

O Solugdes encontradas ]|

0.9

0.71

0.6~

0.5

04+

031 7

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

X

Figura 6.1: Resultados numéricos referente ao Exemplo

O conjunto solucao do Exemplo ¢ dado por {(8,1 —pB)|B € [0, %]} Para
82 pontos iniciais o Algoritmo NMQEP convergiu para uma solugao do problema.
Nos demais pontos iniciais, o algoritmo encontrou um iterado z* tal que K(z*) = ()
e entao nao foi capaz de prosseguir. As solugoes encontradas estao exibidas na
Figura[6.1] Observa-se que as solugdes computadas estdo bem distribuidas no con-
junto solucao do problema. Em particular, como esperado, nosso método computa

solucoes nao-normalizadas.

Exemplo 6.6. Este exemplo € dado pelo mesmo problema do Example entre-

tanto objetiva encontrar exclusivamente um equilibrio normalizado.

No Exemplo resolvemos EP(X f), com f definida pela equacao , por
meio do Algoritmo NMEP como apresentado no Capitulo 2 Veja Proposigao 5.2
e comentarios posteiores.

%, 1—71) o qual satisfaz a
Hipotese conforme Proposicao A sequeéncia gerada pelo Algoritmo NMEP

convergiu para x* em apenas uma iteracao em todos os pontos iniciais considerados.

O tnico equilibrio normalizado deste jogo é z* = (

Otimizacao Multiobjetivo
Exemplo 6.7. [64, Problema 1] Considere o MOP definido pelas sequintes fungoes
() =2 e y(a) = (z—-2)
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5 T T

—Front Pareto 6timo
O Solugdes encontradas

4 - -
3 - -
s 2F -
1 - -
0 - -

-1 | | | | |
-1 0 1 2 3 4 5

Figura 6.2: Resultados numéricos referente ao Exemplo utilizando o Algoritmo
NMQEP

e o conjunto de restricoes K ={r € R| —6 <z < 6}.

L

IL.

Utilizando a formulagao apresentada na Segdo [1.3.3, aplicamos o Algoritmo
NMQEP ao Exemplo Para 81 pontos iniciais o algoritmo convergiu para
uma solucao do problema. Nos demais pontos iniciais, o algoritmo encontrou
uma iterada a* tal que Hj, era singular e, portanto, o método falhou. As
solugoes encontradas estdao exibidas na Figura [6.2] Nota-se uma boa distri-

buicao das solucoes sobre o front Pareto 6timo do problema.

Utilizando os elementos apresentados no Capitulo [2, Secao 2.3 aplicamos o
Algoritmo NMEP ao problema EP(K, f.) para resolver o Exemplo Ado-
tamos em nossos testes numéricos a constante ¢ = 2. Em 10 pontos iniciais
houve overflow/underflow. Nos demais pontos iniciais, diferente do que ocor-
reu na aplicacado do Algoritmo NMQEP, o Algoritmo NMEP convergiu para

a mesma solugao, * = 1, independente do ponto inicial escolhido.

Como pode ser visto na Tabela o Algoritmo NMQEP teve um melhor de-

sempenho em comparacao ao Algoritmo NMEP em todos os quesitos avaliados.

O algoritmo apresentou um bom comportamento frente aos exemplos conside-

rados. Observamos que ele é capaz de encontrar uma solugao com alta precisao
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numérica. Este método pode ser visto como uma alternativa frente aos métodos
existentes [28H30], especialmente pelo fato de nossa abordagem ser distinta da pre-

sente na literatura de QEP.

Tabela 6.1: Resumo das experiéncias numéricas.

Exemplo  Ponto inicial min.(k) max.(k) med.(k) |[|F(z*)|] cpu(s)
[—1,2] 1 1 1 0 1,3212e-04
[0, 3]° 1 1 1 5,7142¢-09  0,0319
[0, 5]° 5 7 582  4,9513e-07  0,3224
[0,1]7 1 1 1 7,9338¢-09  0,0204
[0,1]? 1 4 1,54  5,1017e-08  0,0532
[0,1)? 1 1 1 4,5484¢-10  0,0317
6.71. [—1,3] x {0} 0 2 0,5926 0 0,0690
II. [—1, 3] 24 53 37,64 7,2321e-07  0,8628
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Capitulo 7
Consideracoes finais

Neste trabalho de tese foi desenvolvido um método para resolver o problema de
equilibrio classico (EP) juntamente com uma extensao deste ao problema de quase-
equilibrio (QEP). Os algoritmos associados a tal método possuem convergéncia local
no sentido de admitir, a priori, apenas pontos préximos a uma solu¢ao como ponto
de partida para sua inicializacao. Provamos, sob hipéteses usuais, que o algoritmo
possui taxa de convergéncia superlinear e/ou quadratica. Propomos uma globa-
lizacao do algoritmo no caso EP. Ademais, aplicamos nossos resultados ao problema
de equilibrio de Nash generalizado (GNEP) e ao problema de otimiza¢ao multiob-
jetivo (MOP).

No método proposto ao problema de equilibrio cldssico realizamos comparagoes
com trabalhos especificos para EP. Observamos que o algoritmo se mostrou numeri-
camente competitivo. Uma aplicacao a problemas de otimizagao multiobjetivo visto
como um EP foi apresentado. Este resultado encontra-se publicado em SANTOS
et al. [16] como fruto de nossas pesquisas iniciais para este trabalho de tese.

Observamos que, quando aplicado ao GNEP, o método estendido ao problema
de quase-equilibrio é capaz de resolver o geral (nonjointly conver) GNEP. Desta-
camos ainda que, quando aplicado ao caso jointly convexr, o método nos permite
encontrar qualquer solugao do problema e nao apenas as solugoes denominadas
“normalizadas” (normalized equilibrium). Ademais, exibimos um modo de encontrar
exclusivamente as solucoes normalizadas de um jointly conver GNEP. E importante
mencionar que neste tltimo caso, e para a particular escolha da bifungao auxiliar
h(z,y) = §lly — #|[* (o > 0), reencontramos os resultados de VON HEUSINGER
et al. [32] como caso particular da teoria desenvolvida nesta tese.

Com o intuito de aplicar os resultados obtidos no Capitulo |4/ ao problema de oti-
mizagao multiobjetivo, apresentamos uma formulagao do MOP como um problema
de quase-equilibrio. Essa formulacao nos permite encontrar as solugoes Pareto-fraco
do problema. Ela possui a vantagem de envolver apenas os dados originais do MOP

além de ser uma formulacao suave no sentido da diferenciabilidade dos elementos
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envolvidos.

Por fim, resultados numéricos incluindo varios problemas-testes foram apresen-
tados para ilustrar o comportamento do método proposto. Em relagao aos testes
realizados, observamos que nosso algoritmo é capaz de encontrar uma solucao com
alta precisao numérica. Assim, este método pode ser visto como uma alternativa
promissora frente aos métodos existentes [28-30)], especialmente pelo fato de nossa
abordagem ser distinta das presentes na literatura de QEP.

Futuras pesquisas que dao continuidade natural a este trabalho envolvem:

1. Propor uma globalizacao do Algoritmo NMQEP especificamente em relagao
a tornar possivel a escolha de pontos nao necessariamente proximos a uma

solugao como pontos de partida para a inicializacao do algoritmo;

2. Encontrar condicoes que garantam a validade da Hipdtese que se refere
a nao singularidade dos elementos do jacobiano generalizado computavel da

aplicacao F(z) = y(x) — x;

3. Ampliar as experiéncias numéricas fornecendo comparacoes com métodos es-
pecificos para QEP, como por exemplo, os descritos por STRODIOT et al. [29]
e VAN et al. [30];

4. Propor outros métodos para resolver o problema de quase-equilibrio, como por
exemplo, extensoes a QEP de métodos existentes na literatura de problemas

de equilibrio classico.
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