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Um dos problemas de planejamento de producao mais estudados é o Problema de
Dimensionamento de Lotes (PDL). Basicamente, tal problema consiste na decisao
de quando e quanto produzir de um item ao longo de um horizonte de planejamento
com o objetivo de otimizar custos ou ganhos, e, a0 mesmo tempo, satisfazer a de-
manda pelo item. Neste trabalho, estudamos o PDL num sistema de producgao de
um tdnico item e com limitagao na capacidade de produgao, através de modelos de
Otimizagao Nao-Linear Inteira Mista (ONLIM), em que, ndao apenas a quantidade
a produzir e os periodos em que ocorrerda producao sao varidveis de decisao, mas
também o prego unitario e a demanda pelo item produzido. Diferentes modelos
sao comparados, considerando relacgoes distintas entre prego e demanda. Mostramos
que os modelos propostos sao modelos de ONLIM convexa, ou seja, as relaxagoes
continuas dos modelos abordados sao problemas de otimizacao convexa. Discuti-
mos experimentos numéricos, comparando a relacao preco-demanda modelada por
funcoes quadrética, exponencial e hiperbolica. Para efeito de comparacao, foram
construidas instancias aleatorias para as variantes modeladas do problema, que fo-
ram resolvidas utilizando os pacotes computacionais Gurobi e Muriqui. Utilizando
0s mesmos pacotes computacionais, realizamos também experimentos comparativos
em uma extensao dos modelos que leva em consideracao a incerteza nos custos de
producao e nos custos de manutencgao de estoques. Analisamos também a influéncia

da aversao ao risco na politica de produgao em todos os modelos.
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One of the most studied production planning problems is the Lot-Sizing Prob-
lem (LSP). Basically, this problem consists of the decision of when and how much to
produce of an item in a planning horizon with the objective of optimizing costs or
gains and, at the same time, satisfying the item demand. In this work, we study the
LSP in a production system of a single item and with limited production capacity,
through models of Mixed Integer Nonlinear Optimization (MINLO), in which not
only the quantity to be produced and the periods in which production will occur are
decision variables, but also the unit price and the demand for the item produced.
Different models are compared, considering different relationships between price and
demand. We show that the proposed models are convex MINLO models, that is,
the continuous relaxations of the models addressed are convex optimization prob-
lems. We discuss numerical experiments, comparing the price-demand relationship
modeled by quadratic, exponential and hyperbolic functions. For the purpose of
comparison, random instances were built for the modeled variants of the problem,
which were solved by the computational packages Gurobi and Muriqui. Using the
same computational packages, we also performed comparative experiments in an
extension of the models that take into account the uncertainty in production and
holding costs. We also analyzed the influence of risk aversion on production policy

in all models.
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Capitulo 1

Introducao

Para auxiliar o gerenciamento da producao de uma industria, é necessario ter
processos bem definidos, com atividades que conciliam as demandas de mercado
com a capacidade dos recursos de producao disponiveis para atendé-las. Assim,
segundo Slack [2], conceitua-se o termo Planejamento e Controle da Produgao. Pla-
nejamento é uma formalizacao de expectativa futura, ou seja, é o plano do que se
espera em determinado tempo futuro. No entanto, ao longo de sua implementagao,
podem ocorrer imprevistos que impactem diretamente o planejamento, fazendo com
que os eventos nem sempre ocorram da maneira esperada. Controle é o processo
de lidar com situacoes inesperadas, envolvendo acoes de replanejamento ou inter-
vencao em alguma operacgao da producao para fazé-la transcorrer conforme as novas
expectativas.

O processo de planejamento e controle da producao busca conciliar a demanda
com o suprimento. Logo, a natureza das decisoes tomadas em relacao a determinada
operacao ao longo desse processo dependeréd da natureza da demanda e da natureza
do suprimento. Nesse sentido, a maneira como ocorre o gerenciamento do processo
podera ser afetada pela questao da incerteza em relacao a demanda, aos suprimen-
tos e aos custos. No que diz respeito & demanda, é possivel classifica-la de duas
formas: demanda dependente e demanda independente. A primeira ocorre quando
a demanda depende de algum outro fator ja conhecido, o que permite que algu-
mas operacoes possam prever a demanda com relativa certeza. A segunda ocorre
quando nao se tem uma visibilidade previamente determinada da demanda, isto é,
a demanda ¢é imprevisivel e ainda assim precisa ser atendida.

Outra questao importante para se considerar na conciliagao entre demanda e su-
primento ¢ a estocagem. Dentro desse escopo, podem surgir problemas relacionados
a capacidade e ao acimulo ou falta de materiais ou insumos em estoque, que podem
impactar nas metas dos gerentes de producao. Dessa maneira, surge a necessidade
também de se introduzir metodologias de gestao de capacidade de producao e de

gestao de estoques.



Slack [2] define gestao da capacidade fisica de produgao como sendo a atividade
de entender as peculiaridades da demanda por produtos e servicos através do pla-
nejamento e do controle da capacidade de determinada operacao. As decisoes, no
que diz respeito a gestao da capacidade de producao, devem ser tomadas de modo
a tentar manter o equilibrio entre capacidade e demanda pois, no caso de um dese-
quilibrio, aspectos de desempenho como custos e receitas podem ser afetados. Por
exemplo, quando o nivel de capacidade de producao se encontra acima da demanda,
tem-se subutilizacao da capacidade, implicando em custos unitarios de producao
elevados entre outras consequéncias.

Slack diz que [2] para lidar com divergéncias entre demanda e capacidade, as
empresas costumam utilizar trés metodologias: Plano de Capacidade Constante, ou
seja, ignorar as variagoes na quantidade demandada de modo a manter os niveis cons-
tantes de capacidade; Plano de Acompanhamento da Demanda, que significa ajustar
a capacidade para refletir a oscilacao da quantidade demandada; e por dltimo, Ges-
tao da Demanda, cujo esfor¢o é direcionado em alterar a quantidade demandada
para ajusta-la a disponibilidade de capacidade.

Quando a demanda é independente, a gestao torna-se mais dificil devido a di-
ficuldade de se prever a demanda futura proxima da demanda real, e atender sa-
tisfatoriamente a demanda real. Essa situacao ¢ comumente tratada por meio da
gestao de estoques. Segundo Slack [2], estoque é o termo usado para descrever a
acumulacao de materiais e informagoes. Quando o estoque é formado somente por
materiais fisicos, pode ser denominado inventdrio. A gestao de estoques realiza o
gerenciamento dessas acumulagoes. Tarefa essa que é muito importante pois, por
um lado, manter um estoque é custoso, ja que se torna um ativo, comprometendo
parte do capital de giro. Por outro lado, manter um estoque proporciona certo nivel
de seguranca perante a incerteza de ambiente com demandas imprevisiveis. De ma-
neira geral, enquanto a gestao de capacidade busca conciliar producao e demanda,
a gestao de estoque busca conciliar suprimento e demanda. Quando a taxa de su-
primento excede a taxa de demanda, o estoque aumenta. Caso contrario, o estoque
diminui. Nessa logica, se uma operagao conseguir igualar niveis de suprimento e
demanda, ela tenderd a diminuir seus niveis de estoque.

Diferentemente dos sistemas produtivos sob encomenda (make-to-order), aque-
les em que a produgao de um item ¢ iniciada ap6s uma encomenda do cliente, os
sistemas produtivos para estocar (make-to-stock) antecipam os pedidos dos clien-
tes, produzindo e estocando itens. Nesse dltimo caso, mesmo que estoques gerem
custos, eles apresentam vantagens ao garantir: (a) um suprimento antecipado, e (b)
atendimento da demanda inesperada em curto prazo. De fato, a manutencao de es-
toque permite que as operagoes tenham a possibilidade de aproveitar oportunidades

a curto prazo, permite a antecipacao de demandas futuras, e também pode reduzir



os custos totais de determinada operacao ou processo.

1.1 Problema de dimensionamento de lotes

Desde o inicio da industrializacao, o dimensionamento de lotes ja era considerado
um objetivo fundamental para as empresas [3] . E sabido que o planejamento de
producao pode ser impactado por imprevistos durante as operacoes a serem reali-
zadas, ao longo do processo de producao. O problema de dimensionamento de lotes
aparece, naturalmente, a partir do momento em que tais operagoes sao necessérias
entre as execugoes de producao de um item, em uma linha de producao, com ob-
jetivo de alcangar competitividade de mercado, ou seja, custos minimos. De uma
maneira geral, o custo de preparacao dessas operacoes nao depende da quantidade
de itens a serem processados. Portanto, para minimizar custos, a produgao deve
ser executada em lotes, preferencialmente com mais de uma unidade do item a ser
produzido. Por outro lado, num sistema de producao make-to-stock, isso pode gerar
custos altos de estoque (ou custos de inventario). Como é o caso de insumos e alguns
outros itens semiacabados que devem ser estocados, além das unidades produzidas,
desde o momento de producgao até o momento do envio para o consumidor final.
Assim, a otimizacao do dimensionamento de lotes tem por objetivo alcancar o me-
lhor trade-off entre os custos de producao propriamente ditos, de preparacao e de
manutengao de estoque para obtengao de planos de produgao mais competitivos [3],
de maneira a garantir que a demanda seja de preferéncia satisfeita e respeitando a
limitagao de capacidade de producao das maquinas. Isto é, o problema visa deter-
minar o momento e o nivel de produgao ideais [4], de modo a minimizar os custos
totais.

Por mais de cinco décadas, modelos de otimizacao para planejamento de produ-
¢ao tém sido um importante objeto de estudo. Um trabalho antigo, porém instigante
até o presente, sobre dimensionamento de lotes ¢ o trabalho de Wagner e Whitin [5],
o qual aborda a formulagao para tal problema de planejamento de produgao para
um tnico item, em um tnico recurso, com capacidade de producao e de estocagem
ilimitadas. Desde entao, a pesquisa sobre o tema tem focado em modelos mais realis-
ticos e aproximagoes algoritmicas para permitir a solucao de tal problema. Leituras
sobre esses topicos sao indicadas em [6H8]. Um estudo minucioso sobre formulagoes
matematicas para problemas de dimensionamento de lotes, buscando relaxacoes li-
neares mais justas e bons limites inferiores para o problemas podem ser encontradas
em [9].

Ao longo dos anos, o problema de dimensionamento de lotes (PDL) ganhou

diversas classificagoes, as quais tiveram como base intimeros critérios referentes a



caracteristicas incorporadas ao problema. Dentre diversos critérios que podem ser
considerados, vale citar: restricoes de capacidade, niimero de niveis de produgao
[10] e ntimero de tipos de produtos. No que diz respeito ao critério de capacidade,
¢ possivel classificar o PDL como capacitado (capacitated) ou como nao capacitado
(uncapacitated), isto é, com restrigoes de capacidade ou com capacidade de produ-
¢ao ilimitada. No que diz respeito ao critério referente & quantidade de niveis de
produgao, ¢é possivel classificar o PDL como sendo de nivel tnico (single-level) ou de
multiplos niveis (multi-level). No que diz respeito ao critério referente ao produto,
é possivel classificar o PDL como sendo de item tnico (single-item) quando apenas
um tipo de produto é considerado ou de multiplos itens (multi-item) quando mais
de um tipo de produto é considerado.

Nesta dissertacao, abordaremos o problema de otimizagao de dimensionamento
de lotes capacitado que surge em um planejamento de produgao de nivel tnico e de
um unico item estocavel. Tal problema se destacou por ser relativamente simples
e por poder ser tratado como um subproblema de alguns outros problemas de di-
mensionamento de lotes mais complexos [10]. A versao classica do PDL capacitado
de item tnico visa a determinacao da quantidade a ser produzida, ao longo de um
horizonte de planejamento (HP), que minimiza, ao longo de todos os periodos, os
custos fixos de preparacao, os custos lineares de producao e de estocar. Uma carac-
teristica especifica desse problema classico é que a demanda prevista é conhecida,
podendo variar ao longo do tempo, porém sempre atendida. Além disso, é assumido
que cada quantidade positiva de producao durante um periodo induz uma prepara-
¢ao da maquina (setup), mesmo em casos onde a produgao ocorra em dois periodos
consecutivos.

Outros trabalhos da literatura foram analisados num esforgo para ajustar as
suposicoes do modelo classico de otimizacao de dimensionamento de lotes para si-
tuagoes mais realisticas, focando na dependéncia entre a demanda pelo item e o
preco de venda. Para isso, em vez de minimizar o custo total, maximizamos os ga-
nhos, considerando a receita com comportamento nao-linear. Evidéncias empiricas
mostram que a classica suposicao de uma demanda constante em cada periodo do
horizonte de planejamento é uma excessiva simplificagdo da realidade. Ja em [11], os
autores relaxam essa suposicao, considerando um modelo em que a demanda reduz
linearmente com o aumento do prego de venda. Ainda em [I1], a receita é modelada
como uma funcao quadratica concava, conduzindo para um problema de otimizagao
quadrética inteira mista (PQIM) convexa. A dificuldade em resolver essa classe de
problemas anos atras é refletida em [I1], que propde uma decomposi¢ao algoritmica
para resolver o subproblema que surge quando as variaveis inteiras do modelo sao
fixas. Outros trabalhos académicos consideram diferentes versdes do problema de

dimensionamento de lotes com demandas nao constantes, abordando suas dependén-



cias no nivel de inventario [12} [13], preco [14], preco e despesas de marketing [15], e
prego de produto e seu desempenho ambiental [16]. Modelos do tipo prego-demanda
mais realisticos sdo apresentados em [I7], também.

Dispondo da recente evolugao na area de otimizagao nao-linear inteira mista (ON-
LIM), damos um passo adiante no que diz respeito ao ajuste de modelos classicos
de dimensionamento de lotes a situa¢oes mais realistas, considerando fungoes nao-
lineares mais adequadas para modelar a relagao entre preco e demanda. Esta disser-
tacao apresentard uma anélise tedrica das fun¢oes consideradas em nossos modelos
para estabelecer a correspondéncia entre a dependéncia nao-linear preco-demanda
proposta neste trabalho e a dependéncia linear adotada em [II]. Além disso, este
trabalho mostraré que nosso problema de ONLIM também é convexo. Por meio de
experimentos numéricos, formulagoes propostas com dependéncia preco-demanda
exponencial e hiperbolica serao comparadas a formulacao com dependéncia prego-
demanda linear da literatura. Enfatizamos que além da introducao de uma relagao
nao-linear entre preco e demanda, também introduzimos no modelo utilizado em
[11], os custos de preparagdao que, enquanto tornam o modelo mais realista, re-
querem para isso a adigao de variaveis binarias, aumentando significativamente a
dificuldade de sua resolucao. Ainda assim, mostramos com nossos experimentos
numéricos, a possibilidade de obter a solucao exata do problema para as instancias
consideradas.

Aproveitamos as formulagoes propostas para também criar uma extensao das
mesmas considerando a incerteza nos custos de produgao e manutencao de estoque
e realizamos mais experimentos comparativos nesse sentido. O modelo utilizado
para considerar as incertezas, penaliza a variancia nos custos e foi proposto em [1§].
Mostramos com este trabalho, que com o avango nas tultimas décadas na resolugao
numeérica de problemas de ONLIM convexa, podemos nao apenas considerar modelos
mais realistas para o PDL com relagao aos trabalhos considerados da literatura,
como obter solucoes 6timas para aplicagoes deste problema. Resultados parciais

desta dissertagao foram apresentados em |19, 20)].

1.2 Sequéncia de apresentacao

A fim de apresentar formalmente os resultados alcancados com este estudo, ire-
mos seguir uma sequéncia de, primeiramente, no Capitulo 2, realizar uma breve
revisao bibliografica no sentido de apresentar artigos que serviram de inspiragao
para esta dissertacao. No Capitulo 3, apresentaremos uma série de conceitos teori-
cos relacionados & otimizagao nao-linear, incluindo os de fungoes convexa e concava,
a fim de antecipar conceitos que serao necesséarios para o entendimento do capitulo

seguinte. No Capitulo 4, iremos propor as formulacoes mateméticas do problema



abordado nesta dissertagao, assim como faremos uma analise das fun¢oes de depen-
déncia pre¢o-demanda utilizadas nos modelos. No Capitulo 5, discutiremos os expe-
rimentos numéricos. Descreveremos detalhadamente cada experimento, assim como
exibiremos resultados de cada experimento separadamente. Também realizaremos as
analises das variagoes de parametros nos experimentos considerando agrupamentos
convenientes para a realizagao das comparagoes. No Capitulo 6, iremos propor uma
extensao para as formulacoes matematicas do Capitulo 4, de maneira a incorporar
incertezas com relacao aos custos de produgao e manutencao de estoque em nossos
modelos. No capitulo 7, iremos verificar através de novos experimentos numéricos
como a aversao ao risco afeta os resultados obtidos nos modelos deterministicos
anteriormente considerados. No Capitulo 8, as consideracoes finais sobre esta dis-
sertacao serao apresentadas. E, por fim, as referéncias bibliograficas utilizadas serao

apresentadas.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Neste Capitulo, citaremos trabalhos que se destacaram por abordar modelos
matemaéaticos com especificidades distintas, assim como métodos de solugao, com
respeito a evolucao da pesquisa em torno do problema de dimensionamento de lotes.

Citado em quase todos os artigos pesquisados para esta dissertacao, o primeiro
trabalho na area de planejamento de producgao foi publicado por Harris em 1913
[21] [3]. Nele, é apresentado o modelo matematico para a determinacdo do tamanho
6timo do lote econdmico (modelo EOQ), ou seja, a quantidade de itens do pedido
que minimiza os custos totais de producao e estocagem. O modelo considera como
parametros, o custo fixo de producao, custo de preparacao e o custo variavel de
estocagem baseado no nivel médio dos estoques, e ainda taxa mensal de demanda
constante e continua pelo item [22]. Seu objetivo é minimizar os custos num tnico
periodo e sem restrigoes. Muitas extensoes baseadas no modelo bésico EOQ surgi-
ram ao longo do tempo.

Wilson realizou anélises minuciosas no trabalho de Harris a fim de estudar pos-
siveis aplicagoes em empresas [23] [24]. Em 1934, o modelo EOQ foi popularizado
através do trabalho de Wilson [25] [3]. Utilizando uma abordagem estatistica, o
autor acrescentou ao modelo de Harris a premissa de um tempo entre a colocagao
e o recebimento do pedido, o que significa determinar um ponto de pedido a fim de
contornar possiveis problemas de falta de produtos no estoque devido a flutuagao
da demanda [26].

Apesar da popularizacao conferida ao trabalho de Harris por meio do trabalho
de Wilson, segundo [27], o artigo de Harris passou muito tempo esquecido, sendo
redescoberto somente em 1988. Desde entao, o modelo de Harris vem se tornando
um dos resultados mais citados e aplicados em planejamento da producao. Vérios
pesquisadores desenvolveram novas formulacoes, variantes e extensoes para o PDL
de maneira a incluir no modelo questoes sobre sistemas de estoque em vérios estagios,
incentivos, ou produtividade [28], tentando refletir casos tao proximos da realidade

quanto possiveis, [I1], [29], [30].



Em 1958, Wagner e Whitin propuseram pela primeira vez, no artigo [5] [3], um
método que encontra solugao 6tima para o problema de planejamento abordado. O
método se baseia na programacgao dindmica e heuristica para resolver o problema
de planejamento para um sistema de producao em que as quantidades demandadas
pelo item sao conhecidas e distintas em cada periodos n, o mesmo que dizer de-
manda dindmica. Também levaram em consideracao custo de estocagem variavel de
periodo para periodo. De fato, o problema determina as quantidades 6timas a serem
encomendadas, por producao ou compra, e estocadas a fim de minimizar os custos
de encomendar e estocar ao longo do horizonte de tempo. Os autores afirmaram
suas suposicoes no artigo através de provas de teoremas propostos, apresentacao de
algoritmo e exemplo numérico. A escolha do método de resolucao foi bem aceita,
exceto para situacoes que considerassem um longo horizonte de planejamento, de-
vido & grande quantidade de tempo de processamento requerida. Apesar disso, até
hoje, eles também sdo citados com grande frequéncia em artigos da area, [3].

Em 1997, foi publicado um artigo muito interessante [11] que apresentou um
algoritmo para um problema de programacao quadratica que surgiu como um sub-
problema em uma versao de maximizagao de lucro do problema de dimensionamento
de lotes capacitados (CLSP). O modelo apresentado trata prego unitario e demanda
como variaveis do problema com interdependéncia linear.

Ainda em 1997, foi publicado o artigo [31], também muito interessante e dife-
renciado por formular o problema de dimensionamento de lotes como um problema
de programacao nao-linear inteira mista. Apesar de pequeno, tal artigo é relativa-
mente denso devido a sua formulacao nao trivial. Em suma, é importante destacar
que Sox aborda o problema em questao considerando as seguintes caracteristicas:
lote de item tinico e dindmico, custos variaveis e demanda aleatoria. A incerteza de
demanda é aplicada tanto no que diz respeito a quantidade demandada quanto no
tempo. Sobre a formulacao, é possivel mencionar que apos algumas simplificagoes a
funcao objetivo obtida foi uma funcao de perda nao-linear e convexa conhecida na
teoria de estoque. Tal funcao, ainda foi manipulada mais algumas vezes através de
substitui¢oes e por fim resultou em uma funcao objetivo de carater separavel entre
as variaveis referentes & quantidade demandada. Para resolver tal problema, foi pro-
posto um algoritmo recursivo de programagao dinamica. Esse trabalho ainda contou
com demonstracoes de lema e teoremas, além de exemplos numéricos comparativos.

Com a expansao da pesquisa, foi publicado em 2003, o artigo [6] que aborda
o desenvolvimento feito com respeito ao problema de dimensionamento de lotes de
nivel inico, em termos de modelos matemaéticos e métodos de solugao exatos e heu-
risticos, até entao propostos. Tal artigo menciona as caracteristicas principais que
podem ser consideradas na modelagem de um problema de dimensionamento de lotes

como horizonte de planejamento, quantidade de niveis (single-level ou multi-level),



quantidade de tipo produto (single-item ou multi-item), restrigoes de capacidade,
restri¢oes de recursos, questao de deterioracao de itens do estoque, demanda determi-
nistica (fixa ou dinamica), demanda probabilistica, questao de custo de preparagao
(simples ou complexos) e questao de escassez de estoque. Karimi ainda cita alguns
algoritmos heuristicos para resolucao do problema de dimensionamento de lotes nao
capacitado de nivel tnico utilizados na literatura bem como seus autores. J& para
a versao capacitada do problema, Karimi cita alguns algoritmos dividindo-os em
trés categorias: métodos exatos, heuristicas especializadas e heuristicas baseadas
em programacao matematica. Na primeira categoria, o autor aponta como métodos
de solugao as técnicas do branch-and-bound, de geracao de corte e de redefinicao de
variavel. Na segunda categoria, fala sobre heuristicas dos tipos "periodo a periodo"e
"de melhoria". Finalmente, na terceira categoria, fala sobre heuristicas de relaxa-
¢ao, baseadas em branch-and-bound, e de particionamento de conjuntos e geragao
de colunas.

O artigo de 2006 [32] fez uma revisdo de métodos de solugdo para o problema
dindmico de dimensionamento de lotes enfatizando a aplicacao de meta-heuristicas
como busca tabu, simulated anneling e algoritmo genético como alternativa a fim
de contornar o problema da complexidade em extensoes de problemas de dimensi-
onamento de lotes. No mesmo artigo, o autor também relembra e compara outras
metodologias que podem ser aplicadas ao problema como programagao dinamica,
relaxacao lagrangeana, heuristicas especializadas, planos de cortes e decomposicao
de Dantzig-Wolfe.

Também em 2006, [10], refere-se ao estado da arte daquela época do problema de
dimensionamento de lotes de item tnico. Brahimi et al fala sobre algumas formu-
lagoes diferentes para o problema: a formulacao padrao do problema, a formulagao
sem a variavel referente ao custo de estocagem, formulagao do caminho mais curto e
a formulagao baseada em localizacao de facilidades. Essas quatro foram apresenta-
das tanto para versao capacitada quanto para a versao nao capacitada do problema.
O autor também fala da possibilidade de acrescentar algumas especificidades ao
problema de modo a gerar novas versoes do mesmo. Dentre tais caracteristicas,
¢ possivel citar backlogging que significa a consideracao do atraso no modelo do
problema, miltiplas facilidades, estoque perecivel, remanufatura e janela de tempo.
Como técnicas de solugao, o artigo faz mengao a programacao dindmica, branch-
and-bound, métodos de aproximacao, e desigualdades validas e branch-and-cut.

Em 2008, foi publicado um estudo sobre modelos para o problema de dimen-
sionamento de lotes com limitacao de estoque. O artigo conteve-se em apresentar
formulacoes que caracterizavam-se por incorporar questoes de remanufatura, de ja-
nela de tempo para produgao e de capacidades cumulativas de maneira a apresentar

detalhadamente a formulagao para cada uma dessas extensoes do problema. [33].



Em 2014, o artigo [28] apresentou um estudo terciario em que mostrava as di-
versas extensoes de modelos de dimensionamento de lotes que foram elaboradas a
partir do modelo de Harris ao longo do tempo. Nesse trabalho, o autor menciona a
importancia do controle de estoques para a economia global destacando a atividade
como uma das principais operagoes da industria pelo poder de reducao de custos
que a mesma tem quando gerenciada eficientemente. O autor ainda fala sobre al-
gumas possibilidades de integracao do problemas em questao com outros problemas
como de scheduling, modelos que consideram sistemas de incentivos, e questoes de
produtividade.

Em 2017, foi publicado o artigo [34] como uma forma de atualizagao do estado da
arte sobre o problema de dimensionamento de lotes dinamico de item tnico focando
em trabalhos publicados até o ano de 2016. Tal artigo é bastante informativo em
varios aspectos. Ele fala sobre as mesmas abordagens para solu¢ao ja mencionadas
em [10], porém com algumas referéncias mais recentes. O autor também acrescenta e
explica novas caracteristicas que podem ser embutidas de modo a gerar novas versoes
do problema. Vale destacar o pardmetro denominado "politica de servigo"que pode
ter as seguintes classificagoes caracteristicas: demanda atendida no prazo, pedido
nao atendido, vendas perdidas, subcontratacao. Além disso, o trabalho em questao
retoma a ideia de integrar o problema de dimensionamento de lotes com outros temas
relacionados como o problema de scheduling, localizagao do armazém, transporte
e roteamento de veiculos, aceitacao de pedidos e selecao de mercado, selegao de
fornecedores, e coordenacao da cadeia de suprimentos. Esse tltimo é um tema bem
atual, de fato, na area de planejamento e controle de produgao.

O problema de dimensionamento de lotes é considerado um dos problemas mais
importantes e mais dificeis na area de planejamento da produgao [6]. Como ja men-
cionado anteriormente, o artigo de Harris, propondo o modelo EOQ), e o artigo de
Wagner e Whitin, propondo um método de solucao, serviram de semente para se
construir novos modelos matematicos e métodos. Porém, apesar da existéncia e con-
tinuo surgimento de modelagens e algoritmos para o PDL, ha uma certa dificuldade
em encontrar modelagens de cunho nao-linear, cujos métodos de solucao aplicados
também sejam oriundos de programagao nao-linear continua. Nesse sentido, toma-
mos como base o artigo [I1] j4 mencionado ao longo deste capitulo, aproveitamos
a ideia da interdependéncia linear e propomos nesta dissertacao justamente uma
formulacao com caracteristicas de programacao nao-linear inteira mista que retoma
a ideia da interdependéncia entre varidveis e com aplicacao de método exato para

problemas desta area.

10



Capitulo 3
Otimizacao Nao-linear

A modelagem de um problema real tem duas dificuldades. A primeira diz res-
peito a simplificagao do problema através de um modelo matemético, visando o seu
tratamento. A segunda diz respeito ao risco de considerar mais elementos do que o
necessario na montagem do modelo, exigindo mais recursos computacionais. O au-
tor em [35] considera essa questao, dizendo que um modelo s6 sera util e adequado,
caso caracterize um comportamento mais realista, com grau de nao linearidade, e
por isso mais complexo de ser resolvido. Ainda, conceitua problemas de Otimizagao
Nao-Linear (ONL) como sendo problemas de otimizagao em que a fungao-objetivo
e/ou pelo menos uma das restrigoes envolvidas nao sao fungoes lineares das varié-
veis de decisao. E que, diferentemente de problemas de Otimizagdo Linear (OL)
cuja solugao 6tima é encontrada nos extremos do conjunto de solugoes viaveis, em
um problema de ONL a solugao 6tima pode assumir qualquer valor do conjunto de
solugoes viaveis, isto é, pode estar localizada em um ponto extremo, em um ponto
de fronteira ou em um ponto interior do conjunto de solugoes vidveis.

A seguir, veremos alguns conceitos importantes sobre convexidade em problemas
de ONL que ajudarao no entendimento das se¢oes adiante. Nosso objetivo é definir
um problema de otimizagao convexa, um subconjunto bastante especial dos proble-
mas de ONL. Mostraremos no proximo capitulo, que os modelos que construimos
nesta dissertagao sao modelos de Otimizagao Nao-Linear Inteira (ONLI), cuja rela-
xagao obtida ao se remover as restricoes de integralidade sobre as variaveis inteiras,
sao modelos de otimizacao convexa. Este fato sera por fim, considerado na escolha
dos algoritmos e pacotes computacionais utilizados nos nossos experimentos numé-
ricos. Todos os resultados e exemplos apresentados neste capitulo foram obtidos de

[1]. Os incluimos aqui apenas para o texto ficar autocontido.
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3.1 Conjunto convexo

Um conjunto C' é convezo se o segmento de reta entre quaisquer dois pontos em
C estiver em C, ou seja, se para qualquer xq, x5 € C' e qualquer # com 0 < 0 < 1,

temos:
Ox1+ (1 —0)zy € C.

3.2 Funcoes convexas

Uma funcao f : R™ — R é convera se dom f for um conjunto convexo e se

para todo z, y € dom f e 6 com 0 < 0 < 1, temos:

[0z + (1 —0)y) <O0f(x)+(1—0)f(y) (3.1)

Geometricamente, essa desigualdade significa que o segmento de reta entre
(z, f(x)) e (y, f(y)) encontra-se acima do grafico de f (figura abaixo). Uma
funcao f é estritamente convexa se a desigualdade estrita vale em sempre
quex # ye0 <6 < 1. Dizemos que f é concava se — f for convexa, e estritamente
concava se — f for estritamente convexa.

Para uma fungao afim linear temos igualdade em (3.1, entdo todas as fungdes
afim lineares sao convexas e concavas. Por outro lado, qualquer fun¢ao que é convexa

e concava é afim linear.

Figura 3.1: Extraida do livro [1]: f convexa.

3.2.1 Condigoes de otimalidade de primeira ordem

Suponha que f seja diferenciavel (ou seja, seu gradiente V f existe em cada ponto

em dom f, que é aberto). Entao f é convexa se, e somente se, dom f é convexo e
fly) = fla) + Vf(z) (y — =) (3.2)

vale para todo z, y € dom f . Essa desigualdade ¢ ilustrada na figura [3.2] abaixo.

12



f(@) +Vi@)(y - =)

Figura 3.2: Extraida do livro [I]: f diferenciavel e convexa

A fungdo afim de y dada por f(z)+ V f(x)?(y —z) é a aproximagao de Taylor de
primeira ordem de f proximo a z. A desigualdade afirma que para uma funcao
convexa, a aproximacao de Taylor de primeira ordem ¢é um subestimador global da
funcao. Por outro lado, se a aproximacao de Taylor de primeira ordem de uma
funcao é sempre um subestimador global da funcao, entao a funcao é convexa.

A desigualdade mostra que a partir de informacoes locais sobre uma funcao
convexa (ou seja, seu valor e derivada em um ponto) podemos derivar informagaoes
globais (ou seja, um subestimador global dela). Esta é talvez a propriedade mais
importante das func¢oes convexas e explica algumas das propriedades notaveis das
fungoes convexas e dos problemas de otimizacao convexa. Como um exemplo sim-
ples, a desigualdade mostra que se Vf(z) = 0, entdo para todo y € dom f ,
f(y) > f(z), ou seja, x ¢ um minimizador global da fungao f.

A convexidade estrita também pode ser caracterizada por uma condigao de pri-
meira ordem: f é estritamente convexa se, e somente se, dom f é convexo e para

x,y € dom [, x # y, temos:
fly) > f(z) + V(@) (y — 2). (3.3)

Para fungoes concavas temos a caracterizagao correspondente: f é concava se, e

somente se, dom f é convexo e:
fly) < f(2) + V() (y - o) (3.4)

para todo z, y € dom f.

3.2.2 Condicgoes de otimalidade de segunda ordem

Assumimos agora que f é duas vezes diferenciavel, ou seja, sua Hesstana ou
segunda derivada V2 f existe em cada ponto de dom f, que é aberto. Entao f ¢é
convexa se, e somente, se dom f é convexo e sua Hessiana é semidefinida positiva,

ou seja, para todo x € dom f,
V2f(z) = 0. (3.5)
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Para uma funcdo em R, isso se reduz a simples condi¢ao f”(x) > 0 (e dom f
convexo, ou seja, um intervalo), o que significa que a derivada ¢ nao decrescente. A
condigao V2f(z) = 0 pode ser interpretada geometricamente como o requisito de
que o grafico da fungao tenha curvatura positiva (para cima) em z.

Similarmente, f ¢ concava se e somente se dom f é convexo e V2 f(x) < 0 para
todo x € dom f . A convexidade estrita pode ser parcialmente caracterizada por
condigoes de segunda ordem. Se V2f(z) = 0 para todo z € dom f, entao f ¢é
estritamente convexa. A reciproca, entretanto, nao é verdadeira: por exemplo, a
fungdao f : R — R, dada por f(z) = x%, é estritamente convexa, mas tem derivada

segunda zero em z = 0.

3.3 Funcoes quasi-convexas

Uma funcao f : R™ — R é quasi-convexa se o seu dominio e todos os seus
conjuntos de subnivel, definidos por S, := {x € domf | f(x) < a}, para todo
o € R, sao convexos.

Uma fungao f é quasi-concava se —f é quasi-convexa, isto €, se se o seu dominio
e todos os seus conjuntos de supernivel, definidos por S, := {z € domf | f(z) > a},

para todo a € R, sao convexos.

3.4 Problemas de otimizacao nao-linear

Um problema de otimizagao nao-linear pode ser formulado como:

minimizar  fo(x)
i=1,...,m (3.6)
1=1,...,p

sujeito a :  fi(x)

IN

0,
0,

no qual objetivamos encontrar o valor de x que minimiza fy(x) dentre todos os
valores de x que satisfazem as condigoes f;(x) < 0, ¢ = 1,...,m, e hy(x) = 0,
i=1,...,p. Chamamos x € R" de varidvel de decisao e a fungao f, : R" — R de
funcgao objetivo ou fung¢ao de custo. As desigualdades f;(z) < 0 s@o chamadas
de restricoes de desigualdade, e as fungoes correspondentes f; : R" — R sao
chamadas de fungoes de restricao de desigualdade. As equagoes h;(x) = 0 sao
chamadas de restricoes de igualdade, e as fungoes h; : R" — R sao as fungoes
de restricao de igualdade. Se nao houver restrigoes (ou seja, m = p = 0),
dizemos que o problema |3.6| & irrestrito.

O conjunto de pontos para os quais a fungao objetivo e todas as funcoes de
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restricao sao definidas,

m p
D= ﬂ dom f; N ﬂ dom h;, (3.7)
i=0 i=1
é chamado de dominio do problema de otimizacao|3.6, Um ponto x € D é vidvel se
satisfaz as restri¢oes fi(z) <0,i=1,...,m, e hy(x) =0,i=1,...,p. O problema
é dito viavel se existir pelo menos um ponto vidvel, e tnwvidvel caso contrario.
O conjunto de todos os pontos vidveis é chamado de conjunto vidvel.

O wvalor o6timo p* do problema [3.6| é definido como:

p"=inf {fo(x) | fi(z) <0, i=1,...,m, hi(x) =0, i =1,....p}. (3.8)

Permitimos que p* assuma os valores estendidos +00. Se o problema for inviavel,
temos p* = oo (seguindo a convengao padrao de que o infimo do conjunto vazio é
00). Se existem pontos viaveis xy com fo(xy) — —o0 como k — 00, entao p* = —o0,
e dizemos que o problema [3.6|é lzmitado inferiormente.

Pontos 6timos e localmente 6timos

Dizemos que z* ¢ uma solugao dtima, ou resolve o problema [3.6, se z* for
viavel e fo(z*) = p*. O conjunto de todas as solugdes 6timas é o conjunto dtimo,

denotado por:

Xopt =12 | filx) <0, i=1,....m, hi(x) =0, i=1,...,p, fo(x) =p"}. (3.9)

Se existe uma solug¢ao 6tima para o problema [3.6, dizemos que o valor 6timo foi
atingido ou alcancado, e o problema ¢é soluciondvel.

Dizemos que uma solucao viavel x é um d6timo local se existe um p > 0 tal que:

folz) =inf {fo(2) | fi(z) <0, i=1,...,m, (3.10)

hi(z) =0, i=1,...,p, ||z —x|]2 < p}. (3.11)

Isso significa que x minimiza f; sobre pontos préximos no conjunto viavel. Caso x
minimize f; sobre todos os pontos do conjunto viavel, entao dizemos que x é um

otimo global.

3.5 Problemas de otimizacao convexa

Um problema de otimizacao convexa ¢ um caso particular do problema de

otimizagao nao-linear (3.6)), que pode ser formulado como :
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minimize  fo(x)
sujeito a: fi(x) <0, i=1,....,m (3.12)

onde fy, ..., fm, sao funcoes convexas.
Comparando [3.12] com o problema de otimizagdo nao-linear mais geral [3.6] o

problema convexo tem os seguintes trés requisitos adicionais:
e a funcgao objetivo deve ser convexa,

e as fungoes de restricao de desigualdade devem ser convexas,

T

e as fungoes de restri¢ao de igualdade h;(x) = a; x — b; devem ser afins.

Notamos imediatamente uma propriedade importante: o conjunto viavel de um
problema de otimizagao convexo é convexo, pois ¢ a interse¢ao do dominio do pro-

blema:

D = ﬁ dom f;, (3.13)

=0

que é um conjunto convexo (uma vez que as fungoes f; sdo todas convexas) com m
conjuntos de subniveis (convexos) {z | fi(x) < 0} e p hiperplanos {z | al'z = b;}.
(Podemos assumir sem perda de generalidade que a; # 0: se a; = 0 e b; = 0 para
algum 7, entao a i-ésima restrigao de igualdade pode ser deletada; se a; = 0 e b; # 0,
a -ésima restrigao de igualdade é inconsistente e o problema é inviavel.) Assim, em
um problema de otimizacao convexa, minimizamos uma fung¢ao objetivo convexa

sobre um conjunto convexo.

Problemas de maximizacgao cdoncava
Com um pequeno abuso de notagao, também nos referiremos a

maximizar  fo(x)
sujeito a:  fi(x) <0, i=1,...,m (3.14)
T

a;x==b, i=1,....p

como um problema de otimizagao convexa se a funcao objetivo fy for concava e as
funcoes de restricao de desigualdade fy, . . . , f,, sao convexos. Este problema
de mazximizacao concava é prontamente resolvido minimizando a func¢ao obje-
tivo convexa -fy. Todos os resultados, conclusoes e algoritmos para o problema de
minimizacgao sao facilmente transpostos para o caso de maximizacao.

A relevancia do estudo de problemas de otimizacao convexa se da pelo seguinte

fato: todo 6timo local de um problema de otimizagao convexa é também um 6timo
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global do problema. Desta forma, a satisfacao de critérios que nos indiquem oti-
malidade local de uma solucao viavel sao suficientes para garantir a resolucao do

problema.
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Capitulo 4

Modelos para o PDLC

A metodologia de pesquisa adotada nesta dissertacao é do tipo quantitativa, pois
aborda experimentos computacionais com modelos de otimizacao nao-linear inteira
mista (ONLIM) para um problema especifico de planejamento da produgao e esto-
ques, conhecido por Problema de Dimensionamento de Lotes Capacitado (PDLC).
A pesquisa teve como motivagao o modelo encontrado em Haugen et al. [II], que
considera preco e demanda como variaveis do modelo, com interdependéncia linear,
fazendo com que a funcao objetivo que representa os ganhos seja uma fungao qua-
drética.

A proposta deste estudo é apresentar novas formulagoes mateméaticas para o

mesmo problema, explorando a interdependéncia nao linear entre demanda e prego.

4.1 Formulacao matematica

Nesta secao, apresentamos uma formulagao de otimizagao nao-linear inteira mista
(ONLIM) para o problema de otimizac¢ao de dimensionamento de lotes capacitado
de um tnico item, em que prego de venda, em cada periodo do horizonte de planeja-
mento, depende da demanda pelo item. Investigaremos as trés funcoes a seguir para
modelar essa dependéncia. Vale lembrar que o formato das duas dltimas fungoes

nao-lineares foram inspirados em ideias de [36].

fHdy) = 5 (o — dy),
f2(dy) ==y, (4.1)
f(dy) = m — Pts

onde f7(d;) é o valor do prego de venda de uma unidade do item se a quantidade
demandada for d; no periodo t, para cada j = 1,2,3; e a4, By, Vi, 0i, Ty, e, Pr SAO
parametros dados. A partir de agora, faremos a distingao entre parametros e dados.

Os parametros estao associados a defini¢ao das fung¢oes em (4.1)), enquanto que os
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dados referem-se aos dados de instancias dos modelos do problema PDLC.

A dependéncia linear de preco-demanda modelada por f! foi adotada no pro-
blema PDLC um tnico item em [II]. Os parametros oy, > 0 e 5; € (0,1) repre-
sentam, respectivamente, a demanda para preco zero e a taxa de decréscimo da
demanda & medida que o prego cresce. Supor que a demanda decresce & medida que
0 preco cresce é certamente mais realista do que supor que a demanda nao depende
do preco, e considerar isso no problema PDL leva a melhores decisoes relativas a
produgao e preco. Porém, a taxa de decréscimo da demanda constante a medida que
o preco aumenta ainda é uma boa aproximacgao da realidade. Por isso, buscamos
melhorar o modelo, propondo as funcoes convexas alternativas f2 e f3 para mode-
lar essa dependéncia. Em seguida, incluimos os novos modelos de dependéncia na
formulagao de [II]. A Tabela 4.1 mostra a notagao utilizada para dados e variaveis

nos nossos modelos.

Dados

t | periodo no horizonte de planejamento T

ip | quantidade do item em estoque inicial;

r; | capacidade de producao do item no periodo t;

h: | custo unitario de estocar o item ao final do periodo t;
¢; | custo unitario de produgao do item no periodo ¢;

q: | custo de preparagao para a producao do item no periodo t;

Variaveis

d; | demanda pelo item no periodo t;
pt | prego unitario de venda do item no periodo ¢;
iy | quantidade do item em estoque no final do perfodo t;

x; | quantidade produzida do item no periodo t;

y¢ | indica existéncia (1) ou nao (0) de produgdo do item no periodo t).

Tabela 4.1: Notagao

Para cada j = 1, 2, 3, formulamos:

(P;) z := max Zptdt — ¢y — hyiy — quyy (4.2)
teT

sujeito a: dy = x4 + 1i—1 — 1y, teT (4.3)

Ty < T Yt teT (4.4)

pe = f(dy), teT (4.5)

Tt Uty dy, pr = 0, te’T (4.6)

v, € {0,1}. teT (4.7)

A funcgao objetivo (4.2)) modela o ganho total dado pela soma, em todos os periodos,
da diferenca entre a receita da venda e o custo total em cada periodo, isto é, da soma

do custo de producao propriamente, de manutenc¢ao em estoque e de preparagao para

19



a produgao. A restrigao representa o equilibrio de fluxo do item no periodo ¢.
As entradas s@o o estoque anterior i;_; e a producao x;, e as saidas sao a demanda
d; e o estoque ao final 7;. A restrigao (4.4]) impoe capacidade maxima de produgao
e também fixa a variavel binéaria y; em 1, ativando o custo de preparagao quando
houver produgao positiva. A restrigao (4.5 estabelece a relagao prego-demanda. Na
prética, substituimos p; na fungao objetivo por f(d;). Assim, eliminamos a variavel
p; do modelo.

Observamos, no entanto, que em nosso problema, além de decidir o tamanho
do lote a ser produzido e a quantidade a ser estocada em cada periodo, também
decidimos implicitamente o preco de venda e a demanda peridédica. Por fim, as
restricoes determinam o dominio das variaveis de decisao.

Na Proposigao [I a seguir, definimos a relagiao entre os parametros dos trés
modelos (j = 1,2,3), e estabelecemos seu alcance ou sinal. Isso sera relevante para
a analise apresentada na Sec¢ao 4.2 e para a interpretacao dos resultados numéricos
discutidos no Capitulo 5] Os parametros associados a cada modelo séo relacionados
de forma a permitir a comparagao dos resultados. Daqui por diante, os parametros

utilizados seguirao as definigoes na Proposicao [1}

Proposicao 1. Sejam €, € (0,1). Para cada t € T, considere oy > 0, 5 > 0, e

defina
0; :=1In(1 —€)/(eaw), (4.8)
Ve = o/ B, (4.9)
ay
Pt = mv (4.10)
pe = Bi/ (i + Bipe), (4.11)

Ty = %%(ﬁ_ ,ut). (4.12)

Entao, o parametro 0, em (4.8) € negativo e todos os demais definidos em (4.9)—

(4.12) sao positivos.
Demonstracao. Temos, para cada t € T',

e€(0,1), >0 = In(l—¢€) <0, eay >0 = 6, <0,
a; >0, B >0 = v > 0,
>0, 6>0 = p > 0.

Uma vez que provamos que p; > 0, temos

a; >0, 5, >0, pp >0 = pu; >0.
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Para 13, observamos que

)
e _ Mtﬁt@ + E)Q > Lt Be > Lt B . t2

Pt O (e oy + Btpt B

Logo, concluimos que ( % — ,ut> > 0. Como 0 > 0 e a; > 0, finalmente, temos

que 1 > 0. ]

4.2 Analise das funcoes de dependéncia preco-

demanda

A defini¢ao dos parametros na Proposigao [T estabelece a correspondéncia entre
as trés fungoes apresentadas em e o comportamento dos trés modelos inves-
tigados nesta dissertacao. Nesta segao, analisamos semelhangas e diferengas entre
os modelos, e extraimos dessa analise, como a atribui¢ao de valores aos parametros
pode ser usada para melhor adapta-los as diferentes caracteristicas de problemas
reais.

Verificamos, primeiramente, através da Proposi¢ao [2| que o prego assume valor

igual a ay/f;, quando a demanda se anula, em todos os modelos.
Proposigao 2. Temos f1(0) = f2(0) = f3(0) = ay/f:.

Demonstragdo. Pela definicao de f!, temos que f1(0) = a;/B;. Também, segue que

POy ==

1 oy + Bipe o
20)=——p = — Pt =
f(> Mt By By

]

Na Proposicao[3] veremos que o parametro e pode ser usado para estabelecer mais
um valor da demanda (além de zero), para o qual temos pregos correspondentes de

f'e f? idénticos.

jeia

Proposigao 3. Temos f'(ea;) = f?(eay) = (1 —¢)

Be
Demonstracao. Temos
Fear) = ~(ar — ear) = (1— )%,
B By
ex At In(1—e)Lt-eay Qy
2 (eoy) = pelet = e car = (1 —€)—
(e =™ =5, 1=
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Na Proposicao 4l veremos como os parametros € e 6 também podem ser usados
para determinar o valor da demanda para um preco zero ao considerar f3. Observa-
mos que este valor da demanda é a; para f! e inexiste para f2, visto que f?(d;) > 0,
para todo d; € R.

Proposigao 4. Seja ¢ == (14 12)? e defina

b=
RV

Entao,

Demonstragao.

Fdy) = ———— = py

= 1 —_ pt
o (\ /= >dt + e

1 / Bt CB

o < (at+5t Cﬁ at+5 )dt OétJrﬁt% !

B? ) d+ - ,Bt CB

@(+INF oct(1+
Qi Oét

=

¢2p2 __CB B ﬁ
B iy )T

o Qi

1 B as (B
<+1>df + 6ozi <4a-tl &

Qg Qy

-1 B sar  Cfy
)dt+5aigit1 B

_ M S(C+ 1oy o
B (VC+1—1)dy +day (B

(4.13)

O resultado segue substituindo d; por d; em (4.13). ]

No restante desta se¢ao, analisamos a funcao receita, dada pelo produto entre
o preco de venda do item e a demanda correspondente, para cada fun¢ao em (4.1)).
Verificamos que cada func¢ao de receita possui um tnico ponto de maximo, e apre-
sentamos os intervalos de valores da demanda para os quais todas as trés fungoes
sao concavas. Esta é uma caracteristica importante para a selecao da abordagem

algoritmica a ser usada para resolver nossos problemas.
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Proposigao 5. Sejam as fungoes rev? : R — R definidas por revi(d;) := f7(d;) d,
para j = 1,2,3. Entao, temos

rev (dt) (atdt dt),
By
TGUQ(dt) = ’Ytdteetdt )
d
3 o t .
rev’(dy) = i pedy
d 1
d—dtrev (dt) 5 — (o — 2dy),
d
d—dtrev (dt) (1+ Qtdt)%eetdt ,
d He
el d)— "
ddtrev ( t) (Ttdt +Mt)2 Pt
e
d? 2
0 —7rev (dt) 51;
d? 2 Ordy
P ——rev’(dy) = (20, + 02d;)ye™™ |
d? Tt
d —2—
dd2 a2’ ( t) (Ttdt + ,Ut)g

Corolario 1. Sejam as fungoes rev? : R — R definidas por rev’(d;) := f7(d;) dy,
para §j = 1,2,3. Entao, seque que:

o rev'(:) € estritamente concava e d; = /2 € o tinico ponto critico de rev'(dy),

o rev?(:) € (estritamente) comcava em 0 < dy(<) < —2/60;, e d, = —1/6; € o

tinico ponto critico de rev?,

o rev?(:) € estritamente quase-céncava,

e revd() € estritamente concava, e d; = day € o tinico ponto critico de rev®.

Demonstragao. Considerando a Proposicao [5, podemos verificar todos os resultados
acima.

Primeiro consideraremos as fungoes rev!(-) e rev®(-). Para verificar que as fun-
¢oOes sao estritamente concavas, basta observar que as segundas derivadas de ambas
em relacao a d; sao sempre negativas.

O ponto critico de rev'(+) é o tnico ponto onde a funcao afim que define sua
primeira derivada se anula.

O ponto critico de rev?, é derivado de ([4.12)) e de
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d 3 e Ht
—rev’(doy) = ————= — pp =
(Tt(;Oét + ,Mt)g ( we )2
\ o T et

dd;
Observamos ainda que a primeira derivada de rev?(-) se anula apenas em d; =

_pt:

—1/6, e a segunda derivada ¢é (estritamente) positiva para 0 < dy(<) < —2/6;, o que
confirma a segunda observacao do corolério.
Finalmente, verificamos que rev?(-) é estritamente quase-concava, porque
d 1, d

anrev’(d;) > 0, para todo d; < —5- e z-rev?(d;) < 0, para todo d; > —elt. O

Baseados na discussao do Capitulo [3] e no Corolério [I, com o intuito de cons-
truirmos modelos de otimizagao convexa, é razoavel considerarmos a inclusao de
uma restricdo nos modelos (P;), para j = 1,2,3, que limite superiormente a de-
manda em cada periodo. Nosso objetivo é garantir que todas as fungoes de receita
sejam estritamente concavas na regiao viavel dos problemas que abordamos.

Para facilitar nossas analises numéricas comparativas, incluiremos a mesma res-
tricao d; < oy, para cada periodo ¢, nos trés modelos, e consideraremos o seguinte

resultado para a escolha do parametro e.

Coroléario 2. Tome € < 0.79 e defina rev? : R — R, tal que rev?(dy) == f*(d;) d;.

Entdo, rev? € estritamente comcava em 0 < d; < ay.

Demonstra¢ao. De acordo com o Corolario , rev? é estritamente concava em 0 <

d; < —2/6,. Basta portanto, garantir que ay < —2/6;. Considerando a definigao de

0 em (4.8), temos:
ap < =2/0; = ay < —2eay/In(1 —€) = In(1 +¢€) + 2¢ < 0.

Denotando entao por € a solugao da equagao In(1+€)+2e = 0, temos que oy < —2/6,,
se € < €. Com um método numérico para obter a raiz de uma fungao real, podemos

verificar que € =~ 0, 79681, finalizando a demonstracao. O

Dos Corolarios|l|e , concluimos que rev’ é estritamente concava em [0, 4], para
todo j = 1,2,3, se € < 0.79. Entao, respeitando a restricao em ¢ e restringindo a
demanda ao intervalo [0, ;] em cada periodo t, podemos calcular a solugao 6tima
global de (P;) com um solver de ONLIM convexo, para todo j = 1,2, 3.

Finalmente, observamos que esta restrigao ja ¢ imposta implicitamente em (P;)
pelas restrigoes de nao negatividade em p;. A partir dos Corolérios[I]e[2], estabelece-
mos o seguinte resultado, que nos permite aplicar algoritmos para ONLIM convexos

a (P), (P) e (P3) com garantia de otimalidade global na solucao obtida.

Corolario 3. Considerando que o parametro € satisfaz € < 0.79, os problemas (P;),

para 7 = 1,2,3, com a restricao d; < oy, para todo periodo t, sao problemas de
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ONLIM convezos. Isto decorre do fato de que, se (4.7)) for substituido pory, € [0, 1],
para todo t € T, entao a relazacao de (P;) obtida € um problema de otimizagdo

convexa.

Na Figura [4.1] ilustramos os graficos de preco e demanda, e receita e demanda,
associados a f!, f2 e f3. Ainda, no grafico das derivadas das funcoes de receita,
apresentamos os pontos das demandas em que as derivadas se anulam, ou seja,

os pontos de receita maxima. Neste tltimo grafico, ainda observamos o ponto da

demanda até onde f? é concava.
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Figura 4.1: Comportamento do preco e da receita para f!, f2 e f3 (o = 250,83 =

0.5,¢ = 0.75,0 = 0.4)
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Capitulo 5
Experimentos Numéricos

Os nossos experimentos numéricos tiveram como objetivo verificar como as di-
ferentes relagoes entre demanda e preco afetam a solucao do nosso problema. Para
tanto, resolvemos o problema modelado com as trés funcoes em , e para diferen-
tes valores atribuidos aos parametros que as definem. A relagdo entre os parametros
foi apresentada na Proposicao

Atribuimos ao parametro 3, os valores 3, 5 e 8, e ao parametro ¢, os valores 0.25,
0.50 e 0.75 (respeitando o limite sobre ¢ dado no Corolario [2)). Pela Proposicao [1]
ao aumentar €, reduzimos o valor de 6;, acelerando assim o decréscimo de f?(d;)
a medida que d; aumenta. Além disso, aumentando €, aumentamos também 7; e
pt, e reduzimos pg, levando a uma redugao mais rapida de f3(d;) & medida que d;
aumenta.

No Algoritmo [1, apresentamos o procedimento usado para gerar aleatoriamente
nossas instancias de teste. Para cada valor de ¢, fixamos o parametro § = 0.4. Em
todas as instancias consideramos o estoque inicial i = 0 e consideramos 12 periodos
no horizonte de planejamento.

Para melhor comparar a aplicagao de cada funcdo em (P;), j = 1,2, 3, sorteamos
ay em [60,90], e o definimos como o mesmo limite superior para d; nos trés modelos
analisados. Assim, podemos verificar que d; > a; para todo € € (0,1) (a?t definido
em Proposicao M| ¢ tal que f3(d,) = 0). Portanto, os valores de f!, f2 ¢ f? sdo nao
negativos em [0, a¢]. Com isso, restringindo d; a este intervalo em (P;), podemos
remover as restrigoes p; > 0.

Note que, como a demanda é uma variavel em nosso problema, nossas instancias

sao sempre viaveis, independente da capacidade de producao em cada periodo.
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1 for € :=0.25, 0.50, 0.75 do
2 tmax = 12;

3 0:=04;

4 fort=1,... th. do

5 ay := randi(60, 90);

6 By :=3,5,8;

7 r := randi(60, 90);

8 hy =1,

9 c = 2;

10 q: := 100;

Algorithm 1: Geragao de instancias aleatérias
Utilizamos o Scilab para implementar nosso gerador de instancias aleatoérias.

Para cada modelo (Py), (FP2) e (P5) consideramos nove experimentos, um para cada
combinac¢ao dos valores atribuidos a € e . Para cada um dos nove experimentos,
geramos 10 instancias e reportamos as médias encontradas para as mesmas.

Os nove experimentos foram executados para cada modelo de otimizagao (P),
(P,) e (P3) num computador com Windows 11, com processador Intel Core i7, e
16GB de RAM. O AMPL foi utilizado como linguagem de modelagem algébrica. Os
resultados para o modelo (P;) foram obtidos utilizando o solver Gurobi [37]. Dentre
alguns solvers existentes para programacao nao-linear inteira mista que podem ser
chamados via AMPL como BARON, Bonmin, Knitro e Muriqui, escolhemos aplicar
o solver Muriqui Optimizer [38| para os modelos (P) e (Ps). O algoritmo Outer
Approximation (OA) do Muriqui Optimizer foi usado (veja [39] para detalhes).

Utilizamos o software R para implementar os programas para tratamento de
dados, analise de dados e para geracao de graficos. A etapa de tratamento de dados
consistiu na implementacao de programas para obter informacoes sobre dados de
entrada, valor da funcao objetivo, variaveis de decisao e tempo de execucao geradas
pelo AMPL.

J& a etapa de analise de dados e geracao de graficos consistiu na implementagao
de programas capazes de ler os arquivos de dados tratados na etapa anterior, realizar
o célculo de médias, e com base nisso, gerar os graficos que serao apresentados nas
subsegOes seguintes. Vale ressaltar que o mesmo conjunto de dez instancias foi
utilizado em todos os experimentos com a tnica diferenga nos valores atribuidos ao

parametros € e  em cada experimento.
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5.1 Experimento 1

No Experimento 1, ao considerar ¢ = 0.25 e § = 3, o tempo médio em segundos
para a execucao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.0703125s, do modelo (P)
foi de 42.33594s, e de (P5) 71.77031s. Na Figura (P,) obteve a receita mais
elevada em todos os periodos. Os custos apresentaram uma faixa de alternancia

para (P;) e (P3), bem maior do que para (P,), em quase todos os periodos.
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Figura 5.1: Receita (p;d;), custo de produgao (c;x;), custo de manutengao de esto-
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ques (hyi;) e custo de preparacao (g;y;) no Experimento 1.
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Figura 5.2: Receita total, lucro total, custo total de producao, custo total de manu-

tencao de estoques e custo total de preparacao no Experimento 1.
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Na Figura , nota-se que (P,) obteve majoritariamente custos maiores e ainda
assim, alcang¢ou o maior lucro.

Vejamos alguns valores aproximados para posterior comparagao ao longo deste
capitulo. Observe que os valores médios totais de Receita estao acima de 400 para
(Py), acima de 500 para (P») e acima de 200 para (Ps). Os valores médios totais
relacionados ao Lucro estdao acima de 300 para (P), aproximadamente 400 para
(P,), e acima de 100 para (P3). Seguindo a mesma logica, observe também que
os custos médios totais de producao estao acima de 60, acima de 80 e ligeiramente
acima de 40, respectivamente. Os custos médios totais de preparacao estao acima
40, 60 e 30. Ja os custos médios totais de manutencao de estoque estao na faixa do
valor 20 com (Ps) tendo o maior valor, seguido de (P;) e (P,).

Na Figura [5.3, observamos como as variaveis de decisao referentes ao prego de
venda e & demanda se comportaram ao longo do horizonte de planejamento. (P;)
apresentou prego de venda acima de (P,) e (P3). Esses ultimos apresentaram valores
médios relativos ao preco de venda préximos, apesar disso, em todos os periodos,
exceto no terceiro, (Ps) apresentou os menores precos de venda. No que diz respeito
a demanda, notamos que a execugao do modelo (P;) resultou numa demanda maior
do que as de (P;) e (P3) em todos os periodos. (P3) apresentou os menores valores
médios de demanda. E interessante notar que a diferenca nos valores médios de
demanda entre (P,) e (P;) é relativamente evidente mesmo que o prego de venda
de ambos os problemas estejam proximos. Também é notéavel o fato de (P;) possuir
a média de prego de venda mais alta em relagdo a (FP;) e no grafico da demanda

possuir valores médios de demanda menores que (Ps).
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Figura 5.3: Preco e Demanda no Experimento 1.

Note ainda que os valores médios do preco unitario estao na faixa de 10 a 17
para os trés problemas, o que mostra que a mudanga da funcao prego-demanda
utilizada nao teve grande impacto nos valores, considerando as especificidades deste
experimento 1. O que é um ponto positivo para o consumidor. Na Figura [5.4]

ratificamos o exposto no paragrafo anterior.
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Figura 5.4: Preco total e Demanda total no Experimento 1.

5.2 Experimento 2

No Experimento 2, ao considerar ¢ = 0.25 e § = 5, o tempo médio em segundos
para a execugao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.071875s, do modelo (%)
foi 53.77656s, e (P3) 121.5641s. Na Figura (P) continuou com a receita mais
elevada em todos os periodos. No entanto, é notavel que, de maneira geral, ao

aumentarmos [ de 3 para b, as receitas de (Py), (P,) e (P3) sofreram queda.
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Figura 5.5: Receita (pid;), Custo de producao (¢;z), Custo manutengao de estoques

(hyiz) e Custo de preparagao (¢;y;) no Experimento 2.
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Figura 5.6: Receita total, Lucro total, Custo total de producao, Custo total de

manutencgao de estoques e custo total de preparagao no Experimento 2.

Na Figura[5.6, nota-se que o experimento 2 apresentou comportamento parecido
com o experimento 1, no sentido de que (P,) obteve majoritariamente custos maiores
e ainda assim, alcan¢ou ganho maior. Porém, é possivel notar que ocorreu uma queda
nos valores, ao aumentarmos 3 de 3 para 5.

Vejamos alguns valores aproximados para compararmos com o que foi menci-
onado no experimento anterior. Observe que os valores médios totais de Receita
estao acima de 250 para (P;), acima de 300 para (P) e abaixo de 150 para (P;). Os
valores médios totais relacionados ao Lucro estao no nivel de 150 para (P;), acima
de 150 para (FP2), e no nivel de 50 para (P3). Seguindo a mesma logica, observe
também que os custos médios totais de produgao estao abaixo de 60, acima de 60 e
abaixo de 40, respectivamente. Os custos médios totais de preparacao estao acima
40, abaixo de 60 e acima de 20. Ja os custos médios totais de estocar estao no nivel
de 20, com (P;) tendo o maior valor, seguido por (Ps3) e (P).

Na Figura [5.7], observamos como as variaveis de decisao referentes ao preco de
venda e a demanda do experimento 2 se comportaram ao longo do horizonte de
planejamento. (P;) apresentou prego de venda acima de (P,) e (P;). Esses ultimos
apresentaram valores médios relativos ao preco de venda ainda mais préoximos do que
no experimento 1. No que diz respeito a demanda, notamos que os experimentos
com o modelo (P) apresentaram uma demanda maior do que as de (FP;) e (%)
em todos os periodos, seguindo o padrao do experimento anterior. (P;) apresentou
os menores valores médios de demanda. E interessante notar que a diferenca nos
valores médios de demanda entre (P) e (Ps) é relativamente evidente mesmo que o
preco de venda de ambos os problemas estejam muito proximos. Também é notavel
o fato de (P;) possuir a média de pre¢o de venda mais alta em relagao a (P;) e no

grafico da demanda possuir valores médios menores do que (FP).
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Figura 5.7: Preco e Demanda no Experimento 2.

De maneira geral, o aumento do  de 3 para 5 fez com que os valores médios de
preco de venda e demanda baixassem, assim como aconteceu com a receita, lucro e
com a maioria dos custos. Além disso, note que a média dos pregos de venda esta
na faixa de 5 a 10 para os trés problemas, o que mostra que a mudanca da fungao
preco-demanda utilizada nao teve grande impacto nos valores do preco de venda,
considerando as especificidades deste experimento 2. Na Figura [5.8] ratificamos o

exposto no paragrafo anterior.
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Figura 5.8: Preco total e Demanda total no Experimento 2.

5.3 Experimento 3

No Experimento 3, ao considerar ¢ = 0.25 ¢ § = 8, o tempo médio em segundos
para a execucao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.0921875s. O modelo
(P,) levou o tempo de 92.84063s, e (P3) o tempo de 162.0156s. Na Figura [5.9]
(P,) seguiu com a receita mais elevada em todos os periodos. De maneira geral, ao
aumentarmos 3 de 5 para 8, (P;), (P2) e (P3) seguiram com seus valores de receita em
queda. Apesar disso, os trés modelos apresentaram declinio e ascensao de receita,
na maioria das vezes, nos mesmos periodos novamente. Os custos apresentaram

tendéncia de queda novamente, principalmente para (P;) e (P3).

33



Receita

Custo de Manutengdo

150 200 250 300

100

TR

RIE

| \\\f/\W K/\

Custo de Produgéo

Custo de Preparagéo

200

150

100

et

rp
2
2

@

Figura 5.9: Receita (pid;), Custo de produgao (c;z;), Custo de manutengao de esto-

ques (hyi;) e Custo de preparagao (g;y;) no Experimento 3.
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Figura 5.10: Receita total, Lucro total, Custo total de producao, Custo total de

manutengao de estoques e custo total de preparacao no Experimento 3.

Na Figura5.10] nota-se que o experimento 3 apresentou comportamento parecido

com os experimentos 1 e 2, no sentido de que (P,) obteve a maioria de custos altos

e ainda assim, alcancou o maior lucro mais uma vez. Porém, é possivel notar que

ocorreu novamente uma queda nos valores conforme aumentamos  de 5 para 8.

Vejamos alguns valores aproximados para compararmos com o que foi menci-

onado anteriormente. Observe que os valores médios totais de Receita estao um

pouco acima de 150 para (P;), bastante acima de 150 para (P,) e um pouco acima
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de 50 para (P;). Os valores médios totais relacionados ao Lucro estao na faixa de
50 para (P;), acima de 50 para (P), e muito abaixo de 50 para (P;). Seguindo a
mesma logica, observe também que os custos médios totais de produgao estao no
nivel de 500, no nivel de 60 e no nivel de 20, respectivamente. Os custos médios
totais de preparagao para produzir estao no nivel de 40, acima de 60 e abaixo de 20.
Ja os custos médios totais de manter estoques estao abaixo de 20 com (P,) tendo o
maior valor, seguido de (Py) e (Ps).

Na Figura [5.11] observamos como as variaveis de decisao referentes ao prego
de venda e & demanda do experimento 3 se comportaram ao longo do horizonte
de planejamento. (P;) (P) e (P3;) apresentaram pregos médios de venda muito
aproximados. No que diz respeito a demanda, notamos que a execucao do modelo
(P,) continuou resultando em uma demanda maior do que as de (P;) e (P3) em todos
os periodos seguindo o padrao do experimento anterior. (P3) apresentou os menores
valores médios de demanda. E interessante notar que a diferenca nos valores médios
de demanda entre (FP) e (P3) continua sendo relativamente evidente mesmo que o
preco de venda de ambos os problemas estejam muito proximos. Apesar disso, dessa

vez, (P3) superou os demais no quesito preco de venda.
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Figura 5.11: Prego e Demanda no Experimento 3.

De maneira geral, o aumento de 3 de 5 para 8 fez com que os valores médios de
preco de venda e demanda baixassem, assim como aconteceu com a receita, lucro e
com a maioria dos custos. Além disso, note que a média dos pregos de venda esta na
faixa de 5 a 8 para os trés modelos, o que mostra que a mudanca da fungao prego-
demanda utilizada nao teve grande impacto nos pregos de venda, considerando as
especificidades do experimento 3. Na Figura[5.12] ratificamos o exposto no paragrafo

anterior.
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Figura 5.12: Preco total e Demanda total no Experimento 3.

5.4 Experimento 4

No Experimento 4, ao considerar ¢ = 0.50 e § = 3, o tempo médio em segundos
para a execucao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.0484375s, do modelo ()
foi de 38.22969s, e de (P;) 76.38281s.
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Figura 5.13: Receita (p;d;), Custo de producao (¢x;), Custo de manutengao de

estoques (hyi;) e Custo de preparagao (¢;y;) no Experimento 4.

Na Figura|p.13| ao comparar o Experimento 1 com o Experimento 4, observamos
que com o aumento € de 0.25 para 0.50, o valor médio da receita de (P,) sofreu queda,

se aproximando do valor de (P;), na maioria dos periodos.
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Figura 5.14: Receita total, Lucro total, Custo total de produgao, Custo total de

manutencao de estoques e custo total de preparagao no Experimento 4.

Na Figura , nota-se que (P») obteve majoritariamente custos maiores, alcan-
gou a maior receita e, dessa vez, mesmo (P;) e (P,) apresentando lucros médios bem
proximos, (P;) obteve lucro médio maior.

Vejamos alguns valores aproximados para posterior comparacao. Observe que os
valores médios totais de Receita estdo acima de 400 para (P;), acima de 400 para
(P,) e acima de 200 para (P3). Os valores médios totais relacionados ao Lucro estao
acima de 300 para (P;), acima de 300 para (P,), e acima de 100 para (P3). Seguindo
a mesma logica, observe também que os custos médios totais de producao estao
acima de 60, acima de 60 e no nivel de 40, respectivamente. Os custos médios totais
de preparacao estao acima 40, abaixo de 60 e abaixo de 40. Ja os custos médios
totais de manter estoques estao no nivel de 20 com (P3) tendo o maior valor, seguido
de (P) e (P).

Na Figura [5.15] observamos como as variaveis de decisdo referentes ao prego
de venda e a demanda se comportaram ao longo do horizonte de planejamento no
experimento 4. (P;) apresentou preco de venda acima de (FP») e (P3). Esses ultimos
apresentaram valores médios relativos ao preco de venda préximos. Apesar disso,
(Ps) apresentou os menores pregos de venda em todos os periodos. No que diz
respeito & demanda, notamos para o modelo (P,) uma demanda resultante maior
do que as de (P;) e (P3), em todos os periodos. (Pj) apresentou os menores valores
médios de demanda. E notavel o fato de (P;) possuir a média de preco de venda

mais alta em relac¢ao a (P,) e no grafico da demanda possuir valores médios menores
que ().
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Figura 5.15: Prego e Demanda no Experimento 4.

Note ainda que a média dos pregos de venda esta na faixa de 10 a 17 para os
trés problemas, o que mostra que a mudancga da funcao preco-demanda utilizada
nao teve grande impacto nos precos de venda, considerando as especificidades deste
experimento 4. O que é um ponto positivo para o consumidor. Na Figura [5.16],

ratificamos o exposto no paragrafo anterior.
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Figura 5.16: Prego total e Demanda total no Experimento 4.

5.5 Experimento 5

No Experimento 5, ao considerar ¢ = 0.50 e 8 = 5, o tempo médio em segundos
para a execucao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.0640625s, do modelo (P)
foi 51.2375s e de (P3) 134.3141s. Na Figura , observe que ao aumentarmos €
de 0.25 para 0.50 e § de 3 para 5, o valor médio da receita de (P») continuou a
diminuir, de modo a interceptar (P;) em diversos pontos, ao longo do horizonte de
planejamento. Dessa maneira, é possivel notar que, neste experimento, (P;) e (P)
atingiram valores médios de receita muito proximos. Os custos apresentaram uma
faixa de alternancia para (P,) um pouco maior do que para (P;) e (P3) em quase

todos os periodos, exceto o custo de manter estoques.
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Figura 5.17: Receita (pid;), Custo de producdo (ciz;), Custo de manutengao de

estoques (hyi;) e Custo de preparagao (q;y;) no Experimento 5.
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Figura 5.18: Receita total, Lucro total, Custo total de producao, Custo total de

manutengao de estoques e custo total de preparacao no Experimento 5.

Na Figuras.18| nota-se que o experimento 5 apresentou comportamento parecido
com o experimento 1, no sentido de que (P2) obteve majoritariamente custos maiores,
mas nao alcangou o maior lucro. (P;) obteve o maior lucro médio. Além disso, é
possivel notar que ocorreu uma queda nos valores ao aumentarmos 3 de 3 para 5.

Vejamos alguns valores aproximados para compararmos com o que foi menci-
onado no experimento anterior. Observe que os valores médios totais de Receita

estao acima de 250 para (P;) e (P,), abaixo de 150 para (P;). Os valores médios
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totais relacionados ao Lucro estdo na faixa de 150 para (P;), abaixo de 150 para
(P,), e no nivel de 50 para (P3). Seguindo a mesma logica, observe também que
os custos médios totais de producao estao abaixo de 60, acima de 60 e acima de 30
respectivamente. Os custos médios totais de preparacao estao acima 40, abaixo de
50 e abaixo de 30. Ja os custos médios totais de manutengao de estoques estao em
torno de 20, com (P;) tendo o maior valor, seguido por (Ps) e (Ps).

Na Figura [5.19] observamos como as variaveis de decisao referentes ao prego de
venda e a demanda no experimento 5 se comportaram ao longo do horizonte de
planejamento. (P;) apresentou prego de venda acima de (P,) e (P;). Esses ultimos
apresentaram valores médios relativos ao preco de venda muito préoximos. No que
diz respeito a demanda, notamos que para (P,) a demanda resultante é maior do que
as de (Py) e (P3), em todos os periodos, seguindo o padrao do experimento anterior
porém (F») se aproxima de (P;). (Ps) apresentou os menores valores médios de
demanda. E interessante notar que a diferenca nos valores médios de demanda
entre (P,) e (P;) é relativamente evidente, mesmo que o prego de venda de ambos
os problemas estejam muito proximos. Também é notavel o fato de (P;) possuir
a meédia de prego de venda mais alta em relacdo a (FP) e no grafico da demanda

possuir valores médios menores que (F).
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Figura 5.19: Prego e Demanda no Experimento 5.

De maneira geral, o aumento do 3 de 3 para 5 fez com que os valores médios
de prego de venda e demanda baixassem, assim como aconteceu com a receita,
lucro e com a maioria dos custos. Além disso, note que a média dos precos de
venda esta na faixa de 5 a 10 para os trés problemas, o que mostra que a mudanca
da funcao prego-demanda utilizada nao teve grande impacto nos precos de venda,
considerando as especificidades deste experimento 5. Na Figura [5.20] ratificamos o

exposto no paragrafo anterior.
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Figura 5.20: Prego total e Demanda total no Experimento 5.

5.6 Experimento 6

No Experimento 6, ao considerar ¢ = 0.50 e § = 8, o tempo médio em segundos
para a execugao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.078125s, do modelo ()
foi de 138.3562s, e do (P3) 146.4797s. Na Figura[5.21] observe que ao aumentarmos
€ de 0.25 para 0.50 e 5 de 5 para 8, o valor médio da receita de (P) seguiu em

queda, sendo menor que a receita média de (P;), na maioria dos periodos.
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Figura 5.21: Receita (p;d;), Custo de produgao (cz;), Custo de manutengao de

estoques (hyi;) e Custo de preparacao (q;y;) no Experimento 6.

De maneira geral, em comparagao ao experimento anterior, os valores médios de
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receita dos trés modelos diminuiram consideravelmente. Os custos relacionados a
(Py) e (Py) tiveram comportamento parecido, ao longo do horizonte de planejamento,

ja (P3) apresentou custos bem menores.
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Figura 5.22: Receita total, Lucro total, Custo total de produgao, Custo total de

manutencao de estoques e custo total de preparagao no Experimento 6.

Na Figura [5.22] nota-se que o experimento 6 apresentou valores médios totais
bem proximos de (P;) e (P). Dessa vez, o custo total médio de preparacao de (P)
atingiu valores abaixo de (P;). Ainda assim, é possivel notar que ocorreu novamente
uma queda nos valores conforme aumentamos 3 de 5 para 8.

Vejamos alguns valores aproximados para compararmos com o que foi mencio-
nado anteriormente. Observe que os valores médios totais de Receita estao um pouco
acima de 150 para (P;), na faixa de 150 para (P) e em torno de 50 para (P3). Os
valores médios totais relacionados ao Lucro estdo na faixa de 50 para (P;), abaixo
de 50 para (P,), e muito abaixo de 50 para (Ps). Seguindo a mesma logica, observe
também que os custos médios totais de producao estao na faixa de 50, um pouco
acima de 50 e abaixo de 20 respectivamente. Os custos médios totais de preparagao
estao na faixa de 40, abaixo de 40 e abaixo de 20. Ja os custos médios totais de
manutengao de estoques estao abaixo de 20, com (P;) tendo o maior valor, seguido
por (P) e (Ps).

Na Figura [5.23] observamos como as variaveis de decisdo referentes ao prego
de venda e & demanda do experimento 6 se comportaram ao longo do horizonte
de planejamento. (P;) (P) e (P3) apresentaram pregos médios de venda muito
aproximados. No que diz respeito a demanda, notamos que, dessa vez, a execucao
do modelo (P,) resultou em valores médios de demanda extremamente proximos
aos valores médios de demanda de (Py). (P3) apresentou os menores valores médios
de demanda. E interessante notar que a diferenca nos valores médios de demanda
entre (P,) e (P3) continua sendo relativamente evidente, mesmo que o prego de venda
estejam relativamente proximos. Além disso, vale ressaltar o quao proximos (P;) e

(P,) encontram-se nos dois altimos quesitos analisados.
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Figura 5.23: Preco e Demanda no Experimento 6.

De maneira geral, o aumento do 8 de 5 para 8 fez com que os valores médios de
preco de venda e demanda baixassem assim como aconteceu com a receita, lucro e
com a maioria dos custos. Além disso, note que a média dos precos de venda esta na
faixa de 5 a 8 para os trés problemas, o que mostra que a mudanca da fungao prego-
demanda utilizada nao teve grande impacto nos precos de venda, considerando as
especificidades deste experimento 6. Em particular, a variacdo dos modelos (P;) e
(P) nao teve grande impacto, nem nos pregos de venda, nem na demanda. O que é
algo consideravel tanto para o consumidor quanto para a empresa. Além do que, tal
fato reafirma a possibilidade de utilizacao de func¢oes nao lineares para modelagens
mais realistas, sem ocasionar prejuizos. Na Figura ratificamos o exposto no

paragrafo anterior.
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Figura 5.24: Preco total e Demanda total no Experimento 6.

5.7 Experimento 7

No Experimento 7, ao considerar ¢ = 0.75 e § = 3, o tempo médio em segundos
para a execugao de 10 instancias do modelo (F;) foi de 0.05625s, do modelo (P,) foi
de 41.68281s, e de (P5) 96.72031s. Na Figura [5.25] observe que ao aumentarmos ¢ de

0.50 para 0.75, com 8 = 3, o valor médio da receita de (P;) comportou-se de maneira
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a ficar abaixo dos valores médios de receita de (P;) em todos os periodos. Os custos
relacionados a (P;), embora maiores, seguiram comportamento parecido com os de

(P,), ao longo do horizonte de planejamento, ja (Ps) apresentou os menores custos.
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Figura 5.25: Receita (pid;), Custo de produgao (cz;), Custo de manutengao de
estoques (hyi;) e Custo de preparagao (¢;y;) no Experimento 7.
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Figura 5.26: Receita total, Lucro total, Custo total de producao, Custo total de

manutengao e custo total de preparacao no Experimento 7.

Na Figura nota-se que, dessa vez, (P;) obteve a maioria dos custos maiores,
alcancou a maior receita e o maior lucro. Vejamos alguns valores aproximados para
posterior comparacao. Observe que os valores médios totais de Receita estao acima

de 400 para (P;), abaixo de 400 para (P,) e abaixo de 200 para (P3). Os valores
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médios totais relacionados ao Lucro estdo acima de 300 para (F;), abaixo de 300
para (P), e na faixa de 100 para (P3). Seguindo a mesma logica, observe também
que os custos médios totais de producao estao acima de 60, abaixo de 60 e acima
de 30, respectivamente. Os custos médios totais de preparacao estao abaixo de 50,
acima de 40 e na faixa de 30. J& os custos médios totais de manutencao de estoque
estao na faixa do valor 20 com (Pj3) tendo o maior valor, seguido de (P) e (P).
Na Figura [5.27] observamos como as variaveis de decisdo referentes ao prego
de venda e a demanda se comportaram ao longo do horizonte de planejamento.
(P;) apresentou preco de venda acima de (P,) e (P3). Esses altimos apresentaram
valores médios relativos ao prego de venda ligeiramente menos proximos do que nos
experimentos anteriores. No que diz respeito & demanda, notamos que a execugao
do modelo (P;) resultou em uma demanda menor do que as de (P;) e maior do que
(Ps) em todos os periodos. E notével o fato de (P;) continuar possuindo a média de
prego de venda mais alta em relagdo a (FP») e, no grafico da demanda (P,) passar a

possuir valores médios de demanda menores que (P;).
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Figura 5.27: Prego e Demanda no Experimento 7.

Note ainda que a média dos precos de venda esta na faixa de 9 a 17 nos trés
modelos, o que mostra que a mudanca da funcao prego-demanda utilizada nao teve
grande impacto nos precos de venda, considerando as especificidades deste experi-
mento 7. O que é um ponto positivo para o consumidor. Na Figura[5.28| ratificamos

o exposto no paragrafo anterior.
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Figura 5.28: Preco total e Demanda total no Experimento 7.

5.8 Experimento 8

No Experimento 8, ao considerar e = 0.75 e § = 5, o tempo médio em segundos
para a execucao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.0546875s, do modelo ()
foi de 79.0375s, e de (P3) 157.9422s. Na Figura observe que ao aumentarmos e
de 0.50 para 0.75 e 8 de 3 para 5, o valor médio da receita de (P») comportou-se de
maneira a ficar abaixo dos valores médios de receita de (P;) em todos os periodos

novamente.
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Figura 5.29: Receita (p;d;), Custo de produgao (¢z;), Custo de manutengao de

estoques (hyi;) e Custo de preparagao (q;y;) no Experimento 8.
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De maneira geral, o aumento para = 5, influenciou para que os custos médios
de receita caissem em comparagao ao experimento anterior. Os custos relacionados

a (P;) continuaram maiores, seguidos dos custos por (FP) e (Ps).
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Figura 5.30: Receita total, Lucro total, Custo total de produgao, Custo total de

manutencao de estoques e custo total de preparagao no Experimento 8.

Na Figura , nota-se, no experimento 8, que (P;) apresentou os maiores valores
totais médios em todos os cinco quesitos, e (P3) apresentou os menores para todos
0s mesmos cinco quesitos. Além disso, é possivel notar que ocorreu uma queda nos
valores ao aumentarmos (8 de 3 para 5.

Vejamos alguns valores aproximados para compararmos com o que foi menci-
onado no experimento anterior. Observe que os valores médios totais de Receita
estao acima de 250 para (P;), na faixa de 200 para (P»), abaixo de 100 para (Ps).
Os valores médios totais relacionados ao Lucro estdo em torno de 150 para (P), de
100 para (P), e abaixo de 50 para (Ps). Seguindo a mesma logica, observe também
que os custos médios totais de producao estao acima de 50, em torno de 50 e acima
de 20, respectivamente. Os custos médios totais de preparacao estao acima 40, em
torno de 40 e acima de 20. Ja os custos médios totais de manutencao de estoques
estao em torno de 20, com (P;) tendo o maior valor, seguido por (FP») e (P;).

Na Figura [5.31] observamos como as variaveis de decisao referentes ao prego de
venda e a demanda do experimento 8 se comportaram ao longo do horizonte de
planejamento. (P;) apresentou preco de venda acima de (P) e (Ps). Esses tultimos
mantiveram o padrao de apresentar seus valores médios relativos ao preco de venda
proximos. No que diz respeito & demanda, a demanda resultante do modelo (P,) é
menor do que as de (P;) e maior do que as de (P3), em todos os periodos seguindo
o padrao do experimento anterior. E interessante notar que a diferenca nos valores
médios de demanda entre (P;) e (P3) é relativamente evidente mesmo que os pregos
de venda de ambos estejam muito proximos. Também é notavel o fato de (P)
possuir a média de pre¢o de venda mais alta em relacdo a (P,) e, no grafico da

demanda, (P,) apresentar valores médios menores que os de (P).
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Figura 5.31: Preco e Demanda no Experimento 8.

De maneira geral, o aumento do 8 de 3 para 5 fez com que os valores médios de
preco de venda e demanda baixassem, assim como aconteceu com a receita, lucro
e com a maioria dos custos. Além disso, note que a média dos pregos de venda
esta na faixa de 5 a 10 nos trés modelos, o que mostra que a mudanca da fungao
preco-demanda utilizada nao teve grande impacto nos pregos de venda, considerando
as especificidades deste experimento 8. Na Figura ratificamos o exposto no

paragrafo anterior.

oom
Rk

Figura 5.32: Preco total e Demanda total no Experimento 8.

Preco Demanda

5.9 Experimento 9

No Experimento 9, ao considerar ¢ = 0.75 ¢ § = 8, o tempo médio em segundos
para a execugao de 10 instancias do modelo (P;) foi de 0.0703125s do modelo ()
foi 185.7281s, e de (P3) 106.3031s. Na Figura , observe que ao aumentarmos e
de 0.50 para 0.75 e  de 5 para 8, o valor médio da receita de (P,) comportou-se
de maneira a ficar abaixo dos valores médios de receita de (P;) em todos os perio-
dos, comportamento semelhante ao ocorrido nos dois experimentos anteriores. Além

disso, observe que, de maneira geral, o aumento para § = 8, mais uma vez causou
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impacto nos custos médios da receita, pois os mesmos apresentaram uma conside-
ravel queda, tanto para (P;) como para (P;) e (P3). Os custos relacionados a (Ps)
continuaram menores. Ja os custos de (P) e (P2) apresentaram um comportamento
parecido que tentava manter a mesma faixa de alternancia ao longo do horizonte
de planejamento, apesar disso, os custos de (P;) foram maiores dos que os de (P,),

exceto o custo de manutencao de estoque que foi extremamente proximo.
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Figura 5.33: Receita (p:d;), Custo de produgao (¢;x¢), Custo de manutencao (hyiy)

e Custo de preparagao (¢:y;) no Experimento 9.
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Figura 5.34: Receita total, Lucro total, Custo total de producgao, Custo total de

manutencao de estoques e custo total de preparacao no Experimento 9.

Na Figura nota-se que neste experimento 9, novamente, (P;) apresentou
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os maiores valores totais médios em todos os cinco quesitos e (P;) apresentou os
menores para todos os mesmos cinco quesitos. E mais uma vez, é possivel notar que
ocorreu novamente uma queda nos valores conforme aumentamos  de 5 para 8.

Vejamos alguns valores aproximados para compararmos com o que foi mencio-
nado no anteriormente. Observe que os valores médios totais de Receita estao um
pouco acima de 150 para (P;), acima de 100 para (P,) e abaixo de 50 para (Ps).
Os valores médios totais relacionados ao Lucro estdo acima de 50 para (F;), abaixo
de 50 para (P,), e muito abaixo de 50 para (Ps). Seguindo a mesma logica, observe
também que os custos médios totais de producao estao acima de 40, abaixo de 40 e
abaixo de 10 respectivamente. Os custos médios totais de preparacao estao abaixo
de 40, em torno de 30 e de 10. J4a os custos médios totais de manutencao de estoques
estao abaixo de 20 com (P;), obtendo o maior valor, seguido de (P2) e (P3).

Na Figura [5.35] observamos como as variaveis de decisao referentes ao prego
de venda e & demanda do experimento 9 se comportaram ao longo do horizonte de
planejamento. (P;) e (P») apresentaram precos médios de venda muito aproximados.
Dessa vez, (P3) obteve o maior valor médio de prego de venda. No que diz respeito
a demanda, notamos que a execugao do modelo (F,) resultou numa demanda menor
do que as de (Py) e maior do que as de (P3), em todos os periodos seguindo o padrao

do experimento anterior.
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Figura 5.35: Prego e Demanda no Experimento 9.

De maneira geral, o aumento do  de 5 para 8 fez com que os valores médios de
preco de venda e demanda baixassem assim como aconteceu com a receita, lucro e
com a maioria dos custos. Além disso, note que a média dos precos de venda esté
na faixa de 5 a 8 para os trés problemas, o que mostra que a mudanca da funcao
preco demanda utilizada nao teve grande impacto nos pregos de venda considerando
as especificidades deste experimento 9. Na Figura ratificamos o exposto no

paragrafo anterior.
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Figura 5.36: Preco total e Demanda total no Experimento 9.

5.10 Resultados e discussoes

Nesse capitulo, descrevemos e geramos graficos baseados nos resultados médios
das 10 instancias para os nove experimentos. O mesmo conjunto de 10 instancias
diferentes foi considerado para todos os experimentos. Os tnicos elementos que
variaram de um experimento para o outro foram os parametros € e § e as fungoes
que modelam a relacao preco-demanda. Neste capitulo, analisaremos de forma mais
sucinta o impacto dessas variacdes nos resultados obtidos. E interessante lembrar
que o preco pode ser calculado a partir dos valores das demandas obtidas nas solugoes
dos problemas. Analisaremos assim, a influéncia das variagoes mencionadas na
variavel de decisao explicita e na varidvel de decisao implicita, demanda e prego,
respectivamente, e também na receita, no lucro e em todos os custos considerados

no problema.

5.10.1 Analise da variagao de ¢

Como foi descrito ao longo do capitulo anterior, foram considerados trés valo-
res diferentes para o parametro e: 0.25, 0.50 e 0.75. Iremos analisar o impacto
desta variacao, comparando os resultados médios obtidos com os experimentos que
consideram o mesmo valor de e. Mais especificamente, os experimentos 1, 2 e 3 consi-
deraram € = 0.25, os experimentos 4, 5 e 6 consideraram ¢ = (.50 e os experimentos
7, 8 e 9 consideraram € = 0.75. Considerando esses agrupamentos, apresentamos

nas tabelas seguintes os resultados médios obtidos.
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Demanda Pregco Receita Producao Estoque Preparacao Lucro
(P) 29,07 9,79 297,43 58,13 17,60 43,06 178,64
(Py) 39,07 8,74 359,99 78,14 15,78 54,44 211,63
(Ps) 16,61 8,72 152,80 33,23 17,01 2722 75,34

Tabela 5.1: Experimentos 1,2,3 (e = 0.25)

Demanda Pregco Receita Produgao Estoque Preparacao Lucro
(P) 29,07 9,79 297,43 58,13 17,60 43,06 178,64
(P2) 32,82 8,68 299,95 65,63 16,62 46,67 171,03
(Ps) 15,25 8,60 137,81 30,49 16,29 25,06 65,47

Tabela 5.2: Experimentos 4,5,6 (¢ = 0.50)

Demanda Preco Receita Producao Estoque Preparacao Lucro
(Py) 29,07 9,79 29743 58,13 17,60 43,06 178,64
(Py) 24,59 8,66 224,67 49,19 17,37 37,22 120,89
(Ps) 11,50 8,59 101,48 23,01 13,89 20,83 43,75

Tabela 5.3: Experimentos 7,8,9 (¢ = 0.75)

Podemos ver pelas tabelas que o aumento de ¢ nao influencia os resultados de
(Py), conforme esperado, mas leva a diminuigdo do prego 6timo a ser cobrado nos
dois outros modelos, por levar a uma reagao mais agressiva na diminuicao da de-
manda conforme o prego aumenta. O ajuste correto do valor de € nos modelos, que
represente bem quao agressiva é a queda na demanda conforme o prego aumenta, é
certamente importante para a tomada de decisao correta em relagao ao prego 6timo.
Decréscimos médios pequenos nos pregos cobrados conforme ¢ aumenta ja leva a
um grande decréscimo na demanda média e a uma queda significativa no lucro da

empresa.

5.10.2 Analise da variacao de [

Como foi descrito ao longo do capitulo anterior, foram considerados trés valores
diferentes para o parametro 3: 3, 5 e 8. Iremos analisar o impacto desta variagao,
comparando os resultados médios obtidos com os experimentos que utilizaram os
mesmos valores de § em sua execugao. Os experimentos 1, 4 e 7 consideraram
£ = 3, os experimentos 2, 5 e 8 consideraram [ = 5 e os experimentos 3, 6 e 9
consideraram = 8. Considerando esses agrupamentos, apresentamos nas tabelas

seguintes os resultados médios obtidos.
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Demanda Pregco Receita Producao Estoque Preparacao Lucro

(P) 32,70 14,06 465,54 65,41 17,39 48,33 334,40

(Py) 39,02 12,01 472,84 78,04 16,40 55,83 322,57

(Ps) 20,06 11,056 223,67 40,12 19,22 32,22 132,11
Tabela 5.4: Experimento 1,4,7(5 = 3)

Demanda Prego Receita Produgao Estoque Preparacao Lucro

(P) 29,50 9,08 270,51 59,00 18,60 4250 150,41

(P2) 3249 8,15 266,13 64,97 16,79 46,39 137,97

(Ps) 15,45 7,94 120,95 30,91 17,46 26,67 45,92
Tabela 5.5: Experimento 2,58 (8 = 5)

Demanda Preco Receita Produgao Estoque Preparacao Lucro

(Py) 2499 6,24 156,25 49,98 16,82 38,33 51,11

(Py) 2498 5,92 145,65 49,95 16,58 36,11 43,00

(Ps) 7,85 6,91 47,46 15,70 10,52 14,72 6,53

Tabela 5.6: Experimento 3,6,9 (8 = 8)

Da mesma forma que o aumento de € leva a uma queda nos valores dos precos

6timos, nas demandas e na produgao da indistria em geral, o aumento de § também

leva. No entanto, para os valores de (3 escolhidos, esta queda ¢ bem mais significativa

principalmente para a (P3). E interessante notar que o aumento de 3 para 8, leva a

um comportamento médio bem parecido para os dois primeiros modelos. No terceiro

modelo a demanda claramente é mais afetada pelas variagoes nos parametros que

variam em nossos experimentos.

5.11 Analise da variacao na relacao preco-demanda

Apresentamos na tabela a seguir os resultados médios obtidos com todos os

experimentos feitos com cada modelo proposto nesta dissertacao.

Demanda Pregco Receita Producao Estoque Preparacao Lucro
(P) 29,07 9,79 297,43 58,13 17,60 43,06 178,64
(Py) 32,16 8,69 294,87 64,32 16,59 46,11 167,85
(Ps) 1445 8,63 130,69 28,91 15,73 2454 61,52

Vemos que o uso das fungoes nao-lineares utilizadas nos modelos () e (Ps)

levam a uma reducao no preco 6timo a ser cobrado pela empresa. A escolha do preco
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6timo leva a uma queda no lucro médio da empresa pequena quando comparamos o
uso da funcao exponencial f? para substituir a funcao afim f!. J4 a funcio f3 mostra
uma reacao mais agressiva do mercado, levando a uma queda maior do lucro, mesmo
quando ao preco 6timo é considerado. Certamente um conhecimento histérico da
reacao do mercado com oscilagoes no preco é importante para a escolha do modelo
a ser utilizado.

Um grafico interessante de se ver é aquele que apresenta a quantidade méaxima e
minima estocada ao final de cada periodo como consequéncia das entradas e saidas
de produtos ou itens ao longo do horizonte de planejamento conforme apresentado
nas Figuras [5.37], [5.38 ¢ [5.39, Como é possivel observar, em todos os trés graficos,

o estoque inicial comeca com zero. Em seguida, ocorre a producao, o que faz o

estoque atingir seu nivel méaximo no periodo. Na sequéncia, ocorre o decréscimo
no estoque em decorréncia da demanda, o que faz o estoque atingir o nivel minimo
no periodo. No periodo seguinte, o estoque méaximo é o resultado da producao no
periodo acrescida do estoque minimo do periodo anterior e, assim por diante, em

cada periodo até o nivel de estoque no dltimo periodo voltar a ser zero.
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Figura 5.37: Evolugao do nivel de estoque em cada periodo para o modelo (P;).
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Figura 5.38: Evolugao do nivel de estoque em cada periodo para o modelo (F).
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Figura 5.39: Evolugao do nivel de estoque em cada periodo para o modelo (P3).

Para finalizar esta secao, apresentamos a seguir os tempos computacionais médios

para cada um dos trés problemas deterministicos:
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P; Tempo
(Py) 0.0673s
(P,) | 80.3583s
(P3) | 119.2769s

Tabela 5.7: Média aproximada do tempo computacional considerando os nove ex-

perimentos para cada problema P;.
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Capitulo 6

Modelos para o PDLC considerando

Incerteza em Custos

Finalmente, consideramos neste capitulo uma variacao no PDL. Vamos assumir
que os custos unitarios de produgao e de manutencao de estoques do item a ser
produzido nao podem ser estimados a priori, devido & incerteza nesses dados de
entrada. Aplicamos aqui o uso da variancia como medida de risco de variabilidade
associada aos custos, conforme proposto em [18] e citado em [Se¢ao 4.4.1][1], no
exemplo “Linear program with random cost” .

Neste caso, considere os vetores ¢ € RI”l e h € RI”I com valores das componentes
aleatorios, com valores médios ¢ e h e covariancias C e H, respectivamente. Notamos

que para um dado z € RI"!, o custo de producéo ¢”

T =), pC¥ ¢ uma constante
com valor esperado ou média ¢' z e variancia ng 2:Cyzy =z Cr.

De modo geral, ha um compromisso entre obter a média do custo pequena ou
a variancia do custo pequena. Uma forma de considerar a variancia do custo no
modelo é minimizar uma combinacao linear da sua média com a variancia, isto &,

substituir ¢

x na funcdo objetivo do problema por &'z + w.x " Cz, termo conhecido
como custo sensivel ao risco. O escalar w. > 0 é conhecido como parametro de
aversao ao risco. Quanto maior o seu valor, maior é a contribuicao da variancia
no custo na funcao objetivo. Quando w. > 0 esperamos um aumento no custo
médio de producgao, para obtermos um decréscimo no efeito causado por variagoes
no custo individual de producao. Anélise similar é feita para o custo de estocagem
ou manutencao.

A fim de considerar os custos sensiveis ao risco nos nossos modelos, substituire-

mos os modelos deterministicos (P;), j = 1,2, 3, pelos modelos abaixo.
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(Py) max Zptdt — Gy — hiiy — Qi — we Z 2:Cye — wp Z 1 Hypig

teT teeT tLeT
s.a: dy =z + 141 — 14, teT
re < 1Y, teT
pe = f(dy), teT
Ty, 1, dy, pe > 0, teT
v € {0, 1}. teT

Notamos que a tnica diferenga em relagao a (P;), para j = 1,2, 3, é a substituicao
dos custos de producao e estocagem deterministicos pelos custos sensiveis ao risco
na da funcao objetivo. Uma observacao importante é que os termos quadraticos
adicionados a fung¢ao objetivo nao afetam a convexidade dos nossos problemas de
ONLIM. A matriz de covariancia é uma matriz semidefinida positiva, portanto a
funcao objetivo dos problemas continua sendo concava.

No proximo capitulo, através de experimentos numéricos adicionais, analisaremos

como a incerteza nos custos afeta os resultados do nosso problema.
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Capitulo 7

Experimentos Numéricos com

Incerteza em Custos

O experimento numérico descrito neste capitulo é uma extensao dos experimentos
descritos no Capitulo 5. Introduziremos agora a modificacao na funcao objetivo dos
modelos a serem resolvidos, ao levar em conta a incerteza nos parametros de custo
de produgao e custo de manutengao de estoques (ou custo de estocagem).

Para isso, foi necessario considerar nos modelos dados de entrada adicionais,
referentes aos custos de produc¢ao e manutencao de estoques, respectivamente: os
vetores de valores médios ¢ e h, as matrizes de covariancia C' e H, e as constantes
nao negativas w, e wy, correspondendo aos pesos das variancias dos custos na fungao
objetivo.

Os vetores ¢é e h foram escolhidos como sendo os custos ¢ e h do problema
deterministico, conforme detalhado na Algoritmo [Il Assim, todos os componentes
de € sdo iguais a 2 e todos os componentes de h sdo iguais a 1.

O Algoritmo [2| implementado em Scilab, gera os parametros adicionais. A
funcao utilizada grand(m,n, “nor”, Av, Sd) gera uma matriz de dimensdo m x n
com elementos aleatorios que seguem a distribuicao normal com média Av e desvio
padrao Sd. Cada linha de uma matriz gerada por esta funcao corresponde a uma
observacao dos vetores de custo de producgao e de manutencao em estoques. Para
uma matriz de dimensao m X n, a fun¢do cov(M) retorna a matriz de covariancia
das colunas de M, de dimensao n x n. Cada linha de M representa uma observagao

e cada coluna, uma variavel.
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1 tmae = 12;

2 num-observagoes := 50;

3 média, := 2;

4 desvio-padrao, := 0.5;

5 matriz-obs, = grand(num-observagoes, tq., “nor” , média., desvio-padrao,);
6 C' = cov(matriz-obs.);

7 médiay, 1= 1;

8 desvio-padrao,, := 0.2;

9 matriz-obs),, = grand(num-observagoes, t,,q., “nor”, médiay, desvio-padrao,, );

10 H = cov(matriz-obsy,);

Algorithm 2: Geracio dos dados ¢, h, C e H.

Os demais dados considerados para as instancias deste Capitulo sao os mesmos
das instancias que foram utilizadas nos experimentos do Capitulo 5.

Como no Capitulos 5 analisamos o impacto da variacao dos parametros € e 3
através de 9 experimentos, agora iremos analisar o impacto da aversao ao risco nos
resultados obtidos, causado pela variagao nos pesos w, e wy. Para tanto, escolhemos
arbitrariamente fixar os valores de € e § como no experimento 4. Dessa maneira,
podemos subdividi-lo em seis experimentos, onde cada um considera diferentes com-
binagoes dos pesos w, e wy. As combinagoes de pesos utilizados em cada experimento

foram:

e Experimento 4A: w. = 0 e w, = 0 (equivale ao experimento 4 do capitulo 5);
e Experimento 4B: w. =0 e wy, = 1;
e Experimento 4C: w. =1 e wy = 0;
e Experimento 4D: w. =1 e wy, = 1;
e Experimento 4E: w, =0 e wy, = 2;

e Experimento 4F: w. =2 e wy = 0.

O restante do processo de testagem dos experimentos seguiu semelhante aos
experimentos do Capitulo 5, ou seja, o AMPL foi utilizado como linguagem de mo-
delagem algébrica. Os resultados para o modelo (Py’) foram obtidos utilizando o
solver Gurobi [37]. Para resolver os modelos (Py’) e (P{), utilizamos o solver Muri-
qui Optimizer [38]. O algoritmo Outer Approximation (OA) do Muriqui Optimizer
foi aplicado (veja [39] para detalhes). O software R foi utilizado para tratamento

de dados, anélise dos mesmos e geracao de gréaficos. Os seis experimentos foram
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executados para cada modelo de otimizacao (Py), (PY) e (PY) num computador
com Windows 11, com processador Intel Core i7, e 16GB de RAM.

7.1 Resultados e discussoes

Um mesmo conjunto de 10 instancias diferentes foi considerado para todos os
experimentos com os modelos que consideram incerteza em custos. Os elementos que
variaram de um experimento para o outro foram: os parametros w, e wy, e as fungoes
que modelam a relagao preco-demanda. Analisaremos a influéncia da variagao dos
valores de w,. e wy, nos valores resultantes das variaveis de decisao demanda e de
preco, e também a influéncia nos resultados de receita, ganhos e em todos os custos

considerados no problema.

7.1.1 Analise dos modelos (Py), (P5) e (P5)

A Tabela[7.I] mostra a influéncia dos pesos w, e wy, nas variaveis de decisao para
o modelo (Py’). Tomando como base o Experimento 4A que considera w. = 0 e
wp = 0 e equivale ao experimento do Capitulo 5, é possivel notar que, quando ha
incerteza somente no custo de manutengao de estoque (Experimento 4B: w, = 0 e
wp, = 1), acontece uma pequena queda nos valores de demanda, receita, custo de
producao, custo de manutencao de estoque e no lucro obtido. J& o preco e o custo
de preparacao aumentaram. Quando hé incerteza somente no custo de produgao
(Experimento 4C: w, = 1 e w, = 0), ocorre uma queda nos valores de demanda,
receita, custo de producao, custo de preparacao e no lucro obtido. Novamente, o
preco e o custo de preparacao aumentaram. Ainda baseando-se no experimento 4A,
quando héa incerteza no custo de producao e no custo de manutengao de estoque ao
mesmo tempo (Experimento 4D: w. = 1 e wy, = 1), ocorre novamente uma queda nos
valores de demanda, receita, custo de produgao, custo de manutencao de estoque e
no lucro obtido. Novamente, o preco e o custo de preparacao aumentaram.

Sob o ponto de vista em que somente ocorre o aumento de wy, isto é, tomando
como base o Experimento 4B (w. = 0 e wy, = 1) e comparando-o com o Experimento
4E (w. = 0 e wy, = 2), é possivel notar um aumento nos valores de demanda, receita,
custo de producao e custo de preparacao enquanto prego, custo de manutengao de
estoque e lucro diminuem. Sob o ponto de vista em que somente ocorre aumento de
We, isto é, tomando como base o Experimento 4C (w. = 1 e w;, = 0) e comparando-o
com o Experimento 4F (w. = 2 e wy, = 0), é possivel notar um decréscimo nos
valores de demanda, receita, lucro e custos de produgao, manutencao de estoque e
preparacao.

De modo geral, nota-se que & medida que a aversao ao risco aumenta, o prego
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cobrado pelo item produzido tende a aumentar, fazendo com que a demanda caia. A
queda na demanda leva a queda do lucro em todos os casos onde o risco é considerado,
quando o comparamos com o experimento do Capitulo 5. Notamos ainda que a
incerteza no custo de estocagem, tende a diminuir o gasto com estoque e aumentar
o gasto com a preparacao, o que indica a tendéncia a produzir apenas o necessario em
cada periodo, politica de producao lote-a-lote. Nos nossos experimentos, a incerteza
no custo de producao tem impacto bem maior no lucro do que a incerteza nos custos
de estocagem. Apesar disso, ambos levam a uma mudanca de comportamento na

producao evidenciada pelo aumento no custo de preparagao.

w. € wp | Demanda Pre¢co Receita Produgao Estoque Preparacao Lucro
(0e0) 32,70 14,05 465,53 65,40 17,39 48,33 334,40
(0el) 32,35 14,17 463,23 64,71 10,37 61,66 326,47
(1e0) 20,87 18,00 380,16 41,74 10,95 66,66 260,79
(lel) 20,88 17,99 378,79 41,76 5,98 77,50 253,53
(0e?2) 32,81 14,02 464,06 65,62 5,77 75,83 316,83
(2e0) 14,85 20,00 298,77 29,71 8,11 60,83 200,10

Tabela 7.1: Experimentos 4A, 4B, 4C, 4D, 4E e 4F para o modelo (P}).

we € wp | Demanda Pre¢co Receita Produgao Estoque Preparacao Lucro
(0e0) 39,62 12,01 480,14 79,25 16,17 56,66 328,05
(0el) 40,83 11,79 481,91 81,67 7,47 73,33 319,43
(1e0) 20,16 17,23 349,91 40,33 10,50 65,00 234,08
(lel) 20,07 17,28 347,29 40,14 6,05 73,33 227,75
(0e?2) 4255 11,41 487,34 85,11 2,63 88,33 311,26
(2e0) 14,04 19,31 271,46 28,08 7,48 60,83 175,06

Tabela 7.2: Experimentos 4A, 4B, 4C, 4D, 4E e 4F para o modelo (Fy’).

we € wp, | Demanda Prego Receita Produgao Estoque Preparacao Lucro
(0e0) 20,84 11,14 233,89 41,68 19,17 33,33 139,69
(0el) 19,81 11,656 227,99 39,62 9,55 45,00 133,81
(1e0) 11,67 15,61 179,06 23,35 7,76 92,00 95,44
(lel) 11,11 16,00 172,68 22,22 5,92 52,50 92,03
(0e?2) 19,31 11,92 22441 38,63 7,47 49,16 129,13
(2€0) 8,11 17,92 141,63 16,23 6,78 45,00 73,61

Tabela 7.3: Experimentos 4A, 4B, 4C, 4D, 4E e 4F para o modelo (P¥).
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Os resultados obtidos para os problemas (P5’) e (P5’) sao apresentados nas tabelas
e acima. E possivel notar que ambos reagem da mesma forma que (P¥) ao
risco na alteracao nos custos.

Assim como apresentado no capitulo 5 para os modelos deterministicos, a seguir
serao exibidos os graficos que mostram a quantidade méxima e minima estocada
ao final de cada periodo para os modelos que consideram incerteza nos custos de
producao e de manutencao de estoque, através das Figuras e[7.3
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.
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Figura 7.2: Evolugao do nivel de estoque em cada periodo para o modelo (Py).
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Figura 7.3: Evolugao do nivel de estoque em cada periodo para o modelo (PY).

Para finalizar esta secao, apresentamos a seguir os tempos computacionais médios

para cada um dos trés problemas estocasticos:

Py Tempo
(Py) 0.1127s
(Py) | 274.3265s
(Py) | 1264.8911s

Tabela 7.4: Média aproximada do tempo computacional considerando os seis expe-

rimentos para cada problema P}’
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Capitulo 8
Consideracoes Finais

A evolucgao no desenvolvimento de algoritmos e solvers para otimizagao nao-linear
inteira mista convexa na ultima década viabilizou a construgao de modelos matema-
ticos para problemas de otimizacao do planejamento da produgao de maneira mais
realista. Neste trabalho, exploramos essa possibilidade, considerando uma funcao hi-
perbolica e uma fungao exponencial para modelar a dependéncia das variaveis preco
e demanda num problema de dimensionamento de lotes de producao. Discutimos
como os parametros das fungoes podem ser usados para ajustar os correspondentes
modelos as caracteristicas da aplicacao. Realizamos experimentos utilizando os sol-
vers Gurobi [37] e Muriqui Optimizer [3§|, e a linguagem de modelagem algébrica
AMPL [40]. A partir dos resultados obtidos, tratamos, analisamos e geramos graficos
comparativos através do R, que mostraram como as receitas, custos, preco de venda
e demanda variam ao longo do horizonte de planejamento.

Ao todo, foram realizados nove experimentos para os trés modelos estudados. O
mesmo conjunto de dez instancias aleatorias foi considerado para todos os experi-
mentos. O que diferenciou um do outro foi somente o parametro 5 que variou entre
3, 5 e 8, e o parametro € que variou entre 0.25, 0.50 e 0.75. Foi a permutacao dessas
variagoes que permitiu a divisao em nove experimentos. Em se tratando dos resulta-
dos obtidos, foi possivel analisé-los sobre dois pontos de vista: avaliacao do impacto
ao variar [ e fixar €; e avaliagao do impacto ao variar € e fixar 5. O primeiro viés
foi subdividido na avaliacao de trés agrupamentos: "experimentos 1, 2 e 3", "expe-
rimentos 4, 5 e 6"e "experimentos 7, 8 e 9". Ja o segundo viés foi subdividido nos
seguintes agrupamentos: "experimentos 1, 4 e 7", "experimentos 2, 5 e 8"e "expe-
rimentos 3, 6 ¢ 9". Apoés a andlise dos agrupamentos, foi possivel mostrar que, ao
aumentarmos o valor de 3, ocorre a queda dos valores médios de receita, lucro, custo
de producao, custo de manutencao de estoque, custo de preparacao, preco de venda
e demanda. J& ao aumentarmos o valor de €, acontece uma queda gradativa nos
valores médios de receita, lucro, custo de produgao, custo de preparagao e demanda

para o modelo (P;). Tal que quando € = 0.25, (P;) obteve valores médios acima
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de (P;); quando € = 0.50, (P;) obteve valores muito proximos, para mais ou para
menos, aos valores médios de (P;). Quando € = 0.75, (P;) obteve valores abaixo
aos de (P;). Além disso, foi possivel notar que a faixa de valores na qual os valores
médios de preco de venda encontravam-se aumentou de maneira ténue a medida que
€ teve variacao. De maneira particular, nao foi possivel detectar um comportamento
padrao em relagao aos valores médios de custos de manutencao de estoque. Porém,
de maneira geral, observou-se que tal custo apresentou valores médios menores do
que os valores médios referentes aos custos de producao e preparagao para todos os
modelos em todos os nove experimentos.

Além disso, uma varia¢do dos modelos (P;), (P,) e (Ps) foi analisada de modo
a considerar incerteza nos custos de producao e de manutencgao de estoque. Foram
consideradas seis combinagoes de pesos w. e wy que medem a aversao ao risco em
relacao a variagao nos custos nos modelos estudados. Por conta disso, foi possivel
dividir tal analise em seis experimentos. Para a analise nao se tornar massiva, optou-
se por introduzir os parametros que consideram a questao da incerteza somente no
experimento 4, desse modo, tal experimento subdividiu-se nos experimentos "4A",
"4B", "4C", "4D", "4E"e "4F". Assim como no Capitulo 5, os experimentos utili-
zaram os solvers Gurobi [37] e Muriqui Optimizer [38], o software AMPL [40] como
linguagem de modelagem algébrica; e as anélises de dados foram implementadas
utilizando o software R. Ao final desse tltimo experimento, foi possivel concluir que,
de modo geral, a medida que a aversao ao risco aumenta, o lucro obtido tende a
queda para os trés problemas (Py), (Py) e (PY).

Por fim, podemos destacar a importancia do estudo dos modelos estudados para
realizar planejamentos de producao de médio e de longo prazo, pois, uma vez sa-
bendo da existéncia de parametros influentes antecipadamente, é possivel inclui-los
na modelagem do problema, realizar anélises de sensibilidade para obter possiveis
previsoes e, por meio dessas, ter a possibilidade de tomar decisoes mais acertadas
no presente no que diz respeito ao planejamento e controle da producao para evi-
tar prejuizos financeiros futuros. Pretende-se futuramente investigar novas fungoes
e novas técnicas para modelar a dependéncia preco-demanda, tirando proveito do
avanco no campo de ONLIM convexa, e assim auxiliar na tomada de decisdes de

sistemas de produgao mais complexos.
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