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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
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Morganna Carmem Diniz
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A modelagem de sistemas de computagdo/comunicac¢io é uma das tarefas mais
importantes no processo de anélise e desenvolvimento de novas tecnologias. Por
este motivo, é fundamental o desenvolvimento de modelos que aproximem o com-
portamento de sistemas reais e de métodos de solugdo eficientes que possibilitem a
obtencdo de medidas de interesse destes sistemas. O objetivo desta tese é estudar
novos modelos provenientes de redes multimidia e propor solucoes gerais ou par-
ticulares para esses modelos. Dividimos este trabalho em trés partes. A primeira
parte focaliza o estudo de jitter como um exemplo de problema comum para a
transmissao de voz e video em tempo real. Neste trabalho é feita a modelagem e a
anélise de duas propostas de controle do jitter no destino. A segunda parte estuda
métodos de solugao em estado estaciondrio de modelos de rede e apresenta uma
aproximacao para o método de solugdo GTH de forma que ele possa ser usado
na solucdo de matrizes com uma determinada estrutura especial e com milhares
de estados. A terceira parte faz o estudo transiente de modelos com recompen-
sas que tém aplicacdo em modelos de fluido para redes. Neste trabalho ¢é feito
o estudo dos algoritmos propostos em [52] e [54] para o cdlculo da distribuigao
da recompensa acumulada em um tempo finito. O objetivo é fornecer uma, in-
terpretacdo probabilistica para o algoritmo de [54] usando a mesma metodologia
de [49]. Esta interpretagdo é importante de forma a entender a aplicabilidade
do algoritmo. Além disso, apresentamos dois novos algoritmos para combinagio

linear de estatistica de ordem obtidos como subproduto do estudo feito.
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The modeling of computer and communication systems is a fundamental step
in the analysis and development of new technologies. Therefore, it is important
to develop not only mathematical models which try to approximate the behavi-
or of real systems but also eflicient solution methods to obtain the measures of
interest. The aim of this thesis is to study new models arising from multimedia
networks and to develop efficient solutions for these. The work is divided in three
parts. First, we study the jitter as an example of a common problem in real-
time video and voice transmission. We present two models for analyzing jitter
control schemes at user end hosts, and study the efficacy of the approaches. We
want to know if the mechanism is efficacy for jitter control. Second, we study
steady-steady solution techniques for network models and present an approxima-
tion for the GTH algorithm suitable for solving large models that have a special
characteristic. Third, we study transient analysis methods for Markovian reward
-models arising from network models. In this work we study the algorithms [52] e
[64] for calculating the Cumulative Reward Distribution over a finite observation
period. The aim is to obtain a probabilistic interpretation for the algorithm of
[64] from the methodology of [49]. The results provided the basis to extend the
aplicability of the algorithm. Furthermore, we obtain two new algorithms for

linear combination of uniform order statistics.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem de sistemas de computagdo/comunicac¢io é uma das tarefas mais
importantes no processo de anélise e desenvolvimento de novas tecnologias. A
possibilidade de estudar o comportamento de um sistema que ainda néo existe é
uma das grande vantagens do uso da modelagem. Sistemas podem ser propostos
e avaliados ainda na fase de projeto, antes de serem implementados. Por este
motivo, é fundamental o desenvolvimento de modelos que aproximem o compor-
tamento de sistemas reais e de métodos de solugio eficientes que possibilitem a,

obtencdo de medidas de interesse destes sistemas.

Um modelo é na realidade uma visdo simplificada do sistema sendo estudado,
mas ¢ definido de forma a representar o mais préximo possivel o comportamento
do sistema real. O nosso interesse neste trabalho é a anélise de desempenho de
sistemas de comunicac¢do multimidia. Por exemplo, analisar o comportamento do
sistema diante da contencdo de recursos, ou seja, um ou mais recursos podem ser

solicitados por mais de um usudrio em um mesmo intervalo de tempo.

Os modelos estocdsticos sdo os mais usados na modelagem e andlise de de-
sempenho de sistemas. Um modelo estocdstico é definido como um conjunto de

variaveis aleatérias indexadas por um pardmetro de tempo. Por exemplo, no



processo estocdstico {X(¢) : t > 0}, o indice ¢ é interpretado como tempo e X (¢)

corresponde ao estado do processo no instante .

Um processo estocdstico é dito markoviano se o comportamento do sistema
depende apenas do estado atual do sistema, ou seja, o estado do modelo fornece
todas as informacdes necessarias sobre o sistema. Os modelos markovianos podem
ser de tempo discreto ou de tempo continuo. No primeiro caso uma transicado de
estado s6 ocorre em tempos discretos, enquanto no segundo caso uma transicgo

de estado pode ocorrer em qualquer tempo.

Uma tarefa importante na andlise de um modelo é a definicdo das medidas de
interesse a serem calculadas. Medidas de interesse refletem o comportamento do
modelo e sdo utilizadas para avaliar e caracterizar o sistema. Podemos classificar

as medidas em dois tipos: medidas em estado estaciondrio e medidas transientes.

No céalculo das medidas em estado estacionério, o tempo de observagdo do
modelo é muito grande, ou seja, ¢ — 00. Estas medidas fornecem o comporta-
mento médio do sistema ao longo do tempo. Existem na literatura varios métodos
de solugdo de modelos markovianos em estado estaciondrio como Gauss, Jacobi,
Power, SOR, etc [28]. Essas medidas porém nfo captam o comportamento do

sistema em um intervalo finito de tempo.

Considere, por exemplo, o caso de transmissdo de pacotes de voz sobre uma
rede de dados. Uma anélise do sistema em estado estacionirio pode concluir
que a probabilidade de perda de pacotes é pequena, o que permite garantir uma
melhor qualidade de servigo (QoS) para o usuério. Entretanto, as perdas de
pacotes podem se concentrar em determinados instantes da transmissio. Nestes
instantes, a QoS oferecida pela rede é baixa, apesar da probabilidade de perda
de pacotes se manter em niveis aceitdveis. A alternativa para evitar este tipo de

problema é realizar um estudo sobre o comportamento transiente do sistema.

No célculo das medidas transientes o tempo de observacgao nao é muito grande



e nao é possivel usar a aproximacao t — co. Estas medidas fornecem o compor-
tamento do sistema apds um periodo curto de observacdo e supondo um determi-
nado estado inicial do sistema [27]. Uma maneira de se obter medidas transientes

é usar 0 método de uniformizacdo [28, 34].

Em geral, pode-se atribuir diferentes tipos de recompensa & cadeia de Markov.
Por exemplo, pode-se associar a cada estado da cadeia uma taxa de recompensa.
Isto significa que por cada unidade de tempo em que o sistema permanece em um
determinado estado, ele ganha a recompensa associada a esse estado. Medidas
de recompensa sdo muito usadas na anélise de desempenho de sistemas. Para
o modelo de transmissao de pacotes de voz sobre uma rede de dados discutido
acima, podemos associar a recompensa zero aos estados que possuem zero pacotes
na fila e associar recompensa 1 aos outros estados. A distribuicio do tempo que
o sistema estd ocupado transmitindo pacotes pode ser entdo calculada a partir

do modelo de recompensas.

Infelizmente, nem sempre é simples a obtencdo de medidas de interesse para
um modelo. Um fator que pode dificultar o cdlculo é a grande quantidade de es-
tados do modelo. Por exemplo, suponha um modelo com 108 estados. Solucionar
sistemas com tal magnitude ndo é uma tarefa trivial. Principalmente, se a ma-
triz de taxas de transicdo do modelo ndo possui alguma estrutura especial. Uma
maneira é fazer uso de truncagem do espago de estados do modelo [28]. O proble-
ma é como calcular o erro introduzido pela truncagem. Na literatura é possivel
encontrar alguns métodos onde o cédlculo do erro introduzido pela truncagem é
fornecido. Em geral, cada método proposto fornece a solugdo apenas para uma

classe especifica. de modelos.

Temos também outro problema relacionado ao uso de cadeias de Markov na
modelagem de sistemas. Existem virios exemplos onde alguns dos eventos do
modelo ndo sfo exponenciais, isto é, a distribuicdo do tempo transcorrido entre
a ativacdo do evento até a sua execucgdo é geral. Por exemplo, modelos de polling

com periodos de temporizacdo deterministicos e modelos de fila com tempo de



servico determinfstico. Em geral, a técnica de cadeias de Markov embutida é
usada para a solucio destes modelos. Por exemplo, em [17] é apresentada uma
solucdo para modelos ndo markovianos que possuem, no maximo, uma unica
transicdo ndo exponencial habilitada em um determinado momento. Em linhas
gerais, pontos embutidos sdo identificados e é construida uma cadeia de Markov
embutida Y que representa o estado do sistema nestes instantes de tempo. Um
algoritmo é apresentado para a obtencdo das probabilidades de transicdo de es-
tados de Y usando a solucdo transiente de modelos. Finalmente as medidas de

interesse podem ser calculadas a partir da solucao de ).

1.1 Objetivos da Tese

O objetivo desta tese é estudar novos modelos provenientes de redes multimidia
e propor solugdes gerais ou particulares a esses modelos. Por isso, dividimos
este trabalho em trés partes: a primeira parte focaliza o estudo de jitter como um
exemplo de um problema que pode ocorrer numa rede multimidia; a segunda parte
estuda métodos de solugdo para modelos em estado estaciondrio; e a terceira parte
faz o estudo transiente de modelos com recompensas. A seguir iremos discutir
brevemente cada uma dessas partes e apresentar a organizacdo da tese. Uma
discussdo mais detalhada dos problemas estudados neste trabalho é fornecida no

inicio de cada capitulo.

As redes multimidias devem suportar uma variedade de servigos com caracte-
risticas de trafego distintas e garantir a QoS requisitada. Um importante servico
solicitado é a especificacao do retardo fim-a-fim para os pacotes de uma conex&o.
Pacotes de uma mesma conexdo possuem retardos distintos principalmente dev-
ido a0 armazenamento nos nés da rede. Limitar o retardo fim-a-fim é um servico
importante principalmente para aplicacdes em tempo-real, mas nfo é suficiente
para conexdes com forte dependéncia entre pacotes consecutivos como, por ex-

emplo, pacotes de voz. Para esta classe de trafego, o ideal é limitar a variacao do



retardo dos pacotes e ndo somente o seu valor maximo. Esta variacao é chamada

de jitter.

Basicamente, existem duas propostas para o controle do jitter. A primeira
proposta define que o controle do jitter é um servigo da rede e portanto, cabe 3
rede garantir a QoS definida durante o estabelecimento da conexdo. A segunda
proposta define que a rede deve entregar os pacotes o mais rapido possivel e que

a reorganizagdo do trafego é da responsabilidade do aplicativo do usuério.

No Capitulo 2 fazemos a modelagem e a anélise de duas propostas de controle
do jitter no destino existentes na literatura. Através da anélise desses modelos
estudamos se o controle do jitter feito apenas no destino € suficiente para recuperar

o trafego de pacotes e garantir a QoS solicitada pelo usuério.

No inicio deste capitulo dissemos que existem varios métodos de solugdo para
cadeias de Markov em estado estaciondrio como Gauss, Jacobi, Power, SOR,
etc [28]. Um método de solugdo é dito direto quando fornece as probabilidades
exatas dos estados apds um ndmero finito de passos. Em geral, métodos diretos
sao usados quando o ntimero de estados do sistema sendo modelado nao é muito
grande (da ordem de algumas centenas de estados) e quando a matriz de tranéigfio
de estados do modelo ndo é esparsa (poucas transigdes com valores zero). Um dos
métodos diretos mais importantes na solucdo de cadeia de Markov é o algoritmo
GTH [29]. Um problema do algoritmo GTH é o custo computacional elevado

para maftrizes que ndo possuem estruturas especiais.

No Capitulo 3 apresentamos uma aproximacao para o método de solucdo GTH
de forma que ele possa ser usado na solugdo de matrizes com uma determinada
estrutura especial (a ser discutida no Capftulo 3) e com milhares de estados.
Este algoritmo faz uso de conceitos e definigdes de dois outros algoritmos de
aproximagao encontrados na literatura. Visando estudar a eficicia do algoritmo
proposto, iremos comparar as solucoes de alguns modelos markovianos e nao

markovianos obtidas com o uso do algoritmo GTH e com o novo algoritmo de



aproximacao.

Como vimos, o estudo transiente de modelos com recompensa é importante
na andlise de sistemas [27]. A recompensa ganha pelo modelo corresponde a uma
abstragdo do rendimento obtido pelo sistema durante o intervalo de observacao.
Uma importante medida de interesse na anilise transiente é a distribuicdo da

recompensa acumulada.

No Capitulo 4 estudamos os algoritmos propostos em [52] e [54] para o célculo
da distribuigdo da recompensa acumulada em um tempo finito. O objetivo
é fornecer uma interpretagdo probabilistica para o algoritmo de [54] usando a
mesma metodologia de [49]. Além disso, vamos discutir um algoritmo para a
distribui¢io de recompensa acumulada com limites que foi apresentado em [61]
e que se tornou possivel a partir da interpretacdo probabilistica aqui mostrada.
Neste capitulo também sfo apresentados dois novos algoritmos de combinacio
linear de estatisticas de ordem que foram obtidos como subproduto do estudo

feito. Exemplos do uso destes algoritmos podem ser encontrados em [55] e [58].

Finalmente, no Capitulo 5 sdo feitas as consideracoes finais sobre a tese e séo

propostos alguns temas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelagem e Analise de

Mecanismos de Controle do Jitter

2.1 Introducao

Aplicativos multimidia estdo se tornando cada vez mais populares em redes de
computadores. Recursos como video, voz e dudio j& sdo comuns em aplicativos de
rede. Portanto, as redes multimidias devem suportar uma variedade de servicos
com caracteristicas de trifego distintas e oferecer uma qualidade de servigo apro-

priada para seus aplicativos.

Um importante servico solicitado é a especificagdo do retardo fim-a-fim para
os pacotes de uma conexao. Esse servigo tem por objetivo garantir que os pacotes
sejam entregues ao seu destino dentro de um certo intervalo de tempo, e caso o
tempo de permanéncia de um pacote na rede seja maior que o retardo méximo
especificado para a conexfo a qual ela pertence, o pacote é considerado perdido.
Limitar o tempo de permanéncia de um pacote na rede nao é um servigé facil
de implementar, pois pacotes experimentam retardos aleatérios na rede devido

principalmente & espera em filas nos comutadores da rede (nds).



Limitar o retardo fim-a~-fim é um servico importante principalmente para
aplicacoes em tempo-real, mas ndo ¢ suficiente para conexdes com forte de-
pendéncia entre pacotes consecutivos. Por exemplo, considere um trifego de
voz passando através de uma rede como mostrado na Figura 2.1. Note que a
fonte possui perfodos ativos e perfodos de siléncio [1]. Durante um periodo ativo
pacotes de voz sdo gerados com taxa 1/T, e durante um perfodo de siléncio ne-
nhum pacote é gerado. Como consequéncia do retardo aleatério, o intervalo entre
pacotes consecutivos na saida da rede pode ser maior ou menor que o intervalo de
emissdo dos pacotes na fonte. Assim, para recuperar o sinal de voz, os pacotes de
voz digitalizada devem ser recebidos a intervalos regulares, com a mesma duragao
dos intervalos de transmissao, ou seja, o trafego deve ser reorganizado antes de ser
apresentado, ou a voz saird distorcida. Para esta classe de trafego, o ideal é que
os pacotes da conexfo experimentem o mesmo retardo fim-a~-fim, ou pelo menos,
retardos com valores bem préximos, e é também importante limitar a variacdo
deste retardo e ndo somente o seu valor maximo. Esta variagao é chamada de jit-
ter. Quando o intervalo entre pacotes na saida da rede é maior que o intervalo de
emissdo dos pacotes na fonte, dizemos que o jitter é positivo; se € menor, dizemos

que o jitter é negativo.

T T T T T <T >T >T <T
fonte | i l
O Periodo Perfodo de Perfodo Rede Perfodo Perfodode  Perfodo

Ativo siléncio Ativo Ativo siléncio Ativo

Figura 2.1: Transmissdo de pacotes de voz através de uma rede.

Um problema importante consiste em decidir se o controle do jitter deve ser ou
ndo um servigo da rede [2]. Argumenta-se que o controle do jitter como servigo da
rede minimiza a necessidade de buffers no destino e simplifica as implementagdes
nos equipamentos dos usudrios. Por outro lado, argumenta-se que memoria nao
¢ cara e que a rede ndo consegue eliminar completamente o jitter, pois pacotes

podem experimentar retardos aleatdrios no préprio destino, e em consequéncia,
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controle do jitter no destino deve ser usado.

Existem na literatura vérios artigos que discutem jitler. A seguir citaremos

alguns exemplos.

e Em [3], Golestani propde o mecanismo Stop-and-Go para controlar o con-
gestionamento de pacotes na rede e garantir um valor méximo para o jitter.
A idéia é monitorar as conexdes em cada né da rede e garantir que nenhuma
conexao exceda o nimero médio de pacotes definido durante o estabeleci-

mento da conexio.

e Em [4, 5], Guillemin e Roberts estudam o comportamento do jitter em
uma rede que possui mecanismo jumping window [2] ou leaky bucket [2] na

entrada.

e Em [6], Guillemin e Monin propdem um mecanismo de espacejamento de
pacotes, chamado Spacer-Controller, nos nés da rede. O objetivo é manter
um intervalo minimo entre os pacotes de um trifego em cada né da rede.
Os autores mostram através de simulagio que o mecanismo diminui o jitter

negativo e aumenta apenas moderadamente o jitter positivo.

e Em (7], Landry e Stavrakakis propdem um mecanismo chamado PORE
(Peak Output Rate Enforcement) semelhante ao mecanismo Spacer-Con-
troller [6] e que também diminui o jitter negativo de pacotes de um trafego
periddico. Entretanto, o objetivo do mecanismo néo é garantir um intervalo
minimo entre pacotes de uma mesma conexdo e sim, garantir que a taxa
de entrega dos pacotes no destino ndo é maior que a taxa de pico definida

para o trafego durante o estabelecimento da conexao.

e Em [8, 9, 10], Ferrari et al discutem a implementacio de um mecanismo
para monitorar o tempo de vida dos pacotes de uma conexfo em uma rede

ATM. Este mecanismo chamado RCSP (Rate-Controlled Static-Priority) é

apresentado como uma melhoria no mecanismo JITTER-EDD [2]. Uma



das vantagens atribuidas ao uso do RCSP em relacdo ao JITTER-EDD ¢ a

possibilidade de limitar o valor do jitter para os pacotes de uma conexdo.

Em [11], Kroner et al estudam o jitter de um trafego nfo periédico que
atravessa um ou mais nés de uma rede ATM. Com este estudo os autores
concluiram que, se existe um bom mecanismo de controle do trifego na
entrada da rede, o jitter do trafego no destino é menor que o tempo maximo
de permanéncia dos pacotes do trafego em um né da rede. Os resultados

analiticos apresentados neste trabalho sdo validados por simulacao.

Em [12], Matragi et al estudam o comportamento de um tréfego periédico
apods atravessar um comutador ATM, onde o trafego das outras conexdes
(trafego background) é modelado como uma sequéncia de batches de pacotes
independentes e identicamente distribuidos com uma distribuicdo qualquer.
Em [13, 14], os autores estendem este modelo para um trafego periédico
que atravessa um ou mais comutadores ATM e onde o trafego background
tem uma distribuigdo qualquer. E por tltimo, os autores estudam em [15]
o efeito de vérios pardmetros de trafego na distribuicdo do jitter. Estes
trabalhos apresentam uma expressao analitica fechada para o cdlculo da
distribuicao do jitter dos modelos analisados. O problema é a complexidade

da solugdo apresentada.

O objetivo desse capftulo é modelar e analisar duas propostas de controle

do jitter no destino existentes na literatura, assumindo que o trafego sofreu um

certo grau de perturbagdo apds atravessar uma rede (veja, por exemplo, [5], [11],

[13] e [14] para modelagem do jitter na saida de uma rede). Através da anélise

desses modelos queremos verificar se o controle do jitter feito apenas no destino

é suficiente para recuperar o trafego de pacotes e garantir a QoS solicitada pelo

usudrio. Este trabalho apresenta tem duas contribuicdes: o desenvolvimento de

modelos analfticos para o estudo do controle do jitter no destino e o célculo

do jitter destes modelos. A organizagado deste capitulo é a seguinte: na secdo

2.2 revemos alguns mecanismos propostos para controle do jitter pela rede; na
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secao 2.3 analisamos dois modelos de controle do jitter pelo destino; na secéo 2.4
apresentamos resultados numéricos para os dois modelos; a se¢do 2.5 conclui o

capitulo.

2.2 Controle do Jitter na Rede

Como vimos, na literatura existem propostas de mecanismos para controle do
fitter na rede tais como Stop-and-Go [3] Spacer-Controller [6], PORE [7] e RCSP
[10]. Esses mecanismos monitoram os trafegos em nds da rede, corrigindo even-
tuais distorgdes. A distor¢do de um trafego é medida em relagdo aos pardmetros
definidos durante o estabelecimento da correspondente conexdo. Por exemplo,
pode ser definido um intervalo minimo X,,;, entre pacotes consecutivos de uma
conexdo. Se o tempo entre chegadas de dois pacotes desta conexdo for menor que
Xmin, 0 segundo pacote é retardado até que o intervalo minimo seja completado.
A monitoragao de um trifego pode ser feita em cada né da rede por onde o trafego

passa ou em apenas alguns nés.

Embora esses mecanismos consigam manter o jitter dentro de certos limites,

podemos fazer algumas criticas ao seu uso [3]-[10]:

e gumento do retardo fim-a-fim: a idéia bésica desses mecanismos consiste
em retardar os pacotes de acordo com os pardmetros especificados para a
conexdo a que pertencem, logo esses mecanismos aumentam o tempo de

permanéncia dos pacotes dentro da rede;

o desperdicio de banda passante: durante um periodo de tempo podem néo
ocorrer transmissdes, mesmo que existam pacotes armazenados (as disci-

plinas ndo conservam trabalho);

e aumento do tempo de processamento: a inclusdo de mecanismos para ve-

rificar o comportamento dos pacotes de uma conexdo e de procedimentos
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para reconstrucao do trafego original, aumenta o tempo de processamento
dos pacotes dentro da rede. No caso de Stop-and-Go, PORE e RCSP, a
situagdo é ainda mais critica, pois a inclusdo desses mecanismos é feita em

cada né da rede.

Portanto, mesmo que esses mecanismos sejam eficazes em limitar o jitier na
saida da rede, o preco a ser pago é o aumento do retardo fim-a-fim e do tempo

de processamento dos pacotes de uma conexao dentro da rede.

2.3 Controle do Jitter no Destino

Se nfo existe nenhum mecanismo de controle do jitter dentro de uma rede, os
pacotes experimentam retardos aleatérios até o destino. A Figura 2.2 ilustra esta
situacdo. Neste exemplo, a fonte gera um pacote a cada intervalo T durante
o periodo ativo, e é definido que pacotes devem ser entregues ao seu destino
com a mesma taxa. Apés atravessar a rede, o trafego ndo é mais periédico. O
intervalo entre pacotes consecutivos pode ser menor ou maior que 7', e é possivel
ocorrer pequenos periodos com vérias chegadas de pacotes, e longos perfodos com

nenhuma, chegada de pacote.

T T T R L L LI LI L P : ST <T T T
ol mo—mmo ~mmo Ll amo
fonte Ativo g Rede i Ativo T

Figura 2.2: Controle do jitter no destino.

A idéia bésica do controle do jitter no destino é armazenar os pacotes da
conexao no equipamento do usudrio, e entregd-las com taxa 7. Entretanto, ar-

mazenar e entregar pacotes com taxa 7', apenas garante que o intervalo entre
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pacotes consecutivos nao serd menor que 7', ou seja, apenas garante que o jitter
negativo é eliminado. Suponha, por exemplo, que existe um intervalo T + % en-
tre as chegadas no destino dos dois primeiros pacotes da conexdo, onde k > 0.
Se o primeiro pacote encontra a fila de armazenamento vazia, o jitter entre os
dois pacotes ainda serd k. Para absorver o jitter positivo, existem duas possiveis
solucoes: esperar pela chegada de um dado nimero de pacotes da conexdo no
infcio de um periodo ativo ou esperar por um certo tempo apés a chegada do
primeiro pacote de um periodo ativo, antes de iniciar a entrega dos pacotes ao
usudrio. A seguir, faremos a modelagem e a anéilise destas duas propostas de

controle do jitter.

2.3.1 Modelo 1

No primeiro modelo, os pacotes que chegam sdo colocados em uma fila FIFO que
s6 inicia o servigo apds a chegada de N, pacotes. A escolha de N, ndo é
trivial. Se Ny, é muito pequeno, a fila pode ser esvaziada rapidamente e o jitter
positivo ndo serd completamente eliminado. Se Np;, é muito grande, pode ser
necessdrio alocar uma grande quantidade de espago em buffer para a conexio,

causando também um retardo maior na entrega dos pacotes.

Um segundo problema consiste em o que fazer quando a fila é esvaziada apds
o infcio da entrega dos pacotes. Neste modelo a entrega dos pacotes é reiniciada
com a chegada do préximo pacote. A espera por N, pacotes s6 ocorre no inicio
de um perfodo ativo. Esta solugfo reduz o jitter positivo se a probabilidade da

fila esvaziar for pequena.

No nosso modelo supomos que é possivel detectar a ocorréncia de um perfodo
de siléncio. Esta suposicao é realista, uma vez que existem algoritmos de voz
capazes de detectar periodos de siléncio. Apés um perfodo de siléncio o algoritmo
de jitter volta a armazenar N,,;, pacotes antes de comegar a entregar os pacotes

a aplicagao. Visando simplificar o modelo, também supomos que a detecgdo de
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um perfodo de siléncio é feita logo apds a chegada do dltimo pacote do perfodo
ativo. Pacotes que estdo armazenados quando ocorre um periodo de siléncio
sdo entregues com taxa fixa logo que o periodo de siléncio é detectado. Estes
pacotes ndo fardo parte dos Np,, pacotes do préximo periodo ativo, caso um
novo perfodo ativo seja iniciado antes que todos os pacotes do ultimo perfodo

ativo sejam entregues.

O modelo do algoritmo de redugdo do jitter é constituido por uma fila com
um Unico servidor e tempo de servigo deterministico. O servidor desta fila passa
a funcionar apenas depois de acumulados N,,;, pacotes ou apds um periodo de
siléncio ser detectado. O processo de chegada caracteriza a distribuicdo do jitter

na entrada do mecanismo de controle (saida da rede).

Seja. B o ntmero de buffers alocados para a reducdo de jitter da conexdo.
Um pacote é descartado se, ao chegar, ndo existir buffer disponivel. E evidente
que B deve ter um valor adequado de maneira a evitar perda de pacotes por
parte do algoritmo de reducdo do jitter. Note que podem existir pacotes de
diferentes periodos ativos armazenados no buffer em um certo instante: pacotes
que chegaram antes do ultimo periodo de siléncio, e portanto devem ser entregues
o mais rédpido possivel (com taxa fixa T'), e pacotes do atual periodo ativo que

estdo sendo armazenados até que haja uma quantidade igual a N, na fila.

Vimos que quando o equipamento no destino recebe o primeiro pacote apds
um perfodo de siléncio, ele armazena o pacote e aguarda a chegada de mais
Npin — 1 pacotes antes de iniciar a entrega ao usuirio. Se um novo periodo de
siléncio é detectado antes que existam N,,;, pacotes armazenados, a entrega dos
pacotes recebidos é iniciada imediatamente. Se a fila é esvaziada apds o inicio da
entrega de pacotes, a entrega é reinicializada com a chegada do préximo pacote.
O servidor da fila é entdo modelado por uma cadeia com trés estados numerados
de 0 a 2. O estado 0 indica que o servidor estd ocioso, esperando pelos Npyp,
pacotes. O estado 1 indica que o servidor estd ocupado, entregando pacotes &

aplicagdo, onde o tempo de servigo é fixo e igual a T. O estado 2 indica que
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o servidor estd ocioso, esperando a chegada de novos pacotes para reiniciar as
entregas pois a fila esvaziou durante um perfodo ativo da fonte (néo foi detectado

o infcio de um perfodo de siléncio).

Na definicdo do processo de chegada, precisamos considerar a existéncia de
periodos ativos e periodos de siléncio da fonte. Além disso, também ¢ necessario
considerar a variacdo dos intervalos entre chegadas de pacotes consecutivos em
um mesmo periodo ativo. Esta variagdo pode ser modelada por uma cadeia de
Markov qualquer de maneira a se obter a varidncia desejada para o intervalo
entre chegadas de pacotes de um mesmo periodo ativo. Por exemplo, podemos
escolher a distribuicdo exponencial. Neste caso, supondo que pacotes sdo gerados
com taxa 1/T nos periodos ativos, a distribuicdo dos intervalos entre pacotes
consecutivos na entrada do mecanismo de reducdo do jitier tem desvio padrio

igual a 7.

Objetivando estudar a eficicia do algoritmo de armazenamento no destino, es-
colhemos dois modelos para representar o processo de chegada de forma a obter
uma variancia para o jitter maior e menor do que a variancia de uma distribuicao
exponencial. O primeiro modelo é um MMPP (Markov Modulated Poisson Pro-
cess) com trés estados e serd usado para modelar um tréfego cujo jitier na en-
trada do mecanismo de controle tem desvio padrao igual ou maior ao de uma
distribui¢do exponencial. O segundo modelo é um processo Erlangiano com r
estdgios e serd usado para modelar um trifego cujo jitter na entrada do mecan-
ismo de controle tem desvio padrdo menor ou igual ao desvio padréao de uma
distribuigdo exponencial. A seguir estudaremos o comportamento do jitter antes

e apds atravessar o mecanismo de controle para estes dois casos.

Processo de chegada de pacotes representado por um MMPP

O MMPP é um processo de Poisson onde a taxa depende do estado de uma cadeia

de Markov [1]. Para representar o processo de chegada de pacotes na entrada do
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mecanismo de controle usaremos um MMPP com trés estados. O estado 0 indica
um perfodo de siléncio, o estado 1 indica que a chegada de pacotes se d4 com
taxa A, inferior & taxa de geragdo de pacotes na fonte (A < 1/T) e distribuigéo
exponencial entre chegadas, e o estado 2 indica chegadas com taxa Ay superior &
taxa da fonte (A > 1/T'). Dizemos que a fonte est4 inativa (perfodo de siléncio)

quando o estado é 0, e que estd ativa nos estados 1 e 2.

estado = (a,b,c,d)
a=mimero total de pacotes
b = niimero de pacotes armazenados
antes do dltimo perfodo de
" siléncio
¢ = estado do processo de chegada
d = estado do servidor

— entrega de célula
— —»chegada de célula

........ » chegada de célula segnida por um
periodo de siléncio

Figura 2.3: Conex&o com Ny, =2 ¢ B = 4.

O estado do modelo é portanto caracterizado pelo ndmero total de pacotes
na fila, pelo nimero de pacotes armazenados na fila antes do @ltimo periodo de

siléncio, pelo estado do processo de chegadas e pelo estado do servidor. A Figura
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2.3 mostra o diagrama de transicdo de estados para uma conexdo com Ny, = 2

e B=4.

Os estados de 1 a 3 na Figura 2.3 indicam que o servidor esté esperando por
Npin pacotes. Quando o segundo pacote chega, o servidor inicia o processo de
entrega. Os estados de 6 a 37 representam o perfodo ocupado do servidor, onde
as transigoes correspondentes & entrega de pacotes sdo deterministicas (o servidor
demora 7" unidades de tempo para entregar um pacote). Se a fila esvaziar durante
um periodo ativo da fonte, o0 modelo transiciona para o estado 4 ou 3, e a entrega
de pacotes é reinicializada com a chegada do préximo pacote (a contagem por
Npin pacotes s6 é feita no inicio de cada perfodo ativo da fonte). Podemos fazer

algumas observagdes em relacio a este exemplo:

e um perfodo ativo (a fonte estd gerando pacotes) é caracterizado pela geragéo
de pelo menos dois pacotes, onde o primeiro pacote indica o inicio do perfodo

ativo e o ultimo pacote indica o inicio do periodo de siléncio;

e como a chegada de novos pacotes é independente da quantidade de pacotes
existentes na fila, existe transicdo do estado da fonte mesmo quando a fila

estd cheia;

e & possivel que um perfodo ativo (estados 1 e 2 do processo de chegada)
termine antes que todos os pacotes do perfodo ativo anterior tenham sido
entregues. Por exemplo, a transi¢cdo do estado 14 para o estado 26 indica
que um novo periodo de siléncio foi detectado quando ainda existia um

pacote do periodo ativo anterior para ser entregue.

A seguir vamos estudar o comportamento do trafego na entrada e na saida do
mecanismo de reducgdo do jitter. Temos dois objetivos com este estudo. Primeiro,
queremos mostrar que podemos obter com o modelo uma varidncia do jitter na
entrada do mecanismo maior ou igual a varidncia de uma distribuicdo exponencial.
E em segundo, queremos calcular a distribuicdo do jitter na saida do mecanismo

de controle.

17



A Figura 2.4 mostra o MMPP com trés estados que representa o processo de
chegada no modelo que estamos discutindo. A mudanca de taxa ocorre imedi-
atamente apos a chegada de um pacote. Uma mudangs do estado da fonte de 1
para 2 ocorre com probabilidade pi2, € de 2 para 1 com probabilidade po;. Con-
sequentemente, o intervalo entre chegadas de pacote é hiperexponencial. Com
probabilidade pig o estado da fonte passa de 1 (perfodo ativo) para 0 (periodo de
siléncio), e com probabilidade pa 0 estado da fonte passa de 2 (periodo ativo)
para 0 (perfodo de siléncio). Quando o perfodo de siléncio acaba (chega uma novo
pacote), com probabilidade py o estado da fonte vai para 1, e com probabilidade
1—pp; o estado da fonte passa a ser 2. A taxa de chegada de pacotes é A; quando
o0 sistema se encontra no estado 7, ¢ = 1,2. Como definido anteriormente, temos

AL < 1/T e /\2 > 1/T

Periodo
de Siléncio

Ativo .

Figura 2.4: Processo de chegada modelado por um MMPP.

Inicialmente, vamos analisar o periodo de chegada de pacotes, i.e., o periodo
em que a fonte estéd ativa (estados 1 e 2 da Figura 2.4). Seja A a taxa média de

chegada de pacotes a fila no periodo ativo, ou seja,

A= M7l + A7y, (2.1)

onde 7} é a probabilidade da fonte estar no estado 1 dado que a fonte estd ativa,
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e 75 € a probabilidade da fonte estar no estado 2 dado que a fonte estd ativa.

Portanto,

pA1 + gl

_ qAs
PA1L + g

*

(2.2)

onde

D= P12 +PpuoPo2 € ¢ = Pxn + P2aPoi.

Seja X a varidvel aleatéria que indica o tempo entre chegadas de pacotes &
fila, e J, a varidvel aleatéria igual ao jitter na saida da rede antes de se aplicar o
algoritmo de reducio de jitter. Entdo, J, = X — T, onde T é fixo. De 2.1 ¢ 2.2

obtemos o intervalo médio entre chegadas de pacotes no periodo ativo

_ L

E[X]

1
N /\17TT + /\271"2"

g + pA

T XD + Aheg

gAo

(2.3)

PA1L

= +
A AP + A Aog

(

q

1
=—— )=+
(p’*'Q) A1

A Agp 4+ A Aog

p>1
ptaqg) A’

e portanto E[J,] = E[X] —T. O tempo entre duas chegadas de pacotes conse-
cutivos é exponencial, 1/); corresponde ao intervalo médio entre pacotes quando
o sistema se encontra no estado 4, ¢+ = 1,2. Além disso, ¢/(p + q) e p/(p + q)
correspondem & fragdo de visitas ao estado 1 e ao estado 2, respectivamente,

quando a fonte estd ativa. Seja Y; uma varidvel aleatéria exponencial com taxa
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Ai. Dado que o sistema estd ativo e no estado 4, o evento J. > y equivale ao
evento ¥; > y+ T, y > —T. Podemos entdo escrever a fungdo densidade de J,

como

q ~(y+T)\ b —(y+T)e
——A\€ + —— e sey>—-T
p+q p+g

fr.(y) =
0 sey < =T

e portanto, a fungio distribuicdo correspondente é

Fi(y)=1- Z%qe—(wT)Al _ - f_ qe—(y+T)>\z_

O primeiro e o segundo momento do jfitter sao dados, respectivamente, por

q 1 P 1
EJT:——(—-T)—I————(——T) 9.4
7] p+q\X P+g \Ag (2.4)
e
o 9 P oT 9
Elgrt| =3 [re_22 L 2y P [p2_ 2 L2, 2.5
7] p+q( /\1+/\%>+p+q( /\2+/\% (2:5)

Vejamos agora um exemplo de como podemos definir os valores dos pardmetros
do modelo de forma a se obter uma distribuicdo que tem uma determinada, varian-
cia. Considere uma transmissio de pacotes de voz através de uma rede de dados
onde a taxa de perda de pacotes observada é zero (esta suposi¢do é realistica
para redes pouco congestionadas ou quando existe um algoritmo de recuperagdo
de perdas como em [16]). Neste caso, o jitter médio na entrada do mecanismo de
controle é zero e a varidncia é igual ao segundo momento. Podemos entao escolher
os valores de alguns pardmetros do modelo e usar o primeiro momento para
calcular os outros pardmetros. Por exemplo, suponha que p/(p+¢) =0.6e T =

20. De (2.4) obtemos Ag = (0.6A1)/(20A; —0.4). Escolhemos 1/A; < T e portanto
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precisamos de um valor para A; maior que 0.05. Seja A; = 0.1, temos entdo
Az = 0.0375. Podemos agora usar (2.5) e calcular a varidncia do jitter na entrada
do mecanismo de controle. Neste exemplo, o desvio padrao é 23.1 e portanto, é
maior que o desvio pa,dréo da distribuigdo exponencial com parametro A igual a
1/20. Observe que precisamos apenas variar A; (e naturalmente recalcular A)

para obtermos valores diferentes para a varidncia do jitter.

No nosso modelo assumimos que o periodo de siléncio é detectado, e que
o intervalo de tempo entre periodos ativos ou de siléncio é exponencialmente
distribuido com pardmetro 7. Quando um perfodo de siléncio é detectado, os
pacotes que porventura ainda estejam na fila s8o entregues (e portanto o jitter
de todos esses pacotes ainda ndo entregues é zero) e um periodo de espera por
Np.in pacotes é iniciado novamente com a chegada do primeiro pacote de um novo

periodo ativo da fonte.

Para calcularmos o jitter apés a aplicagao do algoritmo de redugéo de jitier
no destino, precisamos condicionar o valor do jitter ao niimero de pacotes da fila,
a0 estado do servidor e ao estado da fonte. O jitter serd zero quando o servidor
(S) estiver entregando pacotes, independente do estado da fonte. O jitter serd
maior que zero quando o servidor estiver ocioso esperando chegada de pacotes
(ver estado 1 do servidor na definigdo do modelo) em um perfodo ativo (estados
1 e 2 da fonte na defini¢io do modelo). O valor do jitter, neste caso, dependerd
do estado da fonte (F'). Note que néo entra no célculo do jitter o intervalo de
tempo em que o servidor estd ocioso devido & espera de Ny, pacotes (ver estado

0 do servidor na definigdo do modelo).

Sejam Y a varidvel aleatéria que indica o tempo entre a saida do dltimo
pacote da fila até a préxima chegada, J; a varidvel aleatdria igual ao jitter apds
o mecanismo de controle, e N a varidvel aleatoéria correspondente ao nimero de
pacotes na fila. Além disso, o jitter J; s6 estd definido imediatamente apds o
mecanismo de controle comegar a entrega de pacotes, portanto para S > 0. Se

N é maior que zero (fila nfo vazia), entdo o espacejamento entre o pacote que
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acabou de ser entregue e o préximo pacote é T' e portanto, o jitter é zero. Se N
é zero (fila vazia), entdo o jitter é igual a Y. Seja F;,(y) a distribuigdo do jitter

apds o mecanismo de controle. Entao,

Fr(y)= PlJs <yl

2 2
= Y S(P[J<y|N>0,8=i,F=34]xP[N>0,8=4,F =j]+
i=14j=0

P[J<ylN=0,5=i,F =] x P[N=0,5=i,F = j])

2 2
= 2O PJ<yN>0,8=6,F=j]x PIN>0,8=4,F = j]+
i=1 j=0
2

2
Y Y PJ<yN=0,8=i,F =j]x P[N=0,5=4,F = j,

i=1 j=0

onde y > 0, uma vez que J; é sempre positivo. A probabilidade do servidor ficar
ocioso quando existem pacotes na fila e o periodo de entrega de pacotes ja foi
iniciado (N > 0 e S = 2) é zero, e a probabilidade do servidor entregar pacotes
quando a fila estd vazia (N = 0 e S = 1) também é zero. Além disso, como
estamos supondo que o algoritmo é capaz de detectar o inicio de um periodo
de siléncio, a probabilidade do servidor estar esperando por um pacote (S = 2)
quando a fila estéd vazia (N = 0) e a fonte estd em um periodo de siléncio (F = 0)

é zero. Logo,

Fi(y)= P[J<y/N>0,8§=1,F=0]xP[N>0,S=1,F=0]+
PlJ<yN>0,S=1,F=1]x P[N>0,8=1,F = 1]+
PlJ<yN>0,S=1,F=2xP[N>0,8=1,F =2+
PJ<yN=0,S§=2F=1]xP[N=0,8=2F=1]+
PlJ<y/N=0,S=2F=2xP[N=0,S=2F=2|.

Como vimos, o jitter é zero quando o servidor estd entregando pacotes (S = 1),

independente do estado da fonte. Portanto, para y > 0,
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Fr(y)= 1xP[N>0,S=1,F=0]+
1xP[N>0,§=1,F=1]+
I1xP[N>0,8=1,F =2+
P[J<ylN=0,§=2,F=1]x P[IN=0,8=2,F = 1]+
P[J<y/N=0,S=2F=2x PIN=0,§ =2,F =2

Se a fila estd vazia, o tempo para a chegada do préximo pacote é exponencialmente
distribuido com pardmetro A; ou com parametro A dependendo se o estado da

fonte ¢ 1 ou 2. Portanto, a distribuicio do jitter J, na saida do buffer é dada por

F;(y)= P[N>0,5S=1,F=0]+
P[N >0,8S=1,F =1+
P[N>0,8=1,F =2+
(1—e™M)xP[N=0,5=2F=1]+
(1—e?¥)x PIN=0,S=2,F =2
= B+ 61— ) + o1 — e ™),

onde § é a probabilidade de existir pelo menos um pacote na fila e o processo
de entregas de pacotes estar em andamento, f; é a probabilidade da fila estar
vazia, o estado da fonte ser 1 e o servidor estar & espera de novos pacotes para
reiniciar as entregas, e 2 é a probabilidade da fila estar vazia, o estado da fonte
ser 2 e o servidor estar & espera de novos pacotes para reiniciar as entregas. Note
que 8, f1 e P2 estdo normalizadas ji que estdo condicionadas na probabilidade

do sistema j& ter iniciado a entrega dos pacotes (S # 0).

Processo de chegada de pacotes representado por um processo erlan-

giano

Para obtermos valores menores ou iguais ao desvio padrio de uma distribuigédo

exponencial podemos substituir o MMPP por um processo Erlangiano com r
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estigios. Neste caso, o intervalo total entre pacotes consecutivos corresponde
& soma de r varidveis aleatdrias identicamente distribuidas, e o desvio padrao

equivale a 1/4/7 do desvio padrdo da distribui¢do exponencial correspondente.

A Figura 2.5 representa o novo processo de chegada dos pacotes na fila. O
estado 0 corresponde a um periodo de siléncio da fonte e os estados de 1 a 7
correspondem a um perfodo ativo da fonte. Um pacote sé é gerado apés o sistema
percorrer os estados de 1 a 7 do modelo. Quando a fonte se encontra no estado 7 e
uma transicdo ocorre, com probabilidade p é detectado o inicio de um periodo de
siléncio e com probabilidade 1 — p a fonte continua gerando pacotes. O tempo de

duracdo de um periodo de siléncio é exponencialmente distribuido com pardmetro

Y-

Perfodo X (d-p A

de Siléncio

Figura 2.5: Processo de chegada modelado por um processo erlangiano.

A distribuicdo do jitter na entrada do mecanismo de controle corresponde a dis-

tribuicao erlangiana com r estagios, ou seja,

Fr(z)=1- Ti e Ma+T) Mz + 1))

-! ?
§=0 J:

onde A = r/T (isto nos fornece a média de um pacote a cada T unidades de

tempo).

A distribuicio do jitter apds o mecanismo de controle é obtida de forma se-
melhante & discutida acima para o processo de chegada representado por um
MMPP. A diferenca é que agora temos uma fonte com 7 estdgios no periodo
ativo. Portanto, precisamos condicionar o valor do jitter ao nimero de pacotes

da fila, ao estado do servidor e ao ntimero do estégio da fonte erlangiana.
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Fy(y)= P[J <y]
2
— ZZ (P[J<y|N >0,8=i,F=4]x P[N >0, =i, F = j]+

PJ<yN=0,8=i,F=4]x P[N=0,8=1i,F =j])
2 7
= S N PJ<ylN>0,S=4,F =34 xP[N>0,8=1i,F = j]+

i=13=0
T

S S PJ<yN=0,8=4,F=j]x P[N=0,5=i,F = j]

i=1j=0
= SPJ<yN>0,8=1,F=4]x P[N>0,S=1,F = jl+

§=0

=

S PJ<yN=0,S=2F=j]xP[N=0,8=2F =]

=1

Se o niimero de pacotes na fila (V) é maior que zero entéo o espacejamento entre
o pacote que acabou de ser entregue e o préximo pacote é T' e portanto, o jitter
é zero. Se N ¢é zero, entdo o jitter corresponde ao intervalo até a chegada do
préximo pacote. Sabemos que este intervalo tem distribuigdo erlangiana. Logo,
o jitter corresponde & soma de % varidveis aleatérias onde i é o ntimero do estigio

em que a fonte se encontra, t =1,...,7.

Fr,(y) = Zl x P[N > 0,8 =1,F = j]+

= B+ ;ﬂj (1_:2;;(—@(/\5) ))

onde (3 é a probabilidade de existir pelo menos um pacote na fila e o processo de
entregas de pacotes estar em andamento, 3; é a probabilidade da fila estar vazia,
o estado da fonte ser j e o servidor estar & espera de novos pacotes para reiniciar

as entregas.

A Figura 2.6 mostra o diagrama de transi¢io de estados para um exemplo onde

a chegada dos pacotes é representada por um processo erlangiano de 3 estigios
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com Np, =2 e B = 4. Nos estados de 1 a 4 o servidor estd esperando por Ny
pacotes. Quando o segundo pacote chega (estado 15), o servidor inicia o processo
de entrega. Os estados de 8 a 53 representam o perfiodo ocupado do servidor. Os
estados 5, 6 e 7 representam o periodo em que a fila estd vazia e o servidor esté

3 espera da chegada de novos pacotes para reiniciar as entregas.

2.3.2 Modelo 2

No segundo modelo, semelhante ao primeiro, os pacotes que chegam sao colocados
em uma, fila FIFO, mas o processo de entrega de pacotes s6 é inicializado apés um
tempo fizo T; da chegada do primeiro pacote (este tipo de mecanismo é usado,
por exemplo, como parte do algoritmo do Space-Controller [6]). A escolha de
T, apresenta problemas semelhantes aos da escolha de N, no primeiro modelo.
Se 7 é muito pequeno, o nimero de pacotes armazenados antes de comecar a
entrega pode ser pequeno, € a fila é esvaziada rapidamente. Se T; é muito grande,
o ntimero de pacotes armazenados pode ser grande, e uma grande quantidade de
buffers é necessirio. Além disso o retardo para a entrega de pacotes apés um
perfodo de siléncio aumenta com T;. Valores altos de T; afetam negativamente a

qualidade do servigo oferecida pela rede.

Se a fila esvazia, assumimos que as entregas de pacotes reiniciam com a
préxima chegada de um pacote. O tempo de entrega de um pacote € fixo e
igual a Ty. As Figuras 2.7 e 2.8 mostram o diagrama de transicdo de estados de
exemplos com B = 4, onde o primeiro tem processo de chegada representado por
um MMPP, e o segundo exemplo tem processo de chegada representado por um

processo erlangiano com 7 = 3.

Observe que agora o servidor é caracterizado por quatro estados numerados
de 0 a 3. O servidor estd no estado 0 quando a fila estd vazia e ainda ndo foi
detectado o inicio de um periodo ativo da fonte. O servidor estd no estado 1

quando o sistema estd aguardando o término do tempo 77 apés a chegada do
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estado = (a,b,c,d)
a =mimero total de pacotes
b =mimero de pacotes armazenados
antes do \iltimo periodo de
siléncio
¢ =estado do processo de chegada
d = estado do servidor

— entrega de célula
----» mudanca de fase da fonte erlangiana
"""" > chegada de célula seguida por

um perfodo de siléncio

Figura 2.6: Conexfo com 7 = 3, Nyin = 2 ¢ B = 4.
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estado = (a,b,c,d)
a.= mimero total de pacotes
b = mimero de pacotes armazenados
antes do iltimo periodo de
siléncio
¢ = estado do processo de chegada
d = estado do servidor

— entrega de célula
— —»chegada de célula

-------- * chegada de célula segnida por
um perfodo de siléncio
-~~~ ™ timeout

Figura 2.7: Conexdo com timeout ¢ B = 4.
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estado = (a,b,c,d)
a = mimero total de pacotes
b = mimero de pacotes armazenados
antes doiltimo perfodo de
siléncio
¢ =estado do processo de chegada
d = estado do servidor

—entrega de célula
- - - - »mudanca de fase da fonte erlangiana
"""" *chegada de célula seguida por

um perfodo de siléncio
— — » timeout

Figura 2.8: Conexdo com timeout, r =3 e B = 4.
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primeiro pacote, portanto, a fila ndo estd vazia mas o servidor estd esperando
para comecar a entrega de pacotes. O servidor estd no estado 2 quando esté
entregando pacotes. E por udltimo, o servidor estd no estado 3 quando estd &
espera da chegada de novos pacotes para reiniciar a entrega, pois a fila esvaziou
quando a entrega de pacotes j4 tinha sido iniciada. As suposicGes feitas no mode-
lo anterior para o processo de chegada e para os perfodos de siléncio sdo também

adotadas neste modelo.

2.4 Resultados

Para ilustrar a eficidcia do algoritmo de armazenamento no destino, vamos ini-
cialmente analisar alguns exemplos de trafego de voz com diferentes graus de
distor¢cdo apds atravessar um ou mais nés de uma rede. No final, faremos uma
comparagdo desses modelos com os resultados de testes de transmissdo de voz
feitos entre o Departamento de Ciéncia da Computagéo da UCLA e o NCE/UFRJ

e que foram apresentados em [16].

E importante notar que os modelos discutidos em 2.3 ndo sdo markovianos.
No primeiro modelo, o tempo de servigo é deterministico e igual a T'. No segundo
modelo, tanto o tempo de espera 77 apds a chegada do primeiro pacote de um
periodo ativo quanto o tempo de servigo 7, sao deterministicos. Em [17], é apre-
sentado um algoritmo eficiente para uma classe de modelos ndo markovianos, onde
uma dnica transi¢ao ndo exponencial pode estar habilitada por vez como no caso
dos modelos acima, (discutiremos este algoritmo com mais detalhes no Capftulo 3).
A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos para os modelos acima usando
o algoritmo de [17] e implementado de acordo com a Metodologia Orientada a
Objetos proposta em [18] como parte de uma ferramenta de modelagem [19] [20]

[21].

Considere um aplicativo de voz como mostrado na Figura 2.9. Pacotes de voz
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Aplicacgédo

H receptora
Aplicagdo /' Rede de ; .
transmissora [ —* Dados N Algoritmo
H ' de Redugdo
! do jitter

I

Figura 2.9: Transmissao de pacotes de voz através de uma rede de dados

sdo gerados pela aplicacao transmissora e entregues ao né mais préximo da rede
de dados. Apds atravessar a rede, 0s pacotes sdo armazenados e tratados por um
mecanismo de controle do jitter antes de serem entregues ao usudrio. Nenhum me-
canismo para controle do jitter é usado na rede. Suponha que a fonte gera pacotes
de voz com taxa constante de 1/20 unidades de tempo (este valor é usado em [16]
e foi definido através de testes). A Figura 2.10 mostra as distribuigdes do jitter
para este trafego na entrada do algoritmo de redugéo do jitter quando o desvio
padréo (o) do jitter é 14, 21 e 36. O processo de chegada foi representado por um
processo erlangiano no primeiro caso, e por um MMPP nos dois outros casos (o
desvio padréo para um processo de chegada representado por uma distribuigdo
exponencial é 20). Usamos os seguintes pardmetros para modelar as fungdes de
distribuicfo da Figura 2.10 de maneira a ter um largo espectro de desvio padrao

para o fitter na entrada do algoritmo de reducéo do jitter:

e Paraoc=14:r=2e A= 0.10;
e Para 0 =21: A\ =0.04, Ay = 0.0667, p1o =0.2, po1 =0.2e b=0.5;

e Para 0 =36 : Ay =0.0222, Ay = 0.5, p1o = 0.01, po; = 0.0002 e b =0.5.

Na andlise do modelo usamos os valores apresentados em [22] para a duragéo
do periodo ativo e do perfodo de siléncio, 400 ms e 600 ms, respectivamente.
Portanto, temos v = 0.00167, piy = pyy = 0.005 para o primeiro modelo, e
p = 0.005 para o segundo modelo. A taxa média de chegada de pacotes é 1/20, e

o jitter médio é zero pois supomos que néo hé perda de pacotes. A quantidade de
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buffers alocados para o algoritmo de redugdo do jitter é 50 de maneira a tornar
desprezivel a probabilidade de perda de pacotes no buffer de armazenamento.
Note que a curva com desvio padrdo 14 cai a zero mais rapidamente do que as
outras curvas. Por exemplo, a probabilidade do jitter ser maior que 40 unidades
de tempo é quase zero para a curva com desvio padl;éo 14, enquanto ela é em

torno de 0.01 para a curva com desvio padrao 21, e em torno de 0.1 para o desvio

padrao 36.

Prob[J>x]

Figura 2.10: Distribui¢do do jitter na entrada do mecanismo de controle.

As Figuras 2.11 e 2.12 mostram os resultados do controle do jitter no destino
tomando como base as entradas com desvio padréo 14 e 21, respectivamente. Uti-
lizamos Np,;, = 5 no primeiro modelo, e 73 = 100 no segundo modelo. Note que
T foi escolhido de maneira a se obter um nimero médio de pacotes recebidos da
rede igual a N,,;;,,. Nestes exemplos, o jitter é quase totalmente eliminado nos dois
modelos. Por exemplo, Prob[J > 0] é aproximadamente 0.4 na entrada do algo-
ritmo de reducdo do jitter para os dois exemplos, enquanto é aproximadamente

0.03 apds o mecanismo de controle no primeiro exemplo, e aproximadamente 0.05

para o segundo exemplo.

A Figura 2.13 mostra o resultados do controle do jitter no destino para a
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Figura 2.11; Distribuicdo de jitter com o = 14.
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Figura 2.12: Distribuicao de jitter com o = 21.
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Prob[J>Xx]

Figura 2.13: Distribuicao de jitter com o = 36.

saida com desvio padrdo de jitter 36. Os valores usados para Ny, sdo b e 20,
e os valores usados para T7 sdo 100 e 400. No primeiro modelo, o fitier sé tem
uma reducdo significativa quando Ny,;, = 20. No segundo modelo, Prob[J > z|
(no intervalo plotado) é maior que a correspondente probabilidade para o trafego
recebido quando 71 = 100. Isto significa que embora o jitter negativo tenha sido
eliminado, houve um acréscimo na probabilidade de ocorréncia de jitter positivo.
Uma, explicagdo para esse comportamento € a seguinte: o uso do mecanismo para
reducdo do jitter apenas eliminou o jitter negativo, o algoritmo nao conseguiu
diminuir o fitter positivo, como agora s6 temos jitter com valor maior ou igual a
zero, a probabilidade de um jitter positivo é maior. Quando 77 = 400, o jitter
positivo é reduzido muito pouco em relagdo ao jitter na entrada do mecanismo
de controle. Isto significa que o niimero de pacotes armazenados durante 17 nao
¢ suficiente para absorver o jitter positivo, e portanto, é necessario definir valores

maiores para 7;.

Existem dois pardmetros a serem escolhidos para cada modelo: o tamanho da
fila de buffers e o valor de Ny, para o modelo 1 e de T} para o modelo 2. O

tamanho da fila é escolhido de maneira a se obter uma probabilidade de bloqueio
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dentro de limites aceitdveis. Dizemos que Ny, € 11 sdo correspondentes se eles
fornecem uma mesma probabilidade de bloqueio para um mesmo tamanho de
buffer. Considerando valores de N,,;, e 11 correspondentes, o primeiro esquema,
serd melhor se as curvas do modelo 1 permanecerem abaixo das curvas do modelo
2. Isto é verdade pois neste caso a probabilidade do jitter ser maior que um
certo valor serd sempre inferior para o modelo 1. Para as curvas acima os valores
de Nuyin € T1 escolhidos fornecem a mesma probabilidade de bloqueio. Podemos
entdo afirmar que, para valores pequenos de desvio padréo, tanto o modelo 1
como o modelo 2 apresentam bom desempenho como mostram as Figuras 2.11
e 2.12. Isso porém nao é verdade para valores grandes de desvio padrdo, onde
o segundo modelo ndo ¢ eficaz na eliminacdo do jitter positivo como mostra a

Figura 2.13.

Agora iremos comparar os resultados apresentados nesta se¢do com os resul-
tados obtidos com a ferramenta de comunicagao de dudio desenvolvida no projeto
ALMADEM (pertencente ao programa PROTEM-III) e apresentados em [16]. Os
testes foram feitos entre o Departamento de Ciéncias da Computacio da UCLA
e 0 NCE na UFRJ. Entre as duas instituigdes existem 16 roteadores e trafego
intenso. As mdaquinas utilizadas para os testes foram modelos Sparc rodando o

sistema SunOS 4.1 da Sun Microsystems.

A Figura 2.14 compara os resultados de [16] com a distribuicdo do.jitter com
desvio padrao igual a 21. As curvas de entrada no mecanismo de redugéo do jitter
possuem a mesma média e varidncia para o jitter nos dois casos. As curvas A e a
representam a distribuicdo do jitter na saida do mecanismo de reducgido do jitter
para Np, = 5 no modelo analitico e no teste real, respectivamente. Enquanto
que, as curvas B e b mostram a distribuicdo do jitter para Ny, = 10. Note que
as diferencas encontradas entre o modelo analitico e os testes realizados nao séo

significativas, o que valida os modelos discutidos neste capitulo.
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Figura 2.14: Dados reais x Distribuigdo de jitter com ¢ = 21.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo, comentamos sobre alguns mecanismos para controle do jitter na
rede e no destino. Os mecanismos para controle do jitter na rede baseiam-se em
introduzir retardos nos pacotes dentro da rede. O que muda de um mecanismo
para outro é o tempo que os pacotes sdo retardados em cada né da rede. Além
disso, alguns mecanismos requerem testes e cdlculos adicionais nos comutadores
da rede quando comparados ao servico FIFO. Como podemos ver, o prego a ser
pago para a rede limitar o jitter de um trafego é o aumento do retardo fim-a-fim
e do nivel de complexidade no processamento dos pacotes nos nés da rede. Por
outro lado, os controles do jitter no destino propostos sao de facil implementacao,

e nao requerem processamento por parte dos nés da rede.

Dois modelos para o estudo do controle do jitter no destino sdo propostos
e analisados (veja [23] e [24] para outros exemplos de modelagem e anlise do
controle do jitter no destino). O primeiro modelo armazena Ny, pacotes antes
de iniciar a entrega dos pacotes recebidos, e o segundo modelo espera por um

tempo fizo T apds a chegada do primeiro pacote antes de iniciar o processo de
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entrega. Infelizmente, a escolha de Ny, (71) néo é simples. Se Npn (T) é
pequeno, o nimero de pacotes armazenados antes de iniciar a entrega pode ser
pequeno, ¢ a fila é esvaziada rapidamente. Se Ny, (77) é muito grande o niimero
de pacotes armazenados pode ser grande e uma grande quantidade de buffers é
necessario. Além disso, o aumento do valor de Np;, (Tl) implica no aumento do

valor do retardo na entrega dos pacotes.

Os resultados apresentados neste capitulo mostram que é possivel reduzir o
jitter com o armazenamento de poucos pacotes no destino. Os dois modelos tém
bom desempenho quando o desvio padrao do jitter ndo é muito grande. Para
um tréfego com grande desvio padrdo no jitter, o primeiro modelo tem bom
desempenho mesmo para valores pequenos de Nyi,, enquanto os resultados do
segundo modelo indicam que ele tem um desempenho inferior ao do primeiro

esquema.

E interessante observar que os modelos aqui apresentados podem ser usados
para analisar outras propostas de mecanismos de controle para redes de comu-
nicagio. Por exemplo, em [25] Sen et al propdem que servidores prozy sejam
utilizados para garantir uma melhor QoS nas transmissdes de dudio/video. Um
servidor prozy é um equipamento usado para armagzenar as paginas mais acessadas
da Internet em um determinado ambiente. Periodicamente, o prozy atualiza as
paginas com os provedores de origem e quando um usudrio solicita acesso a uma
dessas pdginas ele a entrega de imediato, sem precisar requisitéd-la ao provedor.
A vantagem do prory é sem divida poder oferecer aos usudrios maior rapidez
de acesso as paginas mais populares. Além disso, a atualizacdo dessas paginas
no prozy ¢ feita durante perfodos de pouca utilizagdo da rede, evitando assim

congestionamento.

A proposta de [25] é que o prozy passe a armazenar os primeiros pacotes
das transmissdes de dudio/video mais solicitadas no ambiente sendo monitorado.
Quando um usuério solicita uma dessas transmissdes, o prozy envia uma so-

licitag@o ao provedor especificando o ponto em que a transmissdo deve ser inici-
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ada. Com a chegada dos primeiros pacotes, o prozy inicia a entrega. Em [25],
sdo discutidas a implementagdo dessa proposta e a escolha de alguns pardmetros
tais como quantidade de pacotes a ser armazenada no prozy e a quantidade de
pacotes a ser recebida antes de iniciar a entrega dos pacotes ao usudrio. O estudo

de medidas de QoS, como por exemplo jitter, nio foi feito em [25].

Note que podemos usar o primeiro modelo apresentado neste capitulo para
estudar este problema. Sé que agora estamos interessados na andlise transiente
do modelo, pois queremos conhecer o comportamento de uma determinada trans-
missdo de dudio/video. Para isso podemos interpretar o periodo ativo como o
tempo de transmissdo e o perfodo de siléncio como o final da transmissdo. Por-
tanto, a média de duracdo de um periodo ativo deve ser igual & média de duracio
do filme. Precisamos apenas incluir uma alteracdo no modelo: o inicio de um
perfodo ativo é agora caracterizado pela chegada de k& pacotes ao invés de um
unico pacote. Estes k pacotes representam os pacotes armazenados pelo prozy
mais o primeiro pacote enviado pelo provedor. A entrega dos pacotes s6 € iniciada

quando o prozy tem N, pacotes, onde Ny, > k + 1.

Os modelos apresentados neste trabalho também podem ser usados para es-
tudar a QoS oferecida pela rede diante de problemas, como por exemplo, retrans-
missdo de pacotes. Em [26], Jean-Marie ef al estudam como a reordenaco de
pacotes feita no nd de destino afeta o desempenho de aplicages que exigem o
recebimento ordenado dos pacotes. Pacotes chegam fora de ordem devido a erros
na transmissdo. Supode-se no modelo que no maximo é pedida a retransmissio de
um pacote em um determinado tempo. A modelagem é feita com duas filas. Uma
fila armazena os pacotes ordenados e prontos para serem entregues a aplicagio.
A outra fila armazena os pacotes que chegaram apds o pacote que estd faltando.
Quando este pacote chega, todos os pacotes que estdo na segunda fila sdo trans-
feridos para a primeira fila. Podemos usar o primeiro modelo apresentado neste
capftulo para estudar este problema. Por exemplo, a transferéncia de pacotes

da segunda fila para a primeira fila (indicando a chegada do pacote que estava
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faltando) é representada pela chegada de um conjunto de pacotes com intervalos
de chegada entre eles igual a zero (o jitter na entrada do buffer é —T'). Os outros
estados do modelo representam a chegada de pacotes quando nenhuma perda é

detectada.
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Capitulo 3

Aproximacao para o Algoritmo

GTH

3.1 Introducao

Uma das medidas mais importantes a ser obtida na andlise de um modelo é o
conjunto de probabilidades estaciondrias dos estados. Esta medida é calculada
a partir da matriz de taxas (ou probabilidades) de transi¢io dos estados do mo-
delo e pode ser interpretada como a fragdo de tempo que o sistema fica em
cada estado. A partir da solucdo do sistema em estado esta,cionério; podemos
calcular virias medidas de interesse para estudar o comportamento do modelo.
Por exemplo, considere novamente os modelos de jitter estudados no Capitulo 2.
A probabilidade da fila de pacotes esvaziar apds o inicio da entrega de pacotes esté
relacionada & probabilidade do modelo ter jitter positivo e portanto, ocorrer uma
diminui¢do na QoS oferecida pela rede. Outras medidas em estado estacionario
que podem ser calculadas para os modelos de jitter sio: nimero médio de pacotes
na fila e taxa de perda de pacotes (para melhor dimensionar o tamanho do buffer
no modelo real), tempo médio de permanéncia de um pacote na fila (para calcular

o retardo fim-a-fim na entrega dos pacotes), etc.
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Os métodos de solugdo usados para obter as probabilidades em estado esta-
ciondrio sdo divididos em diretos e iterativos [28]. Um método é dito direto
quando fornece as probabilidades exatas dos estados ap6és um ntmero finito de
passos, e um método é dito iterativo quando fornece uma solugdo que converge
para a solugdo exata a cada iteragfo do algoritmo. Em geral, métodos diretos
sao0 usados quando o nimero de estados do sistema sendo modelado nao é muito
grande (da ordem de algumas centenas de estados) e quando a matriz de transico

de estados do modelo nfo é esparsa (poucas transigbes com valores zero).

Um dos métodos diretos mais importantes na solugdo de cadeia de Markov
é o algoritmo proposto por Grassmann, Taksar e Heyman [29], e conhecido por
método GTH. Na realidade, o método GTH é uma, variacdo do método de eli-
minagio de Gauss [28][30] com algumas importantes caracteristicas a mais. Por
exemplo, o algoritmo sé possui operagoes de multiplicagdo e adigdo, nenhuma,
subtracdo é realizada, evitando assim perda de precisdo nos valores calculados.
Além disso, existe uma interpretacdo probabilistica para cada passo executado

pelo algoritmo GTH.

Um problema do algoritmo GTH é o custo computacional elevado para ma-
trizes que ndo possuem estruturas especiais. Isto se deve ao fato do GTH intro-
duzir modificagbes na matriz de transicdo de estados. A cada passo executado,
algumas transicoes de estado sdo removidas e novas transicdes de estado podem
ser introduzidas na matriz resultante. Mesmo que a matriz original seja esparsa,
o algoritmo pode preencher os espagos vazios da matriz com novas transigoes,
fazendo com que a matriz final ndo seja esparsa. Por isso, o algoritmo GTH n&o
é usado para resolver modelos muito grandes (da ordem de alguns milhares de
estados), a ndo ser que a matriz de transi¢gdo de estados do modelo tenha alguma

estrutura particular, como por exemplo, matriz de banda.

Neste capitulo propomos uma aproximagao para o método GTH de forma que
ele possa ser usado na solugcdo de matrizes com milhares de estados impossivel

de serem resolvidas pelo método GTH. Este algoritmo faz uso de conceitos e
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definicdes de dois outros algoritmos de aproximagéo apresentados em [31] e [32)].
Visando estudar a eficdcia do algoritmo proposto, iremos comparar as solugoes
de alguns modelos markovianos obtidas com o algoritmo GTH e com o novo

algoritmo.

Em [17], de Souza e Silva et al mostram uma solucdo para modelos ndo marko-
vianos que possuem, no maximo, uma nica transicdo ndo exponencial habilitada
em um determinado momento. Este algoritmo usa métodos de solucdo para mo-
delos markovianos, por exemplo o GTH, como parte da solugdo. Por isso, também
usaremos os algoritmos GTH e de aproximacao para resolver alguns modelos néo
markovianos. Para facilitar a compreensio das defini¢cdes usadas neste capitulo,
faremos uma rdpida revisdo de métodos de solugdo de modelos markovianos, em
especial do algoritmo GTH. Além disso, discutiremos o algoritmo proposto em
[17] para a solugdo de modelos ndo markoviavos e os algoritmos de aproximagéo

de [31] e [32].

A organizacéo deste capitulo é descrita a seguir. Em 3.2 sdo apresentados al-
guns conceitos relacionados a métodos de solugdo utilizados neste trabalho, além
de detalhar o algoritmo GTH e o método de solugdo para modelos ndo marko-
vianos introduzido em [17]. Em 3.3 estudamos dois métodos de aproximacéo
para modelos markovianos encontrados na literatura e que vao servir de base
para o método proposto. Em 3.4 propomos uma alteracdo no método GTH com
0 objetivo de diminuir o custo computacional do algoritmo e calculamos o erro
introduzido com esta modificacio. Em 3.5 mostramos a solugéo de alguns mo-
delos markovianos e ndo markovianos usando o algoritmo GTH e o algoritmo
de aproximagdo aqui proposto. Veremos entdo que foi possivel limitar o erro no
segundo algoritmo apenas para o resultado obtido de modelos markovianos. A

secdo 3.6 conclui o capitulo.
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3.2 Meétodos de Solugao

Nesta secio fazemos revisdo de alguns conceitos relacionados a métodos de solucéo
que serdo Gteis nas segdes seguintes. Inicialmente, descrevemos brevemente a
solucdo de modelos markovianos e o método de uniformizagdo. Em seguida,
detalhamos o algoritmo GTH e o algoritmo proposto em [17] para solugdo de

modelos ndo markovianos.

3.2.1 Solucao de Modelos Markovianos

Considere uma cadeia de Markov X de tempo continuo e espago de estados finito
com M estados. Seja Q a matriz de taxas de transigdo de X'. Podemos transfor-
mar X em uma cadeia Z de tempo discreto e com matriz P de probabilidades
de transi¢do usando o método de uniformizacio [28, 33, 34]. Para isso, basta

fazermos

P=I+

’

>0

onde A é a taxa de uniformizacio e é escolhida tal que seja maior ou igual a
major taxa de saida dentre todos os estados de X. O vetor 7w de probabilidades

estaciongrias para o modelo markoviano pode ser obtido solucionando

7Q =0 ou =P,

onde 7 = (m1,..., M)

Para calcular o vetor # podemos usar, por exemplo, o método GTH para
solucdo de cadeias de Markov de tempo discreto. Na realidade, o GTH é uma
variagdo do método direto de Gauss [28]. O GTH serd discutido em detalhes a

seguir pois o objetivo deste trabalho é apresentar um método de aproximacéo
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para este algoritmo. Podemos também usar métodos iterativos para calcular 7
como Jacobi, Power, SOR (Successive Over-Relaxation), etc. Veja [28] para uma
discussdo mais detalhada sobre estes e outros métodos de solugdo para modelos

markovianos.

Método de Solucao GTH

O algoritmo GTH ¢ dividido em duas partes, cada uma com M — 1 passos, onde
M corresponde ao nimero de estados do modelo. Na primeira parte, a cada
passo do algoritmo um estado é eliminado ¢ as probabilidades de transicao dos
demais estados sdo recalculadas de forma que as probabilidades estaciondrias dos
estados da nova cadeia de Markov correspondam &s probabilidades condicionais
dos mesmos estados na cadeia original para o subconjunto restante. Na segunda
parte, é feita a operacdo inversa, onde a cada passo do algoritmo um estado é
adicionado, e é calculada a probabilidade condicional deste estado. As probabili-
dades condicionais (normalizadas em 1) encontradas na ultima parte do algoritmo

correspondem as probabilidades estacionarias da cadeia de Markov original.

Em maiores detalhes, seja Z = {Z; : k = 0,1,...} uma cadeia de Markov
homogénea de tempo discreto com espago de estados & = {s; : ¢ = 1,..., M}
e matriz de probabilidades de transicdo P. Considere que os estados estdo di-
vididos em dois grupos como mostrado na Figura 3.1. O primeiro grupo (G;)
é formado pelos estados s, ..., 83_1, € 0 segundo grupo (G,) € formado apenas
pelo estado sp;. Note que a soma das probabilidades estacionédrias dos estados
81,...,8p—1 corresponde & fracdo do tempo que o sistema passa em G4, enquanto
que a probabilidade estaciondria de s); corresponde ao tempo que o sistema passa.
em G (como a cadeia é de tempo discreto supomos que cada visita a um estado

corresponde a uma unidade de tempo).

Seja pg}/‘[) a probabilidade de transicdo do estado s; para o estado s; quando

nenhum estado foi ainda eliminado e portanto, a cadeia possui os M estados
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Figura 3.1: Grupos de estados.

originais. Portanto, para ¢ =1,..., M — 1, pffwM) ¢ a probabilidade do sistema, sair

de G1 para G2 onde o ultimo estado visitado é s;, e p%) ¢ a probabilidade do

sistema, visitar inicialmente o estado s; apds uma visita a G.

Suponha agora que o tempo de permanéncia do sistema em (G seja nulo.
Como a probabilidade de saida de G é 1 — p%&, podemos afirmar que a prob-
abilidade do sistema reentrar em G, através do estado s; dado que saiu de G,

pelo estado s; é

(M)
(M) p]\/.f,j
pi,M (M) -
1 - pum

Logo, podemos eliminar o estado sy, e definir uma nova cadeia de Markov com

M — 1 estados, onde as probabilidades de transi¢cdo sdo definidas por

(M)
M-1 M M D, .
pg».? )-pS,J)‘l'ng)XW, 1SZ7J7SM"‘1
1- Parm
E importante observar que 1 — p%)v‘, da expressdo acima pode ser substituido por
?;{W -1 p%?, e assim podemos evitar operagdes de subtragdo no algoritmo GTH.

(M-1) da nova matriz ¢ calculada.

A Figura 3.2 mostra como a probabilidade p;;
As probabilidades estaciondrias da cadeia de Markov obtida quando eliminamos
o estado sps correpondem as probabilidades estaciondrias dos M — 1 primeiros
estados da cadeia de Markov original condicionando que o sistema se encontra

em (7;.

Podemos entdo repetir as operagoes discutidas acima para eliminarmos o es-

45



Figura 3.2: Célculo do elemento pgyf—l).

tado sp;_1 € obtermos uma cadeia com M — 2 estados. E assim sucessivamente.
Apdbs M — 1 passos, a cadeia de Markov tem apenas um estado e portanto, a

probabilidade estaciondria desse estado é 1, ou seja, m = 1.

Note que no inicio do passo n do algoritmo, o sistema tem M — n + 1 esta-
dos e a probabilidade de transicdo do estado ¢ para o estado j é representada
por p§§4'"+”, onde 1 < 4,5 < M —n+1. Seja Apnt1 a matriz de proba-
bilidades de transicdo no n-ésimo passo do algoritmo, onde Ay, = P. Vimos
na solugdo de modelos markovianos (infcio desta se¢do) que (71,..., Fyr—nt1) =

(15 e oy Trd—nt1)Ap—ns1. Além disso, sabemos que m; = 1. Portanto, para a

cadeia com dois estados podemos calcular

(2)
- P12 7.
1 —ps

Como conhecemos 71 e 7o (valores ndo normalizados), podemos agora calcular

i-1 p(_'{)
m= —= @i
=11~ Dy



Naturalmente, as probabilidades acima calculadas ainda precisam ser normaliza-

das.

A primeira parte do algoritmo GTH tem um custo da O(n?), enquanto que a
segunda parte do algoritmo tem custo da O(n?). Portanto, o custo do algoritmo

é da O(n?).

Em [35], Meo et al propdem uma modificagdo no algoritmo de eliminagéo de
Gauss similar ao algoritmo GTH. O método proposto mostra-se mais eficaz que
o GTH para uma classe de modelos markovianos bastante utilizada em redes de
comunicacio de alta velocidade. O problema com este algoritmo, além do uso
restrito a uma classe de modelos, é que ele utiliza operagoes de subtracdo no
cdlculo da solucédo, o que pode levar a problemas de perda de precisdo nos valores

calculados.

3.2.2 Solucdo de Modelos Nao Markovianos

Quando o tempo entre eventos de um modelo ndo tem distribuicio exponencial,
o modelo resultante ndo é markoviano. Por exemplo, os modelos de jitier vistos
no Capitulo 2 possuem transi¢cbes determinfsticas. A seguir, vamos detalhar o
algoritmo introduzido em [17] e implementado na ferramenta TANGRAM-II [20,
21] para a solugdo de uma classe de modelos ndo markovianos onde no méximo
1 evento com duragio nio exponencial (por exemplo, deterministico) pode estar

habilitado num instante qualquer.

Seja ; um evento deterministico do modelo, i.e., o intervalo de tempo entre
a ativacdo do evento e o disparo é deterministico. Este evento estd habilitado
durante o mini-intervalo A; e poderd executar apés transcorrido um intervalo de
tempo T;. Entretanto, ¢; pode ser desabilitado pela ocorréncia de outros eventos.
No caso em que o evento ¢; ngo é desabilitado no intervalo A;, o comprimento

§; deste intervalo é igual a T;. Caso contrério, §; < T;. A; corresponde entédo ao
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intervalo entre pontos embutidos onde ¢; estd habilitado. Por conveniéncia de
notacdo, chamamos de Aq o intervalo onde nenhum evento determinfstico estd

habilitado.

Entre dois pontos embutidos o comportamento dos sistemas descritos pode
ser modelado por uma cadeia de Markov. Isto porque, todos os eventos entre
pontos embutidos sdo exponenciais. A matriz de probabilidades de transi¢ao da
cadeia embutida é entdo obtida através da andlise transiente da cadeia de Markov
associada aos intervalos A;. Quando o intervalo nio tem evento deterministico
habilitado (intervalo Ay), as probabilidades de transi¢do de estado sdo facilmente
calculadas construindo-se uma cadeia de Markov associada a A¢ ¢ mais um con-
junto de estados, um para cada evento deterministico que pode ser habilitado ao

término do intervalo.

A partir da obtencdo da matriz de probabilidades de transicdo da cadeia
embutida (chamada em [17] de matriz H), o vetor de probabilidades estaciondrias
pode entdo ser calculado usando, por exemplo, o algoritmo GTH. Observe que
o ndmero de estados da matriz H pode ser menor que o nimero de estados
do modelo, isto se deve ao fato que nem toda transi¢gdo de estado da cadeia
original representa um ponto embutido. E também importante notar que o vetor
de probabilidades encontrado a partir da matriz H representa as probabilidades

estaciondrias dos pontos embutidos e ndo dos estados do modelo.

Sejam [ e m, respectivamente, o vetor das probabilidades estaciondrias da
matriz 7 e o vetor das probabilidades estaciondrias do modelo original, e seja S)
o sub-conjunto dos estados da cadeia de Markov onde o evento ; estd habilitado.

Podemos, entdo calcular [17]:

E

S S BUYs,

_ Jj=0 €8 (31)

ZE: 3 E[5§")]ﬁsl

J=05e50)

T4
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onde & é o nimero de eventos deterministicos, US(’J? corresponde ao tempo gasto
pelo sistema no estado ¢ durante o intervalo A; que se inicia no estado s, e 87
corresponde ao tamanho do intervalo A; cujo estado inicial é s. Veja [17] para
mais detalhes do algoritmo de solugdo de cadeias embutidas, por exemplo, como

calcular UY) e 69,

3.3 Meétodos de Aproximacao para a Solugao de

Modelos Markovianos

Nesta se¢do discutiremos dois métodos de aproximagao encontrados na literatu-
ra para a solucdo de modelos markovianos e que servirdo de base para o novo

algoritmo de aproximacao a ser apresentado na préxima secio.

A partir de uma cadeia de Markov X com matriz P de probabilidades de
transicgo, os dois algoritmos geram uma nova cadeia de Markov X’ com matriz

de probabilidades de transicdo P’, onde P’ possui uma estrutura especial.

Os algoritmos dividem os estados de X’ em dois grupos. Suponha que estes
grupos sdo (1 e G9. As taxas de transicdo entre os estados de G5 e as taxas de
transicdo dos estados de 1 para Ga sdo conhecidas. Entretanto, nada sabemos
sobre as taxas de transicdo dos estados de G3. As taxas de 3 s8o definidas de
forma a garantir que a solucdo de X' para os estados de G; é um limite inferior

para os estados correspondentes em X.

O primeiro método a ser estudado utiliza apenas um estado para representar
G4, enquanto o segundo método faz uso de duplicagdo e agregacao dos estados
de GG para gerar um conjunto de estados para Gg. A seguir veremos com mais

detalhes estes dois métodos.
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3.3.1 Cadeias de Markov e-quasi-lumpable

Um dos métodos usados para a solugdo de cadeias de Markov com grande niimero
de estados ¢ a aglutinagéo (lumping). Com este método é possivel reduzir o espago
de estados de um modelo markoviano preservando informacoes suficientes de
forma a obter as medidas de interesse desejadas. O problema é que a aglutinacéo
ndo pode ser aplicada a todos os modelos markovianos. Quando este método
é aplicdvel a um modelo, dizemos que a cadeia de Markov correspondente é
aglutindvel (lumpable). Em [31], Franceschinis e Muntz propdem uma técnica
que permite ampliar o conjunto de modelos que podem fazer uso do método de
aglutinagfo, fornecendo valores aproximados para as medidas de interesse dese-
jadas. Este método é aplicdvel a uma cadeia de Markov ndo aglutindvel se a
cadeia puder ser transformada em aglutindvel com uma pequena pertubacdo nas

taxas de transicgo.

Dada uma particdo § = {51, ..., S} de uma cadeia de Markov X de tempo
discreto com matriz de probabilidades de transicdo P, dizemos que A é aglutinavel
para a particdo S se a probabilidade de transicdo do estado s € S;, i =1,..., M,
para um determinado estado da particdo S;, 7 =1,...,M e j # 4, sempre tem

um mesmo valor, qualquer que seja o estado s.

Uma cadeia de Markov é dita e-quasi-lumpable se a sua matriz de probabili-
dade P pode ser escrita como P = P~ +P¢ onde P~ +diag(P°”) é aglutingvel,
P¢ é uma matriz quase nula e e é a matriz coluna com valores 1. A solucdo
de P~ + diag(PeT) fornece uma boa aproximagcio para o modelo se os valores ¢
forem bem pequenos. O problema é a impossibilidade de se obter limites para o

erro da solugdo quando esta aproximacao é usada.

A idéia apresentada em [31] consiste em transformar a matriz de transigdo e-
quasi-lumpable P com n estados em uma matriz de transicdo aglutindvel Ps com
n+1 estados. Para isso, todas as transi¢bes ¢ da matriz P¢ s8o direcionadas para

um novo estado ao invés de serem colocadas na diagonal. A Figura 3.3 mostra
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a matriz Py do novo modelo, onde 47 = P¢eT e zel = 1. O objetivo é definir a
matriz P, de forma que, as probabilidades condicionais dos n primeiros estados de
P, sejam iguais as probabilidades estaciondrias dos estados de P. Note que temos
um problema: nada sabemos sobre o vetor z. E.possivel achar z de forma que as
probabilidades condicionais dos estados em P~ sejam iguais as probabilidades de

P, mas isso implica em resolver a matriz original.

X 0

Figura 3.3: Matriz P,.

Podemos solucionar aproximadamente a matriz Py usando os resultados de
Courtois e Semal[36, 37]. Para isto, basta fazermos separadamente cada elemento
de z igual a 1 e encontrar a solugdo do modelo correspondente. O maior e 0 menor
valor encontrados para uma determinada medida de interesse fornecem, respec-
tivamente, um limite superior e um limite inferior para a medida de interesse
desejada. Neste caso, se P, tem n + 1 estados, é preciso resolver o modelo n
vezes. Entretanto, pode-se reduzir o custo do algoritmo aplicando esta regra
apenas aos estados cuja coluna correspondente em P°® tem pelo menos um valor

diferente de zero [31].

Os exemplos apresentados em [31] mostram a vantagem do uso do método para
modelos com cadeia de Markov e-quasi-lumpable, embora exista a necessidade de
solucionar a matriz P; mais de uma vez. Como a matriz P, é aglutinavel, o
custo para solucionar P,, para qualquer vetor z, é pequeno em relagdo ao custo
da solugdo da matriz original P. Isto significa que o custo em resolver a matriz

P, virias vezes ainda pode ser menor que o custo da solugdo da matriz P.
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3.3.2 Solugdo para um Sub-conjunto de Estados de um

Modelo Markoviano

Em [32], de Souza e Silva e Ochoa propdem um método de aproximagio para
calcular as medidas de interesse usando apenas um sub-conjunto de estados da
cadeia de Markov correspondente. A idéia é que apenas os estados considerados
importantes facam parte do grupo de estados selecionados. A importancia de
um estado é definida pela sua contribuigdo no cdlculo da medida de interesse

desejada.

Seja X uma cadeia de Markov homogénea de tempo continuo com espago
de estados S = {s; : i = 1,..., M} e matriz de taxas de transicio Q. Para
{si,s;} € S, dizemos que o estado s; estd a k passos do estado s;, se o menor

caminho do estado s; até o estado s; é composto por k transicGes.

Seja & = {50, ..., k-1, 5%, S} uma particio de X onde S; corresponde ao
conjunto de estados que estdo a ¢ passos da particio So, 1 = 1,...,k, e S¢
corresponde ao resto dos estados da cadeia de Markov. Precisamos fazer duas
observagoes, uma em relacdo a Sy e outra em relagdo ao parametro k. Em primeiro
lugar, Sy é uma, partigdo com um Unico estado, onde o estado escolhido é conside-
rado importante no calculo da medida de interesse desejada. Em segundo lugar, o
valor de £ é calculado antes de se usar o algoritmo de aproximacio ou é calculado

iterativamente, durante a execugdo do algoritmo. Veja [32] para mais detalhes.

Podemos entdo definir 3 grupos de estados no modelo: Gy = {Sp}, G1 =
{S1,...,5:} e G2 = {S¢}. Usando aidéia apresentada em [38] podemos construir
uma cadeia de Markov &’ com 4 grupos de estados (Gy, G,y Gy € G3) & partir
de X da seguinte forma: G, = Gg, G}, = Gy, = G1 e Gy = Gs. Isto significa
que G, e Gy, séo copias de Gy, assim como G é uma cépia de Gg e G é uma,
cépia de G. A Figura 3.4 mostra as transi¢des entre os grupos do novo processo
X'. As transigdes entre estados do mesmo grupo sio idénticas aos do Processo

~ . o~ ! 7/ ! ! !
X. Note que ndo existem transi¢des de G, e Gy, para Gy, € nem de G, para G
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e Gy,

Figura 3.4: Novo Processo A”.

Para uma melhor compreensdo do processo X’ mostrado na Figura 3.4, vamos
exemplificar usando o modelo de filas discutido em [40]. Este modelo foi escolhido
devido & sua simplicidade e por permitir discutir na segéo 3.4.2 alguns problemas

relacionados & implementacdo do novo algoritmo.

Considere um modelo markoviano com duas filas, onde cada fila tem 3 servi-
dores e capacidade de armazenamento de 4 pacotes. A taxa de chegada, a taxa
de servico e o niimero de pacotes da fila i é , respectivamente, A;, y;, e ny, ¢ =1, 2.
Se um pacote chega na fila 1 e encontra a fila cheia, ele é enviado para a fila 2.
Pacotes que chegam na fila 2 e encontram a fila cheia, sdo descartados. A Figura
3.5 mostra a cadeia de Markov para este exemplo, onde o estado do modelo é

representado pelo nimero de pacotes n; e ng das filas 1 e 2, respectivamente.

Figura 3.5: Modelo com 2 filas de pacotes.
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Seja So = {(0,0)}, isto é, Sy representa o sistema com filas vazias. Quando
discutimos a particdo do processo X, vimos que os estados da particdo S; estdo a 4
passos do estado de Sy. Logo, temos S; = {(1,0),(0,1)}, S2 = {(2,0), (1,1),(0,2)},
..., 83 = {(4,4)}. Suponha que o pardmetro k do processo & é igual a 4. Isto
significa que Gy = {So}, G1 = {S51,...,5:} e Ga = {S5,...,5s}. A partir desses
grupos de estados do processo X podemos gerar o processo X’ como mostra a
Figura 3.4. Vejamos entfo o que representa os grupos de estados Gy, Gy,, Gy €

G, para este exemplo.

Suponha que inicialmente as filas estdo vazias, isto é, ndo existem pacotes
armazenados. Portanto, o sistema se encontra em G"0. Quando um pacote chega,
ele é armazenado e o estado do sistema passa a ser (0,1) ou (1,0). Consequente-
mente, o sistema entra em G'y,. O sistema fica em um dos estados de G ou
de G'la enquanto o nimero total de pacotes nas duas filas for menor ou igual a
- 4. Quando existem 4 pacotes armazenados no sistema e ocorre a chegada e o
armazenamento de um novo pacote em uma das filas, o sistema entra em G;,
ficando neste grupo de estados enquanto o nimero total de pacotes no sistema
for maior que 4. Quando o nimero total de pacotes volta a ser menor ou igual
a 4, o sistema passa a ser representado por um dos estados de G'lb. O sistema,
fica em G, ou em Gy até que as filas esvaziam novamente. Neste caso, o sistema

volta a Gy,

Note que os estados de Gy, e Gy, do processo X’ e os estados de G; do
processo X’ representam a situacdo em que o sistema possui de 0 a 4 pacotes nas
filas. Sendo que o sistema estd em G'la quando o nimero total de pacotes nunca
for maior que 4 desde que as fila esvaziaram na Ultima vez, e o sistema estd em
G4, nos outros casos. Note que a solucio de X é igual & solugdio de X" [32], ou
seja, Tg, = Tahs MG = T +7TG11 , 676 =gl onde mg corresponde ao vetor de

probabilidades estaciondrias dos estados do grupo G.

Suponha que os estados de cada sub-conjunto S; sdo agregados em um wnico

estado f; para ¢ =1,...,k, e que os estados do subconjunto S¢ séo agregados no

o4



estado fry1. Como os estados de G, sio copias dos estados de G, dizemos que
fi é um clone da particdo S;, ¢ =1,...,k. O estado fx,1 é apenas a agregacdo dos
estados de Sp. Vamos chamar este novo processo de X”. Como fizemos apenas
a agregacao exata de estados no processo X”, a solugdo de X" é igual & solucéo
de X. O problema é que para fazermos a agregacio desses estados precisamos

solucionar X’.

Figura 3.6: Novo processo X”.

Em (32], prova-se que é possivel encontrar um limite inferior para a solucio
dos estados de G, e G, definindo as taxas de transicio dos estados clones da

seguinte forma (veja Figura 3.6):

e 3 transicio do estado f; para o estado f;, i <jel1<4,5 <k+1,¢éigual &
maior soma das taxas de transicdo de um estado em S; para os estados em

Sj;

e 3 transicBo do estado f; para o estado f;—; (ou para o estado de Sy caso
i=1),1<i<k+1, éigual & menor soma das taxas de transicio de um

estado em S; para os estados em S;_; (ou para o estado de Sp);

. o~ 1 7 7 ~ . 1A .
e as transigdes de G para G, e fry1 € de G, para fi41 sfo idénticas aos do

modelo original.

Note que a submatriz formada pelas transigoes entre os estados f; (1 = 1,.., k+
1) é upper Hessemberg. Esta é uma restrigdo do algoritmo que permite obter um

limite inferior para a solugdo dos estados de G e de G,
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Em [39], Lui e Muntz apresentam um método iterativo utilizando também o
conceito de estados clonados. Neste método, uma aproximagio para as medidas
de interesse e uma parte dos estados da matriz de transicio sdo geradas a cada

passo do algoritmo.

3.4 Novo Método: uma aproximacao para o al-

goritmo GTH

Vimos em 3.2.1 que em cada passo da primeira parte do algoritmo GTH, um
estado é eliminado e novas probabilidades de transicdo sdo calculadas para os
estados restantes. Por exemplo, considere uma cadeia de Markov de tempo dis-
creto com espaco de estados S = {s;: i =1,..., M} e matriz de probabilidades
de transicdo P. Podemos eliminar o estado sp; e definir uma nova cadeia de
Markov com M — 1 estados, onde as probabilidades estacionérias dos estados da,
nova cadeia de Markov correpondam as probabilidades condicionais dos mesmos

estados na cadeia original para o subconjunto restante. Para isso, precisamos

calcular
(M—1) (M) (M) p%‘f )
pi’j = i +p7,,M X #1 1 S i;j, S M — 1) (32)
1—DPirm
onde pg;-l) correponde & probabilidade de transicdo do estado s; para o estado s;

quando o modelo tem M estados. Portanto, para eliminar o estado sp; no algo-
ritmo GTH precisamos multiplicar a A-ésima linha de P pela M-ésima coluna
de P. Esta operacio é repetida M — 1 vezes, eliminando assim um estado em

cada passo do algoritmo, até que a cadeia de Markov tenha um tdnico estado.

Observe dois casos no calculo de pg;-l_l) da equagdo 3.2. No primeiro caso,

j& existe uma transicdo do estado s; para o estado s; quando o modelo tem M

estados, ou seja, p(~M )

;i > 0. Portanto, eliminar o estado sy, significa aumentar
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a probabilidade de transicdo entre estes dois estados se pz(A,/[? >0e p%; > 0.

No segundo caso, ndo existe uma probabilidade de transicdo do estado s; para o

estado s;, ou seja, pgj) = 0. Portanto, eliminar o estado s, significa criar uma
b
. . . M
transicdo entre os estados s; e s; para a cadeia com M — 1 estados se pg, M) >0e

p%} > 0. A partir da observagio do segundo caso, podemos ver que o algoritmo

GTH pode alterar a estrutura da matriz de probabilidades de transi¢do do modelo

original.

A Figura 3.7 mostra um exemplo do que pode acontecer com a estrutura de
uma matriz durante a execucdo da primeira parte do algoritmo GTH. O exemplo
mostra uma matriz esparsa de uma cadeia de Markov com nove estados (este
tipo de estrutura de matriz é bastante comum em modelos de filas). Suponha
que os estados do modelo estdo numerados de 1 a 9. No passo 1 temos a estrutura
da matriz quando nenhum estado foi ainda eliminado. No final da execucdo do
primeiro passo do GTH, temos uma cadeia com 8 estados pois o estado 9 foi
eliminado. A estrutura da nova cadeia é mostrada no passo 2 da Figura 3.7.
Os elementos da matriz que estdo em branco correspondem as probabilidades
de transicao dos estados da nova cadeia e os outros elementos correspondem as
probabilidades do estado eliminado que precisam ser armazenadas para se obter
as probabilidades estaciondrias na segunda fase do algoritmo. O passo 3 da
Figura 3.7 mostra a estrutura da cadeia com 7 estados que é utilizada no inicio
do terceiro passo do GTH. E assim sucessivamente, até que no oitavo passo do
algoritmo GTH temos uma cadeia com apenas dois estados. Note que o algoritmo
vai preenchendo os espagos & medida que vai eliminando os estados e portanto, o
fato da matriz ser esparsa nao é aproveitado pelo GTH para diminuir o custo da

solucdo do modelo.

Sabemos que 1 — p%}/{;)v[ = .;'Vizlp]v[,j, logo temos 0 < (p%ﬁ)/(l - p%%,‘,) <L

Suponha que (p%}) /(1— p%%,f) =€ ou pE’}f} = ¢ na equagdo 3.2, onde £ é um valor
pequeno (em relacdo ao erro admitido para a solugéo). Podemos entdo escrever

a equacdo 3.2 como
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Passo 1 Passo 2 Passo 3 oo Passo 8

Figura 3.7: Algoritmo GTH.

M~1 M
pMD < pM) e, (3.3)
A Figura 3.8 mostra o célculo da j-ésima coluna quando (p§? ; N /(1- p(M) ) =¢,
j =1,...,M — 1. Note que p(M N pg;‘[) < ¢ para qualquer valor de pE%I) ,
i=1,...,M — 1. Portanto, o algoritmo adiciona ao elemento (4, ) da matriz P

M
um valor que é menor ou igual a € se p§ M) > (. Para o caso em que p,f M) =€,0

algoritmo adiciona € ao j-ésimo elemento da linha 7 se p(M) >0,7=1,...,M-1.
coluna j coluna M
M M . .
4ol —— | ™ linha i-1
i-1,73 i-1,M
(1)
e (M) .
By * — B linha i
(1)
g (M) . .
iv1,5 T ~——— | B,y | linhai+l
M .
p linha M
M, j

Figura 3.8: Transigoes com valores €.

Neste ponto é importante fazermos uma observacdo em relagdo a Figura 3.7.
Como vimos, neste exemplo, a matriz esparsa vai sendo preenchida & medida em
que os estados s&o eliminados na primeira parte do GTH. Se temos transigdes

com valores €, parte da matriz P serd preenchida com valores menores ou iguais
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A idéia é diminuir o custo computacional do algoritmo GTH eliminando as
operagdes que calculam valores menores ou iguais a €. Uma maneira de fazer
isso é redirecionar as transi¢do de salda de um determinado estado que tem valor
€ para o préprio estado, ou seja, mover estas transicdes para a diagonal. Este
algoritmo utiliza a idéia que algumas transi¢oes da matriz P, por terem valores
muito pequenos, podem ser eliminadas (ou redirecionadas) sem alterar significa-
tivamente os valores obtidos com a solugdo exata do modelo. O problema com

esta solucdo é a impossibilidade de se obter limites para o erro.

A seguir vamos apresentar um algoritmo que calcula o erro introduzido na
solugdo do modelo devido & eliminacdo de transigdes com valores €. Antes, porém,
vamos estudar o que acontece quando eliminamos uma transicdo com valor € em
alguns casos particulares. Veremos que ao eliminarmos uma transicdo, podemos
alterar significativamente a solugdo do modelo, mesmo que o valor da transicdo
eliminada seja bem pequeno (¢). Portanto, é preciso cuidado ao se tentar eliminar

uma transicao €.

3.4.1 Transicoes com valores ¢

A Figura 3.9 mostra o estado s; de uma cadeia de Markov ergddica com matriz
de probabilidades de transicdo P, 1 = 1,...,M. Neste exemplo, existe uma
Unica transi¢io de entrada para o estado s;. Note que o valor da probabilidade
de transicdo desse estado para s; é €. Além disso, a probabilidade de saida do
estado s; para os outros estados da cadeia tem valor p (probabilidade total de

saida do estado s;). Assuma que p >> €.

Suponha que a transicdo com valor € na Figura 3.9 é eliminada. Isto implica
que 7; = 0 pois ndo mais existe fluxo de entrada no estado s;. Logo, o estado s;

e todas as transi¢oes de safda de s; podem ser eliminados. Entretanto, é possivel
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Figura 3.9: O estado s; possui uma tnica transi¢do de entrada.

que com a eliminacdo da transigdo ¢ tenhamos um problema: a nova cadeia pode

nio ser ergédica. A Figura 3.10 exemplifica bem esta situagio.

OO0

p

Figura 3.10: Exemplo de cadeia com transicdo €.

No exemplo acima, temos uma cadeia com 4 estados onde a transicdo do
estado 2 para o estado 3 tem valor ¢, enquanto as outras transi¢coes da cadeia
tem valores bem maiores que €. Ao eliminarmos a transigdo €, temos uma cadeis,
com dois grupos de estados. O primeiro grupo é formado pelos estados 1 e 2 e
o segundo grupo ¢ formado pelos estados 3 e 4. Néao h4 transicdo de estado do
primeiro para o segundo grupo na nova cadeia. Isto significa que uma vez que o
sistema entra nos estados do primeiro grupo, os estados do segundo grupo nio séo
mais visitados. Portanto, a cadeia nao é ergddica e a probabilidade estacionaria
dos estados do segundo grupo é zero (podemos entéo eliminar os estadds 3edna
nova cadeia). Note que a solugéio da nova cadeia serd tdo préxima da solugdo do

modelo original, quanto menor for o valor €.

. A Figura 3.11 mostra o estado s; de uma cadeia de Markov ergddica que possui
uma Unica transicdo de saida. Esta transicdo tem valor €. Além disso, existe pelo
menos uma probabilidade p de entrada no estado s; vindo de um outro estado do

modelo, onde p >> €.

A eliminacfo da transigdo € na Figura 3.11 implica que m; = 1 na nova cadeia,

pois s; é agora um estado absorvente. Note que também podemos ter um estado

60



o)

Figura 3.11: O estado s; com transicdo de safda €.

absorvente no caso apresentado na Figura 3.9. Entretanto, o estado absorvente
nao serd o estado s; e sim, o estado que tem transicdo de saida € para o estado

8;.

Quando a nova cadeia (gerada com a eliminagio de uma transigdo €) tem
estado absorvente, a solugdo pode ser bem diferente da solugo da cadeia origi-
nal, pois a probabilidade estacioniria de um estado absorvente é 1. Portanto,
precisamos evitar o aparecimento de estados absorventes quando eliminamos as
transicbes €. Para isso, basta verificarmos as transicoes de saida do estado que
dé origem a transicio a ser eliminada. Uma transicdo ¢ s6 serd eliminada se o

estado de origem possuir outras transicoes de saida.

Lema 1. Seja X uma cadeia de Markov de tempo discreto com espago de
estados S ={s;: 1 =1,..., M}. Suponha que X ndo possui estados absorventes.
Seja X' uma cadeia de Markov idéntica & cadeia X com a seguinte modificacdo:
a transicdio p;; é eliminada, onde p;; corresponde & probabilidade de transicgo do
estado s; para o estado s;, {s;, ;1 € S e s; # s;. A cadeia A’ ndo tem estados

absorventes se p;;/(1 — p;) < 1.

Prova. E trivial. Se pii/ (1 — pi) <1 entdo 1 — p; > pij, Ou seja, existe uma
transicido do estado s; para o estado si, onde k # i e k # j. Isto significa que
ap6s a eliminac8o da transicio p;;, existird pelo menos uma transicao de saida do

estado s; e portanto, o estado s; da cadeia X’ ndo é absorvente. a

O Lema 1 define a condicdo necesséria e suficiente para que uma transicio
de saida do estado s; seja eliminada sem que s; se torne um estado absorvente:

é preciso que o estado s; possua outras transi¢cbes de saida. O problema é que

61



todas as transicdes de saida de um determinado estado podem ter valor €. Neste
caso as transicdes ¢ podem néo ser despreziveis. A Figura 3.12 exemplifica esta

situagao.

@

Passo 2
Figura 3.12: Todas as transicoes de saida de s, tém valor &.

O passo 1 da Figura 3.12 mostra 4 estados de uma cadeia de Markov qualquer.
O estado sy do exemplo no passo 1 tem duas transigoes de saida, todas com valor
€, e apenas uma transicdo de entrada com valor p, onde p >> €. Nao podemos
eliminar as duas transi¢des € de s2, pois o estado s passaria a ser absolvente. E
nao podemos eliminar apenas uma das transi¢des pois cada transicdo tem peso
1/2 na taxa de saida do estado. Para compreender melhor este problema, veja o
passo 2 da Figura 3.12. O passo 2 mostra o que acontece quando eliminamos o
estado s» usando o GTH. A probabilidade do estado s; para o estado s3 ou para
o estado s, é p/2. Portanto, a eliminagio de alguma das transicdes € do estado

59 pode alterar significativamente a solucdo da cadeia de Markov original.
A idéia é que a probabilidade de transicdo p;; do estado s; para o estado s;

seja considerada elimindvel se e somente se,

Dij . .
<eg, parai#j.
1—pi 7

Portanto, a transigio do estado s; para o estado s; sé serd eliminada quando o
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peso da probabilidade p;; em relacdo & probabilidade total de saida do estado s;

for bem pequeno (g).

Outro problema é a eliminacio de transi¢oes € em uma cadeia de Markov
quase que completamente particionada. A Figura 3.13 mostra um exemplo de
uma cadeia quase particionada com 4 estados. Podemos dividir a cadeia em dois
grupos, onde os estados 1 e 2 pertencem ao primeiro grupo e os estados 3 e 4
pertencem ao segundo grupo. Ao eliminarmos as transigoes € temos uma cadeia
de Markov particionada e portanto, ndo ergddica. A solucdo desse tipo de cadeia
pode ser obtida em duas partes. Na primeira parte, é calculada a probabilidade
do sistema se encontrar em cada grupo de estados. E na segunda parte, sdo

calculadas as probabilidades condicionais dos estados de cada grupo.

02000

Figura 3.13: Cadeia de Markov quase particionada.

Se aplicarmos as regras acima a cadeia final serd particionada em 2. Entre-
tanto, o algoritmo pode facilmente reconhecer a ocorréncia desse caso e informar
a0 usuério da impossibilidade de obter a solugdo do modelo usando o novo algo-

ritmo.

Precisamos agora definir como as transigdes € sdo eliminadas (ou redire-
cionadas) durante a execugdo do algoritmo GTH. Considere novamente a cadeia
de Markov com espago de estados S = {s; : 4 =1,..., M}. Seja p;; a probabili-
dade de transicdo do estado s; para o estado s;, {si, s;} € S. Queremos eliminar
o estado S}, e calcular as novas probabilidades de transicao dos estados restantes.
Parai=1,...,M, de acordo com o que foi discutido acima: a transicdo p; s é
eliminada somente se p; ps/(1 — piy) < €; € a transigio py,; é eliminada somente
se pari/ (1 —pur) < €. Note que s6 testamos as transigdes de entrada e de safda

do estado sps, pois apenas estas transicoes sao usadas pelo GTH no passo que

elimina o estado Sy.
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Como observagdo final, note que as regras para eliminacdo de transicdo €
discutidas acima nfo garantem que a matriz resultante seja ergédica. Elas apenas
garantem que a nova matriz ndo terd estados absorventes e que a eliminacéo de
uma transicdo ndo altera significativamente a solu¢do do modelo. O algoritmo
identifica que a matriz ndo é ergddica quando o estado a ser eliminado tem na
matriz de transigdo a coluna acima da diagonal zerada. Neste caso, o algoritmo
informa ao usudrio da ocorréncia desse caso (a probabilidade estaciondria do

estado é zero) e continua a execucdo.

3.4.2 Algoritmo Proposto

A Figura 3.14 mostra a estrutura de uma matriz de probabilidades de transi¢ao
com 12 estados no inicio e no final da execugdo da primeira parte do algoritmo
GTH. A matriz inicial é esparsa e possui algumas transi¢oes com valores ¢, en-
quanto a matriz final é quase toda preenchida. Note que, se as transi¢oes com
valores ¢ fossem movidas para a diagonal, a nova matriz teria estrutura banda e
portanto, o custo da solugdo seria menor. Como mencionamos, o problema com
esta proposta é a impossibilidade de calcular o erro dessa solugao em relagdo a

solucio exata da cadeia original.

X[X|X e X|XIX|E|EIE|E|EIEIEIE
x[x[ Ix [3 x| x|[x[x]|elelelele
X X X € X|XIX|X|X|E[E|EIE|E

X X X € X|IXIX|X|X[X[E|EIE|EIE|E

X X X t EIXiX|IXIX[XIX|E|IEIEIEIE

X x| [x [3 elejxx|x|[x|x[x|e|e|€E

X x| Ix e] —— - [elefejx[x[x[x[x]x]elele

X X X|e ElEIEIE|X|X|X[X]|X]|X|E

[3 X x| |x|e clelelele]|x|x][x|x|x|x|e

€ X X X EIE|IE|E XIX|X[X[X]X

[3 X X[x elel e X[ x[x[x[x

[3 € X[xIx]|x [3 € XIx[x[x
Matriz Inicial Matriz Final

Figura 3.14: Algoritmo GTH.

Seja P uma matriz de probabilidades de transi¢io com M estados. De acordo
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com o método de [31] podemos transformar a matriz P de M estados em uma
matriz de transicdo P, com M + 1 estados como mostra a Figura 3.15. Suponha
que o espago de estados de P é S = {s1,...,8m} € que o espago de estados de
P, 65" = {s.} +S. Como discutido em 3.3.1, temos P~ = P — P¢, yT = P¢e”
e zeT = 1, onde P¢ possui todas as transicdes . Isto significa que o vetor y7
representa as transicoes € redirecionadas para estado s, € 0 vetor z representa
as probabilidades de transi¢do do estado s, para os outros estados da cadeia. O
vetor z é definido de forma que o vetor das probabilidades estaciondrias de P seja

igual ao vetor das probabilidades condicionais dos M ultimos estados de P;.

Figura 3.15: Nova matriz F;.

Lema 2. Seja P a matriz de probabilidades de transicdo de uma cadeia de
Markov com M estados. Seja P~ um limite inferior para P, ou seja, P~ < P.
Seja P, a matriz estocéstica da Figura 3.15, onde y7 = P%e” e zeT = 1. Entéo
existe um vetor x tal que as probabilidades condicionais dos M tltimos estados

de P, é igual as probabilidades estaciondrias dos estados de P.
Prova. Veja [31].

A Figura 3.16 mostra o que pode acontecer quando redirecionamos as transigoes
€ para um novo estado. Note que usamos o mesmo exemplo da Figura 3.14.. Com-
parando as matrizes finais dos dois exemplos, vemos que os valores € ocupam boa
parte da matriz do primeiro exemplo, enquanto ocupam apenas uma coluna da

segunda matriz. Para o primeiro exemplo temos um custo de 1012 operacdes
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na primeira parte do GTH, enquanto o segundo exemplo tem um custo de 132
operagoes. Caso a matriz de probabilidades de transigdo tenha 1000 estados e
mesma, estrutura apresentada acima, o custo do primeiro modelo seria de mais
de 500 milhoes de operagées, enquanto o custo (aproximado) do segundo modelo
ficaria em torno de 13.000 operagdes. Este exemplo é apenas para dar idéia ao
leitor de como podemos economizar ao redirecionarmos as transi¢coes € para um
novo estado. Naturalmente, queremos usar o novo método na solucao de matrizes
com milhares de estados. Além disso, a matriz P~ ndo necessariamente tem uma

estrutura banda como mostra este exemplo.

tal
bl
4
»
>
el
»
v
bl

XX XX X[ XXX X[X[X
X[X
X

X

bal Bl bl ol ks
tal el Eal Kl
bal sl BB Bl Kl ks
el Cal Bl Bl Eab tal s
fal il Bl Fal Eal B
falbalEal el Esl ks
faltal Eal bl Fal ke
fal Eal sl Kl Eal b
el Eal Bl Eal Bl s
fal Bl bl Kl Bl kS
tal Lal Eal Bl ke
lalbaltalls
tal Lol ksl

X X
X X
X[X[X

mjmmm{m|mim|m|mm|m{m|x
4
b
>
Lalbadts
mimm|mmmm|mmm|m|mfx

Matriz Inicial Matriz Final

Figura 3.16: Transicoes ¢ sdo desviadas para um novo estado.

O problema, é que para calcular z precisamos da solugdo da matriz P. Entre-
tanto, podemos usar os resultados de Courtois ¢ Semal [36, 37] para obter uma
aproximacao para a solugdo de P,. Para isto, precisamos fazer cada elemento
do vetor z igual a 1 e solucionar a cadeia correspondente. O menor e o maior
valores obtidos para as probabilidades estaciondrias dos M tltimos estados de
P, fornecem um limite inferior e superior para as probabilidades estaciondrias
dos estados de P. Infelizmente, esta solucdo pode sair mais cara que a solucao
do modelo original, pois é necessario solucionar P, véirias vezes. Além disso, é
possivel que novas transicoes € sejam geradas a cada passo da primeira parte
do GTH e portanto, estas transigbes também devem ser redirecionadas para o
estado s.. Isto significa que pode ser necessario utilizar os resultados de Courtois

e Semal [36, 37] em cada passo da primeira parte do GTH.
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Resumindo, o redirecionamento das transigdes € para o estado s, fornece uma
solucdo exata do modelo se as transi¢bes de saida de s, sdo conhecidas. Infeliz-
mente, para calcular os valores dessas transigdes precisamos da solugdo do modelo
original. Portanto, nosso objetivo é tentar obter um limite para o erro da solucao
do modelo aproximado e ainda conseguir ganhos no cﬁlculo desta solugdo. A
idéia é substituir o estado s. por um conjunto de estados clones dos estados da
cadeia como definido no método de [32]. A seguir, discutiremos com mais de-
talhes o método. Antes porém, vamos introduzir alguns conceitos sobre modelos
markovianos com recompensas. Estes conceitos sdo importantes para podermos
apresentar o Lema 3. Discutiremos este tipo de modelagem com mais detalhes

no Capitulo 4.

Seja. R a recompensa média acumulada por X durante o intervalo (0,1),
quando t — oco. Temos entdo R = Zf‘il m;T;, onde m; e r; correspondem, re-
spectivamente, 3 probabilidade estaciondria do estado s; (portanto igual & fragéo
de tempo em s;) e & recompensa associada a s; ganha por unidade de tempo
passada em s;. Suponha que 7, € a menor recompensa associada a um estado
da cadeia X e 7y é a maior recompensa associada a um estado de X, isto &,
T < 1 < Twp para todo ¢ = 1,..., M. Além disso, suponha que o espaco de
estados é particionado em dois sub-conjuntos: G; e G,. Entdo, podemos escrever

[38]

R = P(G1)R: + P(G2)Ra, (3.4)

onde P(G;) (P(G2)) é a probabilidade do sistema se encontrar no subconjunto
de estados G; (G2) e Ry (Rz) é o valor de R condicionado que o sistema se
encontra em um dos estados de G; (Gq). Se as recompensas séo limitadas, entéo

T < Ry < Tup €Ty < Ro < Typ € temos [38]
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Pu(G1) R + (1 — Pu(G1))re K R < Pu(G1)Raws + (1 — Pi(G1))rus
i + Piw(G1) (R — mi5) < R < 1wy — Pin(G1) (rus — Rajw),  (3.9)

onde Pp(G1) € um limite inferior para a soma das probabilidades dos estados de
Gi e Riw (Riup) é um limite inferior (limite superior) para o valor de Ri. A
equagdo 3.5 indica que podemos obter limites para R a partir do limite inferior
e do limite superior de Ry e de um limite inferior de P(G;), ou seja, a partir de

limites obtidos para os estados do primeiro grupo (G1).

Seja. X uma cadeia de Markov de tempo continuo com espacgo de estados
S = {s1,...,8m}. Suponha que existam transi¢bes com valores £ entre alguns
dos estados de X. Podemos transformar X na cadeia de Markov A’ de tempo
continuo e espago de estados S’ = {s1,...,8m, S}, onde todas as transi¢oes &
dos M primeiros estados de X séo redirecionadas para o estado s, em X’ como

discutido anteriormente.

Seja Siniciq um estado de X’ tal que Siniciar € {51,---,8m}. Assuma que K
¢ a maior distdncia de um estado de X’ para o estado Sinicia, OU S€ja, 0 menor
caminho entre um estado de X’ e 0 estado S;niciq NUNCa é maior que X transicoes.
Considere a particdo S = {Sy, 51, ..., Sk} da cadeia X, onde S; corresponde ao

conjunto de estados de X’ que estdo a 1 passos de Sinigal, ¢t = 1,..., K.

Segundo o método de [32] podemos gerar a cadeia de Markov X de tempo

continuo a partir da cadeia X’ da seguinte forma.:

e ¢ adicionado um estado f; (clone) para cada particdo S;, 1 =1,..., k;

e astaxas de transicoes entre os estados clones e entre o estado f; e a partigéo
So sdo calculadas usando as mesmas regras apresentadas em [32] (veja secéo

3.3.2);
e uma recompensa 7y € associada a cada estado f; para todo 1 < i < K.

68



E importante observar que o estado s, de A’ é substituido pelos estados clones
de X" e as transicoes de um estado s para s, sfo agora direcionadas para f.
A Figura 3.17 mostra o novo processo markoviano X", onde definimos S* =
{S1,...,5k}. Note que as transicSes € de Sy e de qualquer estado de S* séo

redirecionadas para fx.

Figura 3.17: Processo markoviano descrito por & ",

Lema 3. Seja R" a recompensa média acumulada por X" durante o intervalo

(0,t), quando t — oo. Entdo, R" < R.
Prova. Veja [32].

Veja que Sg e S* correspondem ao sub-conjunto G; em 3.4 e que os esta-
dos clones correspondem ao sub-conjunto G,. Isto nos permite fazer a seguinte
afirmacdo sobre as solugdes de X e X”: as probabilidades estaciondrias dos estados
{81,...,8nm} de X" sdo limites inferiores para as probabilidades estaciondrias dos
estados {s1,...,sn de X. Isto é verdade pois, pelas regras acima, as transigdes
entre estados f; sdo escolhidas de forma a aumentar o tempo de permanéncia
nestes estados clones o que consequentemente diminui o tempo relativo nos esta-

dos de Sy e S* (ver [32] para maiores detalhes).

Vimos que a particdo 8§ de X" depende da escolha do estado S;piciar. O método
de [32] apenas supde que Siniciar € um estado importante para a medida de interesse

a ser calculada para o modelo. Infelizmente, a escolha de Sipicq n8o € trivial.

Para facilitar a discussdo sobre a escolha de Siuiciqr, Vamos novamente usar
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o modelo de filas apresentado em [40] e discutido na se¢éo 3.3.2. Este modelo
foi escolhido devido & sua simplicidade e por permitir mostrar os problemas que
podemos encontrar para aplicar o algoritmo discutido acima. Convém, entre-
tanto, enfatizar que os pardmetros do modelo usados em [40] gera cadeias com

milhares de estados. Além disso, ndo existem taxas € definidas nos exemplos.

Relembrando, temos um modelo markoviano com duas filas, onde cada fila tem
3 servidores e capacidade de armazenamento de 4 pacotes. A taxa de chegada, a
taxa de servigco e o nimero de pacotes da fila ¢ é , respectivamente, A;, u;, € 74,
1 =1,2. Se um pacote chega na fila 1 e encontra a fila cheia, ele é enviado para

a fila 2. O estado do modelo é representado por ny e ng (veja a Figura 3.5).

Similar ao que vimos na sec¢do 3.3.2, suponha que Sjp;ciar cOrresponde ao estado
onde n; = 0 e ny = 0, ou seja, as duas filas estdo vazias. Entdo o estado clone
fi, segundo o método de [32], corresponde neste exemplo ao agrupamento dos

estados que possuem um total de 4 pacotes no sistema.

Para exemplificar o modelo, vamos assumir que \; = 3, gy = 3, p =1 e
pe2 = 1. Como definida em [32], a taxa de f; para f;_; € igual & menor soma das
taxas de safda de um estado de S; para os estados de S;_1, ¢ =1,...,8. Por outro
lado, a taxa de f; para f;; é igual & maior soma das taxas de saf{da de um estado
de S; para os estados de fij11, ¢ =1,...,7. Néo existem taxas de transicdo de f;
para f;y; quando [ > 1 para este modelo. Seja A a taxa de f; para fi+i e seja U
a taxa de f; para f;—1. A Figura 3.18 mostra as taxas de transicdo dos estados
clones para este exemplo definidas segundo o método de [32] obtidas a partir da
Figura 3.5. Note que A > u para os quatro primeiros estados e lambda < u
nos outros estados. Isto significa que a probabilidade estacionéria dos estados fi
pode ndo ser desprezivel e portanto, a solugdo de X" pode ser bem diferente da

solucdo de X.

Para que o método de [32] fornega uma boa aproximagéio, a transi¢do de saida

de f; para f;_; deve, em geral, ser maior ou igual & transicio de f; para f;i1,
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.x_:%.z»_:_,. C?\. 4mk 4mk 4m7\. 40

=1 p=2 n=3 pn=3 p=6 p=9 u 127 p=12
Figura 3.18: Estados clones do modelo com 2 filas de pacotes.

parai=1,...,M — 1 (note também que pela equagdo 3.5 os limites dependem
também das recompensas atribuidas aos estados). Infelizmente, dependendo dos
valores de A e u, pode ndo ser possivel encontrar para este modelo de filas, um
tnico estado Sjmcq que atenda a esta condigdo. Suponha entdo que a partigdo
So é composta de um conjunto de estados ao invés de um unico estado. Para
o exemplo do modelo de filas, fagamos a partigdo Sy igual a todos os estados
em que a fila 1 estd vazia. Portanto, S; contém todos os estados em que a
fila 1 tem ¢ pacotes, i = 1,...,4. A Figura 3.19 mostra as taxas de transicdo
dos estados para o mesmo exemplo definido acima. Como as transigdes entre
partigdes correspondem as transigoes devido a uma chegada ou a uma safda da
fila 1, temos A = A; e p = 3. Podemos verificar que agora temos A < p para

todo f;, 1 =1,2,3.

‘__Oﬁmk 3 k 3@

M=9

Figura 3.19: Novos estados clones do modelo com 2 filas de pacotes.

Como podemos ver a escolha dos estados de Sy depende da andlise do mode-
lo. Por isso, usamos a ferramenta TANGRAM-II [19] [20] [21]) para estudar os
modelos apresentados neste capitulo. Os modelos na ferramenta sao definidos de
acordo com a Metodologia Orientada a Objetos proposta em [18]. Um modelo
¢ visto como um conjunto de objetos, onde cada objeto é especificado através
de uma ou mais varidveis de estado. O conjunto de todos os valores possiveis
dessas varidveis fornece os estados do sistema. Por exemplo, para o modelo de
filas discutido acima temos 2 objetos, fila I e fila 2, e cada objeto possui uma
tinica varidvel de estado (varidvel n; da fila 1 e varidvel ny da fila 2). Os estados

de Sy sao definidos como aqueles que possuem 77 = 1.
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Fazer da particdo Sy um conjunto de estados nos cria um novo problema.
Sabemos a taxa de transi¢cdo de f; para Sy, mas ndo sabemos como esta taxa é

distribuida entre os estados de Sp.

Lema 4. Seja g a taxa de transicdo do estado f; para a partigio Sy na cadeia
X". Faca a transicio de f; para um dos estados de Sy igual a ¢ e encontre a
solucdo do modelo. Repita esta operagdo para cada estado de S;. A solugdo
de X" corresponde aos menores valores obtidos com cada solugdo. As probabili-
dades estaciondrias dos estados {s1,...,8n} de X é um limite inferior para as

probabilidades dos estados {s1,...,sp} de X.

Prova. Como definido acima, X é uma cadeia de Markov de tempo continuo
com espago de estados S = {s1,...,sm} e X' é a cadeia de Markov de tempo
continuo e espaco de estados S' = {s1, ..., Sa, 8¢}, onde todas as transicdes € dos
M primeiros estados de X sdo redirecionadas para o estado s, em X’. Usamos
entdo o método de [32] para gerar, a partir de X', a cadeia de Markov X" com
espaco de estados S° = {s1y---+8m f1,-- -, fx}- Suponha que conhecemos as
taxas de transicio de f; para os estados de Sy. De [32] sabemos que a solugdo
de X" é um limite inferior para a solucdo de X. Infelizmente, ndo temos os
valores das transigoes de f; para Syg. Entretanto, podemos usar o método de
Courtois e Semal [36, 37], para obter um limite: a taxa total de saida de f; é
direcionada para apenas um dos estados de Sy e é obtida a solugdo do modelo
correspondente; esta operagdo é repetida para cada um dos estados de S;. A
solucéo de X" corresponde ao menor valor obtido com cada solugio do modelo e

¢ um limite inferior para a solugéao de X. O

O Lema 4 mostra que se o numero de estados da particdo Sy for m, teremos
que solucionar o modelo m vezes, onde a taxa de transicdo de f; para um dos
estados de Sy é igual & taxa total de transicdo de f; para Sy. Infelizmente, usar o
método de Courtois e Semal na solucdo do modelo descrito acima pode ser mais
caro que usar o algoritmo GTH na solugdo do modelo original. Isto pode ser

facilmente explicado pelas operagdes executadas na segunda parte do algoritmo
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que tem um custo da O(M?) para um modelo com M estados. A seguir vamos

discutir uma alternativa para o uso do Lema 4.

3.4.3 Melhorando o Algoritmo Proposto

Seja. X uma cadeia de Markov de tempo continuo com espaco de estados S =
{s1,...,8m}. Suponha que existam transicbes com valores ¢ entre os estados de
X. Além disso, X’ é a cadeia de Markov de tempo continuo e espago de estados
S" = {s1,...,8m, S:}, onde todas as transicoes € dos M primeiros estados de X
sdo redirecionadas para o estado s em X’. Seja A" a cadeia de Markov de tempo
continuo com espago de estados S” = {f1,..., fx, 81, -, S} gerada a partir da
partigio S = {Sg, S, ..., Sx } de X' usando o método de [32], onde S; corresponde

ao conjunto de estados que estdo a 4 passos de Sp, 1t =1,..., K.

A Figura 3.20 mostra a estrutura da matriz de transicdo de X”. Note que
estamos supondo que a numeragdo dos estados é feita na seguinte ordem: estados
clones, estados de Sy e o resto dos estados do modelo. Para facilitar a discussao e
apresentagao do Lema 5 vamos supor que S” = {ey, ..., en4r}, isto é, 0 i-ésimo
estado de S” é denominado e;, portanto e; = fi, ..., ey = fr, €kr1 = S1, -+,
EM+k = SMm- E interessante aqui lembrarmos de dois fatos que irdo ajudar a
entender o Lema 5. Em primeiro lugar, os estados sdo eliminados pelo algoritmo
na seguinte ordem: ep4k, €pr+k-1, ---, €2. Bm segundo lugar, ndo conhecemos

os valores das transigdes de e; (f1) para os estados de Sp.

Lema 5. Suponha que Sy = {sk+1,-- -, Sm+k}, isto é, Sp é formado pelos m
primeiros estados da cadeia apds os estados clones. Seja 'm; a probabilidade
estacionéria (no normalizada) do estado e; € S” quando a transicdo de e; para

Sy é feita somente através do estado exqy, 1 <1 < m. Sejam
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transig8es do estado £,
para os estados de S,

estados;
clones i © o
transicdes
de s, p/ s
S0 -~
S*
\\\ transig¢des
transicdes dos estados de de 8™ p/ S

S, e S' para o estado f

Figura 3.20: Estrutura da matriz de X".

min{Im; .
_ 1<5<m paral <i<m-+k
T =< -1 Y, _ (3.6)
> ”(i)'fr"-"'m param+k+1<i<M+k
j=1 1 — py
e
maz{im;} ,
1<j<m para 1 <i<m-+k
R S Iy (3.7)
> ”(z.)w;”'“m param+k+1<i<M+k
=11 —py
Parai=1,...,M, temos
Wﬂiﬂ iﬂil Wﬁig
—r <, e FBrro =1- —/F/—F7—""—
g <" ST
onde pg-? é a probabilidade de transicdo do estado s; para o estado s; da matriz

A; (a cadeia de Markov nesse passo do GTH tem 7 estados) e 7; é a probabilidade

estaciondria (normalizada) do estado s; na solugdo exata do modelo.
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Prova. Aplicando-se o resultado de Courtois e Semal para encontrar as proba-
bilidades de todos os M + k estados da cadeia, a probabilidade de e; (fi) para
ext+1 (81) é feita igual & probabilidade total de transi¢do do estado e; (f1) para a
particdo Sp (a transigo para os outros estados de Sy € zero) e sdo encontradas as
probabilidades estacionérias (nio normalizadas) dos estados lry,..., T4k Em
seguida, a probabilidade de e; (f1) para egrs (s2) € feita igual & probabilidade
total de transi¢io do estado e; (f1) para a partigdo Sy e sdo encontradas as proba-
bilidades (nfio normalizadas) dos estados %71, ..., ?mp4k. E assim em diante, até
que a transicdo de e; (f1) para egym (Sm) € feita igual & probabilidade total de
transicdo do estado e; (f1) para a partigdo Sy e as probabilidades (ndo normal-
izadas) dos estados séo calculadas ™71, ..., ™Ty+k. A probabilidade normalizada
do estado e; quando o retorno dos estados clones é feito através do estado ey
¢ calculada como 'm;/(X3* ;). O menor valor normalizado encontrado para o
estado e; é um limite inferior para a probabilidade do estado na solucdo exata do

modelo, isto é,

; !
122% {Z—?é%l_%} = 7" < ;.

Suponha entdo que ao invés de calcularmos as probabilidades de todos os
M +k estados da cadeia X’ resolvendo-se m modelos diferentes conforme indicado
acima, calculamos as probabilidades apenas dos estados clones e dos estados de
Sp, ou seja, dos k + m primeiros estados. O primeiro conjunto de passos do
método GTH elimina estados do modelo e, a cada passo obtém-se uma matriz
de cardinalidade inferior & anterior. Note que a eliminac¢io dos M — m dltimos
estados da Figura 3.20 independe das transicdes dos estados clones ao conjunto
So. Portanto, esses passos podem ser realizados independentemente do modelo.

Em seguida resolvemos k¥ modelos com k + m estados aplicando-se Courtois e

Semal na matriz obtida apés a eliminacdo de M — m estados.

Considere entdo ™" ¢ 7% como, respectivamente, a menor e a maior pro-
? 1 H 7

babilidade ndo normalizada do estado e; encontradas para ¢ =1,...,k + m, isto
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O~

ﬂ.;m'n = mz’n{lm, e ,mﬂ'i} (3.8)

7% = maz{'m,...,™n}. (3.9)

Note que temos um valor minimo e um valor méximo para as probabilidades esta-

ciondrias (n&o normalizadas) dos estados ey, ... egyn. Precisamos agora calcular

as probabilidades estacionérias dos estados €gima1, - - -5 Eprke Dabemos que
i—1 p(_?)
Lvri:zL(i)lﬂj, para i=1,...,.M+k e I =1,...,m. (3.10)
=11 — Dy

Portanto, podemos afirmar a partir de 3.8, 3.9 ¢ 3.10 que

k4m p(k+m+1) min ktm (k+m+1)

Jiktmt1 min / l Jktm+t1 mas
Z 1 (k+m+1) 7 <1<i<m {" Tppmar } < E 1 (mtD) T
=1 L = Prtm+1,k+m+1 i=1 L = Pktm+1,k+m+1

(3.11)

A equagio 3.11 usa os valores minimos (méximos) das probabilidades estaciondrias
dos estados ey, ..., €xim para calcular um limite inferior (superior) para a proba-

bilidade estacionéria (nfo normalizada) do estado egim41. Podemos entdo definir

k+m (k;+m+1)
min _ 4, k+m+1 min
Thtm+1 = Z 1 (k+m+1) T
i=1 + = Phtm+1,k+m+1
e
k+m (k+m+1)
max _ Jk+m+1 mas
Thtm+1 = Z (k+m+1) T

i=1 1= Ditmt1 ktmt1
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Similarmente podemos calcular 75y 5 € Thie 5. B assim sucessivamente, até

Wﬂ’{ﬁk e % No final temos dois vetores com as probabilidades nao normalizadas
P min min min mer mas max

dos estados da cadeia: ™™ = {x["", ..., o} e a™® = {77, . w5}

Note que 7™ e 7™ podem possuir valores menores ou maiores que 1, j& que os

vetores ndo estdo normalizados. Note que ndo podemos simplesmente normalizar

o vetor 7™" pois os seus componentes ndo seriam um limite para os componentes

de 7.

Suponha que o menor valor normalizado obtido para a probabilidade esta-

ciondria do estado e;.5 ocorre quando a transicdo de e; (fi) para Sy é feita

somente através do estado exy, 2 =1,...,M el =1,...,m. Isto significa que
I,
_ Mtk
SMEE L S Ty
j=1 "

Como 77 < lm; < 7J1%®, temos

min !
itk Titk

k — M4k
S Mtk gmes = SMAk L

e portanto,

min
itk

— 7r.'
Mtk _maz —
Ej=1 5

3.5 Exemplos

Nesta secdo sdo mostrados resultados numéricos de trés modelos usando os algo-
ritmos discutidos neste capitulo. O primeiro é o modelo de jitter apresentado no
Capitulo 2. O segundo modelo é o sistema de polling com servigo gatted descrito

em [43, 44]. E o terceiro modelo é um servidor de disco modelado em [45].
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3.5.1 Modelo 1: Jitter

Considere o exemplo mostrado no Capitulo 2 onde o desvio padrdo para o jitter na
saida da rede é 36 (escolhemos este exemplo devido as probabilidades de transicao
entre estados terem valores bem distintos, a menor probabilidade de transi¢do é
1.8e-04 e a maior é 9.1e-01, isto d4 origem ao aparecimento de valores € na matriz,
de forma a exemplificar o método aqui proposto). Neste modelo o processo de
entrega de pacotes s6 € inicializado apés um tempo 77 da chegada do primeiro
pacote e o tempo de entrega de um pacote é fixo e igual a T5. A capacidade de
armazenamento do equipamento é de B pacotes. Pacotes que chegam e encontram
a fila cheia sdo descartados. A medida de interesse desejada para este modelo é
a probabilidade do jitter ser maior que um determinado valor apds o inicio da

entrega de pacotes.

O modelo ¢é definido usando 3 objetos: fonte que é responsavel pela geracio
dos pacotes; fila (ou buffer) que armazena os pacotes; e servidor que entrega os
pacotes ao destino. Cada objeto é caracterizado por uma ou mais varidveis de
estado (veja Figura 2.7). O objeto fila possui duas varidveis de estado: ndmero
total de pacotes na fila (n1) e nimero de pacotes armazenados na fila antes do
tltimo periodo de siléncio (ny). Os objetos fonte e servidor possuem uma varidvel
de estado cada um que so, respectivamente, o estado da fonte (f) e o estado do

servidor (s).

Visando exemplificar o uso dos algoritmos discutidos neste capitulo, inicial-
mente iremos calcular a medida de interesse assumindo que o tempo de per-
manéncia em qualquer estado do modelo é exponencialmente distribuido. Por
exemplo, o intervalo entre duas entregas de pacote é exponencialmente distribuido
com média 1/T,. Em seguida, vamos calcular a medida de interesse para o modelo

com transicoes deterministicas.

A Figura 3.22 mostra a estrutura da matriz de probabilidades de transicao do

segundo modelo de jitter apresentado no Capitulo 2 quando B = 50. Esta matriz
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possui 2801 estados e é esparsa, sendo que as probabilidades com valores maiores
que zero se concentram em torno da diagonal. Note que usamos a ferramenta
TANGRAM-II [20, 21] para visualizar a estrutura da matriz. Esta ferramenta
apresenta os elementos da matriz com cores que variam de branco (probabilidade
zero) a preto (probabilidade 1). Probabilidades pequenas (préximas de zero) séo
representadas por cores claras (por exemplo, amarelo) e as probabilidades grandes
(préximas de 1) sdo representadas por cores escuras (por exemplo, vermelho es-

curo).

Uma caracteristica importante da ferramenta TANGRAM-II e que serd uti-
lizada na solugdo dos modelos é a possibilidade de reordenar os estados e portanto,
alterar a estrutura da matriz. Como vimos, cada estado do modelo é represen-
tado por um conjunto de varidveis de estado. O usudrio entdo especifica a ordem
em que as varidveis de estado devem aparecer na representacdo dos estados do
modelo e a ferramenta organiza os estados em ordem crescente dos valores das
varidveis. A estrutura da matriz do modelo de jitter mostrada na Figura 3.22 usa
a seguinte lista de varidveis: ni, ng, f e s. Isto significa que o estado 1 é (0,0,0,0),
o estado 2 é (0,0, 1, 3), o estado 3 é (0,0,2,3), o estado 4 é (1,0,1,1), e assim por

diante. Vamos chamar a esta matriz de P.

Precisamos agora definir os estados de Sy do novo algoritmo de aproximacao.
Como vimos, uma maneira é agrupar os estados da cadeia de acordo com uma ou
mais varidveis de estado do modelo. Para este exemplo escolhemos a varidvel de
estado ny. Lembramos que ny corresponde ao nimero de pacotes armazenados na
fila antes do dltimo periodo de siléncio. A Figura 3.21 mostra o agrupamento de
estados usando ny. O estado clone f; representa os estados que tem armazenado
1 pacotes dos periodos ativos anteriores, ¢ = 1,...,50. Apenas dois tipos de
eventos ocorrem nos estados clones: detecgdo de inicio de um periodo de siléncio
e entrega de pacote. No primeiro caso, o valor de ny é incrementado com o nimero
de pacotes do periodo ativo atual e portanto, ny passa a ser igual ao ndmero total

de pacotes na fila (ny). A transicdo de f; para f;;; significa que o periodo ativo
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atual tinha j pacotes armazenados quando ocorreu um novo perfodo de siléncio.
Note que existem transicoes do estado f; para os estados fir1, fire, -« Jf50,
i =1,...,49. No segundo caso, o valor de ny é decrementado em 1 pois um
pacote é entregue (os pacotes mais antigos sdo entregues primeiro). A taxa do
primeiro evento corresponde & taxa de ocorréncia de siléncio (), enquanto a taxa
do segundo evento corresponde 3 taxa de entrega de pacotes (1/73). No exemplo
escolhido para esta se¢io temos v = 0.00167 e 1/7; = 0.05. Portanto, a transicéo

de f; para f;_1 corresponde & maior taxa de saida do estado f;, 1 =1,...,580.

\ A

UT, >~

Figura 3.21: Estados clones do modelo de jitter.

I/T, I/T, /T

Para usar a definigdo de Sy discutida acima precisamos reordenar os estados
do modelo de acordo com o valor de ne. A Figura 3.23 mostra a estrutura da ma-
triz de transi¢cdo que reordena os estados usando a seguinte lista de varidveis de
estado: mg, Ny, f, 8. Vamos chamar a esta matriz reordenada de P’. Os estados
de Sy possuem ng = 0 (sdo 201 estados neste exemplo). Note que existem proba-
bilidades com valores pequenos ocupando algumas posigoes na parte superior da

matriz. Estas transigoes correspondem & ocorréncia de perfodos de siléncio.

A Tabela 3.1 apresenta trés solucoes para o exemplo de jitter com desvio
padrio 36 na saida da rede, visto no Capitulo 2, quando ¢ = 1.0e —04 e T} = 800.
A primeira solucdo corresponde & solucdo exata do modelo onde a matriz de pro-
babilidades de transicdo é P (veja Figura 3.22). A segunda solugfo corresponde
3 solugio da matriz P~ + diag(P%eT), onde P' = P~ + P°. E a terceira solugfo
corresponde & solugdo encontrada pelo algoritmo proposto em 3.4 usando a matriz
de probabilidades de transicio P’ (veja Figura 3.23). Convém aqui observar que

0 motivo de usarmos a matriz P no primeiro caso se deve ao fato que a solucgdo
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desta matriz tem um menor custo para o algoritmo do GTH, enquanto que o
o . U ~
motivo de usarmos a matriz P’ nas duas outras soluctes se deve ao fato do novo

algoritmo exigir que os estados de Sy (grupo inicial) sejam os primeiros da matriz.

A Figura 3.26 mostra o ntimero de operagéeé requeridas para as trés solucoes
quando o valor de T7 varia de 100 a 800. Podemos fazer dois comentdrios a respeito
da Figura: 1) o ntimero de operagdes requeridas pelos algoritmos praticamente
se mantém constante quando variamos T7; 2) existe uma diferenca de pelo menos
uma ordem de magnitude entre o nimero de operagdes da solucdo exata e o
ntmero de operagoes das outras duas solugdes (lembramos que usamos a matriz
P na solugéio exata e a matriz P’ nas outras solugdes). E interessante notar em
relacdo & segunda observagdo que os algoritmos de aproximagio sdo mais baratos
que o GTH, apesar da matriz P possuir uma estrutura mais compacta que a
matriz P'. A explicacio para isto é simples. As transicdes que estdo distantes
da diagonal na matriz P’ possuem valores pequenos e sio, portanto, eliminadas
(ou redirecionadas). Logo, a matriz usada pelos algoritmos de aproximacéo é

bastante similar & matriz P.

A Figura 3.27 mostra o niimero de operagoes requeridas para as trés solugoes
quando o valor de B varia de 50 a 150. O modelo tem 2801 estados quando B = 50
e 23401 estados quando B = 150. Por problemas de meméria sé foi possivel usar
o algoritmo GTH para B variando de 50 a 100. O nimero de operacdes do GTH
para os outros valores de B foi calculado de acordo com a estrutura da matriz
de transi¢do. Para os outros dois algoritmos obtivemos as solugdes do modelo

facilmente.

Vejamos agora o modelo de jitter com as transi¢oes deterministicas. Neste
exemplo, temos dois tipos de evento deterministico: (; que corresponde ao inicio
da entrega dos pacotes (77 unidades de tempo apés a chegada do primeiro pacote)
e g que corresponde & entrega de um pacote ao destino. Portanto, os pontos
embutidos correspondem ao inicio e ao término do tempo 73, e aos instantes

de inicio e/ou término de uma entrega de um pacote. Existem ent@o trés tipos
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Limite Inferior

T P P~ + diag(P%e”) | (Alg. Proposto)
0 | 2.5092073088e-01 | 2.6131190857e-01 | 2.4587567667e-01
10 | 2.0095640781e-01 | 2.0927845747e-01 | 1.9691549975e-01
20 | 1.6094900813e-01 | 1.6761426285e-01 | 1.5771258112e-01
30 | 1.2890653304e-01 | 1.3424483793e-01 | 1.2631442891e-01
40 | 1.0324322287e-01 | 1.0751875328e-01 | 1.0116716685e-01
50 | 8.2689083462e-02 | 8.6113421453e-02 | 8.1026338296e-02
60 | 6.6226957407e-02 | 6.8969562317e-02 | 6.4895239257e-02
70 | 5.3042187721e-02 | 5.5238782131e-02 | 5.1975594193e-02
80 | 4.2482303103e-02 | 4.4241589316e-02 | 4.1628051960e-02
90 | 3.4024729268e-02 | 3.5433768626e-02 | 3.3340546402¢-02
100 | 2.7250928438e-02 | 2.8379449709e-02 | 2.6702955869e-02

Tabela 3.1: Pr[Jitter > x| para T} = 800 e B = 50.

de intervalos: A, igual ao intervalo onde ndo existem eventos deterministicos
habilitados (antes da chegada da primeira pacote e durante o perfodo em que a
fila fica vazia apés o inicio da entrega dos pacotes), A; igual ao intervalo onde
1 estd ativo (tempo de espera apés chegada do primeiro pacote), e A, igual
ao intervalo onde y; estd ativo (entrega de pacotes). Note que o evento ¢; é
desabilitado se a fila enche antes do periodo de espera 17 acabar, enquanto que

o evento @ nunca é desabilitado antes do tempo T5, uma vez ativado.

A Figura 3.24 mostra a estrutura da matriz H gerada a partir da matriz P
discutida acima. A matriz H possui 2701 estados. Observe que a matriz H possui
uma estrutura muito diferente da matriz P apresentada na Figura 3.22. A Figura
3.25 mostra a matriz H' gerada a partir da reordenacgdo dos estados de H usando
0 mesmo critério de ordenacdo de P’: no, n1, f, s. Novamente, os estados de Sy
correspondem aos estados onde ny = 0. Embora as estruturas de 7 ¢ H sejam

diferentes, o GTH preenche a parte superior das duas matrizes.
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Quando estudamos uma solugdo para modelos ndo markovianos em 3.2.2,
vimos que a solugdo da Matriz H nos fornece o vetor § das probabilidades esta-
ciongrias dos pontos embutidos e que precisamos usar a equagio 3.1 para calcular
0 vetor 7 das probabilidades estaciondrias dos estados do modelo. Para isto é
preciso calcular a duragdo dos intervalos entre dois pontos embutidos e o tempo
gasto em cada estado durante cada intervalo. O vetor B fornece a probabilidade
de cada estado no inicio do intervalo. -A probabilidade de um estado corresponde
entdo ao percentual de tempo gasto no estado em relagdo ao tempo gasto nos
intervalos dos pontos embutidos. Note que 7 é um vetor normalizado. Como o
vetor § é uma aproximacdo para a solucdo de #, o vetor m ndo é a solucao exata
da matriz P, mas uma aproximacdo para a solucdo de P onde, infelizmente, néo

conhecemos o erro.

A Tabela 3.2 apresenta trés solugdes para a matriz H quando € = 1.0e — 04
e 71 = 800. Note que a aproximacio da medida de interesse obtida usando
o algoritmo proposto é melhor do que a aproximagdo obtida pela solucdo de

H~ + diag(HeeT).

A Figura 3.28 mostra o nimero de operagdes requeridas para as trés solugoes
quando o valor de 73 varia de 100 a 800. Novamente temos uma diferenca de pelo
menos 1 ordem de magnitude entre a solugdo do algoritmo GTH e os outros dois
algoritmos. Observando as Figuras 3.26 e 3.28 podemos notar que o ndmero de
operagdes requeridas na solucio da matriz exponencial (P e P’) é menor que o
ntumero de operacdes requeridas na solugdo da matriz de pontos embutidos (H e
H'), apesar da primeira matriz ter um major nimero de estados. Isto se deve &

estrutura das matrizes H e ‘H' que sdo parcialmente cheias.

3.5.2 Modelo 2: Sistema de Polling

O segundo exemplo é um modelo de um multiplexador de dados e voz Ty — T, [41],

conforme indicado na Figura 3.29. O objetivo deste mecanismo é garantir uma
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Figura 3.22: Estrutura da Matriz P do modelo de jitter.
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Figura 3.23: Estrutura da Matriz P’ do modelo de jitter.
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Figura 3.24: Estrutura da Matriz H do modelo de jitter.
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Figura 3.25: Estrutura da Matriz H' do modelo de jitter.
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Modelo 1: Jitter
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Figura 3.26: Numero de operagbes requeridas na solugdo da matriz exponencial

para B = 50.
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Figura 3.27. Numero de operagdes requeridas na solugdo da matriz exponencial
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Aproximagao

T H H~ + diag(HeT) | Alg. Proposto
0 | 2.5961166006e-01 | 2.6173145370e-01 | 2.5871515108e-01
10 | 2.0792696730e-01 | 2.0962474260e-01 | 2.0720893513¢e-01
20 | 1.6653190277e-01 | 1.6789167709e-01 | 1.6595681975e-01
30 | 1.3337795958e-01 | 1.3446702373e-01 | 1.3291736675e-01
40 | 1.0682445709¢-01 | 1.0769670530e-01 | 1.0645556122e-01
50 | 8.5557348972¢-02 | 8.6255945961e-02 | 8.5261894598e-02
60 | 6.8524195323e-02 | 6.9083712386e-02 | 6.8287561376e-02
70 | 5.4882080863¢-02 | 5.5330206675e-02 | 5.4692557099e-02
80 | 4.4314812638e-02 | 4.3955901790e-02 | 4.3804109295e-02
90 | 3.5204957097e-02 | 3.5492414309e-02 | 3.5083384155¢-02
100 | 2.8196191039e-02 | 2.8426419938e-02 | 2.8098821403e-02

Tabela 3.2: Pr[Jitter > z] para T3 = 800 e B = 50.

fraco minima de uso do canal para cada um dos tréfegos (dados e voz). Evitando
assim, que os pacotes de um determinado tipo monopolizem o canal e aumentem
o retardo fim-a-fim dos pacotes do outro trafego. Naturalmente, os valores T; e

T, dependem da QoS definida pela rede para estes dois tipos de tréfego.

0O cor’nportamento deste multiplexador é descrito a seguir. Pacotes de dados
sdo servidos até que a fila reservada a esses pacotes se esvazie ou um tempo-
rizador ativado no inicio do servigo da fila de dados seja atingido. O limite deste
temporizador é T;. Apds o periodo de servigo da fila de pacotes de dados, o
canal multiplexado comuta para a outra fila e é alocado aos pacotes de voz. Os
pacotes de voz sdo entdo servidos até que a fila se esgote ou até que o limite de
um temporizador de valor 75 seja atingido. Uma vez que todos os pacotes de
voz s8o servidos ou o temporizador T3 dispara (o que ocorrer primeiro), o canal
comuta para a fila de dados. O tempo de comutacdo do canal é um parametro

do modelo, e neste trabalho é suposto constante.
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Modelo 1: Jitter
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Figura 3.28: Numero de operagdes requeridas na solucdo da matriz de pontos
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Figura 3.29: Multiplexador 77 — T5.
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Note que este multiplexador limita o tempo em que o canal de transmissao fica,
alocado a cada um dos dois trafegos. Em consequéncia é garantido a cada um dos
trafegos uma fracdo do canal. Entretanto, a capacidade do canal é dinamicamente
alocada a um dos trafegos, caso o outro nao esteja usando a fragdo méxima a ele

alocada.

Para este modelo, supomos que o processo de chegada de pacotes de voz e
dados tem distribuigdo Poisson, com taxas diferentes. O tamanho dos pacotes
de voz e de dados tem distribuicio exponencial, com médias diferentes. Seja
B o numero miximo de pacotes que cada fila pode armazenar. Um pacote é
descartado quando chega ao multiplexador e ja existem outros B pacotes na fila.
Os limites T; e T3 e os tempos de comutacio sdo constantes, e portanto o modelo

nao é markoviano.

Existem vérias politicas para servir a fila dedicada a cada um dos trafegos
sendo multiplexado. Por exemplo, cada fila pode ser servida de modo exaustivo
ou gated [42]. Quando o servigo é exaustivo, o servidor serve a fila enquanto
esta tiver pacotes ou até acabar o tempo alocado para a fila. O servigo gated é
semelhante ao servigo exaustivo, a diferenca consiste em que o servidor sé serve
0s pacotes que ja estavam na fila quando o servigo foi iniciado, ou seja, os pacotes
que chegam depois do inicio do servigo aguardam pelo menos até a préxima visita
do servidor para serem transmitidos. Os detalhes da solugdo destes modelos e de

outros mais complexos podem ser encontrados em [43, 44].

O modelo é definido usando 5 objetos: fonte de pacotes de dados, fonte de
pacotes de voz, fila de pacotes de dados, fila de pacotes de voze controle. Quando
um pacote é gerado pela fonte de pacotes de dados (fonte de pacotes de voz), ele
é enviado para a fila de pacotes de dados (fila de pacotes de voz). Se j4 existem B
pacotes na fila, o pacote é descartado. O controle é responsdvel por definir quem
pode utilizar o canal de transmissdo e por quanto tempo cada fila pode utilizar

o canal.
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Os objetos fila de pacotes de dados e fila de pacotes de voz possuem sempre
o mesmo valor. O objeto fila de pacotes de dados é caracterizado pelas varidveis
ng € gg para o modelo gated. A varidvel ng representa o nimero total de pacotes
na fila e a varidvel g4 representa o nimero de pacotes que ji estavam na fila
quando o servico foi iniciado. Naturalmente, ng e g4 pédem variar de zero a B.
Similarmente, o objeto fila de pacotes de voz é caracterizado pelas varidveis n, e g,,.
O objeto controle é caracterizado pela varidvel de estado c¢. Esta varidvel possui
valores de 1 a 4 onde cada valor representa como o canal estd sendo utilizado
naquele determinado momento. O valores 1 e 3 significam, respectivamente, o
uso do canal pela fila de pacotes de dados e pela fila de pacotes de voz. Os valores
2 e 4 representam a comutacao da fila de pacotes de dados para a fila de pacotes
de voz e a comutacdo da fila de pacotes de voz para a fila de pacotes de dados,

respectivamente.

Os pardmetros para este exemplo sdo os mesmos utilizados em [44] e sdo dados
a seguir. O tamanho médio dos pacotes de dados e voz é de 400 bits e 600 bits,
respectivamente. A capacidade do canal é de 1.5 Mbps e o intervalo de comutagéo
do multiplexador é de 0.1 mseg. O valor dos temporizadores para dados e voz é
de 2 e 8 mseg, respectivamente. Entre os vérios exemplos apresentados em [44]
escolhemos o exemplo em que a carga média dos pacotes de dados corresponde a
10% da capacidade do canal e a politica de servico das filas é gated. A carga média
dos pacotes de voz nos exemplos é sempre igual a 60% da capacidade do canal.
Este exemplo foi escolhido por apresentar uma maior diferenca entre os valores
das taxas do modelo o que facilita o aparecimento de transicoes €. Similarmente
a0 que fizemos com o modelo de jitter, vamos inicialmente estudar o modelo do
multiplexador 77 — Ty assumindo que todas as transi¢des so exponenciais. E
em seguida, faremos o estudo do modelo com as transigoes deterministicas. A
medida de interesse desejada é o retardo médio de um pacote no multiplexador

T —Ts.

A Figura 3.32 mostra a estrutura da matriz que representa o modelo onde
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todas as transicoes sdo exponenciais, B = 25 e o0 estado do modelo é caracterizado
por mg, g4, Ny, Gy € ¢. O nimero de estados da matriz cresce 8 medida que
aumentamos o valor de B (tamanho de cada fila). Por exemplo, temos 1452
estados para B = 10 e 30.752 estados para B = 30. A Figura 3.33 mostra a
matriz de probabilidades reordenada com a seguinte lista de varidveis de estado:
Ng, Ny, 94, gy © ¢. Comparando as Figuras 3.32 e 3.33 podemos notar que os
elementos da segunda matriz estdo mais concentrados na diagonal e portanto,
esta matriz tem um custo menor no algoritmo GTH. Vamos entdo chamar a esta

segunda matriz de P e usé-la na solucdo dos trés algoritmos.

Para usarmos o novo algoritmo precisamos definir os estados de Sy na matriz
P. Podemos, por exemplo, definir os estados de Sy como aqueles estados que
possuem 7y = 0. A Figura 3.30 mostra os estados clones do novo modelo, onde
A e 1 representam, respectivamente, a maior taxa de chegada e a menor taxa de

servico do modelo. Iremos usar este agrupamento para solucionar o modelo.

A A A

Figura 3.30: Estados clones do modelo de polling.

As Tabelas 3.3 e 3.4 mostram, respectivamente, o retardo médio dos pacotes
de dados e o retardo médio dos pacotes de voz quando B varia de 10 a 30.
Assumimos que € = 10e — 04. Podemos fazer algumas observagdes em relacéo
a estes resultados. Em primeiro lugar, os valores obtidos na solugdo de P~ 4+
diag(P®eT) sio menores que os valores obtidos na solugio de P quando B = 10
e s&0 maiores que os valores da solugdo de P quando 15 < B < 30. Isto ilustra
o que foi comentado no inicio deste capitulo sobre a impossibilidade de prever se
a solucao obtida é maior ou menor que a solucdo exata do modelo. Em segundo
lugar, a solugio de P~ +diag(P?e’) pode nio ser uma boa aproximagio para este

modelo. Por exemplo, o retardo médio de um pacote de voz para B = 30 possui
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quase o dobro do valor calculado na solu¢éo da matriz P (respectivamente, 0.995 e
0.577). Por ultimo, é importante enfatizar que o valor méximo de 30 definido para
B nestes exemplos, se deve ao fato de que nao foi possivel executar o algoritmo
GTH para B maior que 30. Entretanto, nao tivemos problemas com os outros
dois algoritmos para B = 10,...,100. Como o objetivo é comparar as solucoes
dos trés algoritmos, mostramos aqui apenas as solucdes do modelo quando B

varia de 10 a 30.

Limite Inferior

Tam. do Buffer P P~ + diag(P?eT) | Alg. Proposto
10 6.5156002274 | 6.4640521573 6.4189730994

15 7.0157544826 | 7.0493442013 6.7494928734

20 7.1434242845 |  7.4766293169 6.7893996517

25 7.1719634654 | 7.7188956812 6.7938905115

30 7.1778739878 | 8.6174844658 6.7942799104

Tabela 3.3: Retardo médio de um pacote de dados.

Limite Inferior

Tam. do Buffer P P~ + diag(P?eT) | Alg. Proposto
10 0.5340364619 0.5278693040 0.5190574229

15 0.5672516184 0.6031076469 0.5369935383

20 0.5752625547 0.6955525990 0.5383218542

25 0.5769817501 0.7390575300 0.5384539511

30 0.5773262580 | 0.9952789714 0.5384644558

Tabela 3.4: Retardo médio de um pacote de voz.

A Figura 3.36 mostra o nimero de operagdes requeridas nas trés solucdes
quando o valor de B varia de 10 a 30. Observe que o nimero de operagoes

da solucdo de P cresce mais rapidamente que as outras duas solugdes quando
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incrementamos o valor de B (a diferenca é de uma ordem de magnitude quando

B =10 e é de duas ordens de magnitude quando B = 30).

Vejamos agora o modelo do multiplexador T; —T5 com transi¢oes ndo exponen-
ciais. Neste exemplo, temos quatro eventos deterministicos: (1 que corresponde
a0 evento de disparo do temporizador de dados 71, ¢, que corresponde ao evento
de disparo do temporizador de voz T5, e 3 € @4 que correspondem aos eventos de
término de comutacgio entre voz e dados e dados e voz, respectivamente. Os pon-
tos embutidos equivalem aos instantes onde o canal multiplexado inicia e termina
o servico de uma das filas de entrada. Existem entdo quatro tipos de intervalos:
A; t=1,...,4, onde A; corresponde ao intervalo onde ¢; estd ativo. Note que

ndo existem intervalos onde apenas eventos exponenciais estdo ativos.

A Figura 3.34 mostra a estrutura da matriz % com 2652 estados quando
B = 25. Esta matriz possui 462 estados quando B = 10 e 3782 estados quando
B = 30. Novamente, a estrutura da matriz H é bem diferente da estrutura da
matriz P. A Figura 3.35 mostra a estrutura da matriz reordenada com a seguinte
lista de varigveis de estado ¢, ng, g4, Ny € gy Yamos chamar a esta nova matriz de
H'. As solucdes apresentadas a seguir para os algoritmos serdo todas calculadas

1 .
usando H por ser esta uma matriz esparsa.

Os estados da particdo Sy usado no algoritmo proposto correspondem na
Figura 3.35 aos estados que possuem transi¢do para os Ultimos estados do modelo
(bloco inferior & esquerda com 121 estados quando B = 10 e 958 estados quando
B = 30). Estes estados possuem como caracteristica comum a varidvel de estado
¢ com valor 1, ou seja, todos os estados que representam a alocagdo do canal para
a fila de pacotes de dados. A Figura 3.31 mostra os estados clones gerados a partir
desse agrupamento. Temos apenas 3 estados: os estados f; e f3 representam, res-
pectivamente, a comutagdo da fila de voz para a fila de dados e a comutagdo da
fila de dados para a fila de voz; e o estado fo representa os estados onde o canal
esté alocado para os pacotes de voz. Note que existe uma transi¢do de f; para fs.

Esta transi¢io corresponde & seguinte situagao: foi feita a comutacdo para a fila
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de pacotes de dados, s6 que esta fila estd vazia e portanto, é iniciada de imediato
a comutacdo para a fila de pacotes de voz. A situagio contréria (fila de pacotes
de voz vazia) também existe, mas nio é representada nos estados clones pois n&o

existe transicdo, segundo a definicdo do algoritmo, do estado f3 para o estado fi.

Figura 3.31: Estados clones do modelo de polling.

As Tabelas 3.5 e 3.6 mostram o retardo médio dos pacotes quando B varia de
10 2 30 e £ = 1.0e — 04. Tanto a solugio de H~ +diag(H®e’) quanto a solugio do
algoritmo proposto podem ser consideradas boas aproximagdes para a solucao da

matriz P, sendo que a segunda solucao é uma aproximacao melhor que a primeira.

Aproximacédo

Tam. do Buffer H H~ + diag(HeeT) | Alg. Proposto
10 1.2164281377 1.1621512948 1.1828155061

15 1.2716405857 1.1838712744 1.2195546321

20 1.2835511747 1.1803411264 1.2236903011

25 1.2856808486 1.1667880034 1.2237582555

30 1.2860365698 1.1628050758 1.2236980653

Tabela 3.5: Retardo médio de um pacote de dados.

A Figura 3.37 mostra o nimero de operagoes requeridas pelas trés solugdes.
Os mesmos comentérios feitos para a matriz P podem aqui serem repetidos para
. ! . . A «
a matriz % (lembramos que esta matriz foi usada pelos trés algoritmos). Entre-
tanto, é interessante observar que o nimero de operagoes requeridas na solugéo
« 1, z . . . . 4 ~ .
da matriz H é sé ligeiramente inferior ao nimero de operagdes requeridas na

solugio da matriz P, apesar da matriz P possuir de 3 (B = 10) a 8 (B = 30)

96



Aproximagao

Tam. do Buffer H H~ + diag(HéeT) | Alg. Proposto
10 1.7112352226 1.6470255333 1.6769106644

15 1.8279547058 1.7113883950 1.7624126662

20 1.8552616197 1.7125063435 1.7742562995

25 1.8610265552 1.6949020046 1.7753226679

30 1.8622094739 1.6891209550 1.7752823517

Tabela 3.6: Retardo médio de um pacote de voz.

. . 1 . « ~
vezes mais estados que a matriz H . Mais uma vez, a explicacdo para esse fato

« . 7
se encontra nas diferentes estruturas das matrizes P e H .

3.5.3 Modelo 3: Servidores de Video com Carga Mista

Na secdo 3.5.2 estudamos um mecanismo que garante a cada um dos trafegos
(dados e voz) uma fragdo de uso do canal de transmissdo. Nesta segdo, iremos
estudar um modelo de um servidor com servigo G-Gated. Temos um nico recurso,
neste caso um disco, e varios pedidos de acesso as informagtes armazenadas no
disco. Imagine que o disco armazena arquivos com caracteristicas bem distintas
como, por exemplo, filmes e dados. Precisamos, portanto, definir como estes

pedidos vao ser atendidos. A seguir vamos discutir o modelo de um sevidor de

disco com politica de servigo g-gated que foi apresentado em [45].

O servidor de disco [45] atende a duas classes de pedidos: C' ¢ NC. Quando
um pedido chega ao servidor, ele é armazenado na fila correspondente ao seu tipo
e aguarda a sua vez. O tempo € dividido em ciclos de tamanho 7. Em cada
perfodo T o servidor deve atender exatamente N, pedidos C. O valorde T ¢ N,
dependem do nivel da QoS que o sistema fornece aos seus usudrios. Assume-se

que em cada ciclo chegam N, pedidos C para serem servidos no préximo ciclo.
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Figura 3.32: Estrutura da Matriz do modelo do Multiplexador 77 — 75.
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Figura 3.33: Estrutura da Matriz P do modelo do Multiplexador 17 — T5.
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Modelo 2: Polling
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Figura 3.36: Numero de operagtes requeridas na solugdo da matriz exponencial.

Modelo 2: Polling
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Figura 3.37: Numero de operagbes requeridas na solucio da matriz de pontos

embutidos.
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O servidor utiliza o algoritmo g_gated para escalonar os pedidos a serem aten-
didos. A descricdo do algoritmo é dada a seguir. Cada ciclo T é dividido em N,
mini-ciclos de tamanho T'/N,,. cada um. No primeiro mini-ciclo, o sistema serve
N, /Ny, pedidos da classe C. Ao fim do servigo, o servidor verifica se existe algum
pedido NC na fila. Se existem pedidos NC armazenados, os pedidos NC que ja
estdo na fila sdo servidos até o fim do mini-ciclo ou até que todos os pedidos NC
(os que j& estavam na fila) sejam atendidos. Caso néo existam pedidos NC' para
serem servidos no mini-ciclo o servidor volta a atender pedidos C'. Esta politica
de atendimento é mantida nos primeiros N, mini-ciclos. No dltimo mini-ciclo
o servidor s6 atende pedidos NC apés servir os ltimos N,/N,,, pedidos C (se
ainda existirem pedidos C' a serem atendidos no ciclo). Note que o servidor nunca

fica ocioso nos primeiros N, — 1 mini-ciclos, por isso o algoritmo é dito guloso

(greedy).

Os pardmetros para o exemplo sfo os mesmos utilizados em [45] para um
disco com 2.25 GBytes e 5288 cilindros, uma taxa de transferéncia de 75 Mbps
e tempo de laténcia méaximo de 8.33 segundos: T' = 1.48754 segundos; N, = 24;
Nye = 6; 0 tempo de servico de 24 pedidos C' tem um distribuicéo erlangiana com
6 estdgios (o nimero de estigios depende da QoS escolhida, veja [45] para mais
detalhes); e o tempo de servigo de um pedido NC' é exponencialmente distribuido

com média de 0.018407 segundos.

I

A Figura 3.38 mostra a estrutura da matriz de transicdo do modelo assumindo
que todas as transicoes sdo exponenciais. O limite T' é constante, e portanto o
modelo ndo é markoviano. Os pontos embutidos deste exemplo correspondem ao
infcio e ao fim de cada mini-ciclo. A Figura 3.39 mostra a estrutura da matriz ‘H
dos pontos embutidos. Para este exemplo a matriz de transicdo do modelo tem
4941 estados e a matriz H tem 3996 estados. A Figura 3.40 mostra a matriz H'
obtida pela ordenagéo dos estados conforme definido em [45]. Os estados do grupo
inicial usado no algoritmo proposto correspondem na Figura 3.40 aos estados que

possuem transi¢io apenas para os Gltimos estados do modelo (bloco inferior &
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esquerda com 259 estados). Este estados representam o sistema no Npy.-ésimo

mini-ciclo.

As Tabelas 3.7 e 3.8 mostram o tempo médio de resposta para um pedido
NC para ¢ = 1.0e — 05 e ¢ = 1.0e — 03, respectivamente, quando a taxa de
chegada de pedidos NC varia de 1 a 10. Note que os valores obtidos na solucéo
de H~ + diag(H%eT) e usando o algoritmo proposto sio menores que os valores

obtidos na solugdo de P. Embora o algoritmo proposto apresente novamente uma

melhor aproximacdo em comparacao & solucdo exata.

Taxa de Chegada

H

H~ + diag(Hel)

Aproximacao

Alg. Proposto

8.5309255855e-02

8.5211824070e-02

8.5249021836e-02

8.8155120799e-02

8.8042486353e-02

8.8091853646e-02

9.4480540868e-02

9.4364984173e-02

9.4430481616e-02

1.0130366183e-01

1.0119635330e-01

1.0127005822¢-01

CO | O | I DN | =

1.0827843193¢-01

1.0817052606e-01

1.0825465280e-01

1.1508465436e-01

1.1497640075e-01

1.1506956013e-01

Tabela 3.7: Tempo médio de resposta de um pedido NC quando € = 10e — 05.

Taxa de Chegada

H

H~ + diag(HeT)

Aproximacéo

_ Alg. Proposto

8.5309255855e-02

8.2554738838e-02

8.4659286935e-02

8.8155120799e-02

8.4853090716e-02

8.7640481682¢-02

9.4480540868e-02

8.9013311956e-02

9.3782893023e-02

1.0130366183e-01

9.3946296685¢-02

1.0057588108e-01

1
2
4
6
8

1.0827843193e-01

9.8744536955e-02

1.0758563017e-01

10

1.1508465436e-01

1.0330094600e-01

1.1452575879e-01

Tabela 3.8: Tempo médio de resposta de um pedido NC quando € = 10e — 03.
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A Figura 3.41 mostra o ntimero de operagbes requeridas para os algoritmos
quando a taxa de chegada de pedidos NC variade 1 a 10 e € é igual a 1.0e-05 ¢ a
1.0e-03. Note que o nimero de operagdes é praticamente constante para os trés
algoritmos quando variamos a taxa de chegada, e que existe uma diferenca de
pelo menos uma ordem de magnitude entre o ntimero de operagdes do algoritmo

GTH e o nimero de operacdes dos outros dois algoritmos.

Modelo 3: Servidor de Disco

8.5

@
Q
0
3
!
o
10}
o
© 75T .
o Algoritmo Proposto .
o Diagonal
o}
g """"""""""""""""""""""""""""""""""" e=1.0e-05
Ll
=
8) """"""""""""""""""" e=1.0e-03
=
67 4 6 8 10

Taxa de chegada de pedidos NC

Figura 3.41: Numero de operagdes requeridas na solucdo da matriz H.

3.6 'Conclusoes

Um dos métodos de solugdo mais importantes na solucdo de cadeias de Markov
é o método GTH [29]. Este método tem duas importantes caracteristicas: em
primeiro lugar, o algoritmo sé faz uso de operagdes de rhultiplicagéo e adigdo,
nenhuma subtragdo é realizada, evitando assim perda de preciséo nos valores cal-
culados; em segundo lugar, é possivel fornecer uma explicagdo probabilistica para
cada passo executado pelo algoritmo. Entretanto, o uso do GTH tem algumas
restricdes, a principal delas é o custo computacional da O(N?) se a matriz de

transicdo de estados nfo tiver uma estrutura especial, onde N corresponde ao
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nimero de estados do sistema sendo modelado. O uso deste método é apropri-
ado quando N n#o é muito grande (da ordem de algumas centenas de estados) e

quando a matriz de transi¢cdo de estados do modelo néo é esparsa.

Neste capitulo, propusemos uma aproximacio para o método GTH de forma
que ele possa ser usado na solucdo de matrizes com milhares de estados. O
método proposto tem como base dois métodos de aproximacdo existentes na lit-
eratura ([31] € [32]). O novo método utiliza a idéia que probabilidades de transigéo
com valores muito pequenos, podem ser eliminadas (ou redirecionadas) e mesmo
assim termos uma boa aproximacio para a solucio exata do modelo. O obje-
tivo em introduzir uma pertubacdo na matriz de probabilidades é diminuir o
custo computacional da solucdo do modelo. Os resultados apresentados mostram
que o novo algoritmo fornece uma boa aproximacao para a solugdo de modelos
markovianos e de modelos ndo markovianos. Sendo que apenas para os modelos

markovianos foi obtido um limite para o erro cometido pelo novo algoritmo.
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Capitulo 4

Distribuicao da Recompensa

Acumulada em um Tempo Finito

4.1 Introducao

No Capitulo 3 estudamos métodos de solucdo e de aproximacio para modelos
markovianos em estado estaciondrio. Como vimos, o conjunto das probabilidades
estaciondrias nos fornece o comportamento do sistema. durante um intervalo t,
onde t — 00, isto é, para um intervalo suficientemente grande para que as medidas

de interesse cheguem a um valor estivel.

Infelizmente, a andlise em estado estaciondrio pode nao fornecer todas as res-
postas sobre o comportamento do modelo a ser estudado. Para fim de exempli-
ficagho, considere novamente o primeiro modelo de jitter apresentado no Capitulo
2. Neste modelo, temos uma fonte que alterna periodos de geracdo de pacotes
com longos perfodos de siléncio. Durante um perfodo ativo da fonte, pacotes sdo
gerados com taxa constante e entregues ao né da rede de dados mais préximo.
Quando o equipamento no destino recebe o primeiro pacote apés um periodo de

siléncio, ele armazena o pacote e aguarda a chegada de mais NV, — 1 pacotes
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antes de iniciar a entrega ao usudrio. Se um novo periodo de siléncio é detectado
antes que existam N,,;, pacotes armazenados, a entrega dos pacotes recebidos é
iniciada imediatamente. Se a fila for esvaziada apds o inicio da entrega de pacotes,

a entrega ¢ reinicializada com a chegada do préximo pacote.

Na anélise do modelo de jitter poderiamos questionar: qual o tempo de espera
pelos Ny, — 1 pacotes apds a chegada do primeiro pacote de um periodo ativo ?
qual o tempo de espera por pacotes quando a fila esvazia apds o inicio da entrega
de pacotes 7 qual a taxa de perda de pacotes durante um determinado intervalo
de tempo t apds o inicio de um periodo ativo da fonte 7 etc. Note que estas
questOes possuem uma caracteristica em comum: supode-se que o modelo estd
em um determinado estado e deseja-se conhecer o comportamento do sistema
ap6s um tempo de observacdo finito. Portanto, para obter as respostas a essas

perguntas precisamos fazer a a anilise transiente do modelo.

Um aspecto importante dos modelos que iremos estudar é a possibilidade de
associar recompensas aos estados do modelo. A recompensa ganha corresponde
a uma abstracdo do rendimento obtido pelo sistema durante o intervalo de ob-
servacao. Pode-se atribuir dois diferentes tipos de recompensas a uma cadeia de
Markov. O primeiro tipo de recompensa consiste em associar uma taxa de recom-
pensa a cada estado da cadeia. Isto quer dizer que, por cada unidade de tempo
em que o sistema permanece em um determinado estado, ele ganha a recompensa
associada a esse estado. O segundo tipo consiste em atribuir uma recompensa ao
sistema, cada vez que este efetua uma certa transicdo. Este tipo de recompensa é
chamado de recompensa por impulso, pois o valor da recompensa é somado uma

Unica vez quando a transicdo ocorre.

Uma importante medida de interesse na andlise transiente é a distribuicdo da
recompensa acumulada. Por exemplo, suponha que o modelo de jitter possui dois
tipos de recompensa : 0 e 1. A recompensa 1 estd associada aos estados onde a
entrega de pacotes estd habilitada e a recompensa. zero estd associada aos outros

estados do modelo. Neste caso, a distribuicdo da recompensa acumulada durante
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um intervalo de tempo (0, ¢) corresponde ao tempo gasto pelo sistema entregando

pacotes.

Formalmente, para uma cadeia de Markov homogénea de tempo continuo
X = {X(t) : t > 0} com espago de estados § = {s; : i = 1,..., M} e taxa de
recompensa 7; associada ao estado s;, podemos definir a recompensa acumulada

durante o intervalo (0,t) como
t
CR(t) = / IR(z)dz,
0

onde IR(t) = r; se X (t) = s;. A taxa de recompensa média acumulada no mesmo

perfodo de tempo é definida por
ACR(t) = CRT“).

A distribuicao da recompensa acumulada em um tempo finito ja foi estudada
em vérios artigos. Em [47], E. de Souza e Silva e R. Gail usando a técnica
de uniformizacdo apresentaram um algoritmo para modelos com duas taxas de
recompensa. BEm [48], Smith et al utilizaram transformada de Laplace e inversio
numérica para modelos com varias taxas de recompensa. Em [49], E. Souza e Silva
e R. Gail utilizaram técnica de uniformizacéo, e desenvolveram uma metodologia
para o célculo da recompensa acumulada em modelos gerais. A complexidade do
algoritmo entretanto é exponencial em relacdo ao nimero de estados da cadeia de
Markov. Em [50], Donatiello e Grassi fizeram uso da técnica de uniformizagéo e de
transformada de Laplace para obter um algoritmo com complexidade polinomial
em relacdo ao nimero de estados e de recompensas. Em [52], de Souza e Silva et al
propuseram um novo algoritmo que também faz uso da técnica de uniformizacao e
que possui complexidade polinomial em relagdo a um pardmetro que é menor que
o nimero de recompensas do modelo sendo estudado (portanto menor custo que o
algoritmo de [50]). Uma grande vantagem de [52] é a interpretagéo probabilistica

das equagoes.

O principal problema dos algoritmos apresentados em [50] e [52] é a possibili-

dade de apresentarem problemas numéricos pois trabalham com valores positivos
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e negativos. Além disso, ndo existe um limite de valor para os termos calculados
pelos algoritmos, podendo ocorrer problemas de overflow/underflow. Mais recen-
temente, Nabli e Sericola [54] propuseram um algoritmo para cadeias de Markov
que também possui uma complexidade polinomial, tendo como grande vantagem

s6 trabalhar com nimeros positivos e ndo maiores que 1.

Convém observar que os algoritmos citados acima trabalham apenas com taxas
de recompensa. Um algoritmo com complexidade polinomial para cdlculo da
distribuicdo da recompensa acumulada para cadeias de Markov com taxas de
recompensa e/ou recompensas por impulso é apreSentado em [51, 53]. Outra
observacio importante diz respeito ao algoritmo proposto em [54]. N&o hd uma
interpretagdo probabilistica para este algoritmo. Isto significa que os termos
apresentados na solugéo ndo possuem um significado associado ao comportamento

do sistema sendo modelado.

Neste capftulo vamos estudar os algoritmos propostos em [53] e [54] para o
cdlculo da distribuicdo da recompensa acumulada em um tempo finito. O objetivo
é fornecer uma interpretacao probabilistica para o algoritmo de [54] usando a
mesma metodologia de [49]. Em seguida, vamos mostrar um algoritmo para a
distribuicio de recompensa acumulada com limites que foi apresentado em [61]
e que se tornou possivel a partir da interpretacdo probabilistica aqui mostrada.
Tambérr} apresentaremos neste capitulo dois novos algoritmos de combinagéo li-
near de estatisticas de ordem que foram obtidos durante o estudo do algoritmo

de [54]. A importancia desses algoritmos serd discutida no decorrer do trabalho.

A apresentacdo deste capitulo é descrita a seguir. Na secdo 4.2, discutimos
os algoritmos propostos em [52] (e a metodologia de [49]) e [54], além de rever-
mos alguns conceitos utilizados pelos algoritmos a serem estudados. Na secao
4.3 apresentamos dois novos algoritmos para combinagdo linear de estatisticas de
ordem. Na secdo 4.4 apresentamos uma interpretacio probabilistica para o algo-
ritmo de [54] e exemplificamos o seu uso com um algoritmo para a distribuicgo

de recompensa acumulada com limites. Na seg¢do 4.5 apresentamos as nossas
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conclusoes.

4.2 Algoritmos

Nesta segfo sdo discutidos os algoritmos para o célculo da distribuicdo da re-
compensa acumulada apresentados em [52] e [54]. Inicialmente vamos descrever
brevemente a técnica de uniformizagio (secdo 4.2.1) e combinagdo linear de es-
tatisticas de ordem (segfio 4.2.2). Os conceitos apresentados nestas duas segdes
sdo utilizados em 4.2.3 quando discutimos o algoritmo proposto em [52]. Em
seguida, na secdo 4.2.4 fazemos uma breve revisdo de processo de renovacgao que
é utilizado na defini¢do do algoritmo proposto em [54]. Este segundo algoritmo é

estudado na secdo 4.2.5.

4.2.1 Técnica de Uniformizacao

A técnica de uniformizagdo foi proposta em 1953 por Jensen [33] e consiste
em transformar uma cadeia de Markov de tempo continuo em uma cadeia de
Markov equivalente de tempo discreto. Dessa forma, soluges transientes po-
dem ser obtidas trabalhando com o problema em tempo discreto, o que pode
facilitar a obtengdo da solugdo desejada. A seguir fazemos uma breve apre-
sentagio desta técnica. Veja [34] para uma discussdo mais detalhada sobre este
método e sua utilizagdo na drea de andlise de desempenho de sistemas de comu-

nicagdo/computagao.

Seja X = {X () : t > 0} uma cadeia de Markov homogénea de tempo continuo
com espago de estados § = {s; : ¢ = 1,..., M} e matriz de taxas de transicio
Q. Seja 2 ={Z,:n=0,1,...} uma cadeia de Markov de tempo discreto com o
mesmo espaco de estados & e matriz de probabilidades de transicdo P. Suponha

que P = I+ Q/A, onde I é a matriz identidade M x M e A tem um valor
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maior ou igual & maior taxa de saida dos estados de Q. Pode ser mostrado que
a taxa de transicdo do estado ¢ para o estado j, onde i # 7, é a mesma em X
e em Z. Portanto, temos X (t) = Zy(y para t > 0, supondo que os tempos de
transicdo sdo dados por um processo de Poisson. N/ = {N(¢) : t > 0} com taxa A

e independente de Z.

Seja m(t) =< m(t), ma(t),. .., mar(t) > o vetor de probabilidades transientes,

onde 7;(t) é a probabilidade do processo se encontrar no estado ¢ no tempo t,

i=1,..., M. Descondicionando no nimero de transi¢des no periodo (0, t), temos
X2 At)®
()= e“At(———')—w(O)P”, (4.1)
! nl

onde 7(0) é o vetor de probabilidades iniciais e P" corresponde ao n-ésimo passo

da matriz de probabilidades de transi¢do de Z.

Para avaliar numericamente a equagdo 4.1, podemos truncar a série infinita
para um valor IV, e o erro resultante do truncamento pode ser estimado a partir

dos termos restantes da Poisson. Portanto, temos

w(t) = ée““@%w(O)Pn + ¢(N), (4.2)
onde
e(N)<1-— ée-M(%)n (4.3)

4.2.2 Combinacao Linear de Estatisticas de Ordem

Seja Uy, Us,...,U, um conjunto de varidveis aleatérias (v.a.’s) continuas, uni-
H ? 7 ?

formes, independentes e identicamente distribuidas no intervalo (0,1). Seja Uy
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o i-ésimo menor valor entre estas v.a’s, portanto Uy < Ugg) < ... < Upyy. Dize-
mos que Uy, Ug), ..., Uy 580 as estatisticas de ordem das v.a’s Uy, Us, ..., Uy A
estatistica de ordem Uj;) no intervalo (0,1) tem a mesma distribuicBio de tU;) no
intervalo (0,¢) para i =1,...,n. A Figura 4.1 mostra um exemplo com n =5 e
intervalo (0,¢). Neste exemplo a v.a. com menor valor é U, e a com maior valor

é U,. Definimos Ugg) =0 e Upnq1) = 1.

0 t
I | |
| J |
tU
0 t t
| ] H |
I | ' 1
0 tsz | t
| ! ] |
I T T |
H
0 : 3 ! £
|
1

o
—r

: ; t
[
1

050y BU) U, €U tU(sy U

Figura 4.1: Exemplo de estatisticas de ordem com 5 varidveis.

Considere agora a combinagio linear de estatisticas de ordem Uy definida

pela seguinte equacao:

n+1

Cot1 = Y aUg),
j=1

onde a; é um ndmero real positivo, 1 < k <n+1. A funcao distribuicdo de c,41

é dada por

n+1

Plepy1 <r]=P [Z axUpy < 7
fo=1

Suponha Yy, = t({Upy — Up-1)) e dp = X ai, k=1,...,n+ 1 (veja Figura
4.2). Claramente temos que [56]

116



n+l n+1l

> aUmy = D diYs
k=1 k=1

¢ portanto,

) n+1
P[Cn_|.1 < T] =P [E dek, < 'I‘:l . (44)
k=1
iOYl {Y2iY3| . e e {Yn:leit
0y b :
— o :
gy 1 Lo i
> ., 1 : i
: 3, b 5
E‘ tU(n—l) : E E
Y
! Eneny

I 3

Figura 4.2: Combinagao linear de estatisticas de ordem Uy,.

Em [49] foi demonstrado que a recompensa total acumulada por uma cadeia
de Markov no intervalo (0,t) dado que ocorreram n transigdes nesse intervalo
pode ser obtida através de combinagfo linear de estatisticas de ordem (eq. 4.4).

A seguir discutiremos esta interpretagdo.

Seja X = {X(¢) : t > 0} uma cadeia de Markov homogénea de tempo continuo
com espaco de estados § = {s; : 4 = 1,..., M} e matriz de taxas de transicio Q.
Seja Z = {Z, : n = 0,1,...} uma cadeia de Markov de tempo discreto com o
mesmo espago de estados S e matriz de probabilidades de transicio P = I+Q /A,

onde A tem um valor maior ou igual & maior taxa de saida dos estados de Q,
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portanto Z é o processo obtido de X’ apés uniformizagdo com taxa A. Conforme
indicado em 4.1, o niimero de transicoes em um estado s; € S antes de sair para
um estado s; (§ # %) é dado por um processo Poisson N' = {N(t) : ¢ > 0} com

taxa A.

Suponha que n transi¢des ocorrem em X durante o intervalo (0,t) dividindo
(0,%) em n+1 subintervalos. Seja k um vetor tal que o [-ésimo componente indica
o ntmero de vezes que a recompensa r;, associada a um conjunto de estados de

Z, apareceu em um caminho amostral v, de Z.

Note que mais de um subintervalo pode estar associado a uma mesma taxa de
recompensa. Seja R = {r1,...,7L41} 0 conjunto de taxas de recompensas de X,
onder; > 19 >...> 1 > 711 =0 e seja Gk o conjunto de todos os vetores de
estados de Z de comprimento n+ 1 tal que o vetor k seja 0 mesmo. Para v € Gy,

n+l
CR(t)In, k,v=>_ d;,Yj, (4.5)

=1

onde d;, é a recompensa associada ao j-ésimo subintervalo de (0,1).

E possivel demonstrar (ver [55]) que a distribuicdo conjunta das v.a.’s Y,
k=1,...,n+1, é invariante sob qualquer permutacdo de 1,...,n+ 1. Isto sig-
nifica que podemos alterar a sequéncia das v.a.’s Y3 sem modificar a distribuicao
conjunta dos Y. Como consequéncia desta propriedade, e pelo fato do processo
de Poisson N e a cadeia discreta Z serem independentes, é possivel agrupar os
intervalos com a mesma recompensa em sequéncia. Assim considera-se que os k;
primeiros subintervalos possuem recompensa 74, 0s seguintes ks subintervalos pos-
suem recompensa Ty, € assim por diante. Portanto, CR(t)|n,k, v é independente

do vetor v que produziu k, e logo depende apenas de k.

Seja £(7) o indice da recompensa associada ao subintervalo i e n; = Eg=1 ke,

j=1,..., L. Podemos entao escrever
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AOR(H) |k = SELEImK

L+1 t
= ZT»:(J)(U(nJ) Utnj—1))
JZ
= > (re) — 7e+0) Utny) + Tezr1)
i=1
Portanto,
L

P[ACR(t) > r|n, k] = P | > (re(s) — 7ei41))Utny) > T — Pe(r41) | -

(4.6)

A equacio 4.6 nos mostra que para calcularmos P[ACR(t) < r|n, k]|, pre-

cisamos obter a distribui¢go da combinacdo linear das estatisticas de ordem no

intervalo (0,1). Baseado em resultado de Weisberg [57] pode ser mostrado que

(ver Lema 1 de [52]):

PACR(t K L_d%D ok
[ ( > T|n ] zgr(k _ 1 dTi fi(r’ )
e
PIACR(®) > rln.k L d%
onde
r; — )"
A K) = i)
I (rs = ;)
i=1
i

e (por definigéo)

d(ki—1) fi(rK) = filr,k) sek;=1
dry °° 0 se k; <1

(4.7)

(4.8)

(4.10)

Note que, para 7 € R e k; > 0, podemos escrever a equagdo 4.9 da seguinte
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forma:

(n_ )fz(T k—1,) sel#1
(ri — 1) fi(r, k= 1)) sel=1

4.2.3 Algoritmo 1

Utilizando os conceitos discutidos nas segdes 4.2.1 e 4.2.2, podemos escrever a

distribuicdo da recompensa média acumulada em um tempo ¢ como [52]

—At (At

P[ACR(t) > 1] = Ze > Tin,kJP[ACR(t) > r|n, K], (4.12)

ke’Cn

onde K = {k : [|k|| = X34 k; = n+ 1} e T'[n, K] é a probabilidade de se obter
um vetor k dadas n transicoes em (0,¢). (Em [49] identifica-se a associaciio de
recompensas a intervalos como colorir um intervalo. Desta forma, uma coloracdo
k indica um determinado valor para o vetor k. No que se segue usamos a mesma,

notagdo de [49].)

A seguir vamos mostrar a solugdo apresentada em [52] para a equacio 4.12.
Podemos dividir a metodologia usada na defini¢do do algoritmo de [52] em trés
partes. Na primeira parte é apresentada uma recursdo para I'[n, k|. Em seguida,
¢ apresentada uma recursdo para P[ACR(t) > r|n,k]. E por tltimo, a partir
dessas duas recursoes ¢ feita uma agregacio de termos na soma em k de 4.12 de

forma a reduzir a complexidade computacional.

Podemos escrever I'[n, k| como

[[n, k] =Y Tyn, k],

sES

onde I'y[n, k] corresponde & probabilidade de uma coloracio k apés n transicoes
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e onde s € o ultimo estado visitado. Seja p, s & probabilidade de transicdo do
estado s para o estado s'. Uma recursdo para I'y[n, k] pode entdo ser obtida [49]

por

’I”L k] ZPS' [n - 1 k — 10(3)]1)51 $3 (4.13)

s'eS
onde c(s) corresponde ao fndice da recompensa associada ao estado s e 1) €
um vetor de tamanho L + 1 com valor 1 na posicdo ¢(s) e valor zero nas outras

posicoes. As condigdes iniciais para a recursdo mostrada em 4.13 sdo

7ms(0) sei=c(s)
I4[0,1] =

0 se 1 7 ¢(s)

onde m;(0) é a probabilidade do processo se encontrar inicialmente no estado

s E€S.

Precisamos agora encontrar uma recursdo para a combinacao linear de es-

tatisticas de ordem. Vimos em 4.2.2 que

1 4D

P[ACR(t) > rln, k] = >

uri>T

fi(r, k). (4.14)

Em [52] é apresentada uma recursdo para o cdlculo de cada termo do somatdrio

mostrado em 4.14. Esta recursao é reproduzida a seguir.

Seja j um indice tal que k; > 0 e k € K,. Para n > 1 temos
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140

1 1 dtb ri—7r\ 1d®
| (n- — ’l‘j> (=1 dr Uilr ke =15) = filr, k) + (n —~ rj> ﬁ%fi(r’k_ 1)
{ se 1 7&]
1 4D 140 o
\ m‘a;;fi(r,k — 1)+ (ri - T)ﬂd_nfi(r’k —1;)sei=j

eparan=20,k; =1el>0 temos

1 1 4o o
1 g® - (n- —rj> (=D ar, Hnk) sei#

ﬁd_ﬁ i (7,

0 sei=j
As condigbes iniciais da recursdo acima sdo
1

d(© ; Ti— T
d_nfi(r’ ) =

sei#j

1 sei =17

Note que temos uma recurséio para I'[n, k| e uma recursdo para P[ACR(t) >
r|n, k]. O préximo passo é combinar estas duas recursdes em uma tnica recursso.

Para isso fazemos uso de duas definicdes:

Goli,n)={k e K, : k; = g} (4.15)

Fyuliyn] = {k € Gyli, n] : ko) > 0}, (4.16)

paran>0,1=1,...,L+1,9=0,...,n4+1es€8S. A definicdo 4.15 agrupa. os
vetores k que possuem um mesmo valor k; = g, enquanto a definicdo 4.16 agrupa

os vetores k que possuem um mesmo valor k; = g e possuem valor ke) > 0 para
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s € S. Em [51] é mostrado que

Gyli,n — 1] sei#c(s)eg>0

Gg-ilt,n—1] sei=c(s)eg>0

(k=1 : k € Fy[i,n]} = { (4.17)

Paran>0,t=1,---,L+1,s€ S eu >0, podemos entdo definir

n+tl I o k 1 dlotu—n~1)
; . 1

9=0 ke Fy,;[i,n]

Os valores T[4, n, u] sdo calculados recursivamente em [52]. Paran>1, u>0e

paran =0, v > 1, temos

Ysi,n,u] =

[ (Xl n—Lu— 2 +wYli,n—1,u— 1}Pl & — T,[i 5 — 1)) /wi)
se c(s) #14

| Y[ n— 1L u— 1] +wY[,n —1,u]}P: s] se c(s) =4
(4.19)

onde w;; =7; —T; para i # J, w; = r; — r, P[: 8] é a s-ésima coluna da matriz
de probabilidades de transicBo P e Y[i,n,u] = (T [i,n,u],. .., Tsy [t u]). As

condicGes iniciais (n = 0,u = 0,1) para a recursio de 4.19 sao

0 sec(s)#ieu=
Y,[,0,u] = < 75(0)/Wies) sec(s)£ieu=
75(0) se c(s) —jeuy=

(s)

\0 se ¢

O Teorema 1 de [52] mostra que:

P[ACR(t) > 1] = Z e (4.20)

SES Ty >T
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Basicamente o resultado de 4.20 é provado substituindo 4.7 em 4.12, fazendo

inversdo dos somatdrios e comparando com 4.18 para n = u.

Note que o célculo de Y[i, n, u] s6 depende dos valores computados no passo
n — 1 e no préprio passo n. Sabemos que Y'[4, 7, u] é um vetor com M posicSes,
onde M é o ntmero de estados do processo markoviano sendo modelado. Por-
tanto, na implementacio do algoritmo sdo necessdrios dois vetores de tamanho
(N+1)M, onde N é o ponto de truncagem da série infinita mostrada na equagéio
4.20 (veja [52] para o célculo do erro introduzido pela truncagem). O custo com-
putacional do algoritmo para célculo dos Y [7, n, u] 6 O(M N?) para um dado valor

de 1.

4.2.4 Processo de Renovacgao

Nesta secdo faremos uma breve revisdo de processo de renovagdo. Os conceitos
aqui apresentados sdo usados pelo algoritmo proposto em [54] e que iremos dis-
cutir na préxima segho. Veja [60] para um estudo mais detalhado sobre este

assunto.

Considere o processo {N(t),¢ > 0} que indica o niimero de eventos no intervalo
(0,t), onde o intervalo entre sucessivos eventos é independente e identicamente
distribufdo com uma distribuico arbitraria F. Suponha que o intervalo entre dois
eventos independe dos intervalos entre eventos ocorridos anteriormente, embora
possuam a mesma distribuigdo. O processo {N(t),t > 0} é chamado de processo

de renovagéo [60].

Seja X, n > 1, uma v.a. continua que representa o intervalo entre o (n — 1)
e n-ésimo evento. Suponha que o tempo até o primeiro evento seja z, isto é,
X, = z. Podemos entdo calcular o ndmero médio de eventos (renovagdes) no

intervalo (0,t) como
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m(t) = [ BIN@)|X: = a)f (2)da,

onde f é a funcdo densidade de F'. Como a funcdo distribuicdo F' € comum para

todos os intervalos, temos
EINO)|Xi=2]=1+E[N{—12)], sex <t

Portanto,

mt) = [ "1+ mlt — o)) f(@)de

= F@t)+ /Otm(t —z)f(z)dx.

A equacdo acima é conhecida como equagdo bdsica do processo de renovagdo.

4.2.5 Algoritmo 2

Seja X = {X(t) : t > 0} uma cadeia de Markov homogénea de tempo continuo
com espago de estados 8§ = {s; : i = 1,..., M} e matriz de taxas de transigdo
Q. Seja R = (r1,79,...,7L41) 0 conjunto de taxas de recompensa associado a
X,onde 1 > 79 > ... > r41. A recompensa associada ao estado s € 8 € (),
c(s) =1,...,L+1. Suponha Z a cadeia de Markov uniformizada no espaco de
estados 8 com taxa de uniformizacdo A e matriz de probabilidades de transi¢ao

P.

Seja
Fy(r,t,n) = ProbACR(t) > r, N(t) = n|ms(0) = 1],

125



onde 75(0) é a probabilidade do processo se encontrar inicialmente no estado
s € 8. A distribuicado da recompensa média acumulada no pericdo (0,%) com n

transicoes pode entdo ser definida [54] como

P[ACR(%) §:n«)§: (r,t,n). (4.21)

sE€S

Utilizando a equacéo basica do processo de renovagao e apds uniformizar a cadeia

de Markov, dois casos sdo discutidos em [54]:

® se T < Tgs)t

Fy(r,t, ) Zpss/ & D Fo (1t — Te(s)u, t — u,n — 1) Ae™Mduy
s'es

+ ——AtA” t— JL)TL,

TL' Te(s)
® Se T > Tes):
(r1—1)t
Fy(r,t,n) = > _ps, s:/” ) Fy (1t — Torsyty t — u,m — 1) Ae~ A duy,

s'es
A partir do estudo dos dois casos mostrados acima, é provado em [54] que:
AT

— > . %Wan 0)bi(n, k), (4.22)
f k=0

PIACR() > 1] =S e

n=0

onde s; = :__Tﬁ para r;41 < 7 < r;. A prova baseia-se na solugdo recursiva
J 2
da integral acima usando integral por partes e de longas manipulagoes algébricas

sem a utilizagdo de argumentos probabilisticos.

Os coeficientes bi(n, k) sdo calculados recursivamente em [54] da seguinte

forma:
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e se 1 <c(s) < j (portanto, e > ;)

bi(n,0) = 1,
bi(n,0) = bitl(n,n)sej <L,

bi(n, k) = T 715 bi(n, k— 1)+
Te(s) — TJ+1

T
1— =977 )} S (n— 1,k — 1)ps g0
Tc(s) ,’,,J+1 sgs )psys

e se j+1<c(s) <L+ 1 (portanto, res) < 15)

bl(n,n) = 0,

bi(n,n) = b1 (n,0)sej>1,

bi(n, k) = ’”jj%f(”‘)“)bg‘(n,kﬂw

Tj+1 — Te(s)
1- E——— s%b n—1,k)ps -

Seja bi(n, k) =< b (n, k), b, (n, k),...,b] (n,k) >, ondej=1,...,Les; €
S para ¢ = 1,..., M. Podemos classificar os elementos do vetor b?(n,k) em
dois grupos: Gj e L;, 7 = 1,...,L. O elemento b(n, k) € G, se 7o) > 75 €
bi(n,k) € L; se Te(s) < 7. No primeiro caso temos, pela defini¢do do algoritmo,
o valor inicial de b%(n,0) e portanto, podemos calcular J(n, 1), depois bi(n,2), e
assim por diante até bi(n,n). No segundo caso temos o valor inicial de b%(n,n) e
portanto, podemos calcular #/(n,n — 1), depois b(n,n — 2), e assim por diante
até bi(n,0). A Figura 4.3 mostra a sequéncia de célculos feita no algoritmo,
onde a célula (n, k) representa o vetor b’(n, k). Note que o cdlculo de bi(n, k) s6
depende dos valores computados no passo n — 1 do algoritmo e no préprio passo
n. Logo, na implementagao do algoritmo s&o necessarios dois vetores de tamanho
(N + 1)M(L — 1), onde N é o ponto de truncagem da série infinita mostrada
na equacio 4.22, M é o ntimero de estados do processo e L + 1 é o niimero de

recompensas do modelo. O custo computacional do algoritmo é O(LMN?).
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Figura 4.3: Célculo de b?(n, k).
4.3 Novos Algoritmos de Combinacao Linear de

Estatisticas de Ordem

Vimos na secéo 4.2.2 que a funcdo de distribuicdo da combinacdo linear de es-
tatisticas de ordem é definida como

1
Plepy1 <r]=P |:Z arUpry <1
k=1

n+1
=P lz dpYy < fr] . (4.23)
k=1

A necessidade de avaliar esta funcéo aparece ao se estudar algumas medidas da
rea de anilise de desempenho [49], embora este problema também seja estudado
em outras 4reas do conhecimento, como por exemplo, a teoria assintGtica [58] e

testes de HipGteses e Estimacdo Estatistica [55].

Em [56], Dempster e Kleyle apresentaram uma expressio analitica fechada
para o caso onde a3 > Gz > ... > g1 = 0. Em [57], Weisberg apresentou um
algoritmo para o cdlculo da combinacédo linear de um subconjunto das estatisticas
de ordem para o caso onde ax > 0 eapp; =0, k = 1,...,n+ 1. O problema
com este algoritmo é a necessidade de avaliacio recorrente de alguns termos do
algoritmo. Uma expressdo analitica fechada para o cdlculo da combinagéo linear
de um subconjunto das estatisticas de ordem foi obtida por Matsunawa [58]. O
problema, com esta solugdo é a complexidade do célculo de alguns termos da

expressdo analitica. Em [59], Ramallingam define um algoritmo para o célculo
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desses termos a ser usado antes da expressdo de Matsunawa.

Além da complexidade de alguns cédlculos, os algoritmos de combinacéo linear
de estatisticas de ordem citados acima apresentam duas caracteristicas em comum
que dificultam as implementacoes: trabalham com valores positivos e negativos e
ngo existe limite de valor para os termos encontrados durante os cdlculos (pode
ocorrer underflow/overflow e perda de precisdo). Nesta secdo sdo apresentados
dois novos algoritmos de combinacao linear de estatisticas de ordem que possuem
a grande vantagem de sé trabalharem com ndmeros positivos e ndo maiores que

1.

Para compatibilizar a notacio de 4.23 com o que foi visto na segéo 4.2.2 (veja
equagho 4.6), vamos usar a seguinte notacdo para combinacdo de estatisticas de
ordem no resto deste capitulo:

L
EOS[7k,r| =P

J

(re) — Te+))Umy) > 7= T £<L+1)} (4.24)
1

EO>[F, k, T] =P

L
(res) — re+1)Umy) 2 7 — Tg(L+1)} : (4.25)

j=1

onde 7 é o vetor de recompensas.

4.3.1 Algoritmo 1

O objetivo desta secio é apresentar o algoritmo do Teorema 1 (equagdo 4.35).
Para facilitar a compreenséo do leitor, iremos primeiro discutir o Lema 1 (equacéo

4.28) que serve de base para a prova do Teorema 1.

Definigdo 1: Para |k||=n+1, k >0, € Rer; >, seja

1 gD
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Para ||k|| = 1, isto é, existe um tnico intervalo, temos k; = 1 para algum 1.

Substituindo 4.9 em 4.26 temos

—l——r-—rozl‘ ara i = j
Oi(r,1;) =4 o (7 =7) g ’ (4.27)

0 para ¢ # j

Lema 1: Para ||k|| =n+1 e para qualquer recompensa 7y E Rer € R, g > 7

er, <r,ondek, >0ek >0, temos

Oi(r k) = ( ) Oi(r,k— 1)) + (1 - ) Oi(r,k —1,), ki > 0.(4.28)

Tg—T Tg—T1

Prova. Note que ||k|| > 1 pois k, > 0 e & > 0. De 4.26 temos que r; > 7 e de
4.28 temos v, > 7 e r; < r. Portanto, precisamos mostrar que 4.28 ¢ vélido para:
a) Ty = r (e portanto, ry # 13); b) 74 = 15 (€ portanto, ry > r);c) g F T ey F T

(e portanto, ry > 7).
a) Pararg=r

Substituindo 4.9 em 4.26 temos

1 d(ki_l) (Ti — T)n

©;(r, k) = 1) dr, |ZH

Podemos entéo escrever ©;(r, k) como

1 gt (ri — 7)™

<
ki — 1D dr; L+l
( Dt dr H {(ri — 7;)k} (ri — 7g)s

\ .775%9 J
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_ 1 d(ki.—l) < (Ti - ,,.)-n—l ( ro— 1 ) }
(ki B 1)! ar: Iﬁl { 5 — TJ kJ ( )kg_l Ti — Ty .

\ J#%g )
Como ry =,
1 dki—1) ('ri _ T)n-—l
@i(r, k) = (kll — 1)! dr’i < ) F
H {(rs — TJ )i Fry —rg)le—1
\.7#7'!9 J
- @i(’l‘,k — 19).

Sabemos que (r,—7)/(ry—r1) = 0 pois ry = 7. Portanto, é fécil ver que a equagfio

4.28 ¢ verdadeira para qualquer r; € R quando ry = 7.
b) Parary =1y
1 k1)

0l = Gy g HiK)

e - 1)!d(fz:) (=) At -1

1 kBl k=1 ) dm fp— oy dei—i-m)
- (ki_l)!z( ) dr; <7‘z‘—n) dr; filr k=1,

m=0 m
1 ry — 1\ dk=1)
B (kl_]-)‘ (7'7;—-7';) d’l",; fi(ryk_ll)—{—

fi(Ta k — ]-l)-
(4.29)

1 B (=1 d™ -y dRilom)
(k’,l — 1)! Z_: m!(ki —1- m)‘ d?‘i ( ) d'l‘i

m=1 T — Tl

Seja
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dm™ rr—r
mlm, ] = (’r- — n) '
7 1

Podemos escrever z;[m, 1, ;] da seguinte forma:

dtm) 1
zilm,mn] = dr; {(Ti =) <r- — 7‘1>}
m [ m \ d® dim=1) 1
o g( l ) d_’l‘i(Ti_T) d’l‘i (’I’i—n)

dm) 1 m [ m |\ g dim=1 1
o (Ti—r) d’l"i (Ti—ﬂ)+§( l )&Ti(ri_,r) d’l”i (Ti—n).

E f4cil notar que

dm ¢ 1 —m d™D o1
d’l"i (Ti_"'l>—'ri_7'l dri (Ti—-ﬂ>

d(l)( ) 1 sel=1
—(r; — 1) =
3 0 nos outros casos

Portanto,

—m dm1 1 m \ 4 d(m-1) 1
simrn) = (-t (o) | L G =)
r; — 1\ dm™b 1 dlm=1) 1
= (=m) <ri — rl) dr; (ri - n) tm dr; <n~ - Tl>
r:—7T d(m_l) 1
T, — T dr; T — T
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Resumindo temos

dm™ sy — 7 ri— 1\ d™ 1
i s 1 = : = 1~ : ) ( ) '
v [m r n] dﬂ' (Ti - Tl) m ( i — T d?‘i Ty — 1N (4 30)

Substituindo a expressdo encontrada para z;[m,, 7| em 4.29 temos

Ti—T 1 g%
Gilnk) = (r- —n) (ki = 1) dry filr ke — 1) +

1 kil (k)z — 1)' Ti—T d(m_l) 1
]_ _
> m(1- 2

d’i’i (7'7; — ?‘l) %

(k= 1)Ll = 1= ™ U 7
d(ki—1-m)
d—nfi(r, k—1))
ri—T 1 dki—1)
_ (n. - n) G g Rk L)+
- ki—1 . — 92)1 (m—1)
(1 _ T 7') 1 Z (k?z 2) d | 1 )
ri—n/ (k=2 (m =Dk —1-m)! dr; (ri —m)
J(ki—1-m)
—gnhilnk = L)
Ty —T 1 g-1)
= (7'7: — 7‘5) (k;,L — 1)] dr; fi('r,k — 1l) +

Ty — T 1 dki—2) 1
(1_ n-—Tz.> (ki —2)! dry {(n—rl)fi(r’k_ll)}-
(4.31)

A partir da equacio 4.11 temos que

filr,k) = (ri — ) fi(r,k — 1;) para l =i

fi(r, k) = ((jf; j:l)) Filrk — 1)) para 1 £,

portanto,
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(rs i yfir k= L) = filr k= 1), (4.32)

Substituindo 4.32 em 4.31,

- (ki—1)
@z‘('r,k) = (Tz T)( ! d fa,('r k— 1l)+

ri—n/ (k;— 1) dr;
Ty —T 1 d%2)
(1 B T; ~—’I‘L> (]{71 — 2) d’l‘z fz(T k- )
_ (““T>@Ank—1o+(y—“‘r>®4nk—hx
T — Ty r—"n

onde a ultima igualdade vem da defini¢io de ©;(r, k) em 4.26. Note que de 4.11

e de 4.26, quando k; =1 e 7y = r;, temos

o~ T) @i(T,k — ]-l)-
T

Tg_

@mm:(

c)Pararg £rery #m;

Oi(r, k) = 0 il) d(:l;zl)f(, "

= (k; il d(:;;zl) {(77::_71) filr,k— ll)}

- w—q_ﬂZf{<r:; — i‘s:;)ﬁMk—h%
= il d(Z;:) {( >f1(7 k—1l)}

k:, 1
(k—l ;;{<T:; - )ﬁwk @
i—1
B (:g —TL) (k; i 1).d(2rl )fl(r k-1)+

1L d% D (fr—p
(ki = 1)1 dry {(Tg—TlXTi-—ﬁ)fz(Tk )}
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Tg—T 1 g
_ (rk— 1
(rg — n) (k; — 1)1 dr filr )+

=T 1 d(ki—l) {(Tz . Tg) }
@V”J(M—U!dn ) il k=10

Da definigio de f;(r, k) (equagéo 4.9) e como 7; # 1, podemos escrever:

(T"____T_g_) filr,k—1;) = fi(r,k — 1,).

T

Portanto,
Tg —T 1 d(ki—l)
(—)'i ) k e g - k B
(Ir ) (Tg - Tl) (kz - 1)! dlri fz("n 11) +
Tg —T 1 d(k’i—l)
1—- 4 | )
( ’I"g—rl> (I’ﬁi—l)l d’l”i fl(ryk 1g)
Tg—T o
= 91 7k—1 1 — @Z ,k_l .
(Tg—'rz) (r z)+( rg—n> (r 2)
O
Definicdo 2: Para ||k||=n+1,
O(rk) = > 6irk)
Gri>r
1 dtki—1)
— ig;r(ki — D dr; fi(r k)
- Rk (4.33)

Sem perda de generalidade, estamos supondo que as varidveis aleatérias Uy estdo
uniformemente distribuidas no intervalo (0, 1), onde Y3 = (Ug) — Up-1)) e k =
1,...,n. B portanto,

1 n+1 n+1 )
;P {Zd/ﬁfk>7‘] :PI:ZCZ’“Y;“>T:| :EO>[F,k,T}
k=1 k=1

1 n+1 n+1
k=1 k=1
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Além disso, temos (veja equagio 4.27)
1 ser;>r
1)= ¥ 0ilr 1) = T (434)
iirg>T 0 nos outros casos

Teorema 1: Para qualquer recompensa r, € Rer, € R, 7y > 7 er <r,onde

ky >0 ek > 0, temos

Ty~ 7 O(r,k—1,), k >0. (4.35
g
Tg — Ty

o(r, k) = (TQ_T)G(T,R-lz)Jr (1—

Tg — T
Prova. Como o Lema 1 (4.28) é vélido com a condicdo de r; > r e k; > 0,

(k) = 3 Oirk)

nuri>r

- e

e

) i(rk— 1) + (1 - :;) 0,(r,k — 19)}

)@ rk—1)+ > ( T)&-(T,k—lg)

Lr>T iy >r — T
= (T )Z@ rk—1)+ ( )Z@ r k
T9 =Tl jri>r B>

= — 1— —1.).
(Tg - n) O(rk—1)+ ( - m) O(r,k — 1)

|

O custo computacional do algoritmo apresentado no Teorema 1 é O(NV), onde
|lk|| = N + 1. Além disso, note que no passo N do algoritmo s6 precisamos

conhecer os termos calculados no passo N — 1.
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4.3.2 Algoritmo 2

Como j4 discutimos anteriormente o nosso objetivo é calcular PJACR(t) > r].
Embora o Teorema. 1 nos fornega um algoritmo simples, eficiente e numericamente
estdvel para o cdlculo de combinacio linear de estatisticas de ordem, ndo foi
possivel usé-lo para determinar P[ACR(t) > r] usando a metodologia de [49] de
forma a obtermos uma interpretacio probabilistica. Nesta se¢do propomos outro
algoritmo para combinacfo linear de estatisticas de ordem que, como veremos
na se¢do 4.4, pode ser utilizado no célculo de P[ACR(t) > r]. Este algoritmo é
apresentado no Teorema 2 (equagdo 4.61). Os Lemas 2, 3 e 4 abaixo servirdo de

base para a prova do Teorema 2.

Defini¢o 3: Para ||k||=n+1, m=0,...,n,j=1,...,L, k> 0er; > 1,

seja

1 4D =1 \
Qi(m, 7;, k) = i N Y . .
i(m, 75, k) e { (7‘@' — Tj+1) fi(rj41, k)} (4.36)

Antes de apresentar o Lema 2, é importante fazermos uma observagéo em relacio

ao valor de Q;(n, r;, k). De 4.36 temos

q 1 1 k1) o 1 )
i(n,7j, k) ki — 1)1 dr; {(Ti—rj) X mﬁ(THl, )}
1 ket g1 g0
o e {(rs— 1)} X
(k; — D)} ; I dr; I
d(ki=1=10) 1
dr; { (Ti - Tj+1)n fi(rjﬂ, k)} . (4.37)
Paral=1,...,k;_1, é facil ver que
d® .
%(ri —r)t=n(n—1)...(n =1+ 1)(ri —r;)"" (4.38)
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Portanto, para r; = r;, temos

d®d 0 sel<n
(i) (4.39)
dr; nl. sel=n

Sabemos que [ = 0,...,k; — 1. Portanto I < n a menos que k; = n+ 1, ou seja,

todos os intervalos de k tém recompensa ;. Para k; = n+1, temos (equagéo 4.9)

fi(rja1, k) = (rs — m2)" (4.40)

Substituindo 4.38, 4.39 e 4.40 em 4.37,

(ki—1)
Qi(n, ’l"j,k) = (lﬁz—il)T {(7’1 — Tj)n} d {(,’, 1 )nfi(’l'j+1,k)} +

dr; i — Tj+1
ki 2 k. — 1\ q® d(ki—1-1) 1
7
S {(ry—r; (751, k
zg ( , ) g, r—=ri)"} i {(Ti_rj+1)nf(7'j+l )}+
dki-1) 1
. {(Ti — ,’,j)n} X ﬁfi(’l"j.{_l, k) . (441)
dr; (s — Tj41)
Parai=j (ri=r;), k=1 x (n+1) (ki=n+1)
1 d® 4 1
Qi(ny i, L) = 75— {(ri—r)" - Jilrj, k
z(n7T ) ('I'L)' de- {(T 7.7) } d'f'i {(Tq, . Tj+1)nf (T_H-l )}
1 1
T P BV R 10 S S SRS
i % D G

= 1.

Além disso, se k; = 0 pela defini¢do 4.10,

Qi(n,7,k) =0 paran >0, Vj tal que r; > 7
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Q:(0,75,1;) = fi(rjs1,1;) =1 parar > 1.

Resumindo,
1 sen=0,Vjtalquer; >r;,k=1;
Q(n, k) =¢ 1 sen>0i=4k=n+1 (4.42)

0 nos outros casos

Lema 2: Para [k|| =n+1,7=1,....,Lem = 1,...,n e para qualquer

recompensa 7y € R, r; € R e 1541 € R, onde 754, <71; <719 e kg >0, temos

Qi(m7 Tj:k) =
(—Tg — ) Q(m—1,7;,k) + (1 - M) U(m—1,r5k—1y). (443)
Tg = Tj+1 Tg = Tj+1

Prova. A equagdo 4.36 é definida para r; > r; e temos que 74 > 7;. Precisamos
mostrar que 4.43 é vilida para: a) rg =156 19 # 15 b) 7y =15 (19 = 7; OU
Tq # Tj); C) Tg 7 T; € Tg 7 T;. Antes de apresentarmos a prova do Lema, 2, note

que podemos escrever a equacdo 4.9, para r; > 7; e 7; = r, na seguinte forma

T —1j )n (ri — mjpa)"

Hoai) =

7". —_— 7". L+1
) j+1 H ('ri _ n)k;
I=1
I#i
ri—1; \"
- (T—Z:T—il) fi(rjs1, k). (4.44)
i Ty
a) Parary=r;ery #ry
De 4.11, como i # g
(T =T
filrjn, k) = e Jilrir, k= 1) (4.45)
i~ Ty
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De 4.36 e 4.45 e como 1y = 1,

1 d(ks 1)
(ki — 1)V dry
1 d(kz 1)

T

{
w1

‘Qi (m, 'I'j, k) =

1 filrizn, k
TJ+1) s )}

g
() (e
-

1,)

(m 1

(ks —1 d
= Qz( 17'3, —

’l"J +1

9

filrjz, k — 19)}

Como 14 = 14, temos (ry—71;)/(ry—7;41) = 0 e portanto, é facil ver que a equacéo

4.43 é verdadeira.

b) Para ry =1,

1 gD —r; \"
Q;(m,r;, k) = I ,
(m 7‘.7 ) (kz _ 1)| d'f'i {(T . TJ+1) f'L TJ'H. k)}
1 D -7y
o (k=D dry (7 - TJ+1>
_ 1 Z ki—1 1\ 40 =Ty }
(G dry {1 =14

Jki—1-1) ri—T1; (m—1)
(riip, K
dr; { (n - Tj-}-l) Jilri, )

(m-1)
( ""J+1) Ji (TJ'—H? k)}

1 Ty — T dki=1) i —T; (m=1)
— A ] , k
(ks — 1)! (7‘,; — Tj+1> dr; T — T filrjs1, k) ¢ +

: kf ki=1 1 d0 { Ty —Tj }
— —_— —_———— ><
(k),} — 1)' =1 l d’l"i Ty —Ti41

d(ki—l-—l) r; — Tj (m-1)
d’f‘i (Ti - ’I”j+1> fi(Tj-l-h k)

L (m-1)
. Ti—T; 1 d(k" 1 Ty — Ty .
N (n- — ’l“j+1> (k}z — 1)' d'f‘i Ty —Ti41 fz(7'9+1, k) +
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1 kiz_l (/ﬁ,‘ — 1)' il) Ty — Ty %
(k:@ - 1)' =1 l'(/{)z -1 l)' dT‘i Ty — Ti41

dki—1-1) o (m—1)
o {( — ) filrjrn, k) p - (4.46)
1

75— Tj+1

Usando a equagao 4.30 temos

d(l) re— s T: — T, d(l—l) 1
[, rig] = — | —4 ) =11 - —— -
xz[ y T4, ’I'J+1] d'l’,; (7'7; — Tj+1) l ( T — ’I‘j‘l’l) d']"i (Ti — Tj+1> (4 47)

Substituindo 4.47 em 4.46

Pr— s 1 d(ki—1) re — g (m—1)
Qi(m,r5,k) = : < d 1 (i1, k
(m T] ) (T’i — Tj+1> (k:z — 1)! dTi { (.ri _ Tj—}-l) f (TJ‘I‘I ) +
1 kil (k; — 1)! (1 e —1; 401 1 y
(kz B 1)! =1 l!(kz -1- l)! ri— Tj—]—l d'ri Ti — Tj+1
d(ki—l—l) T — T4 (m~1)
dr- { (,,,, — 7"-11) fi(rjz1, k)
2 1 j
— (m—1)
_ Ty =Ty 1 dtki—1) Ty — T
- (7“2' - Tj+1> (ki —1)! dr; T — Tj41 filrisn ) o +
1- 7T 1 kii (ks — 2)! g1 1 y
Ty — Tj+1 (ki_z)! =1 (l_l)!(ki—l—l)! dr; Ty — Tjt+1
d(ki—l—l) T — T (m—1)
drs { (7'72 = Tj;) fi(rjs1, k)
i (m-1)
T Ty 1 d®- ( T — 1 )
- i(riv, k) p +
(qu - Tj_l_l) (1{;7‘ — 1)! dTi T — Tj—}-l f( Jj+1 )

1- —— ) ——— ? filrinn k) ¢ -
ri—Tip) (ke —2)! dry |1 =7 \1i—Tin

De 4.11,
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Te — T 1 d(ki_l) T — T, (mﬂl)
Qlmor k) = [Tl i 7 (T K
{(m,75,) (_) e {(_) Flrynk) b+

1 d®i—2) — 7 (m-1)
X
( 7"J+1 (k;—2)! dr; Ti = Tj+1

fz(Ty+17 1)} (4.48)
B ( 7’3+1> m = Lrp k)
(1 - }T_——TZJ Qi(m— 1,7,k — 1,). (4.49)

Note que a prova acima é valida para k; = 1. De 4.42

’f'i—'l‘j

Qi(m, 75, k) =( )Qi(m—l,rj,k).

Ty —Ti+1

c)Parar, #rjerg#1;

1 dk-1) ri—1; \
Q T K) = : J (121, k
(’ITL i ) (/{Zz — 1)‘ dTi { (T’i - Tj_|_1> fz('rﬁ_l )}
1 dk-1) Ti—T T — (m—1)
= ¢ . fl(rj-i-l) k)
(k; — D! dr; Ts — Tj41/) \Ti — Tjt1
_ 1 d“““”{( T — T Tg—Ti  Tg—Tj ) y
(k; = D! dr; Ti—Ti41  Tg—Tit1  Tg — Tj41

i~ (m-1)
Tg 7 1 d(ki=1) ( Ti —Tj )
) (40, k) ¢ +
(Tg - 7‘j+1) (k;z - 1)! dr; T — Tjp1 fz( J+1 )
1 d=D {( =Ty TiT Tj+1> y
(ki—1)! dri \\ri—rjp1 " 1y —1jna
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re— 1 (m—1)
(7‘2’ - Tj+1) i (TJ-H, )} .

De 4.11,

(M> fi(rjr, k) = fi(rjp, k — 1),

T —Ti+1

Portanto,

Qi(m,r5 k) = (T — fi(THlak)}“'”

fi(71j+1a k— 19)}

Tg—T; 1 bt
Tg — Ti1 (k}l'—l).’ d’f‘i
+

= ( Lk fi(Tj+17k)} +
Ts — Ti+1
o -1
(Tj _Tj+1> C T " )fz'(’l‘-+1 k-1,
Tg — Tjt+1 (/{71 — 1)! d’fi Ty —Tit1 I d
Tg— Ty 0
= | ——1Q(m-1,7;,k
(7"9 . Tj+1> A k)
(1 - M—) Q,,(m - 1,7’_7',k - lg).
Ty = Tj+1

|

Lema 3: Para k|| =n+1,j=1,...,Lem=0,...,n— 1 e para qualquer

recompensa 7g € R, r; E R e 1541 € R, onde ry < 1541 <71, € kg > 0, temos

Qq: (m, T4, k) =
(——————rj_f-l _ Tg) Ql(m + 1,Tj,k) + (1 — M) ‘Qz(m: Tj7k - 19) (450)
Tj — Ty Tj — Ty
Prova.
1 d®D () p—ry \™
lm,rj k) = (ki = V) dr; {(n — Tj+1) filrian k)}

143



_ 1 dki=1) Ty — T'j41 i —1; (m+1) -
(ki = 1)1 dr TP — T T~ Tis1 i\Tj+1

1 g1

(m+1)
(Ti - 7“j+1> (i k)}

(5
f
1 d(la,;—l) Ti41 — Tg ri— 1 (m+1)
= (k@ - 1)! dr; {( T — Ty ) <Ti_7'j+1) fi(Tj+1,k) +
(=
Ji

il T T T T rg> y
i — T Ty —Tg Ty —Tg

1 d(ki,—l) Ti — Ti41 _ Tit1 —Tg o
(kz 1 ! dn 75 r

T
(m+1)
Tir1, K
e )}
i~ (m+1)
Ti+1 — Ty 1 dky Ti —T; (.
( ) ki — 1)1 dr; Ti— T filrjrn, k) ¢ +
1 d(kl D (ri— To o TiTTit1Y)
(k’l - 1)! dlri T — Tj Tj — Tg

(m+1)
(7"1' - Tj+1) filrser, k)}

Tj—Tg

De 4.11,

T: —T;
filrjr, k) = (n—;ﬂ) filrjrn, k — 1),

g

Portanto,

Tig1— T 1 dtki=1) —— (m+1)
‘Qi ) k) = I+ 9 ] J i\rs
(m TJ ) ( Tj - Tg > (k;l - 1)! dT'i 7'7; - Tj+1 f (Tn7+1’ k) +
1 d,(k;i.'—l) T — 7'g % Tj — Tj+1 T — 717' (m+1)

(ki - 1)! de; Ty — Ty Tj— Ty Ty — Tjp1
Ti — T+t
—— | filri+1, k=1

( T;— Ty ) filrs g)}

- (m+1)
_ [T+l Ty 1 gD ri— N
B <Tj_7"y>(/€i—1)! dr; | \mi—rm filrjn, k) ¢ +
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— 741 d®=1) ( /ry — 1, —rip\ [ Ti— Ty
—Tyg (/{77, - 1 ! d’i‘z — Ty 1 — Ty Ti — Ti41
T — "
B AR

Te = Tj+1

_ (m+1)
7‘3+1 — Ty 1 d% D/ ri—1;
i\"j 7k
— Ty ) k — 1) d?"i Ti — T4l f (TJ-H ) +

Tjg1— 7T 1 d(ki—1) . (m)
1 Ut g ; J k1
( — Ty > (k’L - 1)' d?"i Ti — T+l f (TJ+1; g)

TJH ) (m+1,r5,k) + (1 — M) Qi(m,rj, k—1,).
Tj— Ty

a

Definicdo 4: Para |k||=n+1,j=1,...,L,m=0,...,n, k;, > 0er, > 1

seja

LT 2Ty
S )
- filrs ,k}. 4.52
i?TaZZ:Tj (kl - 1)! d'f'i Ty — Tj—{-l ( Jj+1 ) ( )

E importante observarmos o que acontece com a defini¢do acima quando m =

0 e quando m = n. Lembramos que ;41 < 7; e n > 0.

a) Para m =0, de 4.52 temos

1 dki-1) S — T 0
W0k = 2 G {(rj— Tj) fi(rj“’k)}

Lri>r; Tit1
1 d(Ei—1)
= z; (ki — 1)1 dr; {fi(rj+1,k)}
LTri>T; l ‘ P
1 kD)
= Z (ki — 1) dry {filrj+1, K} (4.53)
Gri>Tier VP : )

Onde a dltima igualdade é valida pela simples observagio que os valores de 4, tal
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que 7; > T4, sdo idénticos aos valores de %, tal que 7; > 711, uma vez que 7; € a

menor recompensa maior que Tj41-

De4.7¢ 4.6

Q(O,’l’j,k) = EO>[F,k,7'j+1],

ou seja, 2(0,7;,k) fornece a probabilidade de uma combinaco linear de es-

tatisticas de ordem com 72 41 intervalos ser maior que 7,41.

b) Para m =n, de 4.52 temos

R (= I

LT 7 Tj'H-

De 4.44,

) = Y e 10} (4.59)

n,7T; = (rs, k)b .
J iyt (]{71 — 1)! d’f‘i J
De 4.7 ¢ 4.6
Q(’I’L,’T‘j,k) = EOZ['I_“,k,Tj]. (456)

De 4.54 e 4.51

Qn,ri, k) = Qn,ri k) + > Qu(m, 7y, k). (4.57)

Lri>T§

De 4.42 e 4.24, para k; < n +1,
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Qn,r5,k) = 0+ > Q(m,ry,k)

©rg>Ty

= EO> [F, k, Tj]

Para k; =n +1,

Qn,rj k) = Qn,rk)+ Y Qi(m,ryk)
Lr>T)
= Qj(n,r,k)+0
= Qj(n,rj,k)

= 1.

Resumindo,

Q(0,7;,k) = EO- |7 k, rj41]- (4.58)

EO. [ k,r;] = EOs[fk,r;] para qualquer k tal que k; <n +1
Qn, 5, k) = -

EOs[r k, ry] para qualquer k
(4.59)

Lema 4: Para ||k]| =n+1,n>0,m=0,...,n,g=1,...,L+1ek, >0 temos

Q(m, Tj,k) =

(

(_7“9 3 ) Q(m - 1,75,k) + (1 -~ M) Q(m—1,r;,k—1y)

T = Tyl T Tan
para qualquer ry > 7;

< (4.60)

(P8 et 1)+ (1 BT ke 1)

Tj—Tg Tj—Tg

para qualquer 7, < 15
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Para |[k|| =n+1 =1, temos
(0,1, 1,) = 0 sery<r;j
1 serg>r;
epara |kll=n+1>1
1 seml:O,j:Le Zf_lk' >0
Q(m,r;,k) = 0 sem=mn,j=1e¢ L/ k>0
Q0,r-1,k) sem=n,7=2,...,Lek;<n+1

onde lembramos que L é o indice das recompensas e temos r; > 79 > ... > 711 >

Tr+1 = 0.

Prova. Primeiro iremos apresentar a prova. das condicoes iniciais definidas para

0 Lema 4 e em seguida mostraremos a prova do lema.

Paran = 0, a prova das condiges iniciais é trivial. De 4.58 temos (0,75, 1,) =
P[d1Y; > rj41]. Como s6 exite um intervalo, (0,7;,1,) é igual a 1 se 7y > 7544,
e é igual a zero se ry < 741 (note que esse resultado pode ser obtido diretamente

de 4.53).
Para n > 0, temos 3 condic¢oes iniciais.
a) Q0,r, k) =1se S0 k>0

De 4.58 temos Q(0,71,k) = P[X0*1dyYy > 7141). Por definigio, rpyy =
0. Além disso, como Z _1 ks > 0, entdo existe pelo menos um intervalo com

recompensa maijor que zero. Portanto, (0,7, k) = 1.
b) Q(n,r1,k) =0se T4 kg >0

De 4.59 temos Q(n,r1,k) = P[] dYy > r1]. A recompensa r; é a maior
recompensa do modelo. Como EL"'I ks > 0, isto significa que existe pelo menos

um intervalo com recompensa menor que r1. Portanto, (n, 71, k) = 0.

c) Qn,r; k) =Q0,7j-1,k) para j =2,...,Lek; <n+1
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De 4.58 temos Q(0, 75, k) = P[Z0t] dipYs > 7j41] e de 4.59 temos Q(n, r;,k) =
P| Z;Lll dpYy > 1] se k; < n+ 1. Portanto, Q(n,r;,k) = Q(0,r;-1,k) para

Jj=2,...,Lek;<n+1

A prova da equagio 4.60 do Lema 4 ¢é obtida usando os Lemas 2 e 3. Para

Ty > 1; (veja equagdo 4.43) temos

Qm,rk) = 3 Qi(m,ryk)
Lry>Ty
. {(4) Qu(m — 1,75, K)+
iri>r; \\Tg —Tj41
(1 - —Tg—-:-fl—) Ql(m — l,Tj,k — lg)}
Tg — T+
= ¥ {(M) Qu(m — 1,Tj,k)} T
ari>r; W \Tg — Tj+1
> {(1___—__) W_l,?«j,k_lg)}
ri>T; Tg = Tjt+1
= (M> Z Qi(m_ 1’Tj:k) +
Tg — Tj'l'l LTy
(1 - _-_) S Qum— 1,7,k - 1)
Tg = Tjt1 iy >ry
— (M) Qm —1,7;,k) +
Tg — Tj+1
Ty —T;
1——2 L )Q(m—1,r,k—1,).
( Tg — Tj+1> ( ’ 2

Para r, < r; (veja equagdo 4.50) temos

Q('m,, Tjs k)

Z Qz(m, ’f'j, k)

Lri>Ty

> { (M) Q(m+ 1,75, k)+
iri>T; T;—Tg

Tig1— T

1— 2 9V Qi(m,ri k—1

> { (M> Q;(m + 1,7“j,k)} +
iri>r; Tj—Tyg

Z {(1 — M) Ql(m, Tj,k - 19)}
i Ti—Tyg
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= (@) Z Qi(m-l—l,rj,k)—k
g

Ty — G >r;

(1 Litl = ) Y Qu(m, ik — 1)

Ti =79 / twi>r;
= (———Tj+1 — Tg) Q(m—l— 1,7‘j,k) + (1 - M) Q(ma Tjak - 19)'
T —Tq Tj—Tg

O

Teorema 2: Para ||k|]|=n+1,rj<r<rjej=1,...,L,

Ti—Ti+1

n . l . {n—0)
EOS[F k7] = Z ( n ) (Lﬁi) (1 — L@) Q@,7;,k). (4.61)
[ J

Prova.
1 d(ki—1)
EO> [F, k, 'I"] e ] fq/( ,k)
i:nz>r(k7i — 1) dr;
dki=1) )
= i;g;-r( - 1 ! dr; { __,,.J_H) fz 7"J+1, )
1 d(ki—1) e\
= 1 3+ . ) ,k
i:nz>7‘( P 1 ! d’f',L { _ lrj+1) f(TJ+1 )}

¢
(-
> _fud(;;){(l o) an)
(=
(

iriar (K —Ti+r T T

D | (R ) I
imear (K '_1 b odr '_Tg+1 Ty — Tj41
f1(7'3+1,k

Ly 1 1){ (1 r~ra+1)+
i (ki — 1)1 dr T4l

r—r T
(TJ 7::11)( Ty — Ty+1>> fi(rjﬂ,k)}
- 3 1 4% {2":(71)(7"—7‘j+1 i T )Lx
i (K= D drs Vg AT — T T Ty
(1 — L‘Jﬂ)mﬁl) filrisn, k)} :
Tj — Tj41
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Mudando a posicado do segundo somatdério para o inicio da equagéo, temos

, 1 gD n r—rig\
EOs|rk,r] = ZZ M=) dn ( (———JH) X

L >rl= 0 [ Tj—Tjt1
r—r (=t 7 T :
— i .
) () ]
T — Tj11 i1

Podemos tirar do célculo da derivada da equacgdo 4.62 os termos independentes

de 7;.

n . l . (n—1)
BOs[f k] = 33 n)(—T Tﬂ“) (1——7’ Tﬂ“) X

irg>ri=0 \ [ Tj—Tin Tj— Tj+1

1 dlki=1) Ty — T :
(- 1) dn {(“ — Tj+1) fi(rjr, k)

_ zn’: n (T‘—Tj+1)l<1_ T—Tj+1)(n_l)x

1=0 \ [ T5 = Ti+1 Tj— Tjt1

1 d®Y ri—r; \'
Z (ki — D! dry {(Ti_'rj+1) fi(rjr1,k)

uri>T
l (n—1)
i n r— Tyl T~ Tit1
= () (- 22T s o,
=0 l Tj— Tj1 T5 = Ti+1 4>

Sabemos que r; +1 < r < r;. Entéo,

n l {n—1)
n — . oy
EOL[f k] = 3 (7'—”“> (1 - ﬁ) Y (1,7, K)
=0 \ I Ty = Tj1 Ty — T+l BT
n l n—1
-y (—T_T”'“) (1—_——T_Tf+1)( )Q(l.r. k).
=0\ 1 Tj = Tj+1 T — Tj+l T

O

O custo computacional do algoritmo é O(LN?), onde L + 1 é o nimero de
recompensas do modelo e ||[k|| = N + 1. Note que no passo N do algoritmo s6

precisamos conhecer os termos calculados no passo N — 1.
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4.4 Recursio para P[ACR(t) > r]

O objetivo dessa segéo é obter um algoritmo para P[ACR(t) > r] usando a mesma
metodologia de [49]. Como vimos, esta metodologia encontra uma recursio para
P[ACR(t) > r| a partir de uma recursdo para I'[n,k| e de uma recursiio para
P[ACR(t) > r|n,k]. Na se¢éo 4.3 apresentamos duas recursdes para combinaco
linear de estatisticas de ordem. A primeira recursio (Teorema 1) tem um custo
da O(N) enquanto a segunda recursio (Teorema 2) tem um custo da O(LN?),

onde ||k|| =N +1e L+1é o ntimero de recompensas do modelo.

Infelizmente néo foi encontrada uma recurséo para P[ACR(t) > r] usando o
primeiro algoritmo. A explicacdo para isto é simples. Cada passo do algoritmo
1 para P[ACR(t) > r|n,k] exige a eliminagdo de dois intervalos do vetor k,
enquanto o algoritmo para ['[n, k] exige a eliminagfo de apenas um intervalo.
Este fato impossibilita o agrupamento dessas duas recursdes como definida na

metodologia de [49].

Portanto, usaremos o segundo algoritmo de combinacio linear de estatisticas
de ordem para encontrar uma recursdo para P[ACR(t) > r]. Na realidade, o al-
goritmo encontrado é idéntico ao algoritmo proposto em [54]. A grande vantagem
do uso da metodologia de [49] é a obtengdo de uma interpretagdo probabilistica
para o algoritmo, mostrando que o algoritmo de [54] é encontrado diretamente de

argumentos probabilisticos idénticos ao usado para se obter o algoritmo de [52].

Apés mostrarmos o algoritmo de [54] obtido usando a metodologia de [49],
apresentaremos uma modificagdo no algoritmo de [54] e mostraremos o algoritmo
para a distribuicio de recompensa acumulada com limites de [61]. A defini¢do do
algoritmo de [61] se tornou possivel a partir da interpretacgio probabilistica e da

modificagdo do algoritmo de [54] aqui discutidas.

152



4.4.1 Interpretacao Probabilistica

Inicialmente vamos definir a recursdo ®[n, k| similar & recursdo I'[n, k| (equagéo
4.13), isto é, ®[n, k| é a probabilidade de uma, coloracéo k dadas n transi¢des. A
recursdo de ®[n, k| é feita de acordo com o primeiro estado visitado, enquanto
a recursao de I'[n, k] é feita pelo dltimo estado visitado. Usaremos ®[n, k| nesta
secio pois é nosso objetivo obter o algoritmo de [54] usando a metodologia de
[49]. Entretanto, toda a discuss8o feita a seguir também é vélida para a recursdo

de I'[n, k].

=Y 7,(0)®;[n, K], (4.63)

SES )
onde

n k] Z(Dsl 1c(s)}ps,s’ (464)
s'eS

e

1 sei=-¢c(s

0 nos outros casos

A prova de 4.64 é similar & prova da recursdo de 4.13 e que foi apresentada em

[49).

Vamos agora apresentar duas novas defini¢oes que serdo utilizadas no decorrer
desta se¢do, e em seguida mostraremos uma recursdo a partir do Teorema 2

(equagio 4.61) e da recurséo de ®[n, k] (equagéo 4.64).
Definicio 5: paran >0, s €S, ryq € {r1,... ,TL+1}, seja

Goli,n] ={k € Ky : ki =g}, (4.66)
onde I, = {k: ||k|| =n+1}. Paran >0, s € S e r¢,) € R, temos [51]

Goli,n—1 set#£c(s)eg>0
{k—lc(s):kelcnekc(s)>0}:{ s ] Fels)eg> (4.67)

Gg1ltyn—1] sei=c(s)eg>0
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Defini¢io 6: paran >0, m=0,...,n,s€8ej=1,...,L, seja

n—+1

Ty(n,m,j) = > Y. O,(n,k)Q(m, 1, k)
9=0 kG, [e(s)m]
n+1

=3 > &(nk)Qm, 7 k). (4.68)

9=1 keGy[c(s),n]

A segunda igualdade é verdadeira pois, para g =0, ®(n, k) = 0. Note que como
o primeiro estado visitado é s, necessariamente kg, > 0, logo a probabilidade de

uma, coloracéo k onde kes) = 0 & zero.

Lema 5: Paran>0,m=0,...,nej=1,...,Les €S,

Ts(n7maj):

([ Tel) —Tj ) : ( Te(s) = T ) .
— = 1 YTin,m-17)+{1l—-—— To(n—1,m—1,7)pss
<TC(8)_7‘J'+1 ol ) Te(s) — Ti+1 S'EE:S . ’ Pes

para qualquer rys) > 7

(M) Ts(n,m_l_ 1,‘7) _|_ (1 — M) Z Ts,(:n — 1,m,j)ps’s,
Tj = Te(s) Ti—Tes) / s'es

para qualquer 75 < 7

(4.69)
Para n =0 temos
1 sejétal querys) 2> 7y
Ts(0707j) = j d o4 =1
0 sejétalqueryy <7y
e para n > () temos
1 sem=0,rqy >jej=1L
Ys(n,m, j) = 0 sem=mn,rqy <jej=1 (4.70)

YTs(n,0,7—1) sem=mnrgqy#rjej=2,...,L

Prova. Antes de apresentarmos a prova do Lema 5, é importante verificar como

o célculo dos Y(n,m, j) é implementado. A Figura 4.4 mostra a implementagao
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para um modelo onde R = {ry,72,73,74}. Lembramos que r, > r9 > ... >
rr, > rpe1 = 0. As setas mostram a diregdo do célculo dos Y,(n,m,j). Por
exemplo, para T¢s) = 79, temos o valor inicial de T4(n,0,3) e podemos calcu-
lar Ys(n,m,3) para m = 1,...,n. De acordo com as condigdes iniciais, temos
Ts(n,n,3) = Ts(n,0,2), entdo podemos calcular Ys(n,m,2) param =1,...,n.
Temos também o valor inicial de T4(n, n, 1) e assim podemos calcular Yy(n, m, 1)
param =n —1,...,0. Note que podemos ter T,(n,n,2) # T4(n,0,1), o motivo

desta diferenca serd explicado na prova das condicoes iniciais.

.............. » rl e rz —_———— r3 —_ — r4
m=0 m=1l m=2 m=3 m=0 m=1 =2 m=3 m=0 m=1 m= m=3
n=0
_______________________________________________________ 5 P
n=1 |-——_L e —— A — ] ——— ] ——— e ]
e — | — d — — — - — _ —_ 44— 4 - — - — — — 1 —
.............................................................. »l [P F I
n=2 . __ _| P [ [ S —_ ]
e — | 44— - - - | T T T T
n=3 | T PR O o M AU M AU A
e— | — 4 - 1 - 4 - 4 - 4 - 4 - b - 4 4 1 __ 1 __ _]
j=3 j=2 j=1

Figura 4.4: Célculo dos Y4(n,m, 7).

Iremos agora mostrar a prova das condigbes iniciais definidas para o Lema 5

e em seguida mostraremos a prova de 4.69.

Paran = 0, a prova das condigdes iniciais ¢ trivial. De 4.65 temos ®,[0, 1.(,)] =
1, e de 4.58 temos £2(0, 7, 1¢s)) = 1 se r,) > ;. Portanto, T,(0,0, §) ¢ igual a

1 se res) = 7 € € igual a zero nos outros casos.
Para n > 0, temos 3 condicdes iniciais. Vejamos a prova.

a) Ts(n,0,L) =1 se rqp) > 1p
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De 4.68 ¢ 4.58 temos

n+1

Te(n,0,L) = S5 Y &,(n,k)00,71,k)
9=1 kEGy[c(s)n]
n+1

= Z Z ®,(n, k) EOS |7, K, 7,44]
9=1 k€Gy[c(s)n]
n+1

= Z Z @S ('I'L, k)EO> ['F, k, O]
0=1 keGy[de)n]

Note que o primeiro estado visitado s tem recompensa ) > 77, > 7141, logo

n+1

Ts(n,0,5) = 3. > @snk)x1
9=1 keGylc(s),n}
n+1

= > > &(nk)

9=1 keGyle(s),n]
= 1.

A 1ltima igualdade corresponde & soma de todas as probabilidades dado que s é

o primeiro estado visitado.
b) Ts(n,n,1) =0se roey <71

De 4.68 ¢ 4.59 temos

n+1
Ts(n,m,1) = > Y ®(n,k)Q(n, 1, k)
9=1 keGyle(s),n)
n+1
= Z Z @S(TL, k)EOZ['I_',, k,’l"l].

9=1keGy[c(s)n]
Sabemos que 71 é a maior recompensa do modelo. Além disso, existe um intervalo

COmM recompensa r'ey) < 71. Portanto, EO> [, k, 1] = 0.

n+1

Ts(n,m,1) = 3, Y, @(nk)x0

9=1 k€Gg4[c(s),n]
= 0.
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c) Ts(n,n,5) = Ts(n,0,j —1) seres) #rjei=2,...,L

Da. definicdo 4.68

n+1

To(nyn,§) = Y. Y, B(n,k)Qn,rj k).

9=1 keGq4[c(s),n]

Das condicdes iniciais do Lema 4 (equagio 4.60) e observando que, se c(s) # 7 e

s 6 o tltimo estado visitado, ke(s) > 0, e portanto k; <n + 1.

n+41

Tolmn,§) = S . 0,(n,k)Q0,75,k)

9=1 K€Gy[e(s),n]
= T,(n,0,7—1).

Vamos agora mostrar a prova do Lema 5 (equagio 4.69) para Tes) = T €

depois para res) < 7y

a) Para res) > 1

n+1

Ts(n,m,j) = Z Z (I)s(n7k)9(m7 'rj:k)

=1 keGgle(s),n]

_ %1 > @s(n,k){(M> Q(m — 1,75, k)+

9=1 keGqy[c(s),n] Te(s) — Tj+1

(1 __ _Ti(._glig_) Q(m — 1,Tj7k - 10(3))}

Te(s) — Tj+1

= g:l > (—T—cﬂj—>9(m—l 5, K)@5(n, k) +
= 31 g s\1%

9=1 k€Gy[c(s),n] Te(s) = Tj+1

= Te(s) = 7
S0 (1 — —~——3—> Q(m — 1,75,k — 1g5)) ®s(n, k).

9=1 keGyc(s).m] Te(s) = Ti+1
(4.71)

Usando a equacdo 4.64 no segundo termo da equagéo 4.71,
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) Te(s) — 74 n+1
Ton,m,5) = {|——L)> > Qm-1,7,k)P(n k) +
Te(s) = Ti+1/ g=1 KEG,[¢(5),n)]

, . n+1

(1 - ﬁ#) Y X Am-Lrk—lg) X
e(s) 11/ g=1keGy[e(s),n]

S By (n— 1,k — 1ogs)pss

s'es

Te(s) — T n+1
_ ( ¢ g ) S Y Qm—1,r;,k)®(n, k) +
Te(s) = Tij+1/ g=1 keGyle(s),n)

Tele) =73 | 5§
- T ) S S Qi =1,k — 1) X

Tes) =~ Ti+1/ s1e89=1 keGyle(s)m)
®y(n—1,k— 16(3))3}8,5/. (4.72)

De 4.67 temos {k — 1.4) : k € Ky € kg > 0} = Gy_ilc(s),n — 1] para g =
1,...,n+ 1. Podemos entéo escrever 4.72 como

. n+1
Yo(n,m,j) = <M1—>Z Yo Q(m—1,75,k)@(n, k) +
Te(s) — Ti+1/ g=1 keGylc(s),n]

Tes) — T n+l

1——'_]:._——7_ ZZ Z Q(m—l,rj,k)x
ols) 7 Ti+l/ s1eSg=1keGy_1[c(s)n—1]

@s’ (n - 17 k)ps,s’-

Note que

n+1

Z Z Q’(m - 1, T, k)@s' (n - 1, k)ps,s’ =

9=1 keGy_1[c(s),n—1]

> Qm —1,75,k)®g(n — 1, k)ps 5.
kel it Gy-ile(s)in—1]

Além disso,

{k:ke nCJlG' —le(s),n—1}={k:ke G Gole(s),n—1]} ={k:k € Ls_1}.
g=1 g=0

Logo,
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+1
To(n,m,5) = (“(8) T+1) 3 Qm—1,7;,k)®,(n, k) +
J

Te(s) 9=1 ke Gylc(s),n]

(1 MLORGE )Z Y Qm-—1,r,k) x

Te(s) = Tj+1/ geskekn-1
@y (n— 1,k)ps o.

Da definigiio 5 (equaglio 4.66) temos Kp_1 = Uy Gylc(s),n — 1] para qualquer
s € 8. Portanto,

. n+1
Ts(n,m,j) = (M)E Z Q(m — 1,75, k)®s(n, k) +
Te(s) = T5+1/ g=1 keGyle(s)m)

(1— M) Y Y -1,k x

Te(s) = Ti+1/ 57€89=0keGy[e(s')n—1]
@y (n—1,k)psq.

Como @y (n—1,k) é zero para kyyy = 0 (probabilidade de uma coloragéo k dado

que o primeiro estado visitado é s e o ntimero de visitas ao estado s é zero), temos

- n+1
Ty(n,m,j) = |75 S Qm—1,r;,k)®(n, k) +
Te(s) — TJ+1

9= 1 keGyle(s),n]

Te(s) -
(1 T Ty )zz T Qm—1,m,k)
c(s) It+1/ s1eSg=1keGyle(s')n—1]

-1 k)ps r

________Tc(s) 1 ) Ts(n,m~1,7) +
Te(s) — Tj+1

(1 - m;n_) > Te(n—1,m—15)pes,
Te(s) = Tg+1/ ges

onde a tltima igualdade é obtida da definicdo de Y,(n,m, ) em 4.68.

b) Para rqp) < 75
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Tmm) = 5 5 @nK)Qm, k)

9=1 k€eGylc{s),n)
n+l

— > ]@S(n,k){(wﬂ)ﬂ(erl,rj,k)Jr

9=1 keGy[e(s),m Tj + Tels)

T — T
(1 — H) Q(m,r;, k — lc(s))}

n+1

SIS (M)merl,rj,k)@s(n,k)Jr

=1 keGy[c(s),n] Tj = Te(s)

feary Ti41 — Tels)
>y (1 R LA A ) Q(m, 15,k — 1ys))Ps(n, k)

9=1 keGy[c(s)n] Tj— Te(s)

Utilizando a recursao para ®,[n, k| de 4.64 temos

. _ n+1
T (n,m, ) = (ﬁﬂ—f—(—)> S S Qm+1,r;,k)d,0n,k) +
Ti — Te(s) 9=1 ke Gq(cls),n]

o n-+1
(1_M>Z 2 myryk— 1) X

T = Tels) / g9=1keGyle(s)n]

Z y (n - 1,k— 1c(s))ps,s’
s'eS

— (My% Y Qm+ 1,75, K)®s(n, k) +
- s Uy s\T4y

Ti = Tels) / g=1keGyle(s);n]

1 Tt = Tels) w
— L BRSO Y Qi k- 1) X

Ti = Te(s) / s’eSg=1keG,lc(s);n]
D, (n ~Lk- 1c(s))ps,s’-

De 4.67 temos {k — 1,5 1 k € Ky e k) > 0} = Gyoife(s),n — 1] para g =
1,...,n+ 1. Entao,

. _ n+1
T,(nymj) = (—t——ﬁ)}: S Q17,108 (n, k) +
Tj = Te(s) 9=1 keGy[c(s),n]
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Lo n+l
(1 _ T_Jtl_?n@) >3 s Q(m,r;,k) %

Tj = Te(s) §'€S9=1keGy_1lc(s),n—1}
by (n -1, k)ps,s’

o n+1
— (M) Z Z Q(m‘!‘l,’f'j,k)@s(n:k) +
Te(s) 9=1 keGyle(s),n} :

(1- 220} 5 5 k) x

—Tds) / seskekn
q)s’ ’I’L 1 k)ps s~

Da definigio 5 (equagdo 4.66) temos Kn_1 = Uj—q G,[c(s’), n — 1], para qualquer
s’ € 8. Portanto,

+1
Ys(n,m, 5) (TJH Tc(s)) 3> Qm+1,75,k)®(n, k) +

Te(s) / g=1keGqlc(s)m)

(1 T4l = Tds)) > Qm,r;,k) %
— Te(s) 5'€Sg=0keGy[c(s')n—1]

@s’ n— 1 k)ps s

Como P, (n — 1,k) = 0 para k.(s") = 0 (probabilidade de uma coloracio k dado

que o primeiro estado visitado é s e o ndmero de visitas ao estado s € zero), temos

Ys(n,m,5)

o n+1
M) > X2 Qm+ 1k (nk) +
9=1 keGyle(s),n}

_ T T Tds) > Qm,ryk) X

Tj = Te(s) ) §'€Sg=1keG[c(s"),n—1)

(
(
®y(n—1,k)ps s
(
(

M) Ts(n7 m + 1"7) _|_
Te(s)

1_ M_(_)) > Ya(n—1,m,)ps,s-
T —Te(s) / ges

Teorema 3: Seja rj11 <r <r;je f; = (r —rjp1)/(r; — rj+1), entdo
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P[ACR(t) > 1] = ie —At (1::')71 Zn: ( ) BP(1 = B)" ™ ms(0)Ys(n, m, 7).
n=0 ' m=0 m s€8

(4.73)

Prova. Sabemos que

PIACR(®) > 1] = 380" S~ 0 1) PLACR(E) > rin, K.

n=0 nl kekn

A partir das equacées 4.7, 4.52 e 4.64 temos

P[ACR(t) > r] = io: ~ae (A" > S 7w (0)®,(n, k) EOS [k, 7).

n=0 ' ke, s5e8

Usando o Teorema 2 (equagdo 4.61) obtemos

P[ACR(t) >r] = ie‘“ (A2)" D0 T ) X
n=0 nl ke, s€8
> ( Z ) B (L~ By)" " m, 7, k)

Atnn

— ie—l\t Z_: ( n )ﬂ;n(l_ﬁg)n_m X

Como ®,(n, k) corresponde & probabilidade de uma coloragéo k dadas n transi¢oes
e o primeiro estado visitado & s e k) corresponde ao niimero de visitas ao es-
tado s, temos ®,(n,k) = 0 quando kq,) = 0, pois existe pelo menos uma visita

ao estado s. Logo,

PIACR(?) Ze‘“ iy ( " )ﬁ;“(l — B x



n+1

om0, > @(n,k)Q(m,74,k)

s€8 9=1 ke Gy[c(s),n]

At nZ n
Sy o IR FACEY Siay
m=0 m

a

Podemos fazer duas observagoes em relagéo ao Teorema 3. Em primeiro lugar,
a recursio de Y4(n,m,j) apresentada em 4.69 é idéntica & recursido de b!(n,m)
apresentada na segao 4.2.5. Portanto, podemos afirmar que o Teorema 3 é igual
& equacao 4.22, ou seja, o Teorema 3 fornece a interpretacio probabilistica para
o algoritmo apresentado em [54]. Em segundo lugar, para r =r;44, j=1,...,L,

temos B; =0 e

P[ACR(t) > 1j41] = Z —AY (At ——%"7,(0)Ys(n, 0, 9).
n=0 nl se8
Portanto, podemos eliminar os termos combinatdrios apresentados em 4.73 (Teo-
rema 3) se r € R. A vantagem em eliminarmos esses termos combinatérios é que
passaremos a trabalhar apenas com valores positivos ndo maiores que 1. A idéia
é entdo incluir a recompensa r no conjunto de recompensas R se Ar; € R, tal
que r; =7 para i =1,...L + 1. A seguir mostraremos a defini¢do formal desta

alteracao no Teorema 3.

4.4.2 Alteracdo na Recursdo para P[ACR(t) > r]

O Lema 4 (equagdo 4.60) mostra uma recursio para combinacdo linear de es-
tatisticas de ordem para o caso em que o valor 7 € igual a um dos valores das

possiveis recompensas atribuidas aos estados, isto é, r € R.

O Teorema 2 (equaco 4.61) mostra uma recursdo para combinagfo linear de

estatisticas de ordem cujo valor de 7 é qualquer (rj4, <r<r; j=1,...,L+1).
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Esta recursdo foi usada no Teorema 3 (equagdo 4.73) para provar que a recursao
obtida para P[ACR(t) > r] em [54] pode ser obtida através da metodologia de

[49] que usa apenas argumento probabilistico.

Nesta secao mostraremos que:

e 2 recursdo obtida do Lema 4 para r € R pode ser estendida para o caso
em que 7 é qualquer. Isto é, a mesma recursdo é védlida tanto para r € R

quanto para r € R.

e a partir deste resultado, obteremos uma nova recursio para P[ACR(t) > r].
Essa nova recursido é diferente de [54], com a vantagem de ser ligeira-
mente mais simples por ndo incluir os termos combinatoriais da equacéo
4.73. Note que esta nova recursio evidencia a importancia da interpretacao
probabilistica, pois mostra que novas recursdes para combinacdo linear de

estatisticas de ordem podem ser usadas no cdlculo de P[ACR(t) > 7].

Seja 7* uma recompensa tal que 7* € R e rjp < r* <1, pararj;1 € R e
r; € R, j=1,...,L. Podemos entdo definir R* = RU{r=} = {r'l,...,r',3+2},
onde 1, > 1y > rIL 4 > r 2 = 0. Além disso, seja k* um vetor idéntico ao
vetor k acrescido do elemento k*, onde k* = 0, pois ndo existe intervalo associado

& recompensa 7*. Podemos entfio escrever k* = (ky, ..., ko).
Lema 6: paran>0,m=0,...,n,j=1,...,L +1, seja

Ti(n,m, i) = 3. ®(n,k")Qm,r; k). (4.74)
k*:keGsn)

Entdo, a recursdo apresentada em 4.69 também é valida para Yi(n,m, 7).

Prova. A recurséio Q(m,r;,k) é valida para qualquer valor de k, independente
da dimensdo de k. Da mesma forma, a recursdo de ®[n, k] também é vélida,
independente do numero de recompensas, sejam elas associadas ou ndo a um

estado. Portanto, a recursdo para Y,(n,m,j) também é vilida substituindo k
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por k*, assim como todas as interpretacoes probabilisticas ja discutidas na secéo

anterior. 0O

E importante notar que quando r* é adicionada ao conjunto de recompensas,
temos um bloco a mais (veja Figura 4.4) em comparacio com os célculos feitos

SEIN e€sSa recoripensa.

Teorema 4: Para l=1,...,L + 1 e para qualquer recompensa r;, € R*,
— —At (At)n *
PIACR() >n]=>_e TZTFS(O)TS(TL,O,Z —1). (4.75)
n=0 ' seS

Prova. Como a recurséo para Y,(n,m,j) é vélida pelo lema anterior, entdo é

imediata a obtencao de 4.75. O

A partir da interpretagdo probabilistica do algoritmo de [54] apresentada neste
capitulo, o Teorema 4 foi utilizado em [61] para obter um limite superior e um lim-
ite inferior para a recompensa acumulada pelo sistema. Este resultado foi obtido
da interpretacao probabilistica por nés obtida, mudando-se apenas as condigoes
de contorno do algoritmo de cdlculo da recompensa acumulada. No algoritmo de

[61] foi definido

n+1

Ts(nom,j) =Y. >, Ts(nk)Qm,r;k),
9=1 keGyc(s),n]

ou seja, os vetores k sdo agregados de acordo com o tltimo estado visitado. A
seguir vamos discutir um pouco este algoritmo. Iremos exemplificar o seu uso na

préxima secao.

Suponha que no intervalo (0, t) o sistema acumula no minimo uma recompensa,
7t e no maximo uma recompensa r,t. O sistema possui recompensas positivas
e negativas, onde 7, é maior que a maior recompensa negativa do modelo e 7, é
menor que a menor recompensa positiva do modelo. Nao existe recompensa com

valor zero. Portanto,
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TL_|_1<T'L<...<’I‘LSOSTU,<...<T2<’I’1. (476)

Esta restrigéo foi definida em [61] como forma de inicializar o cdlculo dos T4(n, m, 7).

Suponha que queremos calcular P[CR(t) > ;] onde 7 < T; < Ty

o T,(n,0,u+1) =1serqyy >0,

pois a probabilidade do sistema acumular uma recompensa maior que 7t

dado que se encontra no estado s (que tem recompensa 7.y > 0) é 1.

o Ti(n,n,u) =0serq <0

pois a probabilidade do sistema acumular uma recompensa maior ou igual
a r,t dado que se encontra no estado s (que tem recompensa 7 < 0) é
zero. Note que se existisse uma recompensa 7¢(;) € R tal que 0 < 7y < Ty,
ndo terfamos o valor inicial de YTy(n, n,u), j& que é possivel acumularmos
uma recompensa igual a r,t antes da visita ao estado s. Este é o motivo da

restricdo feita pelo algoritmo aos limites 7, € 7, (equagio 4.76).

Note que as recompensas 7, T, € 7; N80 pertencem ao conjunto R de recom-
pensas. Entretanto, de acordo com o Lema 6 o algoritmo pode ainda ser aplicado.
Além disso, na implementagéo do algoritmo de [61] precisamos calcular apenas
Ys(n,m,j) e Te(n,m,u), para m =0,...,n, pois temos os valores de T,(n,0, j)
quando 7, > 0 e de T,(n,n,u) quando re,) < 0. A seguir reproduziremos um

dos exemplos apresentados em [61] para este algoritmo.

4.4.3 Aplicacao

Uma das medidas usada para definir a qualidade de servigo a ser oferecida aos
usuérios de uma rede de comunicacdo de dados é a taxa de perda de pacotes.

Infelizmente, garantir uma taxa méxima (ou média) de perdas de pacotes para
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uma conexdo ndo é um servigo facil de se implementar pois a perda de pacotes
é causada principalmente por congestionamentos na rede. Isto significa que em
um dado momento um néd da rede recebe mais pacotes do que é capaz de atender
e portanto, pacotes sdo descartados. Por este motivo, é importante o desenvolvi-

mento e o estudo de modelos sobre o comportamento dos nés da rede.

Existem na literatura varios artigos que estudam este problema. Entretanto,
a maioria dos trabalhos apresentados se concentram em obter medidas em estado
estaciondrio. O problema com este tipo de medidas é que elas mostram apenas
o comportamento médio do sistema. Utilizando a andlise transiente podemos in-
vestigar o sistema em situagoes criticas onde ocorrem as quedas na qualidade de
servico, como por exemplo, os momentos em que o buffer estd cheio. A seguir dis-
cutiremos o exemplo apresentado em [61] de uma, transmissio de video sobre uma
rede ATM. O nosso objetivo é estudar a ocupagdo do buffer em um comutador

ATM.

Considere a transmissgo de um trafego de video em uma rede ATM. As células
sdo geradas por um servidor de video e enviadas para o comutador ATM mais
préoximo. As células sfo entdo armazenadas no buffer do comutador ATM e
transmitidas. A taxa de geracio de células pelo servidor é varidvel com o tempo.

Células que chegam no comutador e encontram o buffer cheio sdo descartadas.

O comportamento do sistema é modelado em [61] com dois objetos: uma fonte
de dados e um servidor com uma fila (buffer). O processo de geracio de células é
representado por um conjunto de fontes do tipo OnOff[1] e é modelado por uma
cadeia de Markov de nascimento e morte com M +1 estados, onde M corresponde
ao numero de fontes OnOff. A taxa em que uma fonte passa do estado Off para
o estado On é o (nascimento) e a taxa em que uma fonte passa do estado On
para o estado Off é § (morte). A taxa de geragho de células depende do nimero
de fontes no estado On e é definida como nA cel/ms, n =0,..., M. O servidor

possui capacidade de armazenamento de B células e taxa de servico constante.
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Na modelagem tradicional de cadeia de Markov para este exemplo, cada estado
do modelo é caracterizado por duas varidveis: a primeira corresponde ao nimero
de buffers ocupados e a segunda corresponde ao numero de fontes no estado On.
Portanto, a cadeia de Markov possui (B + 1) x (M + 1) estados. A ocupagéo do

buffer, em qualquer instante t, é dada pelo valor da primeira varidvel de estado.

No modelo markoviano com recompensas para este exemplo, os estados sfo
caracterizados apenas por uma varidvel que representa o nimero de fontes no
estado On. Portanto, a cadeia de Markov correspondente possui M + 1 estados.
A taxa de recompensa associada a um estado representa a taxa de variacdo da
ocupacio do buffer (taxa de chegada de células menos taxa de servigo do comuta-
dor). As taxas de recompensa sao positivas quando a taxa de chegada de células
é maior que a capacidade de servigo do canal, e sdo negativas nos outros casos. A
ocupacao do buffer, em qualquer instante ¢, é dada pela recompensa acumulada
durante o intervalo (0,t). Note que para este modelo a recompensa acumulada
tem um valor minimo (limite inferior) e um valor méximo possiveis (limite supe-
rior) que sdo, respectivamente, zero e B. (veja [62] e [63] para exemplos de outros

modelos).

A Figura 4.5 (de [61]) mostra a ocupagdo do buffer durante 1000 transmissdes
simultdneas do filme Starwars calculados para os dois modelos discutidos acima.
Os par@metros usados neste exemplo sdo: ¢ = 20ms; M = 20; B = 500; A = 50
cel/ms; a = 0.0712; § = 0.1525; taxa média de geragio de células = 318.28
cel/ms; carga média = 0.77 (taxa média de geragdo de células / capacidade do

comutador). O estado inicial (¢ = 0) de todas as fontes é Off.

Note que o modelo com recompensas fornece uma boa aproximacdo para o
modelo com fila. A grande vantagem do modelo com recompensas é que o estado
da fila ndo é representado no modelo. Por esta razao, o modelo com recompensas
possui apenas 21 estados, enquanto que o outro modelo possui mais de 10500
estados. Isto significa que a solugdo do modelo com recompensas nao é afetada

pelo tamanho do buffer do sistema analisado e podemos usd-lo na anilise de
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Figura 4.5: Ocupagdo do Buffer.

sistemas com dimensoes reais.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo foram analisados dois algoritmos para o célculo da distribuicao da
recompensa acumulada em um tempo finito. O primeiro algoritmo foi proposto
por E. de Souza e Silva e H.Richard Gail em [52]. O principal problema deste
algoritmo é trabalhar com niimeros positivos e negativos, podendo haver perda
de precisao dependendo dos pardmetros do modelo. Para evitar estes pfoblemas,
algumas solugdes como agrupamento de recompensas sdo sugeridas em [52]. O
segundo algoritmo foi proposto por Nabli e Sericola em [54]. Este algoritmo
possui como grande vantagem sé trabalhar com ndmeros positivos e néo maiores
que 1. O algoritmo entretanto ndo fornece uma interpretacgio probabilistica para
os termos calculados. Isto significa que os termos apresentados na solugdo nao

possuem um significado associado ao comportamento do sistema sendo modelado.

Este Capitulo mostrou que o algoritmo de [54] pode ser provado por argumen-

tos probabilisticos usando a metodologia de [49]. A partir dessa prova matemética
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foi desenvolvido um novo algoritmo para recompensa acumulada com limite e que
foi apresentado em [61]. Também apresentamos nesse Capitulo dois novos algorit-
mos para o cdlculo da distribui¢do da combinacédo linear de estatisticas de ordem.
O interesse por esta medida pode também ser encontrada em outras 4reas, como

por exemplo, no estudo da teoria assintGtica [58].
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Capitulo 5

Conclusoes

No Capitulo 2, dois modelos para o estudo do controle do jitter no destino foram
propostos e analisados. O primeiro modelo armazena N,,;, pacotes antes de ini-
ciar a entrega dos pacotes recebidos, e o segundo modelo espera por um tempo
fizo Tt apés a chegada do primeiro pacote antes de iniciar o processo de en-
trega. Os resultados apresentados mostram que é possivel reduzir o jitler com o
armazenamento de poucos pacotes no destino. Os dois modelos tém bom desem-
penho quando o desvio padréo do fitter nfo é muito grande. Para um trafego com
grande desvio padrdo no jfitter, o primeiro modelo tem bom desempenho mesmo
para valores pequenos de Nyn, enquanto os resultados do segundo médelo in-

dicam que ele tem um desempenho inferior ao do primeiro esquema.

Podemos fazer trés observacoes em relagdo aos modelos apresentados no Ca-
pitulo 2. Primeiro, os resultados da anilise foram validados através de testes
com uma ferramenta de comunicagdo de dudio. Segundo, a abordagem feita
nesse capitulo é original pois do nosso conhecimento ndo existem na literatura
outros modelos analiticos que obtenham a distribuigdo do jitter usando-se o con-
trole feito apenas no destino. Terceiro, podemos usar os modelos apresentados
neste capitulo para estudar outros problemas. Por exemplo, podemos estudar

a eficdcia do equipamento prozy em garantir uma melhor QoS nas transmissoes
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de dudio/video [25]. Além disso, podemos usar os modelos para estudar como a
reordenacdo de pacotes feita no né de destino afeta o desempenho de aplicagoes
que exigem o recebimento ordenado dos pacotes (veja discussdo em [26]). Esta
 terceira observagao sobre o Capitulo 2 faz parte dos trabalhos ainda a serem

desenvolvidos.

No Capitulo 3, propomos uma aproximacio para o método GTH de forma
que ele possa ser usado na solugdo de matrizes esparsas com milhares de estados.
O método proposto tem como base dois métodos de aproximacio existentes na
literatura ([31] e [32]). O novo método utiliza a idéia que probabilidades de
transicdo com valores muito pequenos, podem ser eliminadas (ou redirecionadas)
e mesmo assim termos uma boa aproximacéo para a solucdo exata do modelo. O
objetivo em introduzir uma pertubagio na matriz de probabilidades é diminuir o
custo computacional da solucdo do modelo. Os resultados apresentados mostram
que o novo algoritmo fornece uma boa aproximacgio para a solucido de modelos
markovianos e de modelos ndo markovianos. Sendo que apenas para os modelos

markovianos foi obtido um limite para o erro cometido pelo novo algoritmo.

Sao propostas de trabalho a serem desenvolvidas a partir do estudo feito no

Capitulo 3:

® 20 usarmos o novo algoritmo na solucao de modelos ndo markovianos, ob-
tivemos um limite para as probabilidades estaciondrias dos pontos embu-
tidos, mas ndo conseguimos definir um bound para as probabilidades dos
estados do modelo. Faz parte dos trabalhos futuros encontrar um bound

para a solucdo de modelos ndo markovianos usando o novo algoritmo.

® definir um algoritmo geral para encontrar o grupo de estados que fazem

parte da particdo Sg do novo algoritmo (veja definicdo no Capitulo 3).

® usar o novo algoritmo em outros métodos de solugdo como, por exemplo,

Power, SOR, Jacobi, etc.
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No Capitulo 4 foram analisados dois algoritmos para o célculo da distribuicao
da recompensa acumulada em um tempo finito apresentados em [52] e em [54].
Este capitulo mostrou uma interpretacéo probabilistica para o algoritmo de [54]
usando a mesma metodologia de [49]. A partir dessa prova matemética, mu-
dando apenas condicdes de contorno, foi apresentado em [61] um novo algoritmo
para recompensa acumulada com limites. Além disso, fizemos uma alteraco no
algoritmo de [54] e obtivemos um algoritmo mais simples que ndo apresenta os
termos combinatérios do algoritmo de [54]. Também apresentamos nesse capitulo
dois novos algoritmos para o cédlculo da distribuicdo da combinacdo linear de es-
tatisticas de ordem. O interesse por esta medida pode também ser encontrada
em outras dreas, como por exemplo, no estudo da teoria assintética [58] e testes

de Hipéteses e Estimag@o Estatistica [55].

Vimos que o algoritmo proposto em [54] tem como grande vantagem s6 traba-
lhar com numeros positivos e ndo maiores que 1. O problema é que este algoritmo
trabalha apenas com taxas de recompensa. Por outro lado, o algoritmo apresen-
tado em [52] permite defini¢des de cadeias de Markov com taxas de recompensa
e/ou recompensas por impulso. O problema é que este algoritmo trabalha com
numeros negativos e maiores que 1. Dando prosseguimento ao estudo de cadeias
de Markov com recompensas queremos incluir recompensas por impulso no algo-

ritmo de [54] usando a metodologia de [49).

i
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