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A modelagem de sistemas de computação/comunicação é uma das tarefas mais 

importantes no processo de análise e desenvolvimento de novas tecnologias. Por 

este motivo, é fundamental o desenvolvimento de modelos que aproximem o com- 

portamento de sistemas reais e de métodos de solução eficientes que possibilitem a 

obtenção de medidas de interesse destes sistemas. O objetivo desta tese é estudar 

novos modelos provenientes de redes multimídia e propor soluções gerais ou par- 

ticulares para esses modelos. Dividimos este trabalho em três partes. A primeira 

parte focaliza o estudo de jitter como um exemplo de problema comum para a 

transmissão de voz e vídeo em tempo real. Neste trabalho é feita a modelagem e a 

análise de duas propostas de controle do jitter no destino. A segunda parte estuda 

métodos de solução em estado estacionário de modelos de rede e apresenta uma 

aproximação para o método de solução GTH de forma que ele possa ser usado 

na  solução de matrizes com uma determinada estrutura especial e com milhares 

de estados. A terceira parte faz o estudo transiente de modelos com recompen- 

sas que têm aplicação em modelos de fluido para redes. Neste trabalho é feito 

o estudo dos algoritmos propostos em [52] e [54] para o cálculo da distribuição 

da  recompensa acumulada em um tempo finito. O objetivo é fornecer uma in- 

terpretação probabilística para o algoritmo de [54] usando a mesma metodologia 

de [49]. Esta interpretação é importante de forma a entender a aplicabilidade 

do algoritmo. Além disso, apresentamos dois novos algoritmos para combinação 

linear de estatística de ordem obtidos como subproduto do estudo feito. 
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The modeling of computer and communication systems is a fundamental step 

in the analysis and development of new technologies. Therefore, it is important 

to  develop not only mathematical models which try to approximate the behavi- 

or of real systems but also efficient solution methods to obtain the measures of 

interest. The aiin of this thesis is to study new models arising from multimedia 

networlts and to  develop efficient solutions for these. The worlt is divided in three 

parts. First, we study the jitter as an example of a common problem in real- 

time video and voice transmission. We present two models for analyzing jitter 

control schemes a t  usei end hosts, and study the efficacy of the approaches. We 

want to ltnow if the mechanism is efficacy for jitter control. Second, we study 

steady-steady solution techniques for networlt models and present an approxima- 

tion for the GTH algorithm suitable for solving large models that have a special 

characteristic. Third, we study transient analysis methods for Marltovian reward 

models arising from network models. In this worlt we study the algorithms [52] e 

[54] for calculating the Cumulative Reward Distribution over a finite observation 

period. The aim is to obtain a probabilistic interpretation for the algorithm of 

[54] from the methodology of [49]. The results provided the basis to extend the 

aplicability of the algorithm. Furthermore, we obtain two new algorithms for 

linear combination of uniform order statistics. 
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Capítulo 1 

Introdução 

A modelagem de sistemas de coinputação/comunicação é uma das tarefas mais 

importantes no processo de análise e desenvolvimento de novas tecnologias. A 

possibilidade de estudar o comportamento de um sistema que ainda não existe é 

uma das grande vantagens do uso da  modelagem. Sistemas podem ser propostos 

e avaliados ainda na fase de projeto, antes de serem iinplementados. Por este 

motivo, é fundamental o desenvolvimento de modelos que aproximem o compor- 

tamento de sistemas reais e de métodos de solução eficientes que possibilitem a 

obtenção de medidas de interesse destes sistemas. 

Um rhodelo é na realidade uma visão simplificada do sistema sendo estudado, 

mas é definido de forma a representar o mais próximo possível o comportamento 

do sistema real. O nosso interesse neste trabalho é a análise de desempenho de 

sistemas de comunicação multimídia. Por exemplo, analisar o comportamento do 

sistema diante da contenção de recursos, ou seja, um ou mais recursos podem ser 

solicitados por mais de um usuário em um mesmo intervalo de tempo. 

Os modelos estocásticos são os mais usados na modelagem e análise de de- 

sempenho de sistemas. Um modelo estocástico é definido como um conjunto de 

variáveis aleatórias indexadas por um parâmetro de tempo. Por exemplo, no 



processo estocá.stico { X ( t )  : t 2 O), o índice t é interpretado como tempo e X(t )  

corresponde ao estado do processo no instante t. 

Um processo estocástico é dito markoviano se o comportamento do sistema 

depende apenas do estado atual do sistema, ou seja, o estado do modelo fornece 

todas as informações necessárias sobre o sistema. Os modelos markovianos podem 

ser de tempo discreto ou de tempo contínuo. No primeiro caso uma transição de 

estado só ocorre em tempos discretos, enquanto no segundo caso uma transição 

de estado pode ocorrer em qualquer tempo. 

Uma tarefa importante na análise de um modelo é a definição das medidas de 

interesse a serem calculadas. Medidas de interesse refletem o comportamento do 

modelo e são utilizadas para avaliar e caracterizar o sistema.. Podemos classificar 

as medidas em dois tipos: medidas em estado estacionário e medidas transientes. 

No cálculo das medidas em estado estacionário, o tempo de observação do 

modelo é muito grande, ou seja, t -+ m. Estas medidas fornecem o comporta- 

mento médio do sistema ao longo do tempo. Existem na literatura vários métodos 

de solução de modelos markovianos em estado estacionário como Gauss, Jacobi, 

Power, SOR, etc [28]. Essas medidas porém não captam o comportamento do 

sistema em um intervalo finito de tempo. 

Considere, por exemplo, o caso de transmissão de pacotes de voz sobre uma 

rede de dados. Uma análise do sistema em estado estacionário pode concluir 

que a probabilidade de perda de pacotes é pequena, o que permite garantir uma 

melhor qualidade de serviço (QoS) para o usuário. Entretanto, as perdas de 

pacotes podem se concentrar em determinados instantes da transmissão. Nestes 

instantes, a QoS oferecida pela rede é ba.ixa, apesar da probabilidade de perda 

de pacotes se manter em níveis aceitáveis. A alternativa para evitar este tipo de 

problema é realizar um estudo sobre o comportamento transiente do sistema. 

No cálculo das medidas transientes o tempo de observação não é muito grande 



e não é possível usar a aproximação t + oo. Estas medidas fornecem o compor- 

tamento do sistema após um período curto de observação e supondo um determi- 

nado estado inicial do sistema [27]. Uma maneira de se obter medidas transientes 

é usar o método de uniformização [28, 341. 

Em geral, pode-se atribuir diferentes tipos de recompensa à cadeia de Markov. 

Por exemplo, pode-se associar a cada estado da cadeia uma taxa de recompensa. 

Isto significa que por cada unidade de tempo em que o sistema permanece em um 

determinado estado, ele ganha a recompensa associada a esse estado. Medidas 

de recompensa são muito usadas na análise de desempenho de sistemas. Para 

o modelo de transmissão de pacotes de voz sobre uma rede de dados discutido 

acima, podemos associar a recompensa zero aos estados que possuem zero pacotes 

na fila e associar recompensa 1 aos outros estados. A distribuição do tempo que 

o sistema está ocupado tra.nsmitindo pacotes pode ser então calculada a partir 

do modelo de recompensas. 

Infelizmente, nem sempre é simples a obtenção de medidas de interesse para 

um modelo. Um fator que pode dificultar o cálculo é a grande quantidade de es- 

tados do modelo. Por exemplo, suponha um modelo com 106 estados. Solucionar 

sistemas com tal magnitude não é uma tarefa trivial. Principalmente, se a ma- 

triz de taxas de transição do modelo não possui alguma estrutura especial. Uma 

maneira é fazer uso de truncagem do espaço de estados do modelo [28]. O proble- 

ma é como calcular o erro introduzido pela truncagem. Na literatura é possível 

encontrar alguns métodos onde o cálculo do erro introduzido pela truncagem é 

fornecido. Em geral, cada método proposto fornece a solução apenas pa.ra uma 

classe específica de modelos. 

Temos também outro problema relacionado ao uso de  cadeia.^ de Markov na 

modelagem de sistemas. Existem vários exemplos onde alguns dos eventos do 

modelo não são exponenciais, isto é, a distribuição do tempo transcorrido entre 

a ativação do evento até a sua execução é geral. Por exemplo, modelos de polling 

com períodos de temporização determinísticos e modelos de fila com tempo de 



serviço determinístico. Em geral, a técnica de cadeias de Markov embutida é 

usada para a solução destes modelos. Por exemplo, em [17] é apresentada uma 

solução pa.ra modelos não markovianos que possuem, no máximo, uma única 

transição não exponencial habilitada em um determinado momento. Em linhas 

gerais, pontos embutidos são identificados e é construída uma cadeia de Markov 

embutida y que representa o estado do sistema nestes instantes de tempo. Um 

algoritmo é apresentado para a obtenção das probabilidades de transição de es- 

tados de Y usando a solução transiente de modelos. Finalmente as medidas de 

interesse podem ser calculadas a partir da solução de y. 

Objetivos da Tese 

O objetivo desta tese é estudar novos modelos provenientes de redes multimídia 

e propor soluções gerais ou particulares a esses modelos. Por isso, dividimos 

este trabalho em três partes: a primeira parte focaliza o estudo de jitter como um 

exemplo de um problema que pode ocorrer numa rede multimídia; a segunda parte 

estuda métodos de solução pa.ra modelos em estado estacionário; e a terceira parte 

faz o estudo transiente de modelos com recompensas. A seguir iremos discutir 

brevemente cada uma dessas partes e apresentar a organização da tese. Uma 

discussão mais detalhada dos problemas estudados neste trabalho é fornecida no 

início de cada capítulo. 

As redes multimídias devem suportar uma variedade de serviços com caracte- 

rísticas de tráfego distintas e garantir a. QoS requisitada. Um importante serviço 

solicitado é a especificação do retardo fim-a-fim para os pacotes de uma conexão. 

Pacotes de uma mesma conexão possuem reta.rdos distintos principalmente dev- 

ido ao armazenamento nos nós da rede. Limitar o retardo fim-a-fim é um serviço 

importante principalmente para aplicações em tempo-real, mas não é suficiente 

para conexões com forte dependência entre pacotes consecutivos como, por ex- 

emplo, pacotes de voz. Para esta. classe de tráfego, o ideal é limitar a variação do 



retardo dos pacotes e não somente o seu valor máximo. Esta variação é chamada 

de jitter. 

Basicamente, existem duas propostas para o controle do jitter. A primeira 

proposta define que o controle do jitter é um serviço da rede e portanto, cabe à 

rede garantir a QoS definida durante o estabelecimento da  conexão. A segunda 

proposta define que a rede deve entregar os pacotes o mais rápido possível e que 

a reorganização do tráfego é da  responsabilidade do aplicativo do usuário. 

No Capítulo 2 fazemos a modelagem e a análise de duas propostas de controle 

do jitter no destino existentes na literatura. Através da análise desses modelos 

estudamos se o controle do jitter feito apenas no destino é suficiente para recuperar 

o tráfego de pacotes e gara.ntir a QoS solicitada pelo usuá.rio. 

No início deste capítulo dissemos que existem vários métodos de solução para 

cadeias de Markov em estado estacionário como Gauss, Jacobi, Power, SOR, 

etc [28]. Um método de solução é dito direto quando fornece as probabilidades 

exatas dos estados após um número finito de passos. Em geral, métodos diretos 

são usados quando o número de estados do sistema sendo modelado não é muito 

grande (da ordem de algumas centenas de estados) e quando a matriz de transição 

de estados do modelo não é esparsa (poucas transições com valores zero). Um dos 

métodos diretos mais importantes na solução de cadeia de Markov é o a.lgoritmo 

GTH [29]. Um problema do algoritmo GTH é o custo computacional elevado 

para matrizes que não possuem estruturas especiais. 

No Capítulo 3 apresentamos uma aproximação para o método de solução GTH 

de forma que ele possa ser usado na solução de matrizes com uma determinada 

estrutura especial (a ser discutida no Capítulo 3) e com milhares de estados. 

Este algoritmo faz uso de conceitos e definições de dois outros algoritmos de 

aproximação encontrados na literatura. Visando estudar a eficácia do algoritmo 

proposto, iremos comparar as soluções de a.lguns modelos markovianos e não 

markovianos obtidas com o uso do algoritmo GTH e com o novo algoritmo de 



aproximação. 

Como vimos, o estudo transiente de modelos com recompensa é importante 

na análise de sistemas [27]. A recompensa ganha pelo modelo corresponde a uma 

abstração do rendimento obtido pelo sistema durante o intervalo de observação. 

Uma importante medida de interesse na  análise transiente é a distribuição da  

recompensa acumulada. 

No Capítulo 4 estudamos os algoritmos propostos em [52] e [54] para o cálculo 

da distribuição da recompensa acumulada em um tempo finito. O objetivo 

é fornecer uma interpretação probabilística para o algoritmo de [54] usando a 

mesma metodologia de [49]. Além disso, vamos discutir um algoritmo para a 

distribuição de recompensa acumulada com limites que foi apresentado em [6l] 

e que se tornou possível a partir da interpretação probabilística aqui mostrada. 

Neste capítulo também são apresentados dois novos algoritmos de combinação 

linear de estatísticas de ordem que foram obtidos como subproduto do estudo 

feito. Exemplos do uso destes algoritmos podem ser encontrados em 1551 e [58]. 

Finalmente, no Capítulo 5 são feitas as considerações finais sobre a tese e são 

propostos alguns temas para trabalhos futuros. 



Capítulo 2 

Modelagem e Análise de 

Mecanismos de Controle do Jztter 

2.1 Introdução 

Aplicativos multimídia estão se tornando cada vez mais populares em redes de 

computadores. Recursos como vídeo, voz e áudio já são comuns em aplicativos de 

rede. Portanto, as redes multiinídias devem suportar uma variedade de serviços 

com características de tráfego distintas e oferecer uma qualidade de serviço apro- 

priada para seus aplicativos. 

Um importante serviço solicitado é a especificação do retardo fim-a-fim para 

os pacotes de uma conexão. Esse serviço tem por objetivo garantir que os pacotes 

sejam entregues ao seu destino dentro de um certo intervalo de tempo, e caso o 

tempo de permanência de um pacote na rede seja maior que o retardo máximo 

especificado para a conexão a qual ela pertence, o pacote é considerado perdido. 

Limitar o tempo de permanência de um pacote na rede não é um serviço fácil 

de implementar, pois pacotes experimentam retardos aleatórios na rede devido 

principalmente à espera em filas nos comutadores da  rede (nós). 



Limitar o retardo fim-a-fim é um serviço importante principalmente para 

aplicações em tempo-real, mas não é suficiente para conexões com forte de- 

pendência entre pacotes consecutivos. Por exemplo, considere um tráfego de 

voz passando através de uma rede como mostrado na Figura 2.1. Note que a 

fonte possui períodos ativos e períodos de silêncio [I]. Durante um período ativo 

pacotes de voz são gerados com taxa 1/T, e durante um período de silêncio ne- 

nhum pacote é gerado. Como consequência do retardo aleatório, o intervalo entre 

pacotes consecutivos na saída da  rede pode ser maior ou menor que o intervalo de 

emissão dos pacotes na fonte. Assim, para recuperar o sinal de voz, os pacotes de 

voz digitalizada devem ser recebidos a interva.10~ regulares, com a mesma duração 

dos intervalos de tra.nsmissão, ou seja, o tráfego deve ser reorganizado antes de ser 

apresentado, ou a voz sairá distorcida. Para esta classe de tráfego, o ideal é que 

os pacotes da conexão experimentem o mesmo retardo fim-a-fim, ou pelo menos, 

retardos com valores bem próximos, e é também importante limitar a variação 

deste retardo e não somente o seu valor máximo. Esta variação é chamada de jit- 

ter. Quando o intervalo entre pacotes na  saída da rede é maior que o intervalo de 

emissão dos pacotes na fonte, dizemos que o jitter é positivo; se é menor, dizemos 

que o jitter é negativo. 

T T 

fonte 

Período Pedodode Período Período Perlodoáe Pedoáo 
Ativo silêncio Ativo Ativo silêncio Ativo 

Figura 2.1: Transmissão de pacotes de voz através de uma rede. 

Um problema importante consiste em decidir se o controle do jitter deve ser ou 

não um serviço da rede [2]. Argumenta-se que o controle do jitter como serviço da  

rede minimiza a necessidade de buflers no destino e simplifica as implementações 

nos equipamentos dos usuários. Por outro lado, argumenta-se que memória não 

é cara e que a rede não consegue eliminar completamente o jitter, pois pacotes 

podem experimentar retardos aleatórios no próprio destino, e em consequência, 



controle do jitter no destino deve ser usado. 

Existem na literatura vários artigos que discutem jitter. A seguir citaremos 

alguns exemplos. 

e Em [3], Golestani propõe o mecanismo Stop-and-Go para controlar o con- 

gestionamento de pacotes na rede e garantir um valor máximo para o jitter. 

A idéia é monitorar as conexões em cada nó da  rede e garantir que nenhuma 

conexão exceda o número médio de pacotes definido durante o estabeleci- 

mento da conexão. 

e Em [4, 51, Guillemin e Roberts estudam o comportamento do jitter em 

uma rede que possui mecanismo jumping window [2] ou leaky bucket [2] na 

entrada. 

e Em [6], Guillemin e Monin propõem um mecanismo de espacejamento de 

pacotes, chamado Spacer-Controller, nos nós da rede. O objetivo é manter 

um intervala mínimo entre os pacotes de um tráfego em cada nó da rede. 

Os autores mostram através de simulação que o mecanismo diminui o jitter 

negativo e aumenta apenas moderadamente o jitter positivo. 

e Em [7], La.ndry e Stavrakakis propõem um mecanismo chamado PORE 

(Peak Output Ra te  Enforcement)  semelhante ao mecanismo Spacer- Con- 

troller [6] e que também diminui o jitter negativo de pacotes de um tráfego 

periódico. Entretanto, o objetivo do mecanismo não é garantir um intervalo 

mínimo entre pacotes de uma mesma conexão e sim, garantir que a taxa 

de entrega dos pacotes no destino não é maior que a taxa de pico definida 

para o tráfego durante o estabelecimento da conexão. 

e Em [8, 9, 101, Ferrari et a1 discutem a implementação de um mecailisino 

para monitorar o tempo de vida dos pacotes de uma conexão em uma rede 

ATM. Este mecanismo chamado RCSP (Rate-Controlled Static-Priority) é 

apresentado como uma melhoria no mecanismo JITTER-EDD [2]. Uma 



das vantagens atribuídas ao uso do RCSP em relação ao JITTER-EDD é a 

possibilidade de limitar o valor do jitter para os pacotes de uma conexão. 

Em [ll], Kroner et a1 estudam o jitter de um tráfego não periódico que 

atravessa um ou mais nós de uma rede ATM. Com este estudo os autores 

concluiram que, se existe um bom mecanismo de controle do tráfego na 

entrada da rede, o jitter do tráfego no destino é menor que o tempo máximo 

de permanência dos pacotes do tráfego em um nó da rede. Os resultados 

a.nalíticos apresentados neste trabalho são validados por simulação. 

Em 1121, Matragi et a1 estudam o comportamento de um tráfego periódico 

após atravessar um comutador ATM, onde o tráfego das outras conexões 

(tráfego background) é modelado como uma sequência de batches de pacotes 

independentes e identicamente distribuídos com uma distribuição qualquer. 

Em [13, 141, os autores estendem este modelo para um tráfego periódico 

que atravessa um ou mais comutadores ATM e onde o tráfego background 

tem uma distribuição qualquer. E por último, os autores estudam em 115) 

o efeito de vários parâmetros de tráfego na distribuição do jitter. Estes 

trabalhos apresentam uma expressão analítica fechada para o cálculo da 

distribuição do jitter dos modelos analisados. O problema é a complexidade 

da solução apresentada. 

O objetivo desse capítulo é modelar e analisar duas propostas de controle 

do jitter no destino existentes na  literatura, assumindo que o tráfego sofreu um 

certo grau de perturbação após atravessar uma rede (veja, por exemplo, 151, [ll], 

[13] e [I41 para modelagem do jitter na saída de uma rede). Através da  análise 

desses modelos queremos verificar se o controle do jitter feito apenas no destino 

é suficiente para recuperar o tráfego de pacotes e ga.rantir a QoS solicitada pelo 

usuário. Este trabalho apresenta tem duas contribuições: o desenvolvimento de 

modelos analíticos para o estudo do controle do jitter no destino e o cálculo 

do jitter destes modelos. A organização deste capítulo é a seguinte: na seção 

2.2 revemos alguns mecanismos propostos para controle do jitter pela rede; na 



seção 2.3 analisamos dois modelos de controle do jitter pelo destino; na seção 2.4 

apresentamos resultados numéricos para os dois modelos; a seção 2.5 conclui o 

capítulo. 

Controle do Jitter na Rede 

Como vimos, na literatura existem propostas de mecanismos para controle do 

jitter na rede tais como Stop-and-Go [3] Spacer-Controller [6], PORE [7] e RCSP 

[10]. Esses mecanismos monitoram os tráfegos em nós da rede, corrigindo even- 

tuais distorções. A distorção de um tráfego é medida em relação aos parâmetros 

definidos durante o estabelecimento da  correspondente conexão. Por exemplo, 

pode ser definido um intervalo mínimo Xmin entre pacotes consecutivos de uma 

conexão. Se o tempo entre chegadas de dois pacotes desta conexão for menor que 

Xmin, o segundo pacote é retardado até que o intervalo mínimo seja completado. 

A monitoração de um tráfego pode ser feita em cada nó da rede por onde o tráfego 

passa ou em apenas alguns nós. 

Embora esses mecanismos consigam manter o jitter dentro de certos limites, 

podemos fazer algumas críticas ao seu uso [3]-[10] : 

aumento do retardo fim-a-fim: a idéia básica desses mecanismos consiste 

em retardar os pacotes de acordo com os parâmetros especificados para a 

conexão a que pertencem, logo esses mecanismos aumentam o tempo de 

permanência dos pacotes dentro da  rede; 

desperdz'cio de banda passante: durante um período de tempo podem não 

ocorrer transmissões, mesmo que existam pacotes armazenados (as disci- 

plinas não conservam trabalho) ; 

aumento  do tempo de processamento: a inclusão de mecanismos para ve- 

rificar o comportamento dos pacotes de uma conexão e de procedimentos 



para reconstrução do tráfego original, aumenta o tempo de processamento 

dos pacotes dentro da  rede. No caso de Stop-and-Go, PORE e RCSP, a 

situação é ainda mais crítica, pois a inclusão desses mecanismos é feita em 

cada nó da rede. 

Portanto, mesmo que esses mecanismos sejam eficazes em limitar o jitter na 

saída da rede, o preço a ser pago é o aumento do retardo fim-a-fim e do tempo 

de processamento dos pacotes de uma conexão dentro da rede. 

Controle do Jitter no Destino 

Se não existe nenhum mecanismo de controle do jitter dentro de uma rede, os 

pacotes experimentam reta.rdos aleatórios a té  o destino. A Figura 2.2 ilustra esta 

situação. Neste exemplo, a fonte gera um pacote a cada intervalo T durante 

o período ativo, e é definido que pacotes devem ser entregues ao seu destino 

com a mesma taxa. Após atravessar a rede, o tráfego não é mais periódico. O 

intervalo entre pacotes consecutivos pode ser menor ou maior que T, e é possível 

ocorrer pequenos períodos com várias chegadas de pacotes, e longos períodos com 

nenhuma chegada de pacote. 

fonte Ativo : Ativo 1Tr ., 
Rede 

Figura 2.2: Controle do jit-ter no destino. 

A idéia básica do controle do jitter no destino é armazenar os pacotes da  

conexão no equipamento do usuário, e entregá-las com taxa T .  Entretanto, ar- 

mazenar e entregar pacotes com taxa T, apenas garante que o intervalo entre 



pacotes consecutivos não será menor que T, ou seja, apenas garante que o jitter 

negativo é eliminado. Suponha, por exemplo, que existe um intervalo T + k en- 

tre as chegadas no destino dos dois primeiros pacotes da conexão, onde k > 0. 

Se o primeiro pacote encontra a fila de armazenamento vazia, o jitter entre os 

dois pacotes ainda será k .  Para absorver o jitter positivo, existem duas possíveis 

soluções: esperar pela chegada de um dado número de pacotes da  conexão no 

início de um período ativo ou esperar por um certo tempo após a chegada do 

primeiro pacote de um período ativo, antes de iniciar a entrega dos pacotes ao 

usuá.rio. A seguir, faremos a modelagem e a análise destas duas propostas de 

controle do jitter. 

2.3.1 Modelo 1 

No primeiro modelo, os pacotes que chegam são colocados em uma fila FIFO que 

só inicia o serviço após a chegada de Nmi, pacotes. A escolha de não é 

trivial. Se Armi, é muito pequeno, a fila pode ser esvaziada rapidamente e o jitter 

positivo não será completamente eliminado. Se Nmin é muito grande, pode ser 

necessário alocar uma grande quantidade de espaço em bufer para. a conexão, 

causando também um retardo maior na entrega dos pacotes. 

Um segundo problema consiste em o que fazer quando a fila é esvazia.da após 

o início da  entrega dos pacotes. Neste modelo a. entrega dos pacotes é reiniciada 

com a chegada do próximo pacote. A espera por Nmi, pacotes só ocorre no início 

de um período ativo. Esta solução reduz o jitter positivo se a probabilidade da 

fila esvaziar for pequena. 

No nosso modelo supomos que é possível detectar a ocorrência de um período 

de silêncio. Esta suposição é realista, uma vez que existem algoritmos de voz 

capazes de detectar períodos de silêncio. Após um período de silêncio o algoritmo 

de jitter volta a armazenar hLin pacotes antes de começar a entregar os pacotes 

à aplicação. Visando simplificar o modelo, também supomos que a detecção de 



um período de silêncio é feita logo após a chegada do último pacote do período 

ativo. Pacotes que estão armazenados quando ocorre um período de silêncio 

são entregues com taxa fixa logo que o período de silêncio é detectado. Estes 

pacotes não farão parte dos Nmin pacotes do próximo período ativo, caso um 

novo período ativo seja iniciado antes que todos os pacotes do último período 

ativo sejam entregues. 

O modelo do algoritmo de redução do jitter é constituído por uma fila com 

um único servidor e tempo de serviço determinístico. O servidor desta fila passa 

a funcionar apenas depois de acumulados Nmi, pacotes ou após um período de 

silêncio ser detectado. O processo de chegada caracteriza a distribuição do jitter 

na entrada do mecanismo de controle (saída da  rede). 

Seja B o número de buffers alocados para a redução de jitter da conexão. 

Um pacote é descartado se, ao chegar, não existir buffer disponível. É evidente 

que B deve ter um valor adequado de maneira a evitar perda de pacotes por 

parte do algoritmo de redução do jitter. Note que podem existir pacotes de 

diferentes períodos ativos armazenados no buyfjCer em um certo instante: pacotes 

que chegaram antes do último período de silêncio, e portanto devem ser entregues 

o mais rápido possível (com taxa fixa T), e pacotes do atual período ativo que 

estão sendo armazenados até que haja uma quantidade igual a Nmin na fila. 

Vimos que quando o equipamento no destino recebe o primeiro pacote após 

um período de silêncio, ele armazena o pacote e aguarda a chegada de mais 

Nmi, - 1 pacotes antes de iniciar a entrega ao usuário. Se um novo período de 

silêncio é detectado antes que existam Nmi, pacotes armazenados, a entrega dos 

pacotes recebidos é iniciada imediatamente. Se a fila é esvaziada após o início da 

entrega de pacotes, a entrega é reinicializada com a. chegada do próximo pacote. 

O servidor da  fila é então modelado por uma. cadeia com três estados numerados 

de O a 2. O estado O indica que o servidor está ocioso; esperando pelos 

pacotes. O estado 1 indica que o servidor está ocupado, entregando pacotes à 

aplicação, onde o tempo de serviço é fixo e igual a S. O estado 2 indica que 



o servidor está ocioso, esperando a chegada de novos pacotes para reiniciar as 

entregas pois a fila esvaziou durante um período ativo da  fonte (não foi detectado 

o início de um período de silêncio). 

Na definição do processo de chegada, precisamos considerar a existência de 

períodos ativos e períodos de silêncio da fonte. Além disso, também é necessário 

considerar a variação dos intervalos entre chegadas de pacotes consecutivos em 

um mesmo período ativo. Esta variação pode ser modelada por uma cadeia de 

Markov qualquer de maneira a se obter a variância desejada para o intervalo 

entre chegadas de pacotes de um mesmo período ativo. Por exemplo, podemos 

escolher a distribuição exponencial. Neste caso, supondo que pacotes são gerados 

com taxa 1/T nos períodos ativos, a distribuição dos intervalos entre pacotes 

consecutivos na entrada do mecanismo de redução do jitter tem desvio padrão 

igual a T. 

O b j etivando estudar a eficácia do algorit mo de armazenament o no destino, es- 

colhemos dois modelos para representar o processo de chegada de forma a obter 

uma variância para o jitter maior e menor do que a variância de uma distribuição 

exponencial. O primeiro modelo é um MMPP (Markov Modulated Poisson Pro- 

cess) com três estados e será usado para modelar um tráfego cujo jitter na en- 

trada do mecanismo de controle tem desvio padrão igual ou maior ao de uma 

distribuição exponencial. O segundo modelo é um processo Erlangiano com r 

estágios e será usado para modelar um tráfego cujo jitter na entrada do mecan- 

ismo de controle tem desvio padrão menor ou igual ao desvio padrão de uma 

distribuição exponencial. A seguir estudaremos o comportamento do jitter antes 

e após atravessar o mecanismo de controle para estes dois casos. 

Processo de chegada de pacotes representado por um MMPP 

O MMPP é um processo de Poisson onde a taxa depende do estado de uma cadeia 

de Markov [I]. Para representar o processo de chegada de pacotes na entrada do 



mecanismo de controle usaremos um MMPP com três estados. O estado O indica 

um período de silêncio, o estado 1 indica que a chega.da de pacotes se dá com 

taxa A1 inferior à taxa de geração de pacotes na  fonte (A1 < 1/T) e distribuição 

exponencial entre chegadas, e o estado 2 indica chegadas com taxa Xz superior à 

taxa da  fonte (A2 > 1/T).  Dizemos que a fonte está inativa (período de silêncio) 

quando o estado é O, e que está ativa nos estados 1 e 2. 

estado = (a,b,c,d) 
a = número total de pacotes 
b = número de pacotes armazenados 

antes do último período de 

c = estado do processo de chegada 
d = estado do servidor - entrega de célula I -- .chegada de célula 
........ . chegada de célula seguida por um 

período de silêncio 

Figura 2.3: Conexão com hk, = 2 e B = 4. 

O estado do modelo é portanto caracterizado pelo número total de pacotes 

na fila, pelo número de pacotes armazenados na  fila antes do último período de 

silêncio, pelo estado do processo de chegadas e pelo estado do servidor. A Figura 



2.3 mostra o diagrama de transição de estados para uma conexão com Nmin = 2 

. e B = 4 .  

Os estados de 1 a 3 na Figura 2.3 indicam que o servidor está esperando por 

Nhn pacotes. Quando o segundo pacote chega, o servidor inicia o processo de 

entrega. Os estados de 6 a 37 representam o período ocupado do servidor, onde 

as transições correspondentes à entrega de pacotes são determinísticas (o servidor 

demora T unidades de tempo para entregar um pacote). Se a fila esvaziar durante 

um período ativo da fonte, o modelo transiciona para o estado 4 ou 5, e a entrega 

de pacotes é reinicializada com a chegada do próximo pacote (a contagem por 

Nmin pacotes só é feita no início de cada período ativo da fonte). Podemos fazer 

algumas observações em relação a este exemplo: 

e um período ativo (a fonte está gerando pacotes) é caracterizado pela geração 

de pelo menos dois pacotes, onde o primeiro pacote indica. o início do período 

ativo e o último pacote indica o início do período de silêncio; 

e como a chegada de novos pacotes é independente da quantidade de pacotes 

existentes na fila, existe transição do estado da  fonte mesmo quando a fila 

está cheia; 

e é possível que um período ativo (estados 1 e 2 do processo de chegada) 

termine antes que todos os pacotes do período ativo anterior tenham sido 

entregues. Por exemplo, a tra.nsição do estado 14 para o estado 26 indica 

que um novo período de silêncio foi detectado quando ainda existia um 

pacote do período ativo anterior para ser entregue. 

A seguir vamos estudar o comportamento do tráfego na entrada e na saída do 

mecanismo de redução do jitter. Temos dois objetivos com este estudo. Primeiro, 

queremos mostrar que podemos obter com o modelo uma. variância. do jitter na  

entrada do mecanismo ma.ior ou igual a variância de uma distribuição exponencial. 

E em segundo, queremos calcular a distribuição do jitter na saída do mecanismo 

de controle. 



A Figura 2.4 mostra o MTVIPP com três estados que representa o processo de 

chegada no modelo que estamos discutindo. A mudança de taxa ocorre imedi- 

atamente após a chegada de um pacote. Uma mudança do estado da fonte de 1 

para 2 ocorre com probabilidade p12, e de 2 par.a 1 com probabilidade p21. Con- 

sequentemente, o intervalo entre chegadas de pacote é hiperexponencial. Com 

probabilidade pio o estado da fonte passa de 1 (período ativo) para O (período de 

silêncio), e com probabilidade p2o o estado da fonte passa de 2 (período ativo) 

para O (período de silêncio). Quando o período de silêncio acaba (chega uma novo 

pacote), com probabilidade pol o estado da fonte vai para 1, e com probabilidade 

1 -pol o estado da fonte passa a ser 2. A taxa de chegada de pacotes é Ai quando 

o sistema se encontra no estado i, i = 1,2. Como definido anteriormente, temos 

A1 < 1 / T  e A2 > 1/T. 

- - - - - - - - - 

' Período 
1 Ativo 
I - - - - - _ _ _  

Figura 2.4: Processo de chegada modelado por um MMPP. 

Inicialmente, vamos analisar o período de chegada de pacotes, i.e., o período 

em que a fonte está ativa (estados 1 e 2 da Figura 2.4). Seja X a taxa média de 

chegada de pacotes à fila no período ativo, ou seja., 

onde .li-: é a probabilidade da fonte estar no esta.do 1 dado que a fonte está ativa, 



e r; é a probabilidade da  fonte estar no estado 2 dado que a fonte está ativa. 

Portanto, 

onde 

Seja X a variável aleatória que indica o tempo entre chegadas de pacotes à 

fila, e J, a variável aleatória igual ao jitter na saída da rede antes de se aplicar o 

algoritmo de redução de jitter. Então, J, = X - T, onde T é fixo. De 2.1 e 2.2 

obtemos o intervalo médio entre chegadas de pacotes no período ativo 

1  
E [ X ]  = - 

X 

e portanto E[J,] = E [ X ]  - S. O tempo entre duas chegadas de pacotes conse- 

cutivos é exponencial, l / X i  corresponde ao intervalo médio entre pacotes quando 

o sistema se encontra no estado i, i = 1,2. Além disso, q / ( p  + q )  e p / ( p  + q)  

correspondem à fração de visitas ao estado 1 e ao estado 2, respectivamente, 

quando a fonte está ativa. Seja Y, uma variável aleatória exponencial com taxa 



Ai. Dado que o sistema está ativo e no estado i, o evento Jr > y equivale ao 

evento Y, > y + T ,  y >_ -T. Podemos então escrever a função densidade de Jr 

como 

e portanto, a função distribuição correspondente é 

O primeiro e o segundo momento do jitter são dados, respectiva.mente, por 

Vejamos agora um exemplo de como podemos definir os valores dos parâmetros 

do modelo de forma a se obter uma distribuição que tem uma determinada variân- 

cia. Considere uma transmissão de pacotes de voz através de uma rede de dados 

onde a taxa de perda de pacotes observada é zero (esta suposição é realística 

para redes pouco congestionadas ou quando existe um algoritmo de recuperação 

de perdas como em [16]). Neste caso, o jitter médio na entrada do mecanismo de 

controle é zero e a variância é igual ao segundo momento. Podemos então escolher 

os valores de alguns parâmetros do modelo e usar o primeiro momento para 

calcular os outros parâmetros. Por exemplo, suponha que p/(p + q) = 0.6 e T = 

20. De (2.4) obtemos X2 = (0.6Xl)/(20Xl -0.4). Escolhemos 1 / X l  < T e portanto 



precisamos de um valor para Xl maior que 0.05. Seja Ai = 0.1, temos então 

X2 = 0.0375. Podemos agora usar (2.5) e calcular a variância do jitter na entrada 

do mecanismo de controle. Neste exemplo, o desvio padrão é 23.1 e portanto, é 

maior que o desvio padrão da distribuição exponencial com parâmetro X igual a. 

1/20. Observe que precisamos apenas variar Ai (e naturalmente recalcular 212) 

para obtermos valores diferentes para a variância do jitter. 

No nosso modelo assumimos que o período de silêncio é detectado, e que 

o intervalo de tempo entre períodos ativos ou de silêncio é exponencialmente 

distribuido com parâmetro y. Quando um período de silêncio é detectado, os 

pacotes que porventura ainda estejam na fila são entregues (e portanto o jitter 

de todos esses pacotes ainda não entregues é zero) e um período de espera por 

Nmin pacotes é iniciado novamente com a chegada do primeiro pacote de um novo 

período ativo da fonte. 

Pa.ra calcularmos o jitter após a aplicação do algoritmo de redução de jitter 

no destino, precisamos condicionar o valor do jitter ao número de pacotes da  fila, 

ao estado do servidor e ao estado da fonte. O jitter será zero quando o servidor 

(S) estiver entregando pacotes, independente do estado da fonte. O jitter será 

maior que zero quando o servidor estiver ocioso esperando chegada de pacotes 

(ver estado 1 do servidor na  definição do modelo) em um período ativo (estados 

1 e 2 da  fonte na definição do modelo). O valor do jitter, neste caso, dependerá 

do estado da fonte (F) . Note que não entra no cálculo do jitter o intervalo de 

tempo em que o servidor está ocioso devido à. espera de N,in pacotes (ver estado 

O do servidor na definição do modelo). 

Sejam k' a variável aleatória que indica o tempo entre a saída do último 

pacote da fila até a próxima chegada, J, a variável aleatória igual ao $ter após 

o mecanismo de controle, e AT a variável aleatória correspondente ao número de 

pacotes na fila. Além disso, o jitter J, só está definido imediatamente após o 

mecanismo de controle começar a entrega de pacotes, portanto para S > O. Se 

iV é maior que zero (fila não vazia), então o espacejamento entre o pacote que 



acabou de ser entregue e o próximo pacote é T e portanto, o jitter é zero. Se N 

é zero (fila vazia), então o jitter é igual a Y. Seja Fj, (y) a distribuição do jitter 

após o mecanismo de controle. Então, 

P [ J  < ylN = O,  S = i, F = j] x P[N = O,  S = i, F = j]) 
2 2 

= ~ ~ ~ [ ~ ~ y l ~ > o , s = i , ~ = j ] ~ ~ [ h r > o , S = i , F = j ] +  
i=l j=O 

2 2 

C CP[J < ylAT = O, S = i, F = j] x P[N = O, S = i, F = j], 
i=l j=O 

onde y 2 0, uma vez que J, é sempre positivo. A probabilidade do servidor ficar 

ocioso quando existem pacotes na fila e o período de entrega de pacotes já foi 

iniciado ( N  > O e S = 2) é zero, e a probabilidade do servidor entregar pacotes 

quando a fila está vazia (Ar = O e S = 1) também é zero. Além disso, como 

estamos supondo que o algoritmo é capaz de detectar o início de um período 

de silêncio, a probabilidade do servidor estar esperando por um pacote ( S  = 2) 

quando a fila está vazia (N = O)  e a fonte está em um período de silêncio (F = 0) 

é zero. Logo, 

Como vimos, o jitter é zero quando o servidor está. entregando pacotes ( S  = I), 

independente do estado da fonte. Porta.nto, para y 2 0, 



Se a fila está vazia, o tempo para a chegada do próximo pacote é exponencialmente 

distribuido com parâmetro Ai ou com parâmetro X2 dependendo se o estado da 

fonte é 1 ou 2. Portanto, a distribuição do $ter J, na saída do bufler é dada por 

onde p é a probabilidade de existir pelo menos um pacote na. fila. e o processo 

de entregas de pacotes estar em andamento, pl é a probabilidade da  fila estar 

vazia, o estado da fonte ser 1 e o servidor estar à espera de novos pacotes para 

reiniciar as entregas, e p2 é a probabilidade da fila estar vazia, o estado da fonte 

ser 2 e o servidor estar à espera de novos pacotes para reiniciar as entregas. Note 

que ,d, P1 e P2 estão normalizadas já que estão condicionadas na. probabilidade 

do sistema já ter iniciado a entrega dos pacotes (S # O). 

Processo de chegada de pacotes representado por um processo erlan- 

giano 

Para obtermos valores menores ou iguais ao desvio padrão de uma distribuição 

exponencial podemos substituir o NIMPP por um processo Erlangiano com r 



estágios. Neste caso, o intervalo total entre pacotes consecutivos corresponde 

à soma de r variáveis aleatórias identicamente distribuídas, e o desvio padrão 

equivale a 1/fi do desvio padrão da  distribuição exponencial correspondente. 

A Figura 2.5 representa o novo processo de chegada dos pacotes na fila. O 

estado O corresponde a um período de silêncio da fonte e os estados de 1 a r 

correspondem a um período ativo da  fonte. Um pacote só é gerado após o sistema 

percorrer os estados de 1 a r do modelo. Quando a fonte se encontra no estado r e 

uma transição ocorre, com probabilidade p é detectado o início de um período de 

silêncio e com probabilidade 1 - p a fonte continua gerando pacotes. O tempo de 

duração de um período de silêncio é exponencialmente distribuído com parâmetro 

de Silencio : 
Período Ativo 

Figura 2.5: Processo de chegada modelado por um processo erlangiano. 

A distribuição do jitter na entrada do mecanismo de controle corresponde à dis- 

tribuição erlangiana com r estágios, ou seja, 

onde X = r /T  (isto nos fornece a média de um pacote a cada T unidades de 

tempo). 

A distribuição do jitter após o mecanismo de controle é obtida de forma se- 

melha.nte à discutida acima para o processo de chegada representado por um 

MMPP. A diferença é que agora temos uma fonte com r estágios no período 

ativo. Portanto, precisamos condicionar o valor do jitter ao número de pacotes 

da  fila, ao estado do servidor e ao número do estágio da fonte erlangiana. 



P[J  5 ylN = O,  S = i, F = j] x P[N = O, S = i, F = j]) 
2 P 

Se o número de pacotes na fila (N) é maior que zero então o espacejamento entre 

o pacote que acabou de ser entregue e o próximo pacote é T e portanto, o jitter 

é zero. Se N é zero, então o jitter corresponde ao intervalo até a chegada do 

próximo pacote. Sabemos que este intervalo tem distribuição erlangiana. Logo, 

o jitter corresponde à soma de i variáveis aleatórias onde i é o número do estágio 

em que a fonte se encontra, i = 1,. . . , r .  

onde p é a probabilidade de existir pelo menos um pacote na fila e o processo de 

entregas de pacotes estar em andamento, ,Bj é a probabilidade da fila estar vazia, 

o estado da fonte ser j e o servidor estar à espera de novos pacotes para reiniciar 

as entregas. 

A Figura 2.6 mostra o diagrama de transição de estados para um exemplo onde 

a chegada dos pacotes é representada por um processo erlangiano de 3 estágios 



com Ai,,, = 2 e B = 4. Nos estados de 1 a 4 o servidor está esperando por ALi, 

pacotes. Quando o segundo pacote chega (estado 15), o servidor inicia o processo 

de entrega. Os estados de 8 a 53 representam o período ocupado do servidor. Os 

estados 5, 6 e 7 representam o período em que a fila está vazia e o servidor está 

à espera da chegada de novos pacotes para reiniciar as entregas. 

2.3.2 Modelo 2 

No segundo modelo, semelhante ao primeiro, os pacotes que chegam são colocados 

em uma fila FIFO, mas o processo de entrega de pacotes só é inicializado após um 

tempo fixo TI da chegada do primeiro pacote (este tipo de mecanismo é usado, 

por exemplo, como parte do algoritmo do Space-Controller [6]). A escolha de 

TI apresenta problemas semelhantes aos da escolha de Nmin no primeiro modelo. 

Se TI é muito pequeno, o número de pacotes armazenados antes de começar a 

entrega pode ser pequeno, e a fila é esvaziada rapidamente. Se TI é muito grande, 

o número de pacotes armazenados pode ser grande, e uma grande quantidade de 

buflers é necessário. Além disso o retardo para a entrega de pacotes após um 

período de silêncio aumenta com TI. Valores altos de TI afetam negativamente a 

qualidade do serviço oferecida pela rede. 

Se a fila esvazia, assumimos que as entregas de pacotes reiniciam com a 

próxima chegada de um pacote. O tempo de entrega de um pacote é fixo e 

igual a T2. As Figuras 2.7 e 2.8 mostram o diagrama de transição de estados de 

exemplos com B = 4, onde o primeiro tem processo de chegada representado por 

um MMPP, e o segundo exemplo tem processo de chegada representado por um 

processo erlangiano com r = 3. 

Observe que agora o servidor é caracterizado por quatro estados numerados 

de O a 3. O servidor está no estado O quando a fila está vazia e ainda não foi 

detectado o início de um período ativo da fonte. O servidor está no estado 1 

quando o sistema está aguardando o término do tempo TI após a chegada do 



estado = (a,b,c,d) 
a =número total de pacotes 
b = número de pacotes armazenados 

antes do iIltimo período de 
silêncio 

c =estado do processo de chegada 
d = estado do servidor 

- - - - mudança de fase da fonte erlangiana 
chegada de célula seguida por 

Figura 2.6: Conexão com r = 3, N&, = 2 e B = 4. 



estado = (a,b,c,d) 
a = número total de pacotes 
b = número de pacotes armazenados 

antes do último período de 
silêncio 

c = estado do processo de chegada 
d = estado do servidor 

Figura 2.7: Conexão com timeout e B = 4. 



-entrega de célula 
- - - -  ,mudança de fase da fonte erlangiana 

-*- - 
.....-.. , I chegada de célula seguida por 1 , 1 o 

um período de silêncio I I ..-...... . . . . . . . . . -- c timeout 3,3,0,2 
43 

4,4,0,2 - 1  
59 

Figura 2.8: Conexão com timeout, r = 3 e B = 4. 



primeiro pacote, portanto, a fila não está vazia. mas o servidor está esperando 

para começar a entrega de pacotes. O servidor está no estado 2 quando está 

entregando pacotes. E por último, o servidor está no estado 3 quando está à 

espera da chegada de novos pacotes para reiniciar a entrega, pois a fila esvaziou 

quando a entrega de pacotes já tinha sido iniciada. As suposições feitas no mode- 

lo anterior para o processo de chegada e para os períodos de silêncio são também 

adotadas neste modelo. 

Resultados 

Para ilustrar a eficácia do algoritmo de armazenamento no destino, vamos ini- 

cialmente analisar alguns exemplos de tráfego de voz com diferentes graus de 

distorção após atravessar um ou mais nós de uma rede. No final, faremos uma 

comparação desses modelos com os resultados de testes de transmissão de voz 

feitos entre o Departamento de Ciência da  Computação da UCLA e o NCE/UFRJ 

e que foram apresentados em [16]. 

É importante notar que os modelos discutidos em 2.3 não são marRovianos. 

No primeiro modelo, o tempo de serviço é determinístico e igual a T. No segundo 

modelo, tanto o tempo de espera Ti após a chegada do primeiro pacote de um 

período ativo quanto o tempo de serviço T2 são determinísticos. Em [17], é apre- 

sentado um algoritmo eficiente para uma classe de modelos não markovianos, onde 

uma única transição não exponencial pode estar habilitada por vez como no caso 

dos modelos acima (discutiremos este algoritmo com mais detalhes no Capítulo 3). 

A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos para os modelos acima usando 

o algoritmo de [17] e implementado de acordo com a Metodologia Orientada a 

Objetos proposta em [18] como parte de uma ferramenta de modelagem 1191 [20] 

WI. 

Considere um aplicativo de voz como mostrado na Figura 2.9. Pacotes de voz 



Aplicação 
transmissora 

Rede de c Dados Algoritmo 
de Redução 
do jitter 

. 
- - - _ _ _ _ _ - -  - - - - _ _ - -  

Figura 2.9: Transmissão de pacotes de voz através de uma rede de dados 

são gerados pela aplicação transmissora e entregues ao nó mais próximo da  rede 

de dados. Após atravessar a rede, os pacotes são armazenados e tratados por um 

mecanismo de controle do jitter antes de serem entregues ao usuário. Nenhum me- 

canismo para controle do jitter é usado na rede. Suponha que a fonte gera pacotes 

de voz com ta.xa constante de 1/20 unidades de tempo (este valor é usado em [16] 

e foi definido através de testes). A Figura 2.10 mostra as distribuições do jitter 

para este tráfego na entrada do algoritmo de redução do jitter quando o desvio 

padrão (a )  do jitter é 14, 21 e 36. O processo de chegada foi representado por um 

processo erlangiano no primeiro caso, e por um MMPP nos dois outros casos (o 

desvio padrão para um processo de chegada representado por uma distribuição 

exponencial é 20). Usamos os seguintes parâmetros para modelar as funções de 

distribuição da  Figura 2.10 de maneira a ter um largo espectro de desvio padrão 

para o jitter na entrada do algoritmo de redução do jitter: 

o Para a = 14 : r = 2 e X = 0.10; 

o Para a = 21 : Ai = 0.04, X 2  = 0.0667, pl2 = 0.2, pzl = 0.2 e b = 0.5; 

Para a = 36 : AI = 0.0222, X 2  = 0.5, pl2 = 0.01, pzl = 0.0002 e b = O . 5 . 

Na análise do modelo usa.mos os valores apresentados em [22] para a duração 

do período ativo e do período de silêncio, 400 ms e 600 ms, respectivamente. 

Portanto, temos y = 0.00167, pio = p2o = 0.005 para o primeiro modelo, e 

p = 0.005 para o segundo modelo. A taxa média de chegada de pacotes é 1/20, e 

o jitter médio é zero pois supomos que não há perda de pacotes. A quantidade de 



buflers alocados para o algoritmo de redução do jitter é 50 de maneira a tornar 

desprezível a probabilidade de perda de pacotes no bufler de armazenainento. 

Note que a curva com desvio padrão 14 cai a zero mais rapidamente do que as 

outras curvas. Por exemplo, a probabilidade do jitter ser maior que 40 unidades 

de tempo é quase zero para a curva com desvio padrão 14, enquanto ela é em 

torno de 0.01 para a curva com desvio padrão 21, e em torno de 0.1 para o desvio 

padrão 36. 

Figura 2.10: Distribuição do jitter na entrada do mecanismo de controle. 

As Figuras 2.11 e 2.12 mostram os resultados do controle do jitter no destino 

toma.ndo como base as entradas com desvio padrão 14 e 21, respectivamente. Uti- 

lizamos lVmin = 5 no primeiro modelo, e TI = 100 no segundo modelo. Note que 

TI foi escolhido de maneira a se obter um número médio de pacotes recebidos da  

rede igual a Ardn. Nestes exemplos, o jitter é quase totalmente eliminado nos dois 

modelos. Por exemplo, Prob[J > O] é aproximadamente 0.4 na entrada do algo- 

ritmo de redução do jitter para os dois exemplos, enquanto é aproximadamente 

0.03 após o mecanismo de controle no primeiro exemplo, e aproximadamente 0.05 

para o segundo exemplo. 

A Figura 2.13 mostra o resultados do controle do jitter no destino para a 



Figura 2.11: Distribuição de jitter com o = 14. 

Figura 2.12: Distribuição de jitter com CT = 21. 



entrada no algoritmo 
de redução do jitter 
/' 

Figura 2.13: Distribuição de jitter com ã = 36. 

saída com desvio padrão de jitter 36. Os valores usados para Nmin são 5 e 20, 

e os valores usados para TI são 100 e 400. No primeiro modelo, o jitter só tem 

uma redução significativa quando N,i, = 20. No segundo modelo, Prob[J > z] 

(no intervalo plotado) é maior que a correspondente probabilidade para o tráfego 

recebido quando TI = 100. Isto significa que embora o jitter negativo tenha sido 

eliminado, houve um acréscimo na probabilidade de ocorrência de jitter positivo. 

Uma explicação para esse comportamento é a seguinte: o uso do mecanismo para 

redução do jitter apenas eliminou o jitter negativo, o algoritmo não conseguiu 

diminuir o jitter positivo, como agora só temos jitter com valor maior ou igual a 

zero, a probabilidade de um jitter positivo é maior. Quando TI = 400, o jitter 

positivo é reduzido muito pouco em relação ao jitter na entrada do mecanismo 

de controle. Isto significa que o número de pacotes armazenados durante TI não 

é suficiente para absorver o jitter positivo, e portanto, é necessário definir valores 

maiores para TI. 

Existem dois parâmetros a serem escolhidos para cada. modelo: o tamanho da  

fila de buflers e o valor de hTmin para o modelo 1 e de Tl para o modelo 2. O 

tamanho da fila é escolhido de maneira a se obter uma probabilidade de bloqueio 



dentro de limites aceitáveis. Dizemos que Nmi, e Tl são correspondentes se eles 

fornecem uma mesma probabilidade de bloqueio para um mesmo tamanho de 

bufler. Considerando valores de Arrni, e TI correspondentes, o primeiro esquema 

será melhor se as curvas do modelo 1 permanecerem abaixo das curvas do modelo 

2. Isto é verdade pois neste caso a probabilidade do jitter ser maior que um 

certo valor será sempre inferior para o modelo 1. Para as curvas acima os valores 

de Nmin e TI escolhidos fornecem a mesma probabilidade de bloqueio. Podemos 

então afirmar que, para valores pequenos de desvio padrão, tanto o modelo 1 

como o modelo 2 apresentam bom desempenho como mostram as Figuras 2.11 

e 2.12. Isso porém não é verdade para valores grandes de desvio padrão, onde 

o segundo modelo não é eficaz na eliminação do jitter positivo como mostra a 

Figura 2.13. 

Agora iremos comparar os resultados apresentados nesta seção com os resul- 

tados obtidos com a ferramenta de comunicação de áudio desenvolvida no projeto 

ALMADEM (pertencente ao programa PROTEM-111) e apresentados em [lG]. Os 

testes foram feitos entre o Departamento de Ciências da Computação da UCLA 

e o NCE na UFRJ. Entre as duas instituições existem 16 roteadores e tráfego 

intenso. As máquinas utilizadas para os testes foram modelos Sparc rodando o 

sistema SunOS 4.1 da  Sun Microsystems. 

A Figura 2.14 compara os resultados de [ l G ]  com a distribuição do jitter com 

desvio padrão igual a 21. As curvas de entrada no mecanismo de redução do jitter 

possuem a mesma média e variância para o jitter nos dois casos. As curvas A e a 

representam a distribuição do jitter na saída do mecanismo de redução do jitter 

para Nmin = 5 no modelo analítico e no teste real, respectivamente. Enquanto 

que, as curvas l3 e b mostram a distribuição do $ter para = 10. Note que 

as diferenças encontradas entre o modelo analítico e os testes realizados não são 

significativas, o que valida os modelos discutidos neste capítulo. 



Figura 2.14: Dados reais x Distribuição de jitter com a = 21. 

2.5 Conclusões 

Neste capítulo, comentamos sobre alguns mecanismos para controle do jitter na 

rede e no destino. Os mecanismos para controle do jitter na rede baseiam-se em 

introduzir retardos nos pacotes dentro da rede. O que muda de um mecanismo 

para outro é o tempo que os pacotes são retardados em cada nó da  rede. Além 

disso, alguns mecanismos requerem testes e cálculos adicionais nos comutadores 

da rede quando comparados ao serviço FIFO. Como podemos ver, o preço a ser 

pago para a rede limitar o jitter de um tráfego é o aumento do retardo fim-a-fim 

e do nível de complexidade no processamento dos pacotes nos nós da  rede. Por 

outro lado, os controles do jitter no destino propostos são de fácil implementação, 

e não requerem processamento por parte dos nós da rede. 

Dois modelos para o estudo do controle do jitter no destino são propostos 

e analisados (veja [23] e [24] para outros exemplos de modelagem e análise do 

controle do jitter no destino). O primeiro modelo armazena hTmi, pacotes antes 

de iniciar a entrega dos pacotes recebidos, e o segundo modelo espera por um 

tempo fixo TI após a chegada do primeiro pacote antes de inicia.r o processo de 



entrega. Infelizmente, a escolha de lVmin (TI) não é simples. Se lVmin ( T )  é 

pequeno, o número de pacotes armazenados antes de iniciar a entrega pode ser 

pequeno, e a fila é esvaziada rapidamente. Se AL, (TI)  é muito grande o número 

de pacotes armazenados pode ser grande e uma grande quantidade de b u f e r s  é 

necessário. Além disso, o aumento do valor de Nmi, (TI)  implica no aumento do 

valor do retardo na entrega dos pacotes. 

Os resultados apresentados neste capítulo mostram que é possível reduzir o 

jitter com o armazenamento de poucos pacotes no destino. Os dois modelos têm 

bom desempenho quando o desvio padrão do jitter não é muito grande. Para 

um tráfego com grande desvio padrão no jitter, o primeiro modelo tem bom 

desempenho mesmo para valores pequenos de ATmi,, enquanto os resultados do 

segundo modelo indicam que ele tem um desempenho inferior ao do primeiro 

esquema. 

É interessante observar que os modelos aqui apresentados podem ser usados 

para analisar outras propostas de mecanismos de controle para redes de comu- 

nicação. Por exemplo, em [25] Sen et a1 propõem que servidores proxy sejam 

utilizados para garantir uma melhor QoS nas transmissões de áudio/vídeo. Um 

servidor proxy é um equipamento usado para armazenar as páginas mais acessadas 

da Internet em um determinado ambiente. Periodicamente, o proxy atualiza as 

páginas com os provedores de origem e quando um usuário solicita acesso a uma 

dessas páginas ele a entrega de imediato, sem precisar requisitá-la ao provedor. 

A vantagem do proxy é sem dúvida poder oferecer aos usuários maior rapidez 

de acesso as páginas mais populares. Além disso, a atualização dessas páginas 

no proxy é feita durante períodos de pouca. utilização da rede, evitando assim 

congestionamento. 

A proposta de [25] é que o proxy passe a armazenar os primeiros pacotes 

das transmissões de áudio/vídeo mais solicitadas no ambiente sendo monitorado. 

Quando um usuário solicita uma dessas transmissões, o proxy envia uma so- 

licitação ao provedor especificando o ponto em que a transmissão deve ser inici- 



ada. Com a chegada dos primeiros pacotes, o proxy inicia a entrega. Em [25], 

são discutidas a implementação dessa proposta e a escolha de alguns parâmetros 

tais como quantidade de pacotes a ser armazenada no proxy e a quantidade de 

pacotes a ser recebida antes de iniciar a entrega dos pacotes ao usuário. O estudo 

de medidas de QoS, como por exemplo jitter, não foi feito em [25]. 

Note que podemos usar o primeiro modelo apresentado neste capítulo para 

estudar este problema. Só que agora estamos interessados na análise transiente 

do modelo, pois queremos conhecer o comportamento de uma determinada trans- 

missão de áudio/vídeo. Para isso podemos interpretar o período ativo como o 

tempo de transmissão e o período de silêncio como o final da transmissão. Por- 

tanto, a média de duração de um período ativo deve ser igual à média de duração 

do filme. Precisamos apenas incluir uma alteração no modelo: o início de um 

período ativo é agora caracterizado pela chegada de Ic pacotes ao invés de um 

único pacote. Estes k pacotes representam os pacotes armazenados pelo proxy 

mais o primeiro pacote enviado pelo provedor. A entrega dos pacotes só é iniciada 

quando o proxy tem Nmi, pacotes, onde Armi, 2 Ic + 1. 

Os modelos apresentados neste trabalho também podem ser usados para es- 

tudar a QoS oferecida pela rede diante de problemas, como por exemplo, retrans- 

missão de pacotes. Em [26], Jean-Marie et a1 estudam como a reordenação de 

pacotes feita no nó de destino afeta o desempenho de aplicações que exigem o 

recebimento ordenado dos pacotes. Pacotes chegam fora de ordem devido a erros 

na transmissão. Supõe-se no modelo que no máximo é pedida a retransmissão de 

um pacote em um determinado tempo. A modelagem é feita com duas filas. Uma 

fila armazena os pacotes ordenados e prontos para serem entregues à aplicação. 

A outra fila armazena os pacotes que chegaram após o pacote que está faltando. 

Quando este pacote chega, todos os pacotes que estão na segunda fila são trans- 

feridos para a primeira fila. Podemos usar o primeiro modelo apresentado neste 

capítulo para estudar este problema. Por exemplo, a transferência de pacotes 

da  segunda fila para a primeira fila (indicando a chegada do pacote que estava 



faltando) é representada pela chegada de um conjunto de pacotes com intervalos 

de chegada entre eles igual a zero (o jitter na  entrada do bufer é -T). Os outros 

estados do modelo representam a chegada de pacotes quando nenhuma perda é 

detectada. 



Capitulo 3 

Aproximação para o Algoritmo 

GTH 

3.1 Introdução 

Uma das medidas mais importantes a ser obtida na análise de um modelo é o 

conjunto de probabilidades estacionárias dos estados. Esta medida é calculada 

a partir da matriz de taxas (ou probabilidades) de transição dos estados do mo- 

delo e pode ser interpretada como a fração de tempo que o sistema fica em 

cada estado. A partir da solução do sistema em estado estacionário, podemos 

calcular várias medidas de interesse para estudar o comportamento do modelo. 

Por exemplo, considere novamente os modelos de jitter estudados no Capítulo 2. 

A probabilidade da fila de pacotes esvaziar após o início da entrega de pacotes está 

relacionada à probabilidade do modelo ter jitter positivo e portanto, ocorrer uma 

diminuição na QoS oferecida pela rede. Outras medidas em estado estacionário 

que podem ser calculadas para os modelos de jitter são: número médio de pacotes 

na fila e taxa de perda de pacotes (para melhor dimensionar o tamanho do bufler 

no modelo real), tempo médio de permanência de um pacote na fila (para calcular 

o retardo fim-a-fim na entrega dos pacotes), etc. 



Os métodos de solução usados para obter as probabilidades em estado esta- 

cionário são divididos em diretos e iterativos [28]. Um método é dito direto 

quando fornece as probabilidades exatas dos estados após um número finito de 

passos, e um método é dito iterativo quando fornece uma solução que converge 

para a solução exata a cada iteração do algoritmo. Em geral, métodos diretos 

são usados quando o número de estados do sistema sendo modelado não é muito 

grande (da ordem de algumas centenas de estados) e quando a matriz de transição 

de estados do modelo não é esparsa (poucas transições com valores zero). 

Um dos métodos diretos mais importa.ntes na solução de cadeia de Markov 

é o algoritmo proposto por Grassmann, Taksar e Heyman [29], e conhecido por 

método GTH. Na realidade, o método GTH é uma variação do método de eli- 

minação de Gauss [28][30] com algumas importantes ca.racterísticas a mais. Por 

exemplo, o algoritmo só possui operações de multiplicação e adição, nenhuma 

subtração é realizada, evitando assim perda de precisão nos valores calculados. 

Além disso, existe uma interpretação probabilística para cada passo executado 

pelo algoritmo GTH. 

Um problema do algoritmo GTH é o custo computacional elevado para ma- 

trizes que não possuem estruturas especiais. Isto se deve ao fato do GTH intro- 

duzir modificações na matriz de transição de estados. A cada passo executado, 

algumas transições de estado são removidas e novas transições de estado podem 

ser introduzidas na matriz resultante. Mesmo que a matriz original seja esparsa, 

o algoritmo pode preencher os espaços vazios da matriz com novas transições, 

fazendo com que a matriz final não seja esparsa. Por isso, o algoritmo GTH não 

é usado para resolver modelos muito grandes (da ordem de alguns milhares de 

estados), a não ser que a matriz de transição de estados do modelo tenha alguma 

estrutura particular, como por exemplo, matriz de banda. 

Neste capítulo propomos uma aproximação para o método GTH de forma que 

ele possa ser usado na solução de matrizes com milhares de estados impossível 

de serem resolvidas pelo método GTH. Este algoritmo faz uso de conceitos e 



definições de dois outros algoritmos de aproximação apresentados em [31] e [32]. 

Visando estudar a eficácia do algoritmo proposto, iremos comparar as soluções 

de alguns modelos inarkovianos obtidas com o algoritmo GTH e com o novo 

algoritmo. 

Em [17], de Souza e Silva et  a1 mostram uma solução para modelos não marko- 

vianos que possuem, no máximo, uma única transição não exponencial habilitada 

em um determinado momento. Este algoritmo usa métodos de solução para mo- 

delos markovianos, por exemplo o GTH, como parte da solução. Por isso, também 

usaremos os algoritmos GTH e de aproximação para resolver alguns modelos não 

markovianos. Para facilitar a compreensão das definições usadas neste capítulo, 

faremos uma rápida revisão de métodos de solução de modelos markovianos, em 

especial do algoritmo GTH. Além disso, discutiremos o algoritmo proposto em 

[17] para a solução de modelos não markoviavos e os algoritmos de aproximação 

de [31] e [32]. 

A organização deste capítulo é descrita a seguir. Em 3.2 são apresentados al- 

guns conceitos relacionados a métodos de solução utilizados neste trabalho, além 

de detalhar o algoritmo GTH e o método de solução para modelos não marko- 

vianos introduzido em [17]. Em 3.3 estudamos dois métodos de aproximação 

para modelos markovianos encontrados na  literatura e que vão servir de base 

para o método proposto. Em 3.4 propomos uma alteracão no método GTH com 

o objetivo de diminuir o custo computacional do algoritmo e calculamos o erro 

introduzido com esta modificação. Em 3.5 mostramos a solução de alguns mo- 

delos markovianos e não markovianos usando o algoritmo GTH e o algoritmo 

de aproximação aqui proposto. Veremos então que foi possível limitar o erro no 

segundo algoritmo apenas para o resultado obtido de modelos markovianos. A 

seção 3.6 conclui o capítulo. 



3.2 Métodos de Solução 

Nesta seção fazemos revisão de alguns conceitos relacionados a métodos de solução 

que serão úteis nas seções seguintes. Inicialmente, descrevemos brevemente a 

solução de modelos markovianos e o método de uniformização. Em seguida, 

detalhamos o algoritmo GTH e o algoritmo proposto em (171 para solução de 

modelos não markovianos. 

3.2.1 Solução de Modelos Markovianos 

Considere uma cadeia de Markov X de tempo contínuo e espaço de estados finito 

com M estados. Seja Q a matriz de taxas de transição de X. Podemos transfor- 

mar X em uma cadeia 2 de tempo discreto e com matriz P de probabilidades 

de transição usando o método de uniformização [28, 33, 341. Para isso, basta 

fazermos 

onde A é a taxa de uniformização e é escolhida tal que seja maior ou igual à 

maior taxa de saída dentre todos os estados de X. O vetor 71- de probabilidades 

 estacionária,^ para o modelo markoviano pode ser obtido solucionando 

onde = ( r l ,  . . . , nM). 

Para calcular o vetor n podemos usar, por exemplo, o método GTH para 

solução de cadeias de Markov de tempo discreto. Na realidade, o GTH é uma 

variação do método direto de Gauss [28]. O GTH será discutido em detalhes a 

seguir pois o objetivo deste trabalho é apresentar um método de aproximação 



para este algoritmo. Podemos também usar métodos iterativos para calcular T 

como Jacobi, Power, SOR (Successive Over-Relaxation), etc. Veja [28] para uma 

discussão mais detalhada sobre estes e outros métodos de solução para modelos 

markovianos. 

Método de Solução GTH 

O algoritmo GTH é dividido em duas partes, cada uma com A4 - 1 passos, onde 

M corresponde ao número de estados do modelo. Na primeira parte, a cada 

passo do algoritmo um estado é eliminado e as probabilidades de transição dos 

demais estados são recalculadas de forma que as probabilidades estacionárias dos 

estados da nova cadeia de Markov correspondam às probabilidades condicionais 

dos mesmos estados na cadeia original para o subconjunto restante. Na segunda 

parte, é feita a operação inversa, onde a cada passo do algoritmo um estado é 

adicionado, e é calculada a probabilidade condicional deste estado. As probabili- 

dades condicionais (norma.lizadas em 1) encontradas na última parte do algoritmo 

correspondem às probabilidades estacionárias da cadeia de Markov original. 

Em maiores detalhes, seja 2 = {Zk : Ic = 0 ,1 , .  . .) uma cadeia de Markov 

homogênea de tempo discreto com espaço de estados S = {si : i = 1, . . . , A4)  

e matriz de probabilidades de transição P. Considere que os estados estão di- 

vididos em dois grupos como mostrado na Figura 3.1. O primeiro grupo (G1) 

é formado pelos estados sl, .. ., SM-1, e o segundo grupo (Gz) é formado apenas 

pelo estado SM. Note que a soma das probabilidades estacionárias dos estados 

SI, . . . , S M - ~  corresponde à fração do tempo que o sistema passa em G1, enquanto 

que a probabilidade estacionária de SM corresponde ao tempo que o sistema passa 

em G2 (como a cadeia é de tempo discreto supomos que cada. visita a um estado 

corresponde a uma unidade de tempo). 

Seja p!y) a probabilidade de transição do estado q para o estado SJ quando 

nenhum estado foi ainda eliminado e portanto, a cadeia possui os A4 estados 



Figura 3.1: Grupos de estados. 

originais. Portanto, para i = 1, ..., M - 1, p!$ é a probabilidade do sistema sair 

de Gl para G2 onde o último estado visitado é si, e pg. é a probabilidade do 

sistema visitar inicialmente o estado si após uma visita a G2. 

Suponha agora que o tempo de permanência do sistema em G2 seja. nulo. 
(W Como a probabilidade de saída de G2 é 1 - pM,,, podemos afirmar que a prob- 

abilidade do sistema reentrar em Gl através do estado s j  dado que saiu de G1 

pelo estado si é 

Logo, podemos eliminar o estado SM e definir uma nova cadeia de Markov com 

M - 1 estados, onde as probabilidades de transição são definidas por 

(M) E importante observar que 1 -p,), da expressão acima pode ser substituído por 

e assim podemos evitar operações de subtração no algoritmo GTH. 

A Figura 3.2 mostra como a probabilidade p{j-l) da nova matriz é calculada. 

As probabilidades estacionárias da cadeia de Markov obtida. quando eliminamos 

o estado SM correpondem às probabilidades estacionárias dos M - 1 primeiros 

estados da cadeia de Markov original condicionando que o sistema se encontra 

em G1. 

Podemos então repetir as operações discutidas acima para elimimrmos o es- 

4 5 



(M - 1) Figura 3.2: Cálculo do elemento pij . 

tado S~I-1  e obtermos uma cadeia com M - 2 estados. E assim sucessivamente. 

Após M - 1 passos, a cadeia de Markov tem apenas um estado e portanto, a 

probabilidade estacionária desse estado é 1, ou seja, nl = 1. 

Note que no início do passo n do algoritmo, o sistema tem M - n + 1 esta- 

dos e a probabilidade de transiçã,~ do estado i para o estado j é representada 
(M-n+l) 

Por Pij , onde 1 5 i, j 5 M - n + 1. Seja AM-,+1 a matriz de proba- 

bilidades de transição no n-ésimo passo do algoritmo, onde AM = P. Vimos 

na solução de modelos markovianos (início desta seção) que ( r l , .  . . , T ~ - ~ + ~ )  = 

(rl, . . . , .lrM-n+l)AM-n+l. Além disso, sabemos que r1 = 1. Portanto, para a 

cadeia com dois estados podemos calcular 

Como conhecemos nl e r 2  (valores não normalizados), podemos agora calcular 

E a,ssim sucessivamente, onde a probabilidade do i-ésimo estado é dada. por 



Naturalmente, as probabilidades acima calculadas ainda precisam ser normaliza- 

das. 

A primeira parte do algoritmo GTH tem um custo da O(n3), enquanto que a 

segunda parte do algoritmo tem custo da O(n2). Portanto, o custo do algoritmo 

é da O (n3). 

Em 1351, Meo et a1 propõem uma modificação no algoritmo de eliminação de 

Gauss similar ao algoritmo GTH. O método proposto mostra-se mais eficaz que 

o GTH para uma classe de modelos markovianos bastante utilizada em redes de 

comunicação de alta velocidade. O problema com este algoritmo, além do uso 

restrito a uma classe de modelos, é que ele utiliza operações de subtração no 

cálculo da  solução, o que pode levar a problemas de perda de precisão nos valores 

calculados. 

3.2.2 Solução de Modelos Não Markovianos 

Quando o tempo entre eventos de um modelo não tem distribuição exponencial, 

o modelo resultante não é markoviano. Por exemplo, os modelos de jitter vistos 

no Capítulo 2 possuem transições determinísticas. A seguir, vamos detalhar o 

algoritmo introduzido em 1171 e implementado na ferramenta SANGRAM-I1 120, 

211 para a solução de uma classe de modelos não markovianos onde no máximo 

1 evento com duração não exponencial (por exemplo, determinístico) pode estar 

habilitado num instante qualquer. 

Seja cpj um evento determinístico do modelo, i.e., o intervalo de tempo entre 

a ativação do evento e o disparo é determinístico. Este evento está habilitado 

durante o mini-intervalo A j  e poderá executar a.pós transcorrido um intervalo de 

tempo Tj. Entretanto, cpj pode ser desabilitado pela ocorrência de outros eventos. 

No caso em que o evento ipj não é desabilitado no intervalo Aj, o comprimento 

Sj deste intervalo é igual a Tj. Caso contrário, Sj < Tj. Aj  corresponde então ao 



intervalo entre pontos embutidos onde pj está habilitado. Por conveniência de 

notação, chamamos de Ao o intervalo onde nenhum evento determinístico está 

habilitado. 

Entre dois pontos embutidos o comportamento dos sistemas descritos pode 

ser modelado por uma cadeia de Markov. Isto porque, todos os eventos entre 

pontos embutidos são exponenciais. A matriz de probabilidades de transição da  

cadeia embutida é então obtida através da análise transiente da cadeia de Markov 

associada aos intervalos A j .  Quando o intervalo não tem evento determinístico 

habilitado (intervalo A,), as probabilidades de transição de estado são facilmente 

calculadas construindo-se uma cadeia de Markov associada a Ao e mais um con- 

junto de estados, um para cada evento determinístico que pode ser habilitado ao 

término do intervalo. 

A partir da  obtenção da matriz de probabilidades de transição da cadeia 

embutida (chamada em [17] de matriz 31): o vetor de probabilidades estacionárias 

pode então ser calculado usando, por exemplo, o a.lgoritmo GTH. Observe que 

o número de estados da matriz 31 pode ser menor que o número de estados 

do modelo, isto se deve ao fato que nem toda transição de estado da. cadeia 

original representa um ponto embutido. É também importante notar que o vetor 

de probabilidades encontrado a partir da matriz 7-1 representa as probabilidades 

estacionárias dos pontos embutidos e não dos estados do modelo. 

Sejam ,G' e n, respectivamente, o vetor das probabilidades estacionárias da  

matriz ?L e o vetor das probabilidades estacionárias do modelo original, e seja ~ ( j )  

o sub-conjunto dos estados da cadeia de Markov onde o evento pj está habilitado. 

Podemos, então calcular [17]: 



onde E é o número de eventos determinísticos, u:) corresponde ao tempo gasto 

pelo sistema no estado i durante o intervalo Aj que se inicia no estado s, e 68 

corresponde ao tamanho do intervalo Aj  cujo estado inicial é S. Veja [17] para 

mais detalhes do algoritmo de solução de cadeias embutidas, por exemplo, como 

calcular u() e 6;). 

3.3 Métodos de Aproximação para a Solução de 

Modelos Markovianos 

Nesta seção discutiremos dois métodos de aproximação encontrados na literatu- 

ra para a solução de modelos markovianos e que servirão de base para o novo 

algoritmo de aproximação a ser apresentado na próxima seção. 

A partir de uma cadeia de Markov X com matriz P de probabilidades de 

transição, os dois algoritmos geram uma nova cadeia de Markov X' com matriz 

de probabilidades de transição P', onde P' possui uma estrutura especial. 

Os algoritmos dividem os estados de X' em dois grupos. Suponha que estes 

grupos são G1 e G2. As taxas de transição entre os estados de G1 e as taxas de 

transição dos estados de G1 para G2 são conhecidas. Entretanto, nada sabemos 

sobre as' taxas de transição dos estados de G2. As taxas de G2 são definidas de 

forma a garantir que a solução de X' para os estados de G1 é um limite inferior 

para os estados correspondentes em X.  

O primeiro método a ser estudado utiliza apenas um estado para representar 

G2, enquanto o segundo método faz uso de duplicação e agregação dos estados 

de G1 para gerar um conjunto de estados para G2. A seguir veremos com mais 

detalhes estes dois métodos. 



3.3.1 Cadeias de Markov e-quasi-lumpable 

Um dos métodos usados para a solução de cadeias de Markov com grande número 

de estados é a aglutinação (lumping). Com este método é possível reduzir o espaço 

de estados de um modelo markoviano preservando informações suficientes de 

forma a obter as medidas de interesse desejadas. O problema é que a aglutinação 

não pode ser aplicada a todos os modelos markovianos. Quando este método 

é aplicável a um modelo, dizemos que a cadeia de Markov correspondente é 

aglutinável (lumpable) . Em [31], Franceschinis e Muntz propõem uma técnica 

que permite ampliar o conjunto de modelos que podem fazer uso do método de 

aglutinação, fornecendo valores aproximados para as medidas de interesse dese- 

jadas. Este método é aplicável a uma cadeia de NIarkov não aglutinável se a 

cadeia puder ser transformada em aglutinável com uma pequena pertubação nas 

taxas de transição. 

Dada uma partição S = {SI, ..., SM) de uma cadeia de Markov X de tempo 

discreto com matriz de probabilidades de transição P, dizemos que X é aglutinável 

para a partição S se a probabilidade de transição do estado s E Si, i = 1 , .  . . , M, 
para um determinado estado da  partição Sj ,  j = 1 , .  . . , M e j # i, sempre tem 

um mesmo valor, qualquer que seja o estado S. 

Uma cadeia de Markov é dita E-quasi-lumpable se a sua matriz de probabili- 

dade P pode ser escrita como P = P- + PE, onde P- + diag(PEeT) é aglutinável, 

P "  é uma matriz quase nula e eT é a matriz coluna com valores 1. A solução 

de P- + diag(PEeT) fornece uma boa aproximação para o modelo se os valores E 

forem bem pequenos. O problema é a impossibilidade de se obter limites para o 

erro da solução quando esta aproximação é usada. 

A idéia apresentada em [31] consiste em transformar a matriz de transição e- 

quasi-lumpable P com n estados em uma matriz de transição aglutinável P, com 

n+ l estados. Para isso, todas as transições e da  matriz PE são direcionadas para 

um novo estado ao invés de serem colocadas na diagonal. A Figura 3.3 mostra 



a matriz P, do novo modelo, onde yT = PEeT e xeT = 1. O objetivo é definir a 

matriz P, de forma que, as probabilidades condicionais dos n primeiros estados de 

P, sejam iguais às probabilidades estacionárias dos estados de P. Note que temos 

um problema: nada sabemos sobre o vetor x. É.possível achar x de forma que as 

probabilidades condicionais dos estados em P- sejam iguais às probabilidades de 

P, mas isso implica em resolver a matriz original. 

Figura 3.3: Matriz P,. 

Podemos solucionar aproximadamente a matriz P, usando os resultados de 

Courtois e Sema1[36, 3'71. Para isto, basta fazermos separadamente cada elemento 

de x igual a 1 e encontrar a solução do modelo correspondente. O maior e o menor 

valor encontrados para uma determinada medida de interesse fornecem, respec- 

tivamente, um limite superior e um limite inferior para a medida de interesse 

desejada. Neste caso, se P, tem n + 1 estados, é preciso resolver o modelo n 

vezes. Entretanto, pode-se reduzir o custo do algoritmo aplicando esta regra 

apenas aos estados cuja coluna correspondente em PE tem pelo menos um valor 

diferente de zero [31]. 

Os exemplos apresentados em [31] mostram a vantagem do uso do método para 

modelos com cadeia de NIarkov E-quasi-lumpable, embora exista a. necessidade de 

solucionar a matriz P, mais de uma vez. Como a matriz P, é aglutinável, o 

custo para solucionar P,, para qualquer vetor x, é pequeno em rela.ção ao custo 

da solução da matriz original P. Isto significa que o custo em resolver a matriz 

P, várias vezes ainda pode ser menor que o custo da  solução da matriz P. 



3.3.2 Solução para um Sub-conjunto de Estados de um 

Modelo Markoviano 

Em [32], de Souza e Silva e Ochoa propõem um método de aproximação para 

calcular as medidas de interesse usando apenas um sub-conjunto de estados da 

cadeia de Markov correspondente. A idéia é que apenas os estados considerados 

importantes façam parte do grupo de estados selecionados. A importância de 

um estado é definida pela sua contribuição no cálculo da medida de interesse 

desejada. 

Seja X uma cadeia de Markov homogênea de tempo contínuo com espaço 

de estados S = {si : i = 1,. . . , M) e matriz de taxas de transição Q. Para 

{si, sj) E S, dizemos que o estado sj está a k passos do estado si, se o menor 

caminho do estado sj até o estado si é composto por k transições. 

Seja S = {So, . . . , Sk-1, Sh, Sf) uma partição de X onde Si corresponde ao 

conjunto de estados que estão a i passos da partição So, i = 1,. . . , k, e Sf 

corresponde ao resto dos estados da cadeia de Markov. Precisamos fazer duas 

observações, uma em relação a. So e outra em relação ao parâmetro k. Em primeiro 

lugar, So é uma partição com um único estado, onde o estado escolhido é conside- 

rado importante no cálculo da medida de interesse desejada. Em segundo lugar, o 

valor de k é calculado antes de se usar o algoritmo de aproximação ou é calculado 

iterativamente, durante a. execução do algoritmo. Veja [32] para mais detalhes. 

Podemos então definir 3 grupos de estados no modelo: Go = {So), G1 = 

{SI,. . . , Sk) e G2 = {Sf). Usando a idéia apresentada em [38] podemos construir 

uma cadeia de Markov X' com 4 grupos de estados (G;, G;,, G ; ~  e G;) a partir 

de X da seguinte forma: G; = Go, G;, = ~í~ = G1 e G; = G2. Isto significa 

que G;, e Gíb são cópias de G1, assim como G; é uma cópia de Go e G; é uma 

cópia de G2. A Figura 3.4 mostra as transições entre os grupos do novo processo 

X'. As transições entre estados do mesmo grupo são idênticas aos do Processo 

X. Note que não existem transições de G; e G;, para G;, e nem de G; para G; 



Figura 3.4: Novo Processo X' 

Para uma melhor compreensão do processo X' mostrado na Figura 3.4, vamos 

exemplificar usando o modelo de filas discutido em [40]. Este modelo foi escolhido 

devido à sua simplicidade e por permitir discutir na seção 3.4.2 alguns problemas 

relacionados à iinplementação do novo algoritmo. 

Considere um modelo markoviano com duas filas, onde cada fila tem 3 servi- 

dores e capacidade de armazenamento de 4 pacotes. A taxa de chegada, a taxa 

de serviço e o número de pacotes da fila i é , respectivamente, Ai, pi, e ni, i = l , 2 .  

Se um pacote chega na  fila 1 e encontra a fila cheia, ele é enviado para a fila 2. 

Pacotes que chegam na fila 2 e encontram a fila cheia, são descartados. A Figura 

3.5 mostra a cadeia de Markov para este exemplo, onde o estado do modelo é 

representado pelo número de pacotes n~ e nz das filas 1 e 2, respectivamente. 

Figura 3.5: Modelo com 2 filas de pacotes. 



Seja So = {(O, O)}, isto é, So representa o sistema com filas lrazias. Quando 

discutimos a partição do processo X,  vimos que os estados da  partição Si estão a i 

passos do estado de So. Logo, temos Sl = {(I, O),  (0, I)}, S2 = ((2, O) ,  (1, I), (0,2)}, 

. . ., S8 = {(4,4)}. Suponha que o parâmetro k: do processo X é igual a 4. Isto 

significa que Go = {So}, Gl = {SI,. . . , S4) e G2 = {S5,. . . , 5'8). A partir desses 

grupos de estados do processo X podemos gerar o processo X' como mostra a 

Figura 3.4. Vejamos então o que representa os grupos de estados G;, G;,, Gíb e 

G; para este exemplo. 

Suponha que inicialmente as filas estão vazias, isto é, não existem pacotes 

armazenados. Portanto, o sistema se encontra em G;. Quando um pacote chega, 

ele é armazenado e o estado do sistema passa a ser ( 0 , l )  ou (1, O).  Consequente- 

mente, o sistema entra em GI1,. O sistema fica em um dos estados de G; ou 

de G;, enquanto o número total de pacotes nas duas filas for menor ou igual a 

4. Quando existem 4 pacotes armazenados no sistema e ocorre a chegada e o 

armazenamento de um novo pacote em uma das filas, o sistema entra em G;, 

ficando neste grupo de estados enquanto o número total de pacotes no sistema 

for maior que 4. Quando o número total de pacotes volta a ser menor ou igual 

a 4, o sistema passa a ser representado por um dos estados de G;,. O sistema 

fica em Gib OU em G; até que as filas esvaziam novamente. Neste caso, o sistema 

volta a G;. 

Note que os estados de G;, e G;, do processo X' e os estados de G1 do 

processo X representam a situação em que o sistema possui de O a 4 pacotes nas 

filas. Sendo que o sistema está em G;, quando o número total de pacotes nunca 

for maior que 4 desde que as fila esvaziaram na última vez, e o sistema está em 

Gib nos outros casos. Note que a solu~.ão de X é igual à solução de X' [32], ou 

seja, a ~ ,  = ?rG;, ac1 = a + aG1 e a,, = a 1 onde a~ corresponde ao vetor de 
~ í a  1 b Gz' 

probabilidades estacionárias dos estados do grupo G. 

Suponha que os estados de cada sub-conjunto Si são agregados em um único 

estado fi para i = 1, . . . , Ic, e que os estados do subconjunto Sf são agregados no 



estado fk+1. Como os estados de G;, são cópias dos estados de G;,, dizemos que 

fi é um clone da partição Si, i = 1 , .  . . , k .  O estado fk+1 é apenas a agregação dos 

estados de Sf. Vamos chamar este novo processo de X". Como fizemos apenas 

a agregação exata de estados no processo X', a solução de X" é igual à solução 

de X. O problema é que para fazermos a agregação desses estados precisamos 

solucionar X'. 

Figura 3.6: Novo processo X". 

Em [32], prova-se que é possível encontrar um limite inferior pa.ra a solução 

dos estados de G; e G;, definindo as taxas de transição dos estados clones da 

seguinte forma (veja Figura 3.6): 

a transição do estado fi para o estado fj, i < j e 1 5 i, j 5 k + 1, é igual à 

maior soma das taxas de transição de um estado em Si para os estados em 

sj ; 

a transição do estado fi para o estado fi-l (ou para o estado de So caso 

i = I), 1 5 i 5 k + 1, é igua.1 à menor soma das ta.xas de transição de um 

estado em Si para os estados em Si-1 (ou para o estado de So); 

as transições de G; para G;, e fk+1 e de G;, para fk+l são idênticas aos do 

modelo original. 

Note que a submatriz formada pelas transições entre os estados fi (i = 1, .., k+ 

1) é upper Hessemberg. Esta é uma restrição do algoritmo que permite obter um 

limite inferior para a solução dos esta.dos de G; e de G;,. 



Em [39], Lui e Muntz apresentam um método iterativo utilizando também o 

conceito de estados clonados. Neste método, uma aproximação para as medidas 

de interesse e uma parte dos estados da  matriz de transição são geradas a cada 

passo do algoritmo. 

3.4 Novo Método: uma aproximação para o al- 

goritmo GTH 

Vimos em 3.2.1 que em cada passo da  primeira parte do algoritmo GTH, um 

estado é eliminado e novas probabilidades de transição são calculadas para os 

estados restantes. Por exemplo, considere uma cadeia de Markov de tempo dis- 

creto com espaço de estados S = {si : i = 1 , .  . . , M) e matriz de probabilidades 

de transição P. Podemos eliminar o estado s~ e definir uma nova cadeia de 

Markov com M - 1 estados, onde as probabilidades estacionárias dos estados da  

nova cadeia de Markov correpondam às probabilidades condicionais dos mesmos 

estados na cadeia original para o subconjunto restante. Para isso, precisamos 

calcular 

onde p::) correponde à probabilidade de transição do estado si para. o estado sj 

quando o modelo tem A4 estados. Portanto, para eliminar o estado s~ no algo- 

ritmo GTH precisamos multiplicar a AI-ésima linha de P pela A4-ésima coluna 

de P. Esta operação é repetida A4 - 1 vezes, eliminando a,ssim um estado em 

cada passo do algoritmo, até que a cadeia de Markov tenha um único estado. 

Observe dois casos no cálculo de p{:-') da  equa~ão 3.2. No primeiro caso, 

já existe uma. transição do estado si para o estado sj quando o modelo tem M 

estados, ou seja, p!:) > O. Portanto, eliminar o estado SM significa aumentar 



(&I) a probabilidade de transição entre estes dois estados se p j z  > O e pMjj > 0. 

No segundo caso, não existe uma probabilidade de transição do estado si para o 

estado sj, ou seja, pi?) = O. Portanto, eliminar o estado SM significa criar uma 

transição entre os estados si e sj para a cadeia com A I  - 1 estados se p!% > O e 

pgi > 0. A partir da observação do segundo caso, podemos ver que o algoritmo 

GTH pode alterar a estrutura da matriz de probabilidades de transição do modelo 

original. 

A Figura 3.7 mostra um exemplo do que pode acontecer com a estrutura de 

uma matriz durante a execução da primeira parte do algoritmo GTH. O exemplo 

mostra uma matriz esparsa de uma cadeia de Marltov com nove estados (este 

tipo de estrutura de matriz é bastante comum em modelos de filas). Suponha 

que os estados do modelo estão numerados de 1 a 9. No passo 1 temos a estrutura 

da  matriz quando nenhum estado foi ainda eliminado. No final da  execução do 

primeiro passo do GTH, temos uma cadeia com 8 estados pois o estado 9 foi 
' 

eliminado. A estrutura da nova cadeia é mostrada no passo 2 da  Figura 3.7. 

Os elementos da matriz que estão em branco correspondem às probabilidades 

de transição dos estados da  nova cadeia e os outros elementos correspondem às 

probabilidades do estado eliminado que precisam ser armazenadas para se obter 

as probabilidades estacionárias na segunda fase do algoritmo. O passo 3 da 

Figura 3.7 mostra a estrutura da  cadeia com 7 estados que é utilizada no início 

do terceiro passo do GTH. E assim sucessivamente, até que no oitavo passo do 

algoritmo GTH temos uma cadeia com apenas dois estados. Note que o algoritmo 

vai preenchendo os espaços à medida que vai eliminando os estados e portanto, o 

fato da matriz ser esparsa não é aproveitado pelo GTH para diminuir o custo da 

solução do modelo. 

( M )  - M-1 (M) (M) Sabemos que 1 - P,)M - Cj=, PM,j; logo temos O < (pM,j)/(l - PM,M) < 1. 
(M) Suponha que ( p z j ) / ( l  -p,,,) = E ou p{z = E na equação 3.2, onde E é um valor 

pequeno (em relação ao erro admitido para a solução). Podemos então escrever 

a equação 3.2 como 



Passo 1 Passo 2 Passo 3 e.. Passo 8 

Figura 3.7: Algoritmo GTH. 

(M) (M) A Figura 3.8 mostra o cálculo da  j-ésima coluna quando (pMd)/(l -pM,,) = E, 

( M )  (M) j = 1,. . . , M - 1. Note que pjy-l) - p, ,  < E para qualquer valor de piYM, 

i = 1,. . . , M - 1. Portanto, o algoritmo adiciona ao elemento (i, j) da matriz P 

um valor que é menor ou igual a E se p!$ > O. Para o caso em que p j z  = E, O 

algoritmo adiciona E ao j-ésimo elemento da linha i se > O,  j = 1, . . . , M - 1. 

coluna j coluna M 

'i-1, j 

'i, j 

linha i-1 

linha i 

linha i+3 

linha M 

Figura 3.8: Transições com valores E. 

Neste ponto é importante fazermos uma observação em relação à. Figura 3.7. 

Como vimos, neste exemplo, a matriz esparsa vai sendo preenchida à medida em 

que os estados são eliminados na  primeira parte do GTH. Se temos transições 

com valores E, parte da  matriz P será preenchida com valores menores ou iguais 



A idéia é diminuir o custo computacional do algoritmo GTH eliminando as 

operações que calculam valores menores ou iguais a E. Uma maneira de fazer 

isso é redirecionar as transição de saída de um determinado estado que tem valor 

E para o próprio estado, ou seja, mover estas transições para a diagonal. Este 

algoritmo utiliza a idéia que algumas transições da  matriz P, por terem valores 

muito pequenos, podem ser eliminadas (ou redirecionada.~) sem alterar significa- 

tivamente os valores obtidos com a solução exata do modelo. O problema com 

esta solução é a impossibilidade de se obter limites para o erro. 

A seguir vamos apresentar um algoritmo que calcula o erro introduzido na 

solução do modelo devido à eliminação de transições com valores e. Antes, porém, 

vamos estudar o que acontece quando eliminamos uma transição com valor E em 

alguns casos particulares. Veremos que ao eliminarmos uma transição, podemos 

alterar significativamente a solução do modelo, mesmo que o valor da transição 

eliminada seja bem pequeno (e). Portanto, é preciso cuidado ao se tentar eliminar 

uma transição e. 

3.4.1 Transições com valores E 

A ~ i ~ u r a  3.9 mostra o estado si de uma cadeia de Markov ergódica com matriz 

de probabilidades de transição P, i = 1, . . . , M. Neste exemplo, existe uma 

única transição de entrada para o estado si. Note que o valor da  probabilidade 

de transição desse estado para si é E. Além disso, a probabilidade de saída do 

estado si para os outros estados da cadeia tem valor p (probabilidade total de 

saída do estado si). Assuma que p >> E. 

Suponha que a transição com valor e na  Figura 3.9 é eliminada. Isto implica 

que  ri = O pois não mais existe fluxo de entrada no estado si. Logo, o estado si 

e todas as transições de saída de si podem ser eliminados. Entretanto, é possível 



Figura 3.9: O estado si possui uma única transição de entrada. 

que com a eliminação da transição E tenhamos um problema: a nova cadeia pode 

não ser ergódica. A Figura 3.10 exemplifica bem esta situação. 

Figura 3.10: Exemplo de cadeia com transição e. 

No exemplo acima, temos uma cadeia com 4 estados onde a transição do 

estado 2 para o estado 3 tem valor E, enquanto as outras transições da cadeia 

tem valores bem maiores que e. Ao eliminarmos a transição e, temos uma cadeia 

com dois grupos de estados. O primeiro grupo é formado pelos estados 1 e 2 e 

o segundo grupo é formado pelos estados 3 e 4. Não há transição de estado do 

primeiro para o segundo grupo na nova cadeia. Isto significa que uma vez que o 

sistema entra nos estados do primeiro grupo, os estados do segundo grupo não são 

mais visitados. Portanto, a cadeia não é ergódica e a probabilidade estacionária 

dos estados do segundo grupo é zero (podemos então eliminar os estados 3 e 4 na 

nova cadeia). Note que a solução da nova cadeia será tão próxima da  solução do 

modelo original, quanto menor for o valor E .  

A Figura 3.11 mostra o estado si de uma cadeia de Markov ergódica que possui 

uma única transição de saída. Esta transição tem valor E. Além disso, existe pelo 

menos uma probabilidade p de entrada no estado si vindo de um outro estado do 

modelo, onde p >> e. 

A eliminação da transição e na Figura 3.11 implica que = 1 na nova cadeia, 

pois si é agora um estado absorvente. Note que também podemos ter um estado 



Figura 3.11: O estado si com trmsição de saída E 

absorvente no caso apresentado na Figura 3.9. Entretanto, o estado absorvente 

não será o estado si e sim, o estado que tem transição de saída E para o estado 

si. 

Quando a nova cadeia (gerada com a eliminação de uma transição E) tem 

estado absorvente, a solução pode ser bem diferente da solução da cadeia origi- 

nal, pois a probabilidade estacionária de um estado absorvente é 1. Portanto, 

precisamos evitar o aparecimento de estados absorventes quando eliminamos as 

transições E. Para isso, basta verificarmos as transições de saída do estado que 

dá origem a transição a ser eliminada. Urna transição s só será eliminada se o 

estado de origem possuir outras transições de saída. 

Lema 1. Seja X uma cadeia de Markov de tempo discreto com espaço de 

estados S = {si : i = 1, .  . . , M ) .  Suponha que X não possui estados absorventes. 

Seja X' uma cadeia de Markov idêntica à cadeia X com a seguinte modificação: 

a transição pij é eliminada, onde pij corresponde à probabilidade de transição do 

estado si para o estado sj) {si, sj) E S e si # sj. A cadeia X' não tem estados 

absorventes se pij/(l - pii) < 1. 

Prova. É trivial. Se p,/(l - pii) < 1 então 1 - pc > p,, ou seja, existe uma 

transição do estado si para o estado sk, onde Ic # i e Ic # j .  Isto significa que 

após a eliminação da tmnsição pij, existirá pelo menos uma transição de saída do 

estado si e portanto, o estado si da cadeia X' não é absorvente. 0 

O Lema 1 define a condição necessária e suficiente para que uma transição 

de saída do estado si seja eliminada sem que si se torne um estado absorvente: 

é preciso que o estado si possua outras transições de saída. O problema é que 



todas as transições de saída de um determinado estado podem ter valor E. Neste 

caso as transições E podem não ser desprezíveis. A Figura 3.12 exemplifica esta 

situação. 

Passo 1 

Passo 2 

Figura 3.12: Todas as transições de saída de s2 têm valor E. 

O passo 1 da Figura 3.12 mostra 4 estados de uma cadeia de Markov qualquer. 

O estado s2 do exemplo no passo 1 tem duas transições de saída, todas com valor 

E, e apenas uma transição de entrada com valor p, onde p >> E. Não podemos 

eliminar as duas transições E de s2, pois o estado sz passaria a ser absolvente. E 

não podemos eliminar apenas uma das transições pois cada transição tem peso 

112 na taxa de saída do estado. Para compreender melhor este problema, veja o 

passo 2 da Figura 3.12. O passo 2 mostra o que acontece quando eliminamos o 

estado s2 usando o GTH. A probabilidade do estado sl para o estado sa ou para 

o estado s4 é p/2. Portanto, a eliminação de alguma das transições E do estado 

s2 pode alterar significativamente a solução da cadeia de Markov original. 

A idéia é que a probabilidade de transição pij do estado si para o estado sj 

seja considerada eliminável se e somente se, 

Pij < E, pa.ra i # j. 
1 - Pii 

Portanto, a transição do estado si para o estado sj só será eliminada quando o 

6 2 



peso da  probabilidade pij em relação à probabilidade total de saída do estado si 

for bem pequeno (e). 

Outro problema é a eliminação de transições e em uma cadeia de Markov 

quase que completamente particionada. A Figura 3.13 mostra um exemplo de 

uma cadeia quase particionada com 4 estados. Podemos dividir a cadeia em dois 

grupos, onde os estados 1 e 2 pertencem ao primeiro grupo e os estados 3 e 4 

pertencem ao segundo grupo. Ao eliminarmos as transições E temos uma cadeia 

de Markov particionada e portanto, não ergódica. A solução desse tipo de cadeia 

pode ser obtida em duas partes. Na primeira parte, é calculada a probabilidade 

do sistema se encontrar em cada grupo de estados. E na segunda parte, são 

calculadas as probabilidades condicionais dos estados de cada grupo. 

Figura 3.13: Cadeia de Markov quase particionada. 

Se aplicarmos as regras acima a cadeia final será particionada em 2. Entre- 

tanto, o algoritmo pode facilmente reconhecer a ocorrência desse caso e informar 

ao usuário da impossibilidade de obter a solução do modelo usando o novo algo- 

ritmo. 

Precisamos agora definir como as transições E são eliminadas (ou redire- 

cionadas) durante a execução do algoritmo GTH. Considere novamente a cadeia 

de Markov com espaço de estados S = {si : i = 1 , .  . . , M). Seja pij a probabili- 

dade de transição do estado si para o estado s j ,  {si, sj) E S.  Queremos eliminar 

o estado SM e calcular as novas probabilidades de transição dos estados restantes. 

Para i = 1,. . . , AI, de acordo com o que foi discutido acima: a transição p i , ~  é 

eliminada somente se pi,M/(l - P ~ , ~ )  5 E; e a transição p ~ l , i  é eliminada somente 

se p ~ , ~ / ( l -  p M , ~ )  5 E. Note que só testamos as transições de entrada e de saída 

do estado SM, pois apenas estas transições são usadas pelo GTH no passo que 

elimina o estado SIM. 



Como observação final, note que as regras para eliminação de transição E 

discutidas acima não garantem que a matriz resultante seja ergódica. Elas apenas 

garantem que a nova matriz não terá estados absorventes e que a eliminação de 

uma transição não altera significativamente a solução do modelo. O algoritmo 

identifica que a matriz não é ergódica quando o estado a ser eliminado tem na 

matriz de transição a coluna acima da diagonal zerada. Neste caso, o algoritmo 

informa ao usuário da ocorrência desse caso (a probabilidade estacionária do 

estado é zero) e continua a execução. 

3.4.2 Algoritmo Proposto 

A Figura 3.14 mostra a estrutura de uma matriz de probabilidades de transição 

com 12 estados no início e no final da execução da  primeira parte do algoritmo 

GTH. A matriz inicial é esparsa e possui algumas transições com valores E, en- 

quanto a matriz final é quase toda preenchida. Note que, se as transições com 

valores E fossem movidas para a diagonal, a nova matriz teria estrutura banda e 

portanto, o custo da solução seria menor. Como mencionamos, o problema com 

esta proposta é a impossibilidade de ca1cula.r o erro dessa solução em relação a 

solução exata da cadeia original. 

Matriz Inicial Matriz Final 

Figura 3.14: Algoritmo GTH. 

Seja P uma matriz de probabilidades de transição com A4 estados. De acordo 



com o método de [31] podemos transformar a matriz P de A I  estados em uma 

matriz de transição P, com M + 1 estados como mostra a Figura 3.15. Suponha 

que o espaço de estados de P é S = (s l , .  . . , sM) e que o espaço de estados de 

P, é S = (s,) +S.  Como discutido em 3.3.1, temos P- = P - PE, yT = PEeT 

e xeT = 1, onde PE possui todas as transições E. Isto significa que o vetor yT 

representa as transições E redirecionadas para estado s,, e o vetor x representa 

as probabilidades de transição do estado sE para os outros estados da cadeia. O 

vetor z é definido de forma que o vetor das probabilidades estacionárias de P seja 

igual ao vetor das probabilidades condicionais dos A 4  últimos estados de P,. 

Figura 3.15: Nova matriz P,. 

Lema 2. Seja P a matriz de probabilidades de transição de uma cadeia de 

Markov com M esta.dos. Seja P- um limite inferior para P, ou seja, P- 5 P. 

Seja P, a matriz estocástica da  Figura 3.15, onde yT = PEeT e xeT = 1. Então 

existe um vetor x tal que a.s probabilidades condicionais dos A I  últimos estados 

de P, é igual às probabilidades estacionárias dos estados de P .  

Prova. Veja [31]. 

A Figura 3.16 mostra o que pode acontecer quando redirecionamos as transições 

e para um novo estado. Note que usamos o mesmo exemplo da Figura 3.14. Com- 

parando as matrizes finais dos dois exemplos, vemos que os valores E ocupam boa 

parte da matriz do primeiro exemplo, enquanto ocupam apenas uma coluna da 

segunda matriz. Para o primeiro exemplo temos um custo de 1012 operações 



na primeira parte do GTH, enquanto o segundo exemplo tem um custo de 132 

operações. Caso a matriz de probabilidades de transição tenha 1000 estados e 

mesma estrutura apresentada acima, o custo do primeiro modelo seria de mais 

de 500 milhões de operações, enquanto o custo (.aproximado) do segundo modelo 

ficaria em torno de 13.000 operações. Este exemplo é apenas para dar idéia ao 

leitor de como podemos economizar ao redirecionarmos as transições E para um 

novo estado. Naturalmente, queremos usar o novo método na solução de matrizes 

com milhares de estados. Além disso, a matriz P- não necessariamente tem uma 

estrutura banda como mostra este exemplo. 

Matriz I n i c i a l  Matriz Final  

Figura 3.16: Transições E são desviadas para um novo estado. 

O problema é que para calcular x precisamos da solução da  matriz P. Entre- 

tanto, podemos usar os resultados de Courtois e Semal [36, 371 para obter uma 

aproximação para a solução de P,. Para isto, precisamos fazer cada elemento 

do vetor x igual a 1 e solucionar a cadeia correspondente. O menor e o ma.ior 

valores obtidos para as probabilidades estacionárias dos ii4 últimos estados de 

P, fornecem um limite inferior e superior para as probabilidades estacionárias 

dos estados de P .  Infelizmente, esta solução pode sair mais cara que a solução 

do modelo original, pois é necessário solucionar P, várias vezes. Além disso, é 

possível que novas transições E sejam geradas a cada passo da primeira parte 

do GTH e portanto, estas transições também devem ser redirecionadas para o 

estado s,. Isto significa que pode ser necessário utilizar os resultados de Courtois 

e Semal [36, 371 em cada passo da primeira parte do GTH. 



Resumindo, o redirecionamento das transições s para o estado s, fornece uma 

solução exata do modelo se as transições de saída de s, são conhecidas. Infeliz- 

mente, para calcular os valores dessas transições precisamos da solução do modelo 

original. Portanto, nosso objetivo é tentar obter um limite para o erro da solução 

do modelo aproximado e ainda conseguir ganhos no cálculo desta solução. A 

idéia é substituir o estado s, por um conjunto de estados clones dos estados da 

cadeia como definido no método de [32]. A seguir, discutiremos com mais de- 

talhes o método. Antes porém, vamos introduzir alguns conceitos sobre modelos 

markovianos com recompensas. Estes conceitos são importantes para podermos 

apresentar o Lema 3. Discutiremos este tipo de modelagem com mais detalhes 

no Capítulo 4. 

Seja R a recompensa média acumulada por X durante o intervalo (O, t ) ,  

quando t -i oo. Temos então R = zE1 %ri, onde ri e ri correspondem, re- 

spectivamente, à probabilidade estacionária do estado si (portanto igual à fração 

de tempo em si) e à recompensa associada a si ganha por unidade de tempo 

passada em si. Suponha que r l b  é a menor recompensa associada a um estado 

da cadeia X e rub é a maior recompensa associada a um estado de X ,  isto é, 

rlb 5 Ti 5 Tub para todo i = 1,. . . , M. Além disso, suponha que o espaço de 

estados é particionado em dois sub-conjuntos: Çl e Ç2. Então, podemos escrever 

1381 

onde P(Ç1) (P(Ç2)) é a probabilidade do sistema se encontrar no subconjunto 

de estados Çi (82) e R1 (R2) é o valor de R condicionado que o sistema se 

encontra em um dos estados de Çl (Ç2). Se as recompensas são liinita.das, então 

r lb  5 R1 5 r u b  e rlb 5 R2 5 r u b  e temos [38] 



onde Plb(Bl) é um limite inferior para a soma das probabilidades dos estados de 

Çl e Rl,lb (R1,ub) é um limite inferior (limite superior) para o valor de R I .  A 

equação 3.5 indica que podemos obter limites para R a partir do limite inferior 

e do limite superior de R1 e de um limite inferior de P(Ç1), ou seja, a partir de 

limites obtidos para os estados do primeiro grupo (Ç1). 

Seja X uma cadeia de Markov de tempo contínuo com espaço de estados 

S = {sl, . . . , sM). Suponha que existam transições com valores E entre alguns 

dos estados de X. Podemos transformar X na cadeia de Markov X' de tempo 

contínuo e espaço de estados S' = {sl, .  . . , SM, s,), onde todas as transições E 

dos M primeiros estados de X são redirecionadas para o estado s, em X' como 

discutido anteriormente. 

Seja sinici,l um estado de X' tal  que Sinicial E {sl, .  . . , sM). Assuma que K 

é a maior distância de um estado de X' para o estado Sinicial, OU seja, O menor 

caminho entre um estado de X' e o estado sini,,l nunca é maior que K transições. 

Considere a partição S = {So, Si, ..., SK) da  cadeia X,  onde Si corresponde ao 

conjunto de estados de X' que estão a i passos de Siniciali i = 1,. . . , K.  

Segundo o método de [32] podemos gerar a cadeia de Markov X" de tempo 

contínuo a partir da cadeia X' da seguinte forma: 

é adicionado um estado fi (clone) para cada partição Si, i = 1,. . . , k ;  

e as taxas de transições entre os estados clones e entre o estado fl e a partição 

So são calculadas usando as mesmas regras apresentadas em [32] (veja seção 

e uma recompensa ~ l b  é associada a cada estado fi para todo 1 5 i 5 K.  



É importante observar que o estado s, de X' é substituído pelos estados clones 

de X" e as transições de um estado s para s, são agora direcionadas para fk. 

A Figura 3.17 mostra o novo processo markoviano x", onde definimos S* = 

{SI,. . . , SK). Note que as transições E de So e de qualquer estado de S* são 

redirecionadas para fK. 

Figura 3.17: Processo markoviano descrito por X" . 

Lema 3. Seja R" a recompensa média acumulada por X" durante o intervalo 

(O,  t ) ,  quando t -+ cm. Então, R" 5 R. 

Prova. Veja [32]. 

Veja que Sa e S* correspondem ao sub-conjunto Gl em 3.4 e que os esta- 

dos clones correspondem ao sub-conjunto G2. Isto nos permite fazer a seguinte 

afirmação sobre as soluções de X e X": as probabilidades estacionárias dos estados 

{sl; . . . , s M )  de X1' são limites inferiores pa.ra as probabilidades estacionárias dos 

estados {sl, . . . , sM) de X .  Isto é verdade pois, pelas regras acima, as transições 

entre estados fi são escolhidas de forma a aumentar o tempo de permanência 

nestes estados clones o que consequentemente diminui o tempo relativo nos esta- 

dos de So e S* (ver 1321 para maiores detalhes). 

Vimos que a partição S de X" depende da  escolha do estado sini,,l. O método 

de [32] apenas supõe que si,,i,l é um estado importante para a medida de interesse 

a ser calculada para o modelo. Infelizmente, a escolha de si,idal não é trivial. 

Para facilitar a discussão sobre a escolha de Sininal, vamos novamente usar 



o modelo de filas apresentado em [40] e discutido na seção 3.3.2. Este modelo 

foi escolhido devido à sua simplicidade e por permitir mostrar os problemas que 

podemos encontrar para aplicar o algoritmo discutido acima. Convém, entre- 

tanto, enfatizar que os parâmetros do modelo usados em [40] gera cadeias com 

milhares de estados. Além disso, não existem taxas E definidas nos exemplos. 

Relembrando, temos um modelo ma.rkoviano com duas filas, onde cada fila tem 

3 servidores e capacidade de armazenamento de 4 pacotes. A taxa de chegada, a 

taxa de serviço e o número de pacotes da fila i é , respectivamente, Ai, pi, e ni, 

i = 1,2. Se um pacote chega na fila 1 e encontra a fila cheia, ele é enviado para 

a fila 2. O estado do modelo é representado por nl e nn (veja a Figura 3.5). 

Similar ao que vimos na seção 3.3.2, suponha que sininal corresponde ao estado 

onde nl = O e n2 = O, ou seja, as duas filas estão vazias. Então o estado clone 

fi, segundo o método de [32], corresponde neste exemplo ao agrupamento dos 

estados que possuem um total de i pacotes no sistema. 

Para exemplificar o modelo, vamos assumir que X1 = 3, p1 = 3, X2 = 1 e 

pz = 1. Como definida em [32], a taxa de fi para fi-1 é igual à menor soma das 

taxas de saída de um estado de Si para os estados de Si-l, i = 1, . . . ,8. Por outro 

lado, a taxa de fi para fi+1 é igual à maior soma das taxas de saída de um estado 

de Si para os estados de fi+1, i = 1, . . . ,7. Não existem taxas de transição de fi 

para fi+l quando 1 > 1 para este modelo. Seja X a taxa de fi para fi+1 e seja p 

a taxa de fi para fi-1. A Figura 3.18 mostra as taxas de transição dos estados 

clones para este exemplo definidas segundo o método de [32] obtidas a partir da 

Figura 3.5. Note que X > p para os quatro primeiros estados e lambda < p 

nos outros estados. Isto significa que a probabilidade estacionária dos estados fl 

pode não ser desprezível e portanto, a solução de X" pode ser bem diferente da 

solução de X. 

Para que o método de [32] forneça uma boa aproximação, a transição de saída. 

de fi para fi-1 deve, em geral, ser maior ou igual à transição de fi para fi+l, 



Figura 3.18: Estados clones do modelo com 2 filas de pacotes. 

para i = 1 , .  . . , M - 1 (note também que pela equação 3.5 os limites dependem 

também das recompensas atribuídas aos estados). Infelizmente, dependendo dos 

valores de X e p, pode não ser possível encontrar para este modelo de filas, um 

único estado si,,i,l que atenda a esta condição. Suponha então que a partição 

So é composta de um conjunto de estados ao invés de um único estado. Para 

o exemplo do modelo de filas, façamos a partição So igual a todos os estados 

em que a fila 1 está vazia. Portanto, Si contém todos os estados em que a 

fila 1 tem i pacotes, i = 1,. . . ,4 .  A Figura 3.19 mostra as taxas de transição 

dos estados para o mesmo exemplo definido acima. Como as transições entre 

partições correspondem as transições devido a uma chegada ou a uma saída da 

fila 1, temos X = X1 e p = pl. Podemos verificar que agora temos X 5 p para 

todo fi, i = 1,2,3. 

Figura 3.19: Novos estados clones do modelo com 2 filas de pacotes. 

Como podemos ver a escolha dos estados de So depende da análise do mode- 

lo. Por isso, usamos a ferramenta TANGRANI-I1 [I91 [20] [21] para estudar os 

modelos apresentados neste capítulo. Os modelos na ferramenta são definidos de 

acordo com a Metodologia Orientada a Objetos proposta em [18]. Um modelo 

é visto como um conjunto de objetos, onde cada objeto é especificado através 

de uma ou mais variáveis de estado. O conjunto de todos os valores possíveis 

dessas variáveis fornece os estados do sistema. Por exemplo, para o modelo de 

filas discutido acima temos 2 objetos, fila 1 e fila 2, e cada objeto possui uma 

única variável de estado (variável n l  da fila 1 e variável nz da fila 2). Os estados 

de So são definidos como aqueles que possuem nl  = 1. 



Fazer da partição So um conjunto de estados nos cria um novo problema. 

Sabemos a taxa de transição de fl para So, mas não sabemos como esta taxa é 

distribuída entre os estados de So. 

Lema 4. Seja q a taxa de transição do estado fl para a partição So na cadeia 

x". Faça a transição de fl  para um dos estados de So igual a q e encontre a 

solução do modelo. Repita esta operação para cada estado de So. A solução 

de X" corresponde aos menores valores obtidos com cada solução. As probabili- 

dades estacionárias dos estados {sl, . . . , sM} de X" é um limite inferior para as 

probabilidades dos estados {sl, . . . , sM} de X. 

Prova. Como definido acima, X é uma cadeia de Markov de tempo contínuo 

com espaço de estados S = {sl,. . . , sM) e X' é a cadeia de Markov de tempo 

contínuo e espaço de estados Sr = (51,. . . , SM, s,}, onde todas as tra.nsições E dos 

144 primeiros estados de X são redirecionadas para o estado s, em X'. Usamos 

então o método de [32] para gerar, a partir de Xr, a cadeia de Markov Xrr com 

espaço de estados SI' = {sl,. . = ,  s ~ ,  f l , .  . . , fk}. Suponha que conhecemos as 

taxas de transição de fl para os estados de So. De [32] sabemos que a solução 

de X" é um limite inferior para a solução de X. Infelizmente, não temos os 

valores das transições de fl para So. Entretanto, podemos usar o método de 

Courtois e Semal [36, 371, para obter um limite: a taxa total de saída de fl é 

direcionada para apenas um dos estados de So e é obtida a solução do modelo 

correspondente; esta operação é repetida para cada um dos estados de So. A 

solução de X" corresponde ao menor valor obtido com cada solução do modelo e 

é um limite inferior para a. solução de X. 0 

O Lema 4 mostra que se o número de estados da partição So for m, teremos 

que solucionar o modelo m vezes, onde a taxa de transição de fl para um dos 

estados de So é igual à taxa total de transição de fl para So. Infelizmente, usar o 

método de Courtois e Semal na solução do modelo descrito acima pode ser mais 

caro que usar o algoritmo GTH na solução do modelo original. Isto pode ser 

facilmente explicado pelas operações executadas na segunda pa.rte do algoritmo 



que tem um custo da  O(A12) para um modelo com A4 estados. A seguir vamos 

discutir uma alternativa para o uso do Lema 4. 

3.4.3 Melhorando o Algoritmo Proposto 

Seja X uma cadeia de Markov de tempo contínuo com espaço de estados S = 

{sl,. . . , sM). Suponha que existam transições com valores E entre os estados de 

X.  Além disso, X' é a cadeia de Markov de tempo contínuo e espaço de estados 

S' = {sl,. . . , SM, s,), onde todas as transições E dos M primeiros estados de X 

são redirecionadas para o estado s, em X'. Seja X" a cadeia de Markov de tempo 

contínuo com espaço de estados S" = {fl,. . . , fk ,  SI , .  . . , sM) gerada a partir da 

partição S = {Sol SI, ..., SK) de X' usando o método de [32], onde Si corresponde 

ao conjunto de estados que estão a i passos de Sol i = 1,. . . , K .  

A Figura 3.20 mostra a estrutura da  matriz de transição de X". Note que 

estamos supondo que a numeração dos estados é feita na seguinte ordem: estados 

clones, estados de So e o resto dos estados do modelo. Para facilitar a discussão e 

apresentação do Lema 5 vamos supor que S" = {el,. . . , eM+k), isto é, o i-ésimo 

estado de S" é denominado ei, portanto e1 = fl, . . . , ek = f k ,  ek+1 = SI, . . . , 
e ~ + k  = SM. É interessante aqui lembrarmos de dois fatos que irão ajudar a 

entender o Lema 5 .  Em primeiro lugar, os estados são eliminados pelo algoritmo 

na seguinte ordem: eM+k, e ~ + k - l  , . . . , e2. Em segundo lugar, não conhecemos 

os valores das transições de e1 (fl) para os estados de So. 

Lema 5. Suponha que So = {skS1,. . . , s,+~), isto é, SO é formado pelos m 

primeiros estados da  cadeia após os estados clones. Seja hi a probabilidade 

estacionária (não normalizada) do estado ei E S" quando a transição de e1 para 

So é feita somente através do estado ek+l, 1 5 E 5 m. Sejam 



transições do estado fl 
para os estados de S, 

transições 

............... 

transições 

transições dos estados de de S* p/ So 

S, e S* para o estado fK 

Figura 3.20: Estrutura da  matriz de X". 

i-í (4  
C (i) ryax para m + k + 1 < i < M + k 
j=l 1 - Pii 

Para i = 1, . . . ,  M ,  temos 

' '&lu < ri e Erro = 1 - 
M+k mox - Cj=i rj c g % ~ T i  

onde p$) é a probabilidade de transição do estado sj para o estado si da  matriz 

Ai (a cadeia de Markov nesse passo do GTH tem i estados) e .iri é a probabilidade 

estacionária. (normalizada) do estado si na solução exata do modelo. 



Prova. Aplicando-se o resultado de Courtois e Semal para encontrar as proba- 

. bilidades de todos os M + k estados da cadeia, a probabilidade de e1 (fl) para 

ek+l (sl) é feita igual à probabilidade total de transição do estado e1 (fl) para a 

partição So (a transição para os outros estados de So é zero) e são encontradas as 

probabilidades estacionárias (não normalizadas) dos estados './ri,. . . , l'irM+k. Em 

seguida, a probabilidade de e1 (fl) para e k + ~  (sz) é feita igual à probabilidade 

total de transição do estado e1 ( fl) para a partição So e são encontradas as proba- 

bilidades (não normalizadas) dos estados 2 ~ 1 , .  . . , 2'irM+k. E assim em diante, até 

que a transição de e1 (fl) para ek+, (s,) é feita igual à probabilidade total de 

transição do estado e1 (fl) para a partição So e as probabilidades (não normal- 

izada~) dos estados são calculadas "rl, . . . , "'irM+k. A probabilidade normalizada 

do estado ei quando o retorno dos estados clones é feito através do estado ek+l 

é calculada como %i/(xTLt"'irj). O menor valor normalizado encontrado para o 

estado ei é um limite inferior para a probabilidade do estado na solução exata do 

modelo, isto é, 

min - min 
-Ti <./ri. 

Suponha então que ao invés de calcularmos as probabilidades de todos os 

M+k estados da cadeia X' resolvendo-se m modelos diferentes conforme indicado 

acima, calculamos as probabilidades apenas dos estados clones e dos estados de 

So, ou seja, dos k + m primeiros estados. O primeiro conjunto de passos do 

método GTH elimina estados do modelo e, a cada passo obtém-se uma matriz 

de cardinalidade inferior à anterior. Note que a eliminação dos M - m últimos 

estados da Figura 3.20 independe das transições dos estados clones ao conjunto 

So. Portanto, esses passos podem ser realizados independentemente do modelo. 

Em seguida resolvemos k modelos com k + m estados aplicando-se Courtois e 

Semal na matriz obtida após a eliminação de A4 - m estados. 

Considere então 7i-Y" e 'irirnu como, respectivamente, a menor e a maior pro- 

babilidade não normalizada do estado ei encontradas para i = 1, . . . , k + m, isto 



r ym = max {'ri, . . . , m ~ i } .  (3.9) 

Note que temos um valor mínimo e um valor máximo para a.s probabilidades esta- 

cionárias (não normalizadas) dos estados e l ,  . . . ek+,. Precisamos agora calcular 

as probabilidades estacionárias dos estados e ] ~ + ~ + l ,  . . . , em~+k. Sabemos que 

Portanto, podemos afirmar a partir de 3.8, 3.9 e 3.10 que 

(k+m+l) (k+m+l) k+m . min ~j,n+m+i 
Pjh+m+l T V n  <i<j<m { '~k+m+l}  < C (k+m+l) rTax . C (ir+m+l) 3 

j=l 1 - Pk+m+l,k+m+l j=l 1 - Pk+m+l,k+m+l 

(3.11) 

A equação 3.11 usa os valores mínimos (máximos) das probabilidades estacionárias 

dos estados e l ,  . . . , ek+, para calcular um limite inferior (superior) para a proba- 

bilidade estacionária (não normalizada) do estado ek+,+l. Podemos então definir 

min 
T j  



E assim sucessivamente, até Similarmente podemos calcular rcm+2 e .irk+m+2. 

rmin e .irgTk. No final temos dois vetores com as probabilidades não normalizadas 

dos estados da cadeia: .irmin = {.ir?, . . . , rMifk) e rmm = {rlax,. . . ,r;?,). 

Note que .irmin e nmas podem possuir valores menores ou maiores que 1, já que os 

vetores não estão normalizados. Note que não podemos simplesmente normalizar 

o vetor rmin pois os seus componentes não seriam um limite para os componentes 

de .ir. 

Suponha que o menor valor normalizado obtido para a probabilidade esta- 

cionária do estado ei+k ocorre quando a transição de e1 (fl) para So é feita 

somente através do estado ek+l, i = 1 , .  . . , M e I = 1,. . . , m. Isto significa que 

e portanto, 

3.5 Exemplos 

Nesta seção são mostrados resultados numéricos de três modelos usando os algo- 

ritmos discutidos neste capítulo. O primeiro é o modelo de j i t ter  apresentado no 

Capítulo 2. O segundo modelo é o sistema de polbing com serviço gatted descrito 

em [43, 441. E o terceiro modelo é um servidor de disco modelado em [45]. 



3.5.1 Modelo 1: Jitter 

Considere o exemplo mostrado no Capítulo 2 onde o desvio padrão para o jitter na 

saída da rede é 36 (escolhemos este exemplo devido às probabilidades de transição 

entre estados terem valores bem distintos, a menor probabilidade de transição é 

1.8e-04 e a maior é 9.le-01, isto dá  origem ao aparecimento de valores E na matriz, 

de forma a exemplificar o método aqui proposto). Neste modelo o processo de 

entrega de pacotes só é inicializado após um tempo Ti da chegada do primeiro 

pacote e o tempo de entrega de um pacote é fixo e igual a T2. A capacidade de 

armazenamento do equipamento é de B pacotes. Pacotes que chegam e encontram 

a fila cheia são descartados. A medida de interesse desejada para este modelo é 

a probabilidade do jitter ser maior que um determinado valor após o início da 

entrega de pacotes. 

O modelo é definido usando 3 objetos: fonte que é responsável pela geração 

dos pacotes; fila (ou bufler) que armazena os pacotes; e servidor que entrega os 

pacotes ao destino. Ca.da objeto é caracterizado por uma ou mais variáveis de 

estado (veja Figura 2.7). O objeto fila possui duas variáveis de estado: número 

total de pacotes na fila (nl) e número de pacotes armazenados na  fila antes do 

último período de silêncio (nz).  Os objetos fonte e servidor possuem uma variável 

de estado cada um que são, respectivamente, o estado da fonte ( f )  e o estado do 

servidor (s) . 

Visando exemplificar o uso dos algoritmos discutidos neste capítulo, inicial- 

mente iremos calcular a medida de interesse assumindo que o tempo de per- 

manência em qualquer estado do modelo é exponencialmente distribuído. Por 

exemplo, o intervalo entre duas entregas de pacote é exponencialmente distribuído 

com média l /Tz.  Em seguida, vamos calcu1a.r a medida de interesse para o modelo 

com transições determinísticas. 

A Figura 3.22 mostra a estrutura da matriz de probabilidades de transição do 

segundo modelo de jitter apresentado no Capítulo 2 quando B = 50. Esta matriz 



possui 2801 estados e é esparsa, sendo que as probabilidades com d o r e s  maiores 

que zero se concentram em torno da diagonal. Note que usamos a ferramenta 

TANGRAM-I1 [20, 211 para visualizar a estrutura da matriz. Esta ferramenta 

apresenta os elementos da matriz com cores que variam de branco (probabilidade 

zero) a preto (probabilidade 1). Probabilidades pequenas (próximas de zero) são 

representadas por cores claras (por exemplo, amarelo) e as probabilidades gra.ndes 

(próximas de 1) são representadas por cores escuras (por exemplo, vermelho es- 

curo). 

Uma característica importante da  ferramenta TANGRAM-I1 e que será uti- 

lizada na solução dos modelos é a possibilidade de reordenar os estados e portanto, 

alterar a estrutura da  matriz. Como vimos, cada estado do modelo é represen- 

tado por um conjunto de variáveis de estado. O usuário então especifica a ordem 

em que as variáveis de estado devem aparecer na representação dos estados do 

modelo e a ferramenta organiza os estados em ordem crescente dos valores das 

variáveis. A estrutura da  matriz do modelo de jitter mostrada na Figura 3.22 usa 

a seguinte lista de variáveis: nl,  n2, f e S .  Isto significa que o estado 1 é (0,0,0,0), 

o estado 2 é (0,0, 1, 3), o estado 3 é (0,0,2,3), o estado 4 é (1,0,1,1), e assim por 

diante. Vamos chamar a esta matriz de P. 

Precisamos agora definir os estados de So do novo algoritmo de aproximação. 

Como vimos, uma maneira é agrupar os estados da cadeia de acordo com uma ou 

mais variáveis de estado do modelo. Para este exemplo escolhemos a variável de 

estado n2. Lembramos que n2 corresponde ao número de pacotes armazenados na  

fila antes do último período de silêncio. A Figura 3.21 mostra o agrupa.mento de 

estados usando n2. O estado clone fi representa os estados que tem armazenado 

i pacotes dos períodos ativos anteriores, i = 1, . . . ,50. Apenas dois tipos de 

eventos ocorrem nos estados clones: detecção de início de um período de silêncio 

e entrega de pacote. No primeiro caso, o valor de nz é incrementado com o número 

de pacotes do período ativo atual e portanto, 122 passa a ser igual ao número total 

de pa.cotes na fila (nl). A transição de fi para fi+j significa que o período ativo 



atual tinha j pacotes armazenados quando ocorreu um novo período de silêncio. 

Note que existem transições do estado fi para os estados fi+1, fi+2, . . . , f507 

i = 1,. . . ,49. No segundo caso, o valor de n2 é decrementado em 1 pois um 

pacote é entregue (os pacotes mais antigos são entregues primeiro). A taxa do 

primeiro evento corresponde à taxa de ocorrência de silêncio (y), enquanto a taxa 

do segundo evento corresponde à taxa de entrega de pacotes (1/T2). No exemplo 

escolhido para esta seção temos y = 0.00167 e 1/T2 = 0.05. Portanto, a transição 

de fi para fi-i corresponde à maior taxa de saída do estado fi, i = 1, . . . ,50. 

o 

Figura 3.21: Estados clones do modelo de jitter. 

Para usar a definição de So discutida acima precisamos reordenar os estados 

do modelo de acordo com o valor de 1x2. A Figura 3.23 mostra a estrutura da ma- 

triz de transição que reordena os estados usando a seguinte lista de variáveis de 

estado: 712, nl ,  f ,  S. Vamos chamar a. esta matriz reordenada de P'. Os estados 

de So possuem n2 = O (são 201 estados neste exemplo). Note que existem proba- 

bilidades com valores pequenos ocupando algumas posições na parte superior da  

matriz. Estas transições correspondem à ocorrência de períodos de silêncio. 

A Tabela 3.1 apresenta três soluções para o exemplo de jitter com desvio 

padrão 36 na saída da  rede, visto no Capítulo 2, quando e = 1.0e - 04 e T1 = 800. 

A primeira solução corresponde à solução exata do modelo onde a matriz de pro- 

babilidades de transição é P (veja Figura 3.22). A segunda solução corresponde 

à solução da matriz P- + diag(P"eT), onde P' = P- + P". E a terceira solução 

corresponde à solução encontrada pelo algoritmo proposto em 3.4 usando a matriz 

de probabilidades de transição P' (veja Figura 3.23). Convém aqui observa,r que 

o motivo de usarmos a matriz P no primeiro caso se deve ao fato que a solução 



desta matriz tem um menor custo para o algoritmo do GTH, enquanto que o 

motivo de usarmos a matriz P' nas duas outras soluções se deve ao fato do novo 

algoritmo exigir que os estados de So (grupo inicial) sejam os primeiros da  matriz. 

A Figura 3.26 mostra o número de operações requeridas para as três soluções 

quando o valor de TI varia de 100 a 800. Podemos fazer dois comentários a respeito 

da Figura: 1) o número de operações requeridas pelos algoritmos praticamente 

se mantém constante quando variamos Ti; 2) existe uma diferença de pelo menos 

uma ordem de magnitude entre o número de operações da solução exata e o 

número de operações das outras duas soluções (lembramos que usamos a matriz 

P na solução exata e a matriz P' nas outras soluções). É interessante notar em 

relação à segunda observação que os algoritmos de aproximação são mais baratos 

que o GTH, apesar da matriz P possuir uma estrutura mais compacta que a 

matriz P'. A explicação para isto é simples. As transições que estão distantes 

da diagonal na  matriz P' possuem valores pequenos e são, portanto, eliminadas 

(ou redirecionadas). Logo, a matriz usada pelos algoritmos de aproximação é 

bastante similar à matriz P. 

A Figura 3.27 mostra o número de opera.ções requeridas para as três soluções 

quando o valor de B varia de 50 a 150. O modelo tem 2801 estados quando B = 50 

e 23401 estados quando B = 150. Por problemas de memória só foi possível usar 

o algoritmo GTH para B variando de 50 a 100. O número de operações do GTH 

para os outros valores de B foi calculado de acordo com a estrutura da  matriz 

de transição. Para os outros dois algoritmos obtivemos as soluções do modelo 

facilmente. 

Vejamos agora o modelo de jitter com as transições deterininísticas. Neste 

exemplo, temos dois tipos de evento determinístico: cpl que corresponde ao início 

da entrega dos pacotes (TI unidades de tempo após a chegada do primeiro pacote) 

e cp2 que corresponde à entrega de um pacote ao destino. Portanto, os pontos 

embutidos correspondem ao início e ao término do tempo TI,  e aos instantes 

de início e/ou término de uma entrega de um pacote. Existem então três tipos 



I I I I Limite Inferior I 

Tabela 3.1: Pr[Jitter > x] para T1 = 800 e B = 50. 

x 

O 

10 

de intervalos: Ao igual ao intervalo onde não existem eventos determinísticos 

habilitados (antes da  chegada da primeira pacote e durante o período em que a 

fila fica vazia após o início da  entrega dos pacotes), Al igual ao intervalo onde 

cpl está ativo (tempo de espera após chegada do primeiro pacote), e A2 igual 

ao intervalo onde cpz está ativo (entrega de pacotes). Note que o evento cpl é 

desabilitado se a fila enche antes do período de espera TI acabar, enquanto que 

o evento cpa nunca é desabilitado antes do tempo T2, uma vez ativado. 

A Figura 3.24 mostra a estrutura da  matriz 31 gerada a partir da  matriz P 

discutida acima. A matriz ?L possui 2701 estados. Observe que a matriz 31 possui 

uma estrutura muito diferente da matriz P apresentada na Figura 3.22. A Figura 

3.25 mostra a matriz 31' gerada a partir da reordenação dos estados de 31 usando 

o mesmo critério de ordena~ão de P': n2, nl, f, S. Novamente, os estados de So 

correspondem aos estados onde na = O. Embora as estruturas de 3t e 31' sejam 

diferentes, o GTH preenche a parte superior da.s duas matrizes. 

P 

2.5092073088e-01 

2.0095640781e-01 

P- + diag(PEeT) 

2.6131190857e-01 

2.0927845747e-01 

(Alg. Proposto) 

2.4587567667e-01 

1.9691549975e-01 



Quando estudamos uma solução para modelos não markovianos em 3.2.2, 

vimos que a solução da Matriz 31 nos fornece o vetor /3 das probabilidades esta- 

cionárias dos pontos embutidos e que precisamos usar a equação 3.1 para calcular 

o vetor n das probabilidades estacionárias dos estados do modelo. Para isto é 

preciso calcular a duração dos intervalos entre dois pontos embutidos e o tempo 

gasto em cada estado durante cada intervalo. O vetor /3 fornece a probabilidade 

de cada estado no início do intervalo. A probabilidade de um estado corresponde 

então ao percentual de tempo gasto no estado em relação ao tempo gasto nos 

intervalos dos pontos embutidos. Note que T é um vetor normalizado. Como o 

vetor ,O é uma aproximação para a solução de 31, o vetor T não é a solução exata 

da  matriz P, mas uma aproximação para a solução de P onde, infelizmente, não 

conhecemos o erro. 

A Tabela 3.2 apresenta três soluções para a matriz 31 quando E = 1.0e - 04 

e TI = 800. Note que a aproximação da medida de interesse obtida usando 

o algoritmo proposto é melhor do que a aproximação obtida pela solução de 

?L- + diag(zEeT). 

A Figura 3.28 mostra o número de operações requeridas para as três solu,çÕes 

quando o valor de TI varia de 100 a 800. Novamente temos uma diferença de pelo 

menos 1 ordem de magnitude entre a solução do algoritmo GTH e os outros dois 

algoritmos. Observando as Figuras 3.26 e 3.28 podemos n0ta.r que o número de 

operações requeridas na solução da matriz exponencial (P e P1) é menor que o 

número de operações requeridas na solução da matriz de pontos embutidos (31 e 

%I), apesar da  primeira matriz ter um maior número de estados. Isto se deve à 

estrutura das matrizes 31 e 31' que são parcialmente cheias. 

3.5.2 Modelo 2: Sistema de Polling 

O segundo exemplo é um modelo de um multiplexador de dados e voz TI - T2 [41], 

conforme indicado na Figura 3.29. O objetivo deste mecanismo é garantir uma 
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Figura 3.23: Estrutura da Matriz P' do modelo de jitter. 
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Figura 3.24: Estrutura da Matriz 7-1 do modelo de jitter. 
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Figura 3.25: Estrutura da  Matriz 7t' do modelo de jitter. 



Modelo 1: J i t t e r  

oritmo Proposto 
\ Diagonal 

Tempo de espera 

Figura 3.26: Número de operações requeridas na solução da matriz exponencial 

para B = 50. 

Figura 3.27: Número de operações requeridas na solução da matriz exponencial 

para diferentes valores de B. 



Aproximação 

Tabela 3.2: Pr[Jitter > x] para TI = 800 e B = 50. 

x 

O 

fração mínima de uso do canal para cada um dos tráfegos (dados e voz). Evitando 

assim, que os pacotes de um determinado tipo monopolizem o ca.na1 e aumentem 

o retardo fim-a-fim dos pacotes do outro tráfego. Naturalmente, os valores TI e 

T2 dependem da QoS definida pela rede para estes dois tipos de tráfego. 

O comportamento deste multiplexador é descrito a seguir. Pacotes de dados 

são servidos até que a fila reservada a esses pacotes se esvazie ou um tempo- 

rizador ativado no início do serviço da fila de dados seja atingido. O limite deste 

temporizador é Ti. Após o período de serviço da  fila de pacotes de dados, o 

canal multiplexado comuta para a outra fila e é alocado aos pacotes de voz. Os 

pacotes de voz são então servidos até que a fila se esgote ou até que o limite de 

um temporizador de valor T2 seja atingido. Uma vez que todos os pacotes de 

voz são servidos ou o temporizador T2 dispara (o que ocorrer primeiro), o canal 

comuta para a fila de dados. O tempo de comutação do canal é um parâmetro 

do modelo, e neste trabalho é suposto constante. 

3l 

2.5961166006e-01 

31- + diag(31"eT) 

2.6173145370e-01 

Alg. Proposto 

2.5871515108e-01 



Modelo 1 : J i t t e r  
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Figura 3.28: Número de operações requeridas na solução da matriz de pontos 

embutidos. 
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Figura 3.29: Multiplexador TI - T2. 



Note que este multiplexador limita o tempo em que o canal de transmissão fica 

alocado a cada um dos dois tráfegos. Em consequência é garantido a cada um dos 

tráfegos uma fração do canal. Entretanto, a capacidade do canal é dinamica.mente 

alocada a um dos tráfegos, caso o outro não esteja usando a fração máxima a ele 

alocada. 

Para este modelo, supomos que o processo de chegada de pacotes de voz e 

dados tem distribuição Poisson, com taxas diferentes. O tamanho dos pacotes 

de voz e de dados tem distribuição exponencial, com médias diferentes. Seja 

i? o número máximo de pacotes que cada fila pode armazenar. Um pacote é 

descartado quando chega ao multiplexador e já existem outros B pacotes na fila. 

Os limites TI e T2 e os tempos de comutação são constantes, e portanto o modelo 

não é markoviano. 

Existem várias políticas para servir a fila dedicada a cada um dos tráfegos 

sendo multiplexado. Por exemplo, cada fila pode ser servida de modo exaustivo 

ou gated [42]. Quando o serviço é exaustivo, o servidor serve a fila enquanto 

esta tiver pacotes ou até acabar o tempo alocado para a fila. O serviço gated é 

semelhante ao serviço exaustivo, a diferença consiste em que o servidor só serve 

os pacotes que já estavam na fila quando o serviço foi iniciado, ou seja, os pacotes 

que chegam depois do início do serviço aguardam pelo menos até a próxima visita 

do servidor para serem transmitidos. Os detalhes da  solução destes modelos e de 

outros mais complexos podem ser encontrados em [43, 441. 

O modelo é definido usando 5 objetos: fonte de pacotes de dados, fonte de  

pacotes de voz, fila de  pacotes de dados, fila de  pacotes de voz  e controle. Quando 

um pacote é gerado pela fonte de pacotes d e  dados ( fon te  de pacotes de voz) ,  ele 

é enviado para a fila de pacotes de dados (fila de pacotes de voz). Se já existem B 

pacotes na fila, o pacote é descartado. O controle é responsável por definir quem 

pode utilizar o canal de transmissão e por quanto tempo cada fila pode utilizar 

o canal. 



Os objetos fila de pacotes de  dados e fila de pacotes de voz  possuem sempre 

o mesmo valor. O objeto fila de pacotes de dados é caracterizado pelas variáveis 

n d  e gd para o modelo gated. A variável n d  representa o número total de pa,cotes 

na fila e a variável gd representa o número de pacotes que já estavam na fila 

quando o serviço foi iniciado. Naturalmente, n d  e gd podem variar de zero a B. 

Similarmente, o objeto fila de pacotes de voz é caracterizado pelas variáveis n, e g,. 

O objeto controle é caracterizado pela variável de estado c. Esta variá,vel possui 

valores de 1 a 4 onde cada valor representa como o canal está sendo utilizado 

naquele determinado momento. O valores 1 e 3 significam, respectivamente, o 

uso do canal pela fila de pacotes de  dados e pela fila de pacotes de  voz. Os valores 

2 e 4 representam a comutação da  fila de pacotes de dados para a fila de pacotes 

de voz e a comutação da fila de pacotes de voz para a fila de pacotes de dados, 

respectivamente. 

Os parâmetros para este exemplo são os mesmos utilizados em [44] e são dados 

a seguir. O tamanho médio dos pacotes de dados e voz é de 400 bits e 600 bits, 

respectivamente. A capacidade do canal é de 1.5 Mbps e o intervalo de comutação 

do multiplexador é de 0.1 mseg. O valor dos temporizadores para dados e voz é 

de 2 e 8 mseg, respectivamente. Entre os vários exemplos apresentados em [44] 

escolhemos o exemplo em que a carga média dos pacotes de dados corresponde a 

10% da capacidade do canal e a política de serviço das filas é gated. A carga média 

dos pacotes de voz nos exemplos é sempre igual a 60% da  capacidade do ca.nal. 

Este exemplo foi escolhido por apresentar uma maior diferença entre os valores 

das taxas do modelo o que facilita o aparecimento de transições e. Similarmente 

ao que fizemos com o modelo de jitter, vamos inicia.lmente estudar o modelo do 

multiplexador TI - T2 assumindo que todas as transições são exponenciais. E 

em seguida, faremos o estudo do modelo com as tra.nsições determinísticas. A 

medida de interesse desejada é o retardo médio de um pacote no multiplexador 

Ti - T2. 

A Figura 3.32 mostra a estrutura da matriz que representa o modelo onde 



todas as transições são exponenciais, B = 25 e o estado do modelo é caracterizado 

por nd, gd, n,, g, e c. O número de estados da matriz cresce à. medida que 

aumentamos o valor de B (tamanho de cada fila). Por exemplo, temos 1452 

estados para B = 10 e 30.752 estados para B = 30. A Figura 3.33 mostra a 

matriz de probabilidades reordenada com a seguinte lista de variá.veis de estado: 

nd, n,, gd, g, e c. Comparando as Figuras 3.32 e 3.33 podemos notar que os 

elementos da  segunda matriz estão mais concentrados na diagonal e portanto, 

esta matriz tem um custo menor no algoritmo GTH. Vamos então chamar a esta 

segunda matriz de P e usá-la na solução dos três algoritmos. 

Para usarmos o novo algoritmo precisamos definir os estados de So na matriz 

P .  Podemos, por exemplo, definir os estados de So como aqueles estados que 

possuem nd = O.  A Figura 3.30 mostra os estados clones do novo modelo, onde 

X e p representam, respectivamente, a maior taxa de chegada e a menor taxa de 

serviço do modelo. Iremos usar este agrupamento para solucionar o modelo. 

Figura 3.30: Estados clones do modelo de polling. 

As Tabelas 3.3 e 3.4 mostram, respectivamente, o retardo médio dos pacotes 

de dados e o retardo médio dos pacotes de voz quando B varia de 10 a 30. 

Assumimos que E = 10e - 04. Podemos fazer algumas observações em relação 

a estes resultados. Em primeiro lugar, os valores obtidos na solução de P- + 
diag(PEeT) são menores que os valores obtidos na solução de P quando B = 10 

e são maiores que os valores da solução de P quando 15 5 B 5 30. Isto ilustra 

o que foi comentado no início deste capítulo sobre a impossibilidade de prever se 

a solução obtida é maior ou menor que a solução exata do modelo. Em segundo 

lugar, a solução de P-+diag(PEeT) pode não ser uma boa aproximação para este 

modelo. Por exemplo, o retardo médio de um pacote de voz para B = 30 possui 



quase o dobro do valor calculado na solução da  matriz P (respectivamente, 0.995 e 

0.577). Por último, é importante enfatizar que o valor máximo de 30 definido para 

B nestes exemplos, se deve ao fato de que não foi possível executar o algoritmo 

GTH para B maior que 30. Entretanto, não tivemos problemas com os outros 

dois algoritmos para B = 10, . . . ,100. Como o objetivo é comparar as soluções 

dos três algoritmos, mostramos aqui apenas as soluções do modelo quando B 

varia de 10 a 30. 

Tam. do Buffer C Limite Inferior 

Alg. Proposto 

Tabela 3.3: Retardo médio de um pacote de dados. 

Tam. do Buffer 

1 o 

Limite Inferior 

P- + diag(PEeT) Alg. Proposto 

Tabela 3.4: Retardo médio de um pacote de voz. 

A Figura 3.36 mostra o número de operações requeridas nas três soluções 

quando o valor de B varia de 10 a 30. Observe que o número de operações 

da  solução de P cresce mais rapidamente que as outras duas soluções quando 



incrementamos o valor de B (a diferença é de uma ordem de magnitude quando 

B = 10 e é de duas ordens de magnitude quando B = 30). 

Vejamos agora o modelo do multiplexador TI-T2 com transições não exponen- 

ciais. Neste exemplo, temos quatro eventos determinísticos: cpl que corresponde 

ao evento de disparo do temporizador de dados TI, cp2 que corresponde ao evento 

de disparo do temporizador de voz T2, e cp3 e R que correspondem aos eventos de 

término de comutação entre voz e dados e dados e voz, respectivamente. Os pon- 

tos embutidos equivalem aos instantes onde o canal multiplexado inicia e termina 

o serviço de uma das filas de entrada. Existem então quatro tipos de intervalos: 

Ai, i = 1,. . . ,4 ,  onde Ai corresponde ao intervalo onde Vi está ativo. Note que 

não existem intervalos onde apenas eventos exponenciais estão ativos. 

A Figura 3.34 mostra a estrutura da matriz ?I! com 2652 estados quando 

B = 25. Esta matriz possui 462 estados quando B = 10 e 3782 estados quando 

B = 30. Novamente, a estrutura da matriz 7í é bem diferente da estrutura da 

matriz P. A Figura 3.35 mostra a estrutura da matriz reordenada com a seguinte 

lista de variáveis de estado c, nd, gd, n, e g,. Vamos chamar a esta nova matriz de 

?I!'. As soluções apresentadas a seguir para os algoritmos serão todas calculadas 

usando ?I!' por ser esta uma matriz esparsa. 

Os estados da  partição So usado no algoritmo proposto correspondem na 

Figura 3.35 aos estados que possuem transição para os últimos estados do modelo 

(bloco inferior à esquerda com 121 estados quando B = 10 e 958 estados quando 

B = 30). Estes estados possuem como característica comum a variável de estado 

c com valor 1, ou seja, todos os estados que representam a alocação do canal para 

a fila de pacotes de dados. A Figura 3.31 mostra os estados clones gerados a partir 

desse agrupamento. Temos apenas 3 estados: os estados fl e f3 representam, res- 

pectivamente, a comutação da fila de voz para a fila de dados e a comutação da  

fila de dados para a fila de voz; e o estado f2 representa os estados onde o canal 

está alocado para os pacotes de voz. Note que existe uma transição de fl para f3. 

Esta transição corresponde à seguinte situação: foi feita a comutação para a fila 



de pacotes de dados, só que esta fila está vazia e portanto, é iniciada de imediato 

a comutação para a fila de pacotes de voz. A situação contrária (fila. de pacotes 

de voz vazia) também existe, mas não é representada nos estados clones pois não 

existe transição, segundo a definição do algoritmo, do estado f3 para. o estado fi. 

Figura 3.31: Estados clones do modelo de polling. 

As Tabelas 3.5 e 3.6 mostram o retardo médio dos pacotes quando B varia de 

10 a 30 e e = 1 .Oe - 04. Tanto a solução de 3k- + diag(HEeT) quanto a solução do 

algoritmo proposto podem ser consideradas boas aproximações para a solução da  

matriz I?, sendo que a segunda solução é uma aproximação melhor que a primeira. 

Tabela 3.5: Retardo médio de um pacote de dados. 

Tam. do Buffer 

10 

A Figura 3.37 mostra o número de operações requeridas pelas três soluções. 

Os mesmos comentários feitos para a matriz P podem aqui serem repetidos para 

a matriz H' (lembramos que esta matriz foi usada pelos três a.lgoritmos). Entre- 

tanto, é interessante observar que o número de operações requeridas na solução 

da  matriz H' é só ligeiramente inferior ao número de operações requeridas na 

solução da  matriz P, apesar da matriz P possuir de 3 (B = 10) a 8 (B  = 30) 

31 

1.2164281377 

H- + diag (%"eT) 

1.1621512948 

Aproximação 

-41g. Proposto 

1,1828155051 



I Aproximação 

Tabela 3.6: Retardo médio de um pacote de voz. 

Tam. do Buffer 

10 

vezes mais estados que a matriz 31'. Mais uma vez, a explicação para esse fato 

se encontra nas diferentes estruturas das matrizes P e 31'. 

3.5.3 Modelo 3: Servidores de Vídeo com Carga Mista 

31 

1.71 12352226 

Na seção 3.5.2 estudamos um mecanismo que garante a cada um dos tráfegos 

(dados e voz) uma fração de uso do canal de transmissão. Nesta seção, iremos 

estudar um modelo de um servidor com serviço G-Gated. Temos um único recurso, 

neste caso um disco, e vários pedidos de acesso às informações armazenadas no 

disco. Imagine que o disco armazena arquivos com características bem distintas 

como, por exemplo, filmes e dados. Precisamos, porta.nto, definir como estes 

pedidos vão ser atendidos. A seguir vamos discutir o modelo de um sevidor de 

disco com política de serviço g-gated que foi apresentado em [45]. 

O servidor de disco [45] atende a dua,s classes de pedidos: C e NC. Quando 

um pedido chega ao servidor, ele é armazena.do na fila correspondente ao seu tipo 

e aguarda a sua vez. O tempo é dividido em ciclos de tamanho T. Em cada. 

período T o servidor deve atender exatamente lVc pedidos C. O valor de T e lVc 

dependem do nível da. QoS que o sistema fornece aos seus usuários. Assume-se 

que em cada ciclo chegam Ar, pedidos C para serem servidos no próximo ciclo. 

31- + diag(WeT) 

1.6470255333 

Alg. Proposto 

1.6769106644 



Figura 3.32: Estrutura da Matriz do modelo do Multiplexador TI - T2. 
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Figura 3.33: Estrutura da Matriz P do modelo do Multiplexador TI - T2. 
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Figura 3.34: Estrutura da Matriz 3-1 do modelo do Multiplexador TI - T2. 
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Figura 3.35: Estrutura da Matriz ?I!' do modelo do Multiplexador TI - TZ. 



Modelo 2 :  Polling 

Tamanho do Buffer 

Figura 3.36: Número de operações requeridas na soluçiio da matriz exponencial. 

Modelo 2: Polling 

Tamanho do ~ u f  fer 

Figura 3.37: Número de operações requeridas na solução da matriz de pontos 

embutidos. 



O servidor utiliza o algoritmo g-gated para escalonar os pedidos a serem aten- 

didos. A descrição do algoritmo é dada a seguir. Cada ciclo T é dividido em Armc 

mini-ciclos de tamanho T/1Vmc cada um. No primeiro mini-ciclo, o sistema serve 

Nc/Nmc pedidos da classe C. Ao fim do serviço, o servidor verifica se existe algum 

pedido N C  na fila. Se existem pedidos ATC armazenados, os pedidos IVC que já 

estão na fila são servidos até o fim do mini-ciclo ou até que todos os pedidos N C  

(os que já estavam na fila) sejam atendidos. Caso não existam pedidos N C  para 

serem servidos no mini-ciclo o servidor volta a atender pedidos C .  Esta política 

de atendimento é mantida nos primeiros iV,, mini-ciclos. No último mini-ciclo 

o servidor só atende pedidos N C  após servir os últimos AT,/1Vmc pedidos C (se 

ainda existirem pedidos C a serem atendidos no ciclo). Note que o servidor nunca 

fica ocioso nos primeiros ATmc - 1 mini-ciclos, por isso o algoritmo é dito guloso 

(greedy) 

Os parâmetros para o exemplo são os mesmos utilizados em [45] para. um 

disco com 2.25 GBytes e 5288 cilindros, uma taxa de tra.nsferência de 75 Mbps 

e tempo de latência máximo de 8.33 segundos: T = 1.48754 segundos; lVc = 24; 

Armc = 6; o tempo de serviço de 24 pedidos C tem um distribuição erlangiana com 

6 estágios (o número de estágios depende da  QoS escolhida, veja [45] para mais 

detalhes); e o tempo de serviço de um pedido ATC é exponencialmente distribuído 

com média de 0.018407 segundos. 

I 

A Figura 3.38 mostra a estrutura da matriz de transição do modelo assumindo 

que todas as transições são exponenciais. O limite T é constante, e portanto o 

modelo não é inarkoviano. Os pontos embutidos deste exemplo correspondem ao 

início e ao fim de cada mini-ciclo. A Figura 3.39 mostra a. estrutura da matriz ?L 

dos pontos embutidos. Para este exemplo a matriz de transição do modelo tem 

4941 estados e a matriz 31 tem 3996 estados. A Figura 3.40 mostra a matriz 31' 

obtida pela ordenação dos estados conforme definido em [45]. Os estados do grupo 

inicial usado no algoritmo proposto correspondem na Figura 3.40 aos estados que 

possuem transição apenas para os últimos estados do modelo (bloco inferior à 



esquerda com 259 estados). Este estados representam o sistema no hT,,-ésimo 

mini-ciclo. 

As Tabelas 3.7 e 3.8 mostram o tempo médio de resposta para um pedido 

NC para E = 1.0e - 05 e E = 1.0e - 03, respectivamente, quando a taxa de 

chegada de pedidos hTC varia de 1 a 10. Note que os valores obtidos na solução 

de 31- + diag(31EeT) e usando o algoritmo proposto são menores que os valores 

obtidos na solução de P. Embora o algoritmo proposto apresente novamente uma 

melhor aproximação em comparação à solução exata. 

Taxa. de Chega.da 3C 

1 8.5309255855e-02 

Aproximação 

3C- + diag(31EeT) Alg. Proposto 

Tabela 3.7: Tempo médio de resposta de um pedido NC quando E = 10e - 05. 

Tabela 3.8: Tempo médio de resposta de um pedido NC quando E = 10e - 03. 

Taxa de Chegada 7-1 3l- + diag(31EeT) 

Aproximação 

Alg. Proposto 
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Figura 3.38: Matriz P do Modelo do Servidor de Disco. 



Figura 3.39: Matriz 31 do Modelo do Servidor de Disco. 
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Figura 3.40: Matriz 31' do Modelo do Servidor de Disco. 



A Figura 3.41 mostra o número de operações requeridas para os algoritmos 

quando a taxa de chegada de pedidos ATC varia de 1 a 10 e E é igual a 1.0e-05 e a 

1.0e-03. Note que o número de operações é praticamente constante para os três 

algoritmos quando variamos a taxa de chegada, e que existe uma diferença de 

pelo menos uma ordem de magnitude entre o número de operações do algoritmo 

GTH e o número de operações dos outros dois algoritmos. 

Modelo 3: Servidor de Disco 

GTH 

Algori mo Proposto 
Diagonal 

-.....--- . ..................... - '. 

.-• /,...... "' .... 

2 4 6 8 1 O 

Taxa de chegada de pedidos NC 

Figura 3.41: Número de operações requeridas na  solução da matriz 31. 

3.6 'Conclusões 

Um dos métodos de solução mais importantes na solução de cadeias de Markov 

é o método GTH [29]. Este método tem duas importa.ntes características: em 

primeiro lugar, o algoritmo só faz uso de operações de multiplicação e adição, 

nenhuma subtração é realizada, evitando assim perda de precisão nos valores cal- 

culados; em segundo lugar, é possível fornecer uma explicação probabilística para 

cada passo executado pelo algoritmo. Entretanto, o uso do GTH tem algumas 

restrições, a principal delas é o custo computacional da O(M3)  se a matriz de 

transição de estados não tiver uma estrutura especial, onde N corresponde ao 



número de estados do sistema sendo modelado. O uso deste método é apropri- 

ado quando iV não é muito grande (da ordem de algumas centenas de estados) e 

quando a matriz de transição de estados do modelo não é esparsa. 

Neste capítulo, propusemos uma aproximação para o método GTH de forma 

que ele possa ser usado na solução de matrizes com milhares de estados. O 

método proposto tem como base dois métodos de aproximação existentes na lit- 

eratura ([31] e [32]). O novo método utiliza a idéia que probabilidades de transição 

com valores muito pequenos, podem ser eliminadas (ou redirecionadas) e mesmo 

assim termos uma boa aproximação para a solução exata do modelo. O obje- 

tivo em introduzir uma pertubação na matriz de probabilidades é diminuir o 

custo computacional da solução do modelo. Os resultados apresentados mostram 

que o novo algoritmo fornece uma boa aproximação para a solução de modelos 

markovianos e de modelos não markovianos. Sendo que apenas para os modelos 

markovianos foi obtido um limite para o erro cometido pelo novo algoritmo. 



Capítulo 4 

Distribuição da Recompensa 

Acumulada em um Tempo Finito 

4.1 Introdução 

No Capítulo 3 estudamos métodos de solução e de aproximação para modelos 

markovianos em estado estacioná.rio. Como vimos, o conjunto das probabilidades 

estacionárias nos fornece o comportamento do sistema. durante um intervalo t ,  

onde t + oo, isto é, para um intervalo suficientemente grande para que as medidas 

de interesse cheguem a um valor estável. 

Infelizmente, a análise em estado estacionário pode não fornecer todas as res- 

postas sobre o comportamento do modelo a ser estudado. Para fim de exempli- 

ficação, considere novamente o primeiro modelo de jitter apresentado no Capítulo 

2. Neste modelo, temos uma fonte que alterna períodos de geração de pacotes 

com longos períodos de silêncio. Durante um período ativo da fonte, pacotes são 

gerados com taxa constante e entregues ao nó da rede de dados mais próximo. 

Quando o equipamento no destino recebe o primeiro pacote após um período de 

silêncio, ele armazena o pacote e aguarda a. chegada de mais Nmi, - 1 pacotes 



antes de iniciar a entrega ao usuário. Se um novo período de silêncio é detectado 

antes que existam Nmin pacotes arinazenados, a entrega dos pacotes recebidos é 

iniciada. imediata.mente. Se a fila for esvaziada após o início da entrega de pacotes, 

a entrega é reinicializada com a chegada do próximo pacote. 

Na análise do modelo de jitter poderíamos questionar: qual o tempo de espera 

pelos Nmin - 1 pacotes após a chegada do priineiro pacote de um período ativo ? 

qual o tempo de espera por pacotes quando a fila esvazia após o início da  entrega 

de pacotes ? qual a taxa de perda de pacotes durante um determinado intervalo 

de tempo t após o início de um período ativo da  fonte ? etc. Note que estas 

questões possuem uma característica em comum: supõe-se que o modelo está 

em um determinado estado e deseja-se conhecer o coinportamento do sistema 

após um tempo de observação finito. Portanto, para obter as respostas a essas 

perguntas precisamos fazer a a análise transiente do modelo. 

Um aspecto importante dos modelos que iremos estudar é a possibilidade de 

associar recompensas aos estados do modelo. A recompensa ganha corresponde 

a uma abstração do rendimento obtido pelo sistema durante o intervalo de ob- 

servação. Pode-se atribuir dois diferentes tipos de recompensas a uma cadeia de 

Markov. O primeiro tipo de recompensa consiste em ass0cia.r uma taxa de recom- 

pensa a cada estado da cadeia. Isto quer dizer que, por cada unidade de tempo 

em que o sistema permanece em um deterininado estado, ele ganha a recompensa 

associada a esse estado. O segundo tipo consiste em atribuir uma recompensa ao 

sistema cada vez que este efetua uma certa transição. Este tipo de recompensa é 

chamado de recompensa por impulso, pois o valor da recompensa é somado uma 

única vez quando a transição ocorre. 

Uma importante inedida de interesse na aná.lise transiente é a distribuição da 

recompensa acumulada. Por exemplo, suponha que o modelo de jitter possui dois 

tipos de recompensa : O e 1. A recompensa 1 está associada aos estados onde a. 

entrega de pacotes está habilitada e a recompensa zero está associada aos outros 

estados do modelo. Neste caso, a distribuição da recompensa acumulada durante 



um intervalo de tempo (0, t) corresponde ao tempo gasto pelo sistema entregando 

pacotes. 

Formalmente, para uma cadeia de Markov homogênea de tempo contínuo 

X = {X(t) : -t > 0) com espaço de estados S = {si : i = 1, ..., M) e taxa de 

recompensa ri associada ao estado si, podemos definir a recompensa acumulada 

durante o intervalo (O, t) como 

onde IR(t )  = ri se X( t )  = si. A taxa de recompensa média acumulada no mesmo 

período de tempo é definida por 

A distribuição da recompensa acumulada em um tempo finito já foi estudada 

em vários artigos. Em [47], E. de Souza e Silva e R. Gail usando a técnica 

de uniformização apresentaram um algoritmo para modelos com duas taxas de 

recompensa. Em [48], Smith et a1 utilizaram transformada de Laplace e inversão 

numérica para modelos com várias ta.xas de recompensa. Em [49], E. Souza e Silva 

e R. Gail utilizaram técnica de uniformização, e desenvolveram uma metodologia 

para o cálculo da recompensa acumulada em modelos gerais. A complexidade do 

algoritmo entretanto é exponencial em relação ao número de estados da cadeia de 

Markov. Em [50], Donatiello e Grassi fizeram uso da técnica de uniformização e de 

transformada de Laplace para obter um algoritmo com complexidade polinomial 

em relação ao número de estados e de recompensas. Em [52], de Souza e Silva et a1 

propuseram um novo algoritmo que também faz uso da técnica de uniformização e 

que possui complexidade polinomial em relação a um parâmetro que é menor que 

o número de recompensas do modelo sendo estudado (portanto menor custo que o 

algoritmo de [50]). Uma grande vantagem de [52] é a interpretação probabilística 

das equações. 

O principal problema dos algoritmos apresentados em [50] e [52] é a possibili- 

dade de apresentarem problemas numéricos pois trabalham com valores positivos 
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e negativos. Além disso, não existe um limite de valor para os termos calculados 

pelos algoritinos, podendo ocorrer problemas de overflow/underflow. Mais recen- 

temente, Nabli e Sericola [54] propuseram um algoritmo para cadeias de Markov 

que também possui uma complexidade polinomial, tendo como grande vantagem 

só trabalhar com números positivos e não'maiores que 1. 

Convém observar que os algoritmos citados acima trabalham apenas com taxas 

de recompensa. Um algoritmo com complexidade polinomial para cálculo da  

distribuição da recompensa acumulada para cadeias de NIarkov com taxas de 

recompensa e/ou recompensas por impulso é apresentado em [51, 531. Outra 

observação importante diz respeito ao algoritmo proposto em [54]. Não há uma 

interpretação probabilística para este algoritmo. Isto significa que os termos 

apresentados na solução não possuem um significado associado ao comportamento 

do sistema sendo modelado, 

Neste capítulo vamos estudar os algoritmos propostos em [53] e 1541 para o 

cálculo da  distribuição da recompensa acumulada em um tempo finito. O objetivo 

é fornecer uma interpretação probabilística para o algoritmo de 1541 usando a 

mesma metodologia de 1491. Em seguida, vamos mostrar um algoritmo para a 

distribuição de recompensa acumulada com limites que foi apresentado em [61] 

e que se tornou possível a partir da interpretação probabilística aqui mostrada. 

Também apresentaremos neste capítulo dois novos algoritmos de combinação li- 

near de estatísticas de ordem que foram obtidos durante o estudo do algoritmo 

de [54]. A importância desses algoritmos será discutida no decorrer do trabalho. 

A apresentação deste capítulo é descrita a seguir. Na seção 4.2, discutimos 

os algoritmos propostos em (521 (e a metodologia de [49]) e [54], além de rever- 

mos alguns conceitos utilizados pelos algoritmos a serem estudados. Na seção 

4.3 apresentamos dois novos algoritmos para combinação linear de estatísticas de 

ordem. Na seção 4.4 apresentamos uma interpretação probabilística para o algo- 

ritmo de [54] e exemplificamos o seu uso com um algoritmo para a distribuição 

de recompensa acumulada com limites. Na seção 4.5 apresentamos as nossas 



conclusões. 

4.2 Algoritmos 

Nesta seção são discutidos os algoritmos para o cálculo da distribuição da re- 

compensa acumulada apresentados em [52] e [54]. Inicialmente vamos descrever 

brevemente a técnica de uniformização (seção 4.2.1) e combinação linear de es- 

tatísticas de ordem (seção 4.2.2). Os conceitos apresentados nestas duas seções 

são utilizados em 4.2.3 quando discutimos o algoritmo proposto em [52]. Em 

seguida, na seção 4.2.4 fazemos uma breve revisão de processo de renovação que 

é utilizado na definição do algoritmo proposto em [54]. Este segundo algoritmo é 

estudado na seção 4.2.5. 

4.2.1 Técnica de Uniformização 

A técnica de uniformização foi proposta em 1953 por Jensen [33] e consiste 

em transformar uma cadeia de Markov de tempo contínuo em uma cadeia de 

Markov equivalente de tempo discreto. Dessa forma, soluções transientes po- 

dem ser obtidas trabalhando com o problema em tempo discreto, o que pode 

facilitar a obtenção da  solução desejada. A seguir fazemos uma breve apre- 

sentação desta técnica. Veja 1341 para uma discussão mais detalhada sobre este 

método e sua utilização na área de análise de desempenho de sistemas de comu- 

nicação/computação. 

Seja X = { X ( t )  : t 2 O} uma cadeia de Markov homogênea de tempo contínuo 

com espaço de estados S = {si : i = 1,. . . , A I }  e matriz de taxas de transição 

Q. Seja 2 = {Z, : n = 0,1,. . .) uma cadeia de Markov de tempo discreto com o 

mesmo espaço de estados S e matriz de probabilidades de transição P. Suponha 

que P = I + Q/A, onde I é a matriz identidade 114 x M e A tem um valor 



maior ou igual à maior taxa de saída dos estados de Q. Pode ser mostrado que 

a taxa de transição do estado i para o estado j, onde i # j, é a mesma em X 

e em 2. Portanto, temos X( t )  = ZN(t) para t 2 0, supondo que os tempos de 

transição são dados por um processo de P0isson.N = {N(t) : t 2 0) com taxa A 

e independente de 2. 

Seja n(t)  =< nl(t),  7r2(t), . . . , rM( t )  > O vetor de probabilidades transientes, 

onde Ti(t) é a probabilidade do processo se encontrar no estado i no tempo t,  

i = 1,. . . , M. Descondicionando no número de transições no período (0, t), temos 

onde ~ ( 0 )  é O vetor de probabilidades iniciais e Pn corresponde ao n-ésiino passo 

da matriz de proba.bilidades de transição de 2. 

Para avaliar numericamente a equação 4.1, podemos truncar a série infinita 

para um valor N, e o erro resultante do truncamento pode ser estimado a partir 

dos termos restantes da Poisson. Portanto, temos 

onde 

4.2.2 Combinação Linear de Estatísticas de Ordem 

Seja Ul, U2, ..., Un um conjunto de variáveis aleatórias (17.a.'~) contínuas, uni- 

formes, independentes e identicamente distribuídas no intervalo (0, l) .  Seja 



o i-ésimo menor valor entre estas v.a's, portanto < U(Z) < ... < Utn). Dize- 

mos que U(l), U(2), ..., U(n) são as  estatística,^ de ordem das v.a's Ul, U2, ..., Un- A 

estatística de ordem no intervalo (0 , l )  tem a mesma distribuição de no 

intervalo (O, t) para i = 1,. . . , n. A Figura 4.1 mostra um exemplo com n = 5 e 

intervalo (0, t) .  Neste exemplo a v.a. com menor valor é Uz e a com maior valor 

é U4. Definimos Up) = O e U(,+l) = 1. 

Figura 4.1: Exemplo de  estatística.^ de ordem com 5 variáveis. 

Considere agora a combinação linear de estatísticas de ordem U(k) definida 

pela seguinte equação: 

onde ak é um número rea.1 positivo, 1 5 k 5 n + 1. A função distribuição de cn+l 

é dada. por 

Suponha 12 = t(U(k) - U(k-1)) e dk = ai, k = 1 , .  . . ,?a + 1 (veja Figura 

4.2). Claramente temos que [56] 



n-k 1 n-k 1 

e portanto, 

Figura 4.2: Combinação linear de estatísticas de ordem U(k).  

Em [49] foi demonstrado que a recompensa total acumulada por uma cadeia 

de Markov no intervalo (0,t) dado que 0correra.m n transições nesse intervalo 

pode ser obtida através de combinação linear de estatísticas de ordem (eq. 4.4). 

A seguir discutiremos esta interpretação. 

Seja X = {X(t) : t 2 0) uma cadeia de Markov homogênea de tempo contínuo 

com espaço de estados S = {si : i = 1, ..., 144) e matriz de taxas de transição Q. 

Seja 2 = {Z, : n = 0,1, ...) uma cadeia de Markov de tempo discreto com o 

mesmo espaço de estados S e matriz de probabilidades de transição P = I+Q/A, 

onde A tem um valor maior ou igual à maior taxa de saída dos estados de Q, 



portanto 2 é o processo obtido de X após uniformização com taxa A. Conforme 

indicado em 4.1, o número de transições em um estado si E S antes de sair pa,ra 

um estado sj ( j  # i) é dado por um processo Poisson N = {AT(t) : t 2 O} com 

taxa A. 

Suponha que n transições ocorrem em X durante o intervalo (O, t )  dividindo 

(O, t) em n + l  subintervalos. Seja k um vetor tal que o I-ésimo componente indica 

o número de vezes que a recompensa ri, associada a um conjunto de estados de 

2, apa.receu em um caminho amostra1 v, de 2. 

Note que mais de um subintervalo pode estar associado a uma mesma taxa de 

recompensa. Seja R = {rl, .  . . , rL+1} O conjunto de taxas de recompensas de X, 

onde r1 > r2 > . . . > r~ > r ~ + 1  = O e seja Gk O conjunto de todos os vetores de 

estados de 2 de comprimento n+ 1 tal que o vetor k seja o mesmo. Para v E Gk, 

onde dj,, é a recompensa associada ao j-ésimo subintervalo de (O, t ) .  

É possível demonstrar (ver [55]) que a distribui@io conjunta das v.a.'s Yk, 

k = 1, . . . , n + 1, é invariante sob qualquer permutação de 1, . . . , n + 1. Isto sig- 

nifica que podemos alterar a sequência da,s v.a.'s 1% sem modificar a. distribuição 

conjunta dos Yk. Como consequência desta propriedade, e pelo fato do processo 

de Poisson N e a cadeia discreta 2 serem independentes, é possível agrupar os 

intervalos com a mesma recompensa em sequência. Assim considera-se que os kl 

primeiros subintervalos possuem recompensa r i ,  os seguintes k2 subintervalos pos- 

suem recompensa r2, e assim por diante. Portanto, CR(t)ln, k ,  v é independente 

do vetor v que produziu k, e logo depende apenas de k. 

Seja E(i) o índice da recompensa associada ao subintervalo i e n j  = C:=1 k5(i)i 

j = 1,. . . , L. Podemos então escrever 



Portanto, 

A equação 4.6 nos mostra que para calcularmos P[ACR(t) 5 rln, k], pre- 

cisa.mos obter a distribuição da  combinação linear das estatísticas de ordem no 

intervalo (0 , l ) .  Baseado em resultado de Weisberg [57] pode ser mostrado que 

(ver Lema 1 de [52]): 

onde 

e (por definição) 

Note que, para rl E R e kl > 0, podemos escrever a equação 4.9 da seguinte 



forma: 

4.2.3 Algoritmo 1 

Utilizando os conceitos discutidos nas seções 4.2.1 e 4.2.2, podemos escrever a 

distribuição da recompensa média acumulada em um tempo t como [52] 

c0 

(At)n r [ n ,  k]P[ACR(t) > rln, k], (4.12) P[ACR(t) > r] = C e-"'- 
n=O k E K n  

onde IC, = {k : I lkll = C,"=+; = n + 1) e r [n ,  k] é a probabilidade de se obter 

um vetor k dadas n transições em (O, t ) .  (Em [49] identifica-se a associação de 

recompensas a intervalos como colorir um intervalo. Desta forma, uma coloração 

k indica um determinado valor para o vetor k. No que se segue usamos a mesma 

notação de [49] .) 

A seguir vamos mostrar a solução apresentada em [52] para a equação 4.12. 

Podemos dividir a metodologia usada na  definição do algoritmo de (521 em três 

partes. Na primeira parte é apresentada uma recursão para r [ n ,  k]. Em seguida, 

é apresentada uma recursão para P[ACR(t)  > rln, k]. E por último, a partir 

dessas duas recursões é feita uma agregação de termos na soma em k de 4.12 de 

forma a reduzir a complexidade computacional. 

Podemos escrever r [ n ,  k] como 

onde r,[n, k] corresponde à probabilidade de uma coloração k após n transições 



e onde s é o último estado visitado. Seja p,,,, a probabilidade de transição do 

estado s para o estado s'. Uma recursão para T,[n, k] pode então ser obtida [49] 

Por 

onde c(s) corresponde ao índice da  recompensa associada ao estado s e I,(,) é 

um vetor de tamanho L + 1 com valor 1 na  posição c(s) e valor zero nas outras 

posições. As condições iniciais para a recursão mostrada em 4.13 são 

r, (O) se i = c(s) 

rs[O, l i]  = 

O se i # c(s) 

onde n,(O) é a probabilidade do processo se encontrar inicialmente no estado 

s E S. 

Precisamos agora encontrar uma recursão para a combinação linear de es- 

tatísticas de ordem. Vimos em 4.2.2 que 

1 d(h-1)  
P[ACR(t) > r l n ,k ]  = --- f i  (r, k )  . ( - 1 )  dri 

(4.14) 
i:ri>r 

Em [52] é apresentada uma recursão para o cálculo de cada. termo do somatório 

mostrado em 4.14. Esta recursão é reproduzida a seguir. 

Seja j um índice tal que lcj > 0 e k E En. Para n > 1 temos 



e pa r an  = O,  kj = 1 e 1 > O temos 

As condições iniciais da recursão acima são 

Note que temos uma recursão para r [ n ,  k] e uma recursão para P[ACR(t) > 

r J n ,  k]. O próximo pa,sso é combinar estas duas recursões em uma única recursão. 

Para isso fazemos uso de duas definições: 

Gg[i, n] = {k E IC, : ki = g} 

e 

para n 4.15 agrupa os 

vetores k que possuem um mesmo valor ki = g, enquanto a definição 4.16 agrupa 

os vetores k que possuem um mesmo valor ki = g e possuem valor k,(,) > O para 



s E S .  Em [51] é mostrado que 

Para n 2 O ,  i = 1 ,  - .  . , L + 1, s E S e u > 0 ,  podemos então definir 

Os valores T,[i, n, u] são calculados recursivamente em [52]. Para n 2 1, u > O e 

para n = O ,  u > 1, temos 

I ( { ~ [ i ,  n - 1, u - 21 + w i Y  [i, n - 1,  u - l ] } P [ :  S] - Ys[i ,  n, u - l ] ) / ~ ~ , ~ ( , )  

se c ( s )  # i 

onde Wi,j = ri - r j  para i # j ,  wi = ri - r ,  P[:  s] é a s-ésiina coluna da matriz 

de probabilidades de transição P e T[i,  n, u] = (T,, [i, 71, u] ,  . . . , Ts,[i, 72, u]). As 

condições iniciais (n = O ,  u = 0 , l )  para a recursão de 4.19 são 

O Teoreina 1 de [52] mostra que: 

" (At)" 
P [ A C R ( t )  > r ]  = e-At- T,[i, n, n]. 

n=O n! .YEsi:Ti>T 



Basicamente o resultado de 4.20 é provado substituindo 4.7 em 4.12, fazendo 

inversão dos somatórios e comparando com 4.18 para n = u. 

Note que o cálculo de T [i, n, U] só depende dos valores computados no passo 

n - 1 e no próprio passo n. Sabemos que T[i,  n ,  u] é um vetor com 144 posições, 

onde M é o número de estados do processo markoviano sendo modelado. Por- 

tanto, na implementação do algoritmo são necessários dois vetores de tamanho 

(N + 1) M ,  onde N é o ponto de truncagem da  série infinita mostrada na equação 

4.20 (veja [52] para o cálculo do erro introduzido pela truncagem). O custo com- 

putacional do algoritmo para cálculo dos T [i, n ,  u] é O ( M N 2 )  para um dado valor 

de i .  

4.2.4 Processo de Renovação 

Nesta seção faremos uma breve revisão de processo de renovação. Os conceitos 

aqui apresentados são usados pelo algoritmo proposto em 1541 e que iremos dis- 

cutir na próxima seção. Veja [60] para um estudo mais detalhado sobre este 

assunto. 

Considere o processo {N(t),  t > 0) que indica o número de eventos no intervalo 

(O, t )  , onde o intervalo entre sucessivos eventos é independente e identicamente 

distribuído com uma distribuição arbitrá.ria F. Suponha que o intervalo entre dois 

eventos independe dos intervalos entre eventos ocorridos anteriormente, embora 

possuam a mesma distribuição. O processo {N(t),  t > 0) é chamado de processo 

de renovação 1601. 

Seja X,, n 2 1, uma v.a. contínua que representa o intervalo entre o (n  - 1) 

e n-ésimo evento. Suponha que o tempo até o primeiro evento seja x, isto é, 

X1 = x. Podemos então calcular o número médio de eventos (renovações) no 

intervalo (0, t) como 



onde f é a função densidade de F. Como a função distribuição F é comum para 

todos os intervalos, temos 

EIN(t)IX1 = x]  = 1 + E [ N ( t  - x ) ] ,  se x < t. 

Portanto, 

t 
m(t) = f [I + m(t - x ) ]  f (x)dx 

o 
= ~ ( t )  + Jòtm(t - x ) f ( x ) d x .  

A equação acima é conhecida como equação básica do processo de  renovação. 

4.2.5 Algoritmo 2 

Seja X = { X ( t )  : t 2 0) uma cadeia de Markov homogênea de tempo contínuo 

com espaço de estados S = {si : i = 1, ..., A I )  e matriz de taxas de transição 

Q. Seja R = (r l ,  ra,. . . , rLS1) O conjunto de taxas de recompensa associado a 

X ,  onde r1 > r2 > . . . > r ~ + l .  A recompensa associada ao estado s E S é r,(,), 

c(s)  = 1, .  . . , L + 1. Suponha 2 a cadeia de Markov uniformizada no espaço de 

estados S com taxa de uniformização A e matriz de probabilidades de transição 

P. 

Seja 



onde ~ ~ ( 0 )  é a probabilidade do processo se encontrar inicialmente no estado 

s E S. A distribuição da recompensa média acumuhda no período (0, t )  com n 

transições pode então ser definida [54] como 

Utilizando a equação básica do processo de renovação e após uniformizar a cadeia 

de Markov, dois casos são discutidos em (541: 

F, (r ,  t ,  n) = ~ p ~ , ~ l  / Fsj (r t  - T , ( ~ ) U ,  t - U ,  n - l)Ae-AUdu 
8' E S  o 

( r l  -r) t  

F,(r, t ,  n) = ~ p ~ , ~ ~  f "-'C(" Fsl ( r t  - T , ( ~ ) U ,  t - u,  n - l)Ae-AUdu. 
s l€S  o 

A partir do estudo dos dois casos mostrados acima, é provado em [54] que: 

CQ M 

P[ACR(t )  > r] = e- sj(1 - sj)"-' 7is ( O )  b! (n, k ) ,  (4.22) 
n=O s=l 

oilde sj = '-'j+l 
T j - T j + i  

para rj+l 5 r < rj. A prova baseia-se na. solução recursiva 

da integral acima usando integral por partes e de longas manipulações algébricas 

sem a. utiliza,ção de argumentos probabilísticos. 

Os coeficientes b{(n, k) são calculados recursivamente em [54] da seguinte 

forma: 



e se 1 5 c(s) 5 j (portanto, r,(,) 2 r j)  

bf(n,0) = 1, 

@ (n, O) = &+l(n, n) se j < L, 

e se j + 1 < c(s) 5 L + 1 (portanto, r,(,) < rj) 

bi(n,n) = 0, 

b{ (n, n) = b;lS-l (n, O) se j > 1, 

Seja bj(n, k) =< g, (n, k), b{,(n, k), . . . , b{,(n, k) >, onde j = 1 , .  . . , L  e q E 

S para i = 1 , .  . . , A I .  Podemos classificar os elementos do vetor bj(n,  k) em 

dois grupos: Gj  e Lj, j = 1 , .  . . , L .  O elemento b3,(n,k) E G j  se r,(,) > rj e 

bfin, k) E Lj  se r,(,) < rj. No primeiro caso temos, pela definição do algoritmo, 

o valor inicial de bi  (n, 0) e portanto, podemos calcular (n, 1)) depois bi (n, 2)) e 

assim por diante até @(n, n). No segundo caso temos o valor inicial de G(n, n) e 

portanto, podemos calcular @(n, 7% - 1)) depois @(n, 1% - 2), e assim por diante 

até ba(n, 0). A Figura 4.3 mostra a sequência de cálculos feita no algoritmo, 

onde a célula (n, k) representa o vetor bj(n,  k). Note que o cálculo de &(n, k) só 

depende dos valores computados no passo n - 1 do algoritmo e no próprio passo 

n. Logo, na implementação do algoritmo são necessários dois vetores de tamanho 

(N + l )M(L  - I), onde N é o ponto de truncagem da série infinita mostrada 

na equação 4.22, A4 é o número de estados do processo e L + 1 é o número de 

recompensas do modelo. O custo computacional do algoritmo é O(L114N2). 



Figura 4.3: Cálculo de bj (n ,  k). 

4.3 Novos Algoritmos de Combinação Linear de 

Estatísticas de Ordem 

Vimos na seção 4.2.2 que a função de distribuição da  combinação linear de es- 

tatísticas de ordem é definida como 

A necessidade de avaliar esta função aparece ao se estudar algumas medidas da 

área de análise de desempenho [49], embora este problema também seja estudado 

em outras áreas do conhecimento, como por exemplo, a teoria assintótica [58] e 

testes de Hipóteses e Estimação Estatística [55]. 

Em [56], Dempster e Kleyle apresentaram uma expressão analítica fechada 

para o caso onde a1 > a2 > . . . > a,+l = O. Em 1571, Weisberg apresentou um 

algoritmo para o cálculo da  combinação linear de um subconjunto das estatísticas 

de ordem para o caso onde ak 2 O e a,+l = O, k = 1 , .  . . , n  f 1. O problema 

com este algoritmo é a necessidade de avaliação recorrente de alguns termos do 

algoritmo. Uma expressão ana.lítica fechada para o cálculo da combinação linear 

de um subconjunto das estatísticas de ordem foi obtida por Matsunawa [58]. O 

problema com esta solução é a complexidade do cálculo de alguns termos da 

expressão analítica. Em [59], Ramallingam define um algoritmo para o cálculo 



desses termos a ser usado antes da expressão de Matsunawa. 

Além da  complexidade de alguns cálculos, os algoritmos de combinação linear 

de estatísticas de ordem citados acima apresenta.m duas características em comum 

que dificultam as implementações: trabalham com valores positivos e negativos e 

não existe limite de valor para os termos encontrados durante os cálculos (pode 

ocorrer underfiow/overfiow e perda de precisão). Nesta seção são apresentados 

dois novos algoritmos de combinação linear de estatísticas de ordem que possuem 

a grande vantagem de só trabalharem com números positivos e não maiores que 

1. 

Para compatibilizar a notação de 4.23 com o que foi visto na seção 4.2.2 (veja 

equação 4.6), vamos usar a seguinte notação para combinação de estatísticas de 

ordem no resto deste capítulo: 

onde r' é o vetor de recompensas. 

4.3.1 Algoritmo 1 

O objetivo desta seção é apresentar o algoritmo do Teorema 1 (equação 4.35). 

Para facilitar a compreensão do leitor, iremos primeiro discutir o Lema 1 (equação 

4.28) que serve de base para a prova do Teorema 1. 

Definição 1: Para Ilkll = n+ 1, ki > O, T i  E R e ri > r,  seja 



Para I lkll = 1, isto é, existe um único intervalo, temos ki = 1 para algum i. 

Substituindo 4.9 em 4.26 temos 

( r  - r )  = 1 p a r a i  = j 

O para i # j 

Lema 1: Para Ilkll = n + 1 e para qualquer recompensa r, E R e r1 E R, r, 2 r 

e rl < r ,  onde kg > O e kl > 0, temos 

r, - r 
i )  = ( )  i -  11) + (1 - ) ( k -  1,). h, > 0.(4.28) 

r, - r1 

Prova. Note que Ilkll > 1 pois kg > O e kl > O. De 4.26 temos que ri > r  e de 

4.28 temos r, 2 r e ri < r .  Portanto, precisamos mostrar que 4.28 é válido para: 

a) r, = r (e portanto, r, # ri); b) r, = ri (e portanto, r, > r); c) r, # r e r, # ri 
(e portanto, r, > r) .  

a) Para r, = r 

Substituindo 4.9 em 4.26 temos 

1 dh -1 )  
Oi(r, k) = 

( h - ) !  dri 

Podemos então escrever Oi (r, k) como 



1 d("-1) 
- 

( i  - 1 )  dri 

Como r, = r ,  

1 d("-1) 
Oi (r, k) = 

( - 1) dri 

Sabemos que (r, -?-)/(r, -ri) = O pois r, = r .  Portanto, é fácil ver que a equação 

4.28 é verdadeira para qualquer r1 E R quando r, = r .  

b) Para r, = ri 

Seja 



Podemos escrever xi [m, r, rl] da  seguinte forma: 

É fácil notar que 

1 s e 1 = 1  
-(ri - r )  = 
dri O nos outros casos 

Portanto, 



Resumindo temos 

Substituindo a expressão encontrada para. xi[m,  r,  rl] em 4.29 temos 

1 ki-1 

C 
(ki - I ) !  

X 
(ki - l )!m=lm!(ki  - 1 - m)! 

A partir da equação 4.11 temos que 

f i (r ,  k )  = (ri - r )  f i ( r ,  k - l i)  para 1 = i 

(ri - r )  
f i (r ,  k )  = f i (r ,  k - 11) pa.ra I # i, 

(ri - Q )  

portanto, 



Substituindo 4.32 em 4.31, 

= ( ) ( , k - ) +  ( 1- @ ( r )  k - l i ) ,  

onde a última igualdade vem da definição de @ ( r ,  k) em 4.26. Note que de 4.11 

e de 4.26, quando = 1 e r, = ri, temos 



1 d("-1) 

( l ) !  dri 
fi(r, k - 1 1 )  + 

Da definição de fi(r, k )  (equação 4.9) e como ri # r, podemos escrever: 

Portanto, 

Definição 2: Para 1 1  kll = n + 1, 

Sem perda de generalidade, estamos supondo que as variáveis aleatórias Uk estã.0 

uniformemente distribuídas no intervalo (0, I), onde Yk = (U(k) - U(lE-l)) e k = 

1,. . . , n. E portanto, 



Além disso, temos (veja equação 4.27) 

1 se r j  > r 
@(r,  l j )  = E Oi(r, I j )  = 

i:ri>?- O nos outros ca.sos 

Teorema 1: Para qualquer recompensa r, E R e r1 E R, r, 2 r e r1 < r ,  onde 

k, > O e k1 > 0,  temos 

Prova. Como o Lema 1 (4.28) é válido com a condição de ri > r e ki > 0,  

C @i ( r ,  k )  
i:?-i>r 

{ ( E )  @ ( r , k  - 1,) + (i - ) ( r -  1,) 
i :  r, - r1 

i:?-<>?- 

(=) r, - i:vi>?- = q , k -  1,) + (I - =) r9 - r1 i:?-;>?- 
( - 1,) 

(=) @(r, k - 11)  + (i - =) @(r,  k - 1,). 
r, - r1 

0 

O custo computacional do algoritmo a.presentado no Teorema 1 é O ( N ) ,  onde 

I lkll = N + 1. Além disso, note que no passo AT do algoritino só precisamos 

conhecer os termos calculados no passo AT - 1. 



4.3.2 Algoritmo 2 

Como já discutimos anteriormente o nosso objetivo é calcular P[ACR(t) > r].  

Embora o Teoreina 1 nos forneça um algoritmo simples, eficiente e numericamente 

estável para o cálculo de combinação linear de estatísticas de ordem, não foi 

possível usá-lo para determinar P[ACR(t)  > r] usando a metodologia de [49] de 

forma a obtermos uma interpretação probabilística. Nesta seção propomos outro 

algoritmo para combinação linear de estatísticas de ordem que, como veremos 

na seção 4.4, pode ser utilizado no cálculo de P[ACR(t) > r]. Este algoritmo é 

apresentado no Teorema 2 (equação 4.61). Os Lemas 2, 3 e 4 abaixo servirão de 

base para a prova do Teorema 2. 

Definição 3: Para Ilkll = n + l ,  m =  O ,..., n,  j = 1 , . . . , L ,  > O  eTi 2 Tj ,  

seja 

Antes de apresentar o Lema 2, é importante fazermos uma observação em relação 

ao valor de Ri (n, rj, k)  . De 4.36 temos 

Para 1 = 1, . . . , ki-1, é fácil ver que 



Portanto, para rj = ri, temos 

Sabemos que 1 = O,. . . ,h - 1. Portanto 1 < n a menos que ki = n + 1, ou seja, 

todos os intervalos de k têm recompensa ri. Para ki = n + 1, temos (equação 4.9) 

Substituindo 4.38, 4.39 e 4.40 em 4.37, 

Para i = j (ri = rj), k = li x (n + 1) (ki = n + 1) 

Além disso, se ki = O pela definiçã.0 4.10, 

Qi(n, rj, k)  = O para n > O,  V j  tal que ri > rj 
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Resumindo, 

1 s e n = O , V j t a l q u e r i > r j , k = l i  

1 s e n > O , i = j , I c i = n + l  (4.42) 

O nos outros casos 

Lema 2: Para [lk[l = n + 1, j = l , . .  . , L  e m = 1 ,..., n e para qualquer 

recompensa r, E R ,  rj E R e rj+l E R, onde rj+l < rj 5 r, e Ic, > 0, temos 

Prova. A equação 4.36 é definida para ri 2 rj e temos que r, 2 r j .  Precisamos 

mostrar que 4.43 é válida para: a) r, = rj e r, # Ti; b) r, = Ti (r, = T j  OU 

r, # rj); C) r, # rj e r, # ri. Antes de apresentarmos a prova do Lema 2, note 

que podemos escrever a equação 4.9, para ri 2 rj e rj = r ,  na seguinte forma 

a) Para r, = rj e r, # ri 

De 4.11, como i # g 



De 4.36 e 4.45 e como r, = rj, 

Como r, = rj ,  temos (r, - r j ) / ( r g  - rj+1) = O e portanto, é fácil ver que a equação 

4.43 é verdadeira. 

b) Para r, = ri 



Usando a equação 4.30 temos 

Substituindo 4.47 em 4.46 

( r, - rj ) 1 d -  { ( r - 7-j ) (.m-1) 

Q(m, r j ,  k )  = 
r +  ( l ) !  dri ri - rj+l 

f&j+l, k )  + 

1 *iv1 (ki - I ) !  1 
i 

'ri - rj+1 

= ( r i r j )  1 d ( * i - l ) { ( ~ i - ~ j )  (m-1) 

r - r +  ( k  - 1 )  dri ri - rj+l 
f j  + 

1 ki-1 (ki - 2)!  
i 

(k i  - 2)! 2 ( 1  - 1)!(ki  - 1 - z ) !  dri ri - Tj+l 

d(*i-") { ( ri - ) ( ' " "  
fi ( r j + ~ ,  k) i d ri ri - rj+1 

(.m-1) 

1 d(ki-2)  { 1 ( ri - r j  ) (m-l) 

( 1 : )  2 ) !  dri r i r j + l  r i r j + l  
fi (rj+i k )  1 



f i  (rj+1 , k - l i )}  (4.48) 

Note que a prova acima é válida para ki = 1. De 4.42 

c )  Para rg # rj e r, # ri 



Portanto, 

Lema 3: Para llkll = n  + 1,  j = 1,. . . , L  e m = O , .  . . , a  - 1 e para qualquer 

recompensa r, E R, rj E R e r j + ~  E R, onde r, 5 rj+l < rj e kg > 0, temos 

Prova. 



Portanto, 



Definição 4: Pa.ra llkll = n + 1, j = 1 , .  . . ,L ,  m = O,. . . ,n, h > O e ri > r j ,  

seja 

{ (  ri " - - r j + ~  " )mf i (r j+l ,  k ) )  . (4.52) 

É importante observarmos o que acontece com a definição acima quando m = 

O e quando m = n. Lembramos que rj+l < rj e n > 0.  

a) Para m = O ,  de 4.52 temos 

Onde a última igualdade é válida pela simples observação que os valores de i, tal 



que ri > rj, são idênticos aos valores de i, tal que ri > rj+i, uma vez que rj é a 

menor recompensa maior que rj+l. 

ou seja, R(0, rj, k )  fornece a probabilidade de uma combinação linear de es- 

tatísticas de ordem com n + 1 intermlos ser maior que rj+l. 

b) Para m = n, de 4.52 temos 

1 d("-1) 
~ ( n , r j , k )  = C - { ( ri - r ) f ( r +  k ) }  . (4.54) 

i r  . .  ( i  - 1 )  dri 
a- 3 

ri - rj+l 

R(n, r j ,  k )  = sl,(n, r j ,  k )  + Q(m, rj,  k ) .  
i:ri>rj 



Resumindo, 

f i(0,  rj ,  k )  = EO> [r', k ,  ~ j + ~ ] .  

EO> [r, k ,  r j ]  = EO> - [I;, k ,  r j ]  para qualquer k tal que Icj  .< n + 1 
R(?z, r j ,  k) = 

EO> [r, k ,  r j ]  para qualquer k 

Lema 4: Para I l Ic l l  = n+l, n > O ,  m = 0 , .  . . , ? I ,  g = 1, .  . . , L+1 e Ic, > O temos 

para qualquer r ,  2 r j  

(4.60) 

I para qualquer r ,  < r j  



Para Ilkll = n + 1 = 1, temos 

e para Ilkll = n + 

R(m, rj, k )  = 

onde lembramos que L é o índice das recompensas e temos r1 > r2 > . . . > r~ > 

T L + ~  = o. 

Prova. Primeiro iremos apresentar a prova das condições iniciais defii1ida.s para 

o Lema 4 e em seguida mostraremos a prova do lema. 

Para n = O, a prova das condições iniciais é trivial. De 4.58 temos R(0, rj, 1,) = 

P[dlYl > rj+l]. Como só exite um intervalo, R(0, rj, 1,) é igual a 1 se r, > rj+l, 

e é igual a zero se r, :' rj+i (note que esse resultado pode ser obtido diretamente 

de 4.53). 

Para n > 0, temos 3 condições iniciais. 

a) R(0, r ~ ,  k) = 1 se C:=, Ic, > O 

De 4.58 temos R(0, r ~ ,  k) = P[C;~; dkYk > Por definição, rL+l = 

O. Além disso, como xgl k, > 0, então existe pelo menos um intervalo com 

recompensa maior que zero. Portanto, R(0, r ~ ,  k)  = 1. 

De 4.59 temos R(n, r l ,  k)  = P[C;~: dk17j > rl]. A recompensa r1 é a maior 

recompensa do modelo. Como Ic, > 0, isto significa que existe pelo menos 

um intervalo com recompensa menor que r l .  Portanto, R(n, rl, k)  = 0. 

C) R(n , r j ,k )  = R(0,rj-1,k) para j = 2, .  . . , L  e kj < n + l  
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De 4.58 temos M(0, rj, k) = P [ C F ~ :  dkI$ > ~ j + ~ ]  e de 4.59 temos M(n, rj, k) = 

P [ C F ~ :  dkYk > rj] se Ic, < n + 1. Portanto, M(n, rj, k )  = M(0, rj-1, k) para 

j = 2 ,  . . . ,  L e k  < n + l .  

A prova da equação 4.60 do Lema 4 é obtida usando os Lemas 2 e 3. Para 

r, 2 rj  (veja equação 4.43) temos 

) %(m - 1 ,  k - i,) 
'g - rj+l izri>rj 

Para r, < rj (veja equação 4.50) temos 



Teorema 2: Para IIkII = n + 1, rj+l < r < rj e j = 1,. . . ,L ,  

Prova. 



Mudando a posiçãc 

EO> [r', k,  r1 

do segundo somatório para o início da  equação, temos 

Podemos tirar do cálculo da derivada da equação 4.62 os termos independentes 

de ri. 

Sabemos que rj + 1 5 r < rj .  Então, 

O custo computacional do algoritmo é O(LN2), onde L + 1 é o número de 

recompensas do modelo e Ilkll = M + 1. Note que no passo hT do algoritmo só 

precisamos conhecer os termos calculados no passo hT - 1. 



Recursão para 

O objetivo dessa. seção é obter um algoritmo para P[ACR(t) > r] usando a mesma 

metodologia de [49]. Como vimos, esta metodologia encontra uma recursão para 

P[ACR(t) > r] a partir de uma recursão para T[n, k] e de uma recursão para 

P[ACR(t)  > rln, k]. Na seção 4.3 apresentamos duas recursões para combinação 

linear de estatísticas de ordem. A primeira recursão (Teorema 1) tem um custo 

da O ( N )  enquanto a segunda recursão (Teorema 2) tem um custo da  O(LN2),  

onde 1 lkll = N + 1 e L + 1 é o número de recompensas do modelo. 

Infelizmente não foi encontrada uma recursão para P[ACR(t) > r] usando o 

primeiro algoritmo. A explicação para isto é simples. Cada passo do algoritmo 

1 para P[ACR(t) > rln, k] exige a. eliminação de dois intervalos do vetor k, 

enquanto o algoritmo para r [ n ,  k] exige a eliminação de apenas um intervalo. 

Este fato impossibilita o agrupamento dessas duas recursões como definida na 

metodologia de [49]. 

Portanto, usa.remos o segundo algoritmo de combinação linear de estatísticas 

de ordem para encontrar uma recursão para P[ACR(t) > r]. Na realidade, o al- 

goritmo encontrado é idêntico ao algoritmo proposto em [54]. A grande vantagem 

do uso da. metodologia de [49] é a obtenção de uma interpretação probabilística 

para o algoritmo, mostrando que o algoritmo de [54] é encontrado diretamente de 

argumentos probabilísticos idênticos a.o usado para se obter o algoritmo de [52]. 

Após mostrarmos o algoritmo de [54] obtido usando a metodologia. de [49], 

apresentaremos uma modificação no algoritino de [54] e mostraremos o algoritmo 

para a distribuição de recompensa acumulada com limites de [61]. A definição do 

algoritmo de [61] se tornou possível a partir da interpretação probabilística e da 

modificação do algoritmo de [54] aqui discutidas. 



4.4.1 Interpretação Probabilística 

Inicialmente vamos definir a recursão @[n, k] similar à recursão r [ n ,  k] (equação 

4.13), isto é, @[n, k] é a probabilidade de uma coloração k dadas n transições. A 

recursão de @[n, k] é feita de acordo com o primeiro estado visitado, enquanto 

a recursão de r [n ,  k] é feita pelo último estado visitado. Usaremos @[n, k] nesta 

seção pois é nosso objetivo obter o algoritmo de [54] usando a metodologia de 

[49]. Entretanto, toda a discussão feita a seguir também é válida para a recursão 

de ~ [ I J ,  k]. 

onde 

1 se i = c(s) 
@s [O, l i ]  = 

O nos outros casos 

A prova de 4.64 é similar à prova da  recursão de 4.13 e que foi apresentada em 

Vamos agora apresentar duas novas definições que serão utilizadas no decorrer 

desta seção, e em seguida mostraremos uma recursão a partir do Teorema 2 

(equação 4.61) e da recursão de @[n, k] (equação 4.64). 

Definição 5: para n > O,  s E S, r,(,) E { r i , .  . . , ~L+I},  seja 

G,[i, n] = {k E IC, : Ici = g } ,  

onde /C, = {k : Ilkll = n + 1). Para n > O,  s E S e r,(,) E R, temos [51] 



Definição 6: para n > O,  m = O,. . . , n,  s E S e j = 1 , .  . . ,L, seja 

A segunda igualdade é verdadeira poís, para. g = 0, @,(n, k) = O. Note que como 

o primeiro estado visitado é s, necessariamente Ice(,) > 0, logo a probabilidade de 

uma coloração k onde k,(,) = O é zero. 

Lema 5: P a r a n > O , m = O  , . . . ,  n e  j=1,  ..., L e s E S ,  

para qualquer r,(,) < rj 
(4.69) 

Para n = O temos 

1 se j é tal  que r,(,) 2 rj 
TS(O,O,j) = 

O se j é tal  que r,(,) < rj 

e para n > O temos 

Prova. Antes de apresentarmos a prova do Lema. 5, é importante verificar como 

o cálculo dos T(n ,  m, j) é implementado. A Figura 4.4 mostra a implementação 



para um modelo onde R = {ri, 7-2, ra, r4) .  Lembramos que r1 > 7-2 > ...  > 

r~ > r ~ + ~  = O. AS setas mostram a direção do cá.lculo dos T,(n, m,  j) .  Por 

exemplo, para r,(,) = r2, temos o valor inicial de T,(n, 0,3) e podemos calcu- 

lar TS(n, m, 3) para m = 1 , .  .., n. De acordo com as condições iniciais, teinos 

T,(n, n, 3) = T,(n, 0,2), então podemos calcular T,(n, m ,  2) para m = 1 , .  . . ,  n. 

Temos também o valor inicial de T,(n, n ,  1) e assim podemos calcu1a.r T,(n, m, 1) 

para m = n - 1,. . .  ,O. Note que podemos ter T,(n, n, 2) # T,(n, O, I ) ,  o motivo 

desta diferença será explicado na prova das condições iniciais. 

, r  .............. - - - - - - - 
1 

,r --- 
2 

+ r  - - * r  
3 4 

Figura 4.4: Cálculo dos T, (n, ~ n ,  j) . 

Iremos agora mostrar a prova das condições iniciais definidas para o Lema 5 

e em seguida mostraremos a prova de 4.69. 

Para n = O, a prova das condições iniciais é trivial. De 4.65 temos Qs[O, 1,(,)] = 

1, e de 4.58 temos R(O,rj, 1,(,)) = 1 se r,(,) 2 rj.  Portanto, T,(O, O, j) é igual a 

1 se r,(,) 2 rj e é igual a zero nos outros casos. 

Para n > 0, temos 3 condições iniciais. Vejamos a prova. 



De 4.68 e 4.58 temos 

Note que o primeiro estado visitado s tem recompensa r,(,) 2 r~ > r~+1,  logo 

A última igualdade corresponde à soma de todas as probabilidades dado que s é 

o primeiro estado visitado. 

De 4.68 e 4.59 temos 

Sabemos que r1 é a maior recompensa do modelo. Além disso, existe um intervalo 

com recompensa r,(,) < r1 . Portanto, EO> - [r', k, rl] = 0. 



C) Ts (n ,n ,  j) = Ts(n,O, j -  1) se rc(~)  # r j  e j = 2  , . . .  , L  

Da definição 4.68 

Das condições iniciais do Lema 4 (equação 4.60) e observando que, se c(s) # rj e 

s é o último estado visitado, kC(,) > O,  e porta.nto kj < n + 1. 

Vamos agora mostrar a prova do Lema 5 (equação 4.69) para r,(,) >_ r j  e 

depois pa.ra r,(,) < rj. 

a) Para 2 T j  

Usando a equaçã.0 4.64 no segundo termo da  equação 4.71, 
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De 4.67 temos {k - I,(,) : k E ICn e Ice(,) > O} = G g - l [ ~ ( ~ ) i n  - 11 para g = 

1, . . . , n + 1. Podemos então escrever 4.72 como 

(I- r e ( ~ )  - rj 
C ( m - l , r j , k ) x  

rc(s) L r j ~ l  S1€S~=1 k€Ggul [c(s),n-l] 

Note que 

Além disso, 

Logo, 
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( I -  
'i(s) -" ) C C a(,- ~ ~ ~ ~ , k )  x 

Tc(s) - rjtl  S ~ E S ~ E K , - ~  

Da definição 5 (equação 4.66) temos ICn-l = iJ;=, G,[c(s), n - I] para qualquer 

s E S. Portanto, 

(I- rc(s) - rj 

Como (n  - 1, k) é zero para IcC(,i) = O (probabilidade de uma coloração k dado 

que o primeiro estado visitado é s e o número de visitas ao estado s é zero), temos 

onde a última igualdade é obtida da definição de Ts(n,  m, j) em 4.68. 

b) Para r,(,) < rj 



Utilizando a recursão para ats[nl k] de 4.64 temos 

De 4.67 temos {k - I,(,) : k E Kn e kC(,) > 0) = Gg-l[c(s), n - 11 para g = 

1,. . . ,n + 1. Então, 



Da definição 5 (equação 4.66) temos ICnd1 = lJYzo Gs[c(sr), n - 11) para qua,lquer 

sr E S. Portanto, 

Como @,I (n - 1, k) = O para kc(sr) = O (probabilidade de uma coloração k dado 

que o primeiro estado visitado é s e o número de visitas ao estado s é zero), temos 

Teorema 3: Seja rj+i < r < rj e 6 = (r - rj+l)/(rj  - rj+l)) então 
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00 

(At)n ( i ) @ ( I  - ,8 j )n-mx~s  (0)TS (n, m,  j )  . P[ACR(t) > r] = Ee-At- E 
n=O n! ,=O S E S  

Prova. Sabemos que 
00 

P[ACR(t) > r]  = Ee-At- E @(n, k)P[ACR(t) > rjn, k] .  
n=O n! ~ E K ,  

A partir das equações 4.7, 4.52 e 4.64 temos 

(nqn 
P[ACR(t) > r] = Ee-"" - 1  E E 4 ) @ ,  (n, k )  EO, [< k ,  r]. 

Usando o Teorema 2 (equação 4.61) obtemos 

P [ A C R ( ~ )  > r] = C e - ~ t -  x?rs ( O ) @ ,  (n,  k )  x 
n=O n! k t K , s ~ S  

Como @, (n,  k )  corresponde à probabilidade de uma coloração k dadas n transições 

e o primeiro estado visitado é s e k,(,) corresponde ao número de visitas ao es- 

tado s,  temos @,(n, k )  = O quando k,(,) = 0 ,  pois existe pelo menos uma. visita 

ao estado S. Logo, 



Podemos fazer duas observações em relação ao Teorema 3. Em primeiro lugar, 

a recursão de T,(n, m, j) apresentada em 4.69 é idêntica à recursão de @(n, m)  

apresentada na seçã.0 4.2.5. Portanto, podemos afirmar que o Teorema 3 é igual 

à equação 4.22, ou seja, o Teorema 3 fornece a interpretação probabilística para 

o algoritmo apresentado em [54]. Em segundo lugar, para r = rj+l, j = 1 , .  . . , L, 

temos pj = O e 

c0 

P[AcR(~)  > = Ce-At- (A')n zss (O) T, (n, O,  j) . 
n=O n! ~ E s  

Portanto, podemos eliminar os termos combinatórios apresentados em 4.73 (Teo- 

rema 3) se r E R. A vantagem em eliminarmos esses termos combinatórios é que 

passaremos a trabalhar apenas com valores positivos não maiores que 1. A idéia 

é então incluir a recompensa r no conjunto de recompensas R se pri E R, tal  

que ri = r para i = 1,. . . L + 1. A seguir mostraremos a definição formal desta 

alteração no Teorema 3. 

4.4.2 Alteração na Recursão para P[ACR(t) > r ]  

O Lema 4 (equação 4.60) mostra uma recursão para combinação linear de es- 

tatísticas de ordem para o ca.so em que o valor r é igual a um dos va.lores das 

possíveis recompensas atribuídas aos estados, isto é, r E R. 

O Teorema 2 (equação 4.61) mostra uma. recursão pa.ra combinação linear de 

 estatística.^ de ordem cujo valor de r é qualquer (rj+i 5 r < rj, j = 1, . . . , L + 1). 



Esta recursão foi usada no Teorema 3 (equação 4.73) para provar que a recursão 

obtida para P[ACR(t) > r ]  em [54] pode ser obtida através da metodologia de 

[49] que usa apenas argumento probabilístico. 

Nesta seção mostraremos que: 

a recursão obtida do Lema 4 para r E R pode ser estendida para o caso 

em que r é qualquer. Isto é, a mesma recursã.0 é válida tanto para r E R 

quanto para r 4 R. 

a partir deste resulta.do, obteremos uma no~7a recursão pa.ra P[ACR(t)  > r].  

Essa nova recursão é diferente de [54], com a vantagem de ser ligeira- 

mente ma.is simples por não incluir os termos combinatoriais da. equação 

4.73. Note que esta nova recursão evidencia a importâ.ncia da  interpretação 

probabilística, pois mostra que novas recursões para. combinação 1inea.r de 

estatísticas de ordem podem ser usadas no cálculo de P[ACR(t) > r].  

Seja r* uma recompensa ta.1 que r* 6 R e rj+1 < r* < rj, para rj+i E R e 

r E R, j = 1 , .  L. Podemos então definir R' = R U{r*} = {i1,. . . ,iL+,}, 
onde il > r; > . . . r;+, > i,+, = O. Além disso, seja k* um vetor idêntico ao 

vetor k acrescido do elemento k*, onde k* = 0, pois não existe intervalo associado 

à recompensa r*. Podemos então escrever k* = (k;, . . . , k;+,). 

Lema 6: para n 2 O, m = O,. . . , n,  j = 1,. . . , L  + 1, seja 

Y': (n, m, j) = @,(n ,k* )~ (m, r ; , k ' )  
k*:k€G,[n] 

Então, a recursão apresentada em 4.69 também é válida para T:(n, m,  j). 

Prova. A recursão n (m ,  rj, k) é válida. para qualquer valor de k ,  independente 

da dimensão de k. Da mesma forma, a recursão de @[n, k] também é válida., 

independente do número de recompensas, sejam elas associadas ou não a um 

estado. Portanto, a recursão para Y',(n, rn, j) também é válida substituindo k 



por k*, assim como todas as interpretações probabilísticas já discutidas na seção 

anterior . O 

É importante notar que quando r* é adicionada ao conjunto de recompensa,s, 

temos um bloco a mais (veja Figura 4.4) em comparação com os cálculos feitos 

sem essa recompensa. 

Teorema 4: Para 1 = 1 , .  . . , L + 1 e para qualquer recompensa r1 E R*, 

Prova. Como a recursão para T,(n, m ,  j )  é vá.lida pelo lema anterior, então é 

imediata a obtenção de 4.75. 0 

A partir da  interpretação probabilística do algoritmo de [54] apresentada neste 

capítulo, o Teorema 4 foi utilizado em [61] para obter um limite superior e um lim- 

ite inferior para a recompensa acumulada pelo sistema. Este resultado foi obtido 

da  interpretação probabilística por nós obtida, mudando-se apenas as condições 

de contorno do algoritmo de cálculo da  recompensa acumulada. No algoritmo de 

[61] foi definido 

ou seja, os vetores k são agregados de acordo com o último estado visitado. A 

seguir vamos discutir um pouco este a.lgoritmo. Iremos exemplificar o seu uso na  

próxima seção. 

Suponha que no intervalo (0, t) o sistema acumula. no mínimo uma recompensa 

rlt e no máximo uma recompensa r,t. O sistema. possui recompensas positivas 

e negativas, onde rl é maior que a ina.ior recompensa negativa do modelo e r, é 

menor que a menor recompensa positiva do modelo. Não existe recompensa com 

valor zero. Portanto, 



Esta restrição foi definida em [61] como forma de inicializar o cálculo dos T, (12, m ,  j) . 

Suponha que queremos calcular P[CR(t)  > rj] onde r1 < r j  < r,. 

T, (n, 0, u + 1) = 1 se r,(,) > 0, 

pois a probabilidade do sistema acumular uma recompensa maior que rlt 

dado que se encontra no estado s (que tem recompensa r,(,) > 0) é 1. 

o Ts (n, n, U) = O se r,(,) < O 

pois a probabilidade do sistema acumular uma recompensa maior ou igual 

a r,t dado que se encontra no estado s (que tem recompensa r,(,) < 0) é 

zero. Note que se existisse uma recompensa r,(,) E R tal que O < r,(,) < r,, 

não teríamos o valor inicial de T,(n, n, u), já que é possível acumularmos 

uma recompensa igual a r,t antes da visita ao estado S. Este é o motivo da 

restrição feita pelo algoritmo aos limites r, e r1 (equação 4.76). 

Note que as recompensas rl, r, e r j  não pertencem ao conjunto R de recom- 

pensas. Entretanto, de acordo com o Lema 6 o algoritmo pode ainda ser aplicado. 

Além disso, na implementação do algoritmo de [61] precisamos calcular apenas 

Ts(n, m, j) e T,(n, m, u); para m = O,  . . . , n, pois temos os va.lores de T,(n, O ,  j) 

quando r,(,) > O e de T,(n, n, u) quando r,(,) < O. A seguir reproduziremos um 

dos exemplos apresentados em [61] para este algoritmo. 

4.4.3 Aplicação 

Uma. das medidas usada pa.ra definir a qualida.de de serviço a ser oferecida aos 

usuários de uma. rede de comunicação de dados é a taxa de perda. de pacotes. 

Infelizmente, garantir uma taxa máxima (ou média) de perdas de pacotes para 



uma conexão não é um serviço fácil de se implementar pois a perda de pacotes 

é causada principalmente por congestionamentos na rede. Isto significa que em 

um dado momento um nó da rede recebe mais pacotes do que é capaz de atender 

e portanto, pacotes são descartados. Por este motivo, é importante o desenvolvi- 

mento e o estudo de modelos sobre o comportamento dos nós da. rede. 

Existem na literatura vários artigos que estudam este problema. Entretanto, 

a maioria dos trabalhos apresentados se concentram em obter medidas em estado 

estacionário. O problema com este tipo de medidas é que elas mostram apenas 

o comportamento médio do sistema. Utilizando a análise transiente podemos in- 

vestigar o sistema em situações críticas onde ocorrem as quedas na qualidade de 

serviço, como por exemplo, os momentos em que o buffer está cheio. A seguir dis- 

cutiremos o exemplo apresentado em [61] de uma transmissão de vídeo sobre uma 

rede ATM. O nosso objetivo é estudar a ocupação do bufer em um comutador 

ATM. 

Considere a transmissão de um tráfego de vídeo em uma rede ATM. As células 

são geradas por um servidor de vídeo e enviadas para o comutador ATM mais 

próximo. As células são então armazenadas no buffer do comutador ATM e 

transmitidas. A ta.xa de geração de células pelo servidor é variável com o tempo. 

Células que chegam no comutador e encontram o buffer cheio são descartadas. 

O comportamento do sistema é modelado em [61] com dois objetos: uma fonte 

de dados e um servidor com uma fila (bufer). O processo de geração de células é 

representado por um conjunto de fontes do tipo OnOff [I] e é modelado por uma 

cadeia de Markov de nascimento e morte com A I + l  estados, onde M corresponde 

ao número de fontes OnOfl A taxa em que uma fonte passa do estado Offpara 

o estado On é a (nascimento) e a taxa em que uma fonte passa do estado On 

para o estado 0ff é p (morte). A taxa de geração de células depende do número 

de fontes no estado On e é definida como nX cel/ms, n = O , .  . . , M.  O servidor 

possui capacidade de armazenamento de B células e taxa de serviço constante. 



Na modelagem tradicional de cadeia de NIarkov para este exemplo, cada estado 

do modelo é caracterizado por duas variáveis: a primeira corresponde ao número 

de buflers ocupados e a segunda corresponde ao número de fontes no estado On. 

Portanto, a cadeia de Markov possui (B + 1) x ( M  + 1) estados. A ocupação do 

bufler, em qualquer instante t, é dada pelo valor da primeira variável de estado. 

No modelo markoviano com recompensas para este exemplo, os estados são 

caracterizados apenas por uma variável que representa o número de fontes no 

estado On. Portanto, a cadeia de Markov correspondente possui M + 1 estados. 

A taxa de recompensa associada a um estado representa a taxa de varia.ção da  

ocupação do bufler (taxa de chegada de células menos taxa de serviço do comuta.- 

dor). As taxas de recompensa são positivas quando a taxa de chegada de células 

é maior que a capacidade de serviço do canal, e são negativas nos outros casos. A 

ocupação do bufler, em qualquer instante t, é dada pela recompensa acumulada 

durante o intervalo (O, t).  Note que para este modelo a recompensa acumulada 

tem um valor mínimo (limite inferior) e um valor máximo possíveis (limite supe- 

rior) que são, respectivamente, zero e B. (veja [62] e [63] para exemplos de outros 

modelos). 

A Figura 4.5 (de [61]) mostra a ocupação do bufer durante 1000 transmissões 

simultâneas do filme Starwars calculados para os dois modelos discutidos acima. 

Os pa,râmetros usados neste exemplo são: t = 20ins; M = 20; B = 500; X = 50 

cel/ms; a! = 0.0712; ,O = 0.1525; taxa média de geração de células = 318.28 

cel/ms; carga média = 0.77 (taxa média de geração de células / capacidade do 

comutador). O estado inicial (t = O) de todas as fontes é 08 

Note que o modelo com recompensas fornece uma boa aproximação para o 

modelo com fila. A grande vantagem do modelo com recompensas é que o estado 

da fila não é representado no modelo. Por esta razão, o modelo com recompensas 

possui apenas 21 estados, enquanto que o outro modelo possui mais de 10500 

estados. Isto significa que a solução do modelo com recompensas não é afetada 

pelo tamanho do bufler do sistema analisado e podemos usá-lo na análise de 



Modelo wm Fila - 
Modelo de Remmpensas - ' - 

Figura 4.5: Ocupação do Bufer 

sistemas com dimensões reais. 

Conclusões 

Neste capítulo foram analisados dois algoritmos para o cálculo da distribuição da  

recompensa acumulada em um tempo finito. O primeiro algoritmo foi proposto 

por E. de Souza e Silva e H.Richard Gail em [52]. O principal problema deste 

algoritmo é trabalhar com números positivos e negativos, podendo haver perda 

de precisão dependendo dos parâmetros do modelo. Para evitar estes problemas, 

algumas soluções como agrupamento de recompensas são sugeridas em [52]. O 

segundo algoritmo foi proposto por Nabli e Sericola em [54]. Este algoritmo 

possui como grande vantagem só trabalhar com números positivos e não maiores 

que 1. O algoritino entretanto não fornece uma interpretação probabilística para 

os termos calculados. Isto significa que os termos apresentados na solução não 

possuem um significado associado ao comportamento do sistema sendo modelado. 

Este Capítulo mostrou que o algoritmo de [54] pode ser provado por argumen- 

tos probabilísticos usando a metodologia de [49]. A partir dessa prova matemática 



foi desenvolvido um novo algoritino para recompensa. acumulada com limite e que 

foi apresentado em [61]. Também apresentamos nesse Capítulo dois novos algorit- 

mos para o cálculo da distribuição da  combinação linear de estatísticas de ordem. 

O interesse por esta medida pode também ser encontrada em outras á.reas, como 

por exemplo, no estudo da teoria assintótica [58]. 



Capítulo 5 

Conclusões 

No Capítulo 2, dois modelos para o estudo do controle do jitter no destino foram 

propostos e analisados. O primeiro modelo armazena AImi, pacotes antes de ini- 

ciar a entrega dos pacotes recebidos, e o segundo modelo espera por um tempo 

fixo TI após a chegada do primeiro pacote antes de iniciar o processo de en- 

trega. Os resultados apresentados mostram que é possível reduzir o jitter com o 

armazenamento de poucos pacotes no destino. Os dois modelos têm bom desem- 

penho quando o desvio padrão do jitter não é muito grande. Para um tráfego com 

grande desvio padrão no jitter, o primeiro modelo tem bom desempenho mesmo 

para valores pequenos de lVmi,, enquanto os resultados do segundo modelo in- 

dicam que ele tem um desempenho inferior ao do primeiro esquema. 

Podemos fazer três observações em relação aos modelos apresentados no Ca- 

pítulo 2. Primeiro, os resultados da análise foram validados através de testes 

com uma ferramenta. de comunicação de áudio. Segundo, a abordagem feita 

nesse capítulo é original pois do nosso conhecimento não existem na literatura 

outros modelos analíticos que obtenham a distribuição do jitter usando-se o con- 

trole feito apenas no destino. Terceiro, podemos usar os modelos apresentados 

neste capítulo para estudar outros problemas. Por exemplo, podemos estudar 

a eficácia do equipamento proxy em garantir uma melhor &OS nas transmissões 



de áudio/vídeo [25]. Além disso, podemos usar os modelos para estudar como a 

reordenação de pacotes feita no nó de destino afeta o desempenho de aplicações 

que exigem o recebimento ordenado dos pacotes (veja discussão em [26]). Esta 

terceira observação sobre o Capítulo 2 faz parte dos trabalhos ainda a serem 

desenvolvidos. 

No Capítulo 3, propomos uma aproximação pa.ra o método GTH de forma 

que ele possa ser usado na solução de matrizes esparsas com milhares de estados. 

O método proposto tem como base dois métodos de aproximação existentes na 

literatura ([31] e [32]). O novo método utiliza a idéia que probabilidades de 

transição com valores muito pequenos, podem ser eliminadas (ou redirecionadas) 

e mesmo assim termos uma boa aproximação para a solução exata do modelo. O 

objetivo em introduzir uma pertubação na matriz de probabilidades é diminuir o 

custo computacional da solução do modelo. Os resultados apresentados mostram 

que o novo algoritmo fornece uma boa aproximação para a solução de modelos 

markovianos e de modelos não markovianos. Sendo que apenas para os modelos 

markovianos foi obtido um limite para o erro cometido pelo novo algoritmo. 

São propostas de trabalho a serem desenvolvidas a partir do estudo feito no 

Capítulo 3: 

ao usarmos o novo algoritmo na solução de modelos não markovianos, ob- 

tivemos um limite para as probabilidades estacionárias dos pontos embu- 

tidos, mas não conseguimos definir um bound para as probabilidades dos 

estados do modelo. Faz parte dos trabalhos futuros encontrar um bound 

para a solução de modelos não markovianos usando o novo algoritmo. 

definir um algoritmo geral para encoi1tra.r o grupo de estados que fazem 

parte da partição So do novo algoritmo (veja definição no Capítulo 3). 

usar o novo algoritmo em outros métodos de solução como, por exemplo, 

Power, SOR, Jacobi, etc. 



No Capítulo 4 foram analisados dois algoritmos para o cálculo da distribuição 

da recompensa acumulada em um tempo finito apresentados em [52] e em [54]. 

Este capítulo mostrou uma interpretação probabilística para o algoritmo de [54] 

usando a mesma metodologia de [49]. A partir dessa prova matemática, mu- 

dando apenas condições de contorno, foi apresentado em [61] um novo algoritmo 

para recompensa acumulada com limites. Além disso, fizemos uma alteração no 

algoritino de [54] e obtivemos um algoritmo mais simples que não apresenta os 

termos combinatórios do algoritmo de [54]. Também apresentamos nesse capítulo 

dois novos algoritmos para o cálculo da distribuição da combinação linear de es- 

tatísticas de ordem. O interesse por esta medida pode também ses encontrada 

em outras áreas, como por exemplo, no estudo da  teoria assintótica [58] e testes 

de Hipóteses e Estimação Estatística 1551. 

Vimos que o algoritmo proposto em 1541 tem como grande vantagem só traba- 

lhar com números positivos e não maiores que 1. O problema é que este algoritmo 

trabalha apenas com taxas de recompensa. Por outro lado, o algoritmo apresen- 

tado em [52] permite definições de cadeias de WIarkov com taxas de recompensa 

e/ou recompensas por impulso. O problema é que este algoritmo traba.lha com 

números negativos e maiores que 1. Dando prosseguimento ao estudo de cadeias 

de Markov com recompensas queremos incluir recompensas por impulso no a.lgo- 

ritmo de [54] usando a metodologia de [49]. 
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