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Neste trabalho, consideramos um problema mestre de Benders, onde a grande 

dificuldade reside no fato de que todas as soluções são viáveis. Caso fôssemos 

calcular todas as soluções, teriamos uma nova situação, que é a inviabilidade de tempo, 

principalmente para problemas com um número elevado de variáveis. Desta forma, 

aplicamos o método de enumeração implicita, o qual obtém a solução ótima sem que 

todas elas tenham que ser calculadas. Para isto, devemos associar uma variável a um 

nó, onde uma alternativa é utilizar alguns critérios para tal associação, chamados de 

heiiristicas. Com base nos resultados fornecidos por estas heuristicas, considerando 

inclusive o número de nós avaliados e o tempo de cálculo até se obter a solução ótima, 

podemos ter conhecimento sobre qual delas teve um melhor desempenho em uma 

determinada situação que lhe foi apresentada. 
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IMPLICIT ENUPZERATION PVIETHGD USED IN 

RESGLUTION OF DECOMPGSITION PROBLEMS 
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Acitisor: Nelson Maculan Filho 

Departmeat : Systems Eagineering aad Computer Science 

In this work, we considered a Benders' master problem, where the great difficdty 

is the fact of a11 solutions are feasible. If we waated to compute a11 the solutions, ve'd 

have a new situatiofi, that is the infeasibility of time, mainly to problems with a high 

n~imber of variables. Then, ive applied the Lxplicit enumeration method, that gets 

the best solrition without the computation of a11 of them. For this, ve  must associate 

a variable to a node, where a alternative is to use some criterion for this assoeiation, 

called heuristics. Baaed on the results given by these heuristics, considering also the 

number of avaliated nodes and the computation time until getting the best solution, 

we can have knovlzdge about which of them had the best performanee ia a specific 

silualion that was presented. 
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Considere o pobleza abaixo, denomiinacio rni~max: 

n 

(P) ~iri-iií1-k~~ mho &xj]lxj E {O, l), j = I , .  . . , n  
i=1,2: ...# 

j=1 

onde ai e ,O, são constantes E %. 

Aplicando o niétodo de deconiposi@o de Eenders [Be62J no probIenia (P), 

podemos reescrever o problema mestre, o qiial assilmir.á a forma âbaixo: 

( P )  iilin x 

xj E {O, 1) j = l , 2 , .  . . ,n 

onde ai e p, são constantw E 32. 

Podese perceber que quaisquer que sejam os valores d a  variáveis zj for~eceriio 

uma suIu@io viável cle (P), CCXD xj E {O, 1) para j = 1,2,. . . , n. Por exen~plo, se 

n = 3, tem-se que as soluções (0,6,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (0,1,1), (1 @,I), 

(1,1,0) e (1,1,1) são viáveis para o problema. Esta situação leva a um núnieio de 



Na Sqão anterior, observamos um problema onde todas as so1uc;ões em xj 

são viáveis, acarretando assim um grande número de soluçks. Caso utilizemos 

um algoritmo que compare o valor de todas estas su!-q&s para então fornecer a 

soluqão ótima do problema, c sxipondo quz o cálculo dc uma, solução demorc 0,00001 

segidos, podemos concluir que, se este algorilmo for aplicado a um problema com 

50 variáveis, ele demorará aproximadamente 350 anos para encontrar a soluqiio 

ótima. Ou seja, a exqdoraqk de toda as soluçk -Jiáveis traz a inviabifidade 

de tempo. Logo, o objetivo deste trabalho é a busca de mktodos que explorem 

um número pequeno de solq%s e fornepm uma solução ótima para o problema, 

scndv portanto dc extrema impostiincia, principalmente em relação ao tempo de 

proccssamcnto para encontrar a aolução &irna. 

Para isto, será aplicado um mktod~ de enumeraq&o implícita, onde o adotado 

neste trabalho foi o aktodo Branch and Bound, se~do  uma opção para que não 

sejam exploradas todas as combinaç6es possíveis das variíh-eis e indicando qus uma 

parte da árvore de busca não precisa ser explorada. 

tese está organizada do modo seguinte: 

O Capítulo 2 apresenta a demonstração de como um probleina de prograrnaçFio 

limar inteira mista possui um problema equivalente de programação linear inteira. 

O Capítda 3 apresenta o NIétodo de Branch and Bound para Resolução do 

Problcma de Eenders, incluindo algumas heurísti~as que serão utilizadas para a 

rzsoliiçib deste problema. 

Capítulo 4 apresenta os resultados computacionais obtidos, de acordo com 

os ciitérios introduzidos para cada instância. 

O Capítulo V apresenta a conclusão desta Tese. 



Usando a teoria da du&dade em p r o g m q k  lineas, é possível mostrar que 

qualqucsi. problema intciro misto podc sc;. escrito como um problema inteiro. Isto 

sugcrc qw seja rcsolvido um problema inteiro misto atravb da resolução dc seu 

problema inteiro equivalente. Entretanto, é difícil obter comp'iitacionalmente todas 

âs restriçks do problema inteiro, em caso de haver a necessidade do valor numéri- 

eo de unz ponto extremo ou de uin raio extremo [Ga94, PJeWo881 em i m  poliedro 

convexo [Ga94, NeWo881, al6m de existisem tantas restrições quanto pontos ex- 

tremos ou raios extremos. Corno o po1iedi.o convexo pode ter um número elevado 

de pontos cxtrcmos, não podcm ser listadas todas as rcstriçõcs. Para superar esta 

dificuldade, J. F. Benders [Ee62] prop6s uma t6cnica na qual o problema inteiro 

c tp i~~lcn tc  C resolvido ap6s gerar apenas um subconjunto de rwtriçõcs. Isto C, as 

restriç%s que ~ ã o  foram "enumeradas implicitamente" não representam nenhuma 

restriqão ao problema inteiro. O algoritmo de pasticionamento de IJenders [Be62] 

trabalha através de resoluções sucessivas de um problema lineas e de um problema 

inteiso. O problema linear produz um ponto exkremo ou ~ í i ?  raio extremo e uma 

Única restrição parz O problema inteiro. TambCm, o valor de sua solução ótima dá 



um E t e  superior para a solução Ótima pâra o problema inteiro misto. &i~ando 

rzsolvido, o problema inteiro, que b anlogo ao problema inteiro misto quandc ti- 

ver todas as suas restiiçiks, produz um limite inferior nãc-decrmcente. Quando os 

dois &tes cokidem, a solução 6tixa inteira mista foi encontrada e o processo 

termina. 

Considere o problema de programação linear inteira mista: 

(Fl) :  nGi-iiillizar c x  + d y  

sujeito a: A z f  D y z b  

x E zy 

Y  2 o, 

onde: 

e c = ( C j )  

e d  = ( d j )  

e A = (a,) . 0 = (d i j )  

5 = (bJ 

" x = ( x j )  

@ Y = (YJ 

e z+ 

é urii vetor de n linhas; 

é um vetor de r linhas; 

é uma matriz m x n; 

é unia matriz nz x r ;  

É: m-íi vetor de constantw com m colunas; 

é u i i ~  vetor de n vari&veis inteiras; 

é uni vetor de r variáveis cmtínuas; 

6 o conjunto de .Jetorcs inteiros nãenegatiV;is dc dirncrião r,. 

ETB muitos casos, as variáveis inteiras xj  são usada para representar relaciona- 

metas lógicw, o que faz com que sejam limitaclas, por convençiio, aos valores O 



ou 1. Nesta casos, .as rest~iq&s (3) devem scr substituídas por z E Bn, onde E" 

6 o conjunto de vetores hinários (O ou 1) de &fiemão n. Desta forma, o problema 

(rl) pode ser escrito como: 

(r2) : rir&&ar cz 4 dy 

sujeito a: A x + D y > b  

x E {O, ljn 

Y 2 o, 

Fixando z = 5 E {O, 1)". Assim, (r2) será reescrito da forma seguinte: 

. .  . 
(r3): rimar c~ + dy 

sujeito a: Dy>b-A% 

y 2 o. 

Se existir uni y igiíal a que satisfaça As restrições (10) e (ll), podese afki~iar 

que o problema (P3) admitirá v como solução. Assim, @,v) será uma soluqão viável 

do problema (r2).  

Aplicando o lema de F a r h  e ?vWowsski [Mi86], que associa uma variável dual 

vi (sem imposição de sinal) a cada uma das restrições i de (r3), e sendo v unl 

vctor linha de vari&Jeis cluais com dimemiio igual ao númcro de rcstriçõcs, pode-sc 

&mm* que: (P3) teni m a  soluçiio y > O se e someite se v(b - Ax) 5 O para todo 

v que assegure qxe vD 5 0. 

Em vez de trabdharmm cam restriçiks que dependem de 5, tix-aremos o ciual 

de (P3). 

Segue-se qüe o dual do problema (r3) é: 



(D1): maximizar c5 + u(b - AF) 

sujeito a: u D < d  

u 2 o, 

oncle: BD uT E ?Rrn é o vetos linha cio clrial; 

e cZ é uma constante. 

As restrições (13) e (14) independem de ?E, formam um conjunto fechado e limi- 

tado e não têm raios extremos (apenas pontos extremos ou vértices cio poliedi-o). 

Seja um cone C = {v I vD 5 0) poliédrico e que tenha um número finito de 

geradores, definicios por v', . . . ,vS, onde tocios v E C são luna combinação h i t a  

com coeficientes não-negativos de vS para s = 1, . . . , S. Desta forma, pode-se dizer 

que o lema de Farkas e Minkowski [Mia61 é equivalente ao sistema de desigc~aldades: 

vl(b- Ax) 5 O 

v2(b - Ax) < O 

vS(b - Ax) < O 

Caso o sistema (15) não tenha nenhuma solução em x, isto significa que não 

existe solução para (P3).  Porém, assumiremos que esta solução exista. 

Chamemos o conjunto de restrições de (D1) de U = {u 4 O I uD < d), onde 

poden~os observar que U não depende de x e que os raios extsemos são (v1, . . . , vS). 

Definam-se: 

(i) UP para p = 1,2 ,  . . . , P os vértices de U ;  

(ii) vS para s = 1 ,2 , .  . . , S os raios extremos de U .  



Com kso, podemos escrever b'u E U: 

P S P 

71, =C Xp?l;P+ pSvs, onde Xp = 1, A, 2 O para p = 1 ,2 , .  . . , P 
p=l s=l p=l 

e Ps - > - O  paras=1,2  ,..., S. 

Segundo a teoria da dualidade em programação linear, pode-se constatar que: 

1. Se U = 0, isto é, não admitir soluqk viãvel, (P3) e (D1) ser& ilimitados 

ou não adrriitirão soluc;&s viáveis. Poréni, foi assumido que (P3) te&a uma 

soIuqão. Asshi, se U = @, isto é por que (r3) é ilimitado para todos os 

valorcs dc x; 

2. Se (Dl) admitir solução ótima, ao menos uma será ~1 l1  vértice de U; 

3. Se (Dl) não possuir solução ótiri~a limitada para ~i: = Z, isto é, existe um raio 

vetor vS tal que vS(b - Ax) > O. Neste caso, (r3) ser8 vazio e não existirá 

(Z,y) viável para (r2). Isto far.5 com que nos iriteressenios pelas soluçGes 

z E {O, 1)" tais qile vS(b - Ax) 5 O, para s = 1 , 2 , .  . . ,S. Pois, caso estes 

x sejam também nãenegativw e inteiros, ser50 também soluções viáveis 

de (P2), podendo ser 2-wtrado da seguinte maneira: considerenios a função 

objetivo de (Di), isto é, t = c3 + u(b - AT). Se vS é uni raio extrenio 

de U para o qual vS(b - AZ) > O, então seja G = E + Avs para X > O 

onde ü E D1. Sabemos que G E U e fapmos u = 2 na função objetivo 

de (D1) : t = c% + G(b - AZ) . Ou ainda: t = c3  + (E + AvS) (b - AZ) = 

c5 + ~ ( b  - AZ) + Xvs(b - AZ). Se X -i m, então t -+ m,  pois vS(b - h )  > 0. 

Supondo U # 0 e se~ido ul, . . . , uP os vértices de U ,  o problema (Dl) poder& 

ser trmsfarmado em - i  outro pmbkma: 

(O2): maximizar up (E - Ax) , p = l , Z ,  . . . ,  P (16) 

sixjeito a: v S ( E - A z ) i O ,  s = 1 , 2  , . . . ,  S (17) 

Ii: E (C, 1)". (18) 

'7 



Apenas os vetoses z que satisfapm às restriçcies (19)  e (18)  darâo ( 2 , ~ )  viável. 

de (r2). Desta forma, podese escrever (P2) do modo seguinte: 

cz+ mGximo ($(b - A x )  I v5(b - -42) 5 0, s = I , - , .  . . , 
p=1,2, ..., P 

Então, x 2 cx + +p(b - Ax) p = 1,2 , .  . . , P 

v S ( b - A x )  s = 1 , 2  ,..., S. 

Portanto, i-eescreve-se (P3) conio sendo 

(p4) : uliiimizar x (19) 

sliJeito a: x > c z + u P ( b - A x )  p = 1 , 2 ,  . . . ,  P (2C) 

x E { O ,  l)n. (21)  

Acsesceutaudo o sistema (15) às restri@es de (P4), pode-se escrever este pro- 

blema da forma seguinte: 

. .  . 
( 1 ) :  rima z (6% 

sujeito a: ,z > - cz + up(b - Az) p = l , 2 ,  . . . ,  F (23)  

-V"@ - h) 5 O s = 1 , 2 ,  . . . ,  S (24.) 

x E ( O ,  lIn. (25) 

Pode-se verifkas que (13) 6 um probleriia de pso~anm~ão linear O - 1 ,  a menos 

dc z,  quc C cuntínua. 

po-.A I bato, - deve-se resolver este problenia (obter unia solução 2*) e levá-la a 



(P3),  obtendo y*. Este par de soluções (z*,y*) é a solução de (Pz). 

O principal objetivo para a concepção de técnicas de decomposição matemática 

é conseguir resolver problemas muito difíceis ou muito grandes, através da solução 

repetida de uma série de problemas mais fáceis ou menores. Um exemplo é a de- 

composição de Benders [Be62], na qual um problema de programação linear inteiro 

misto é decomposto em uma série de subproblemas menores, um denominado de 

Mestre (um problema de progi.amação linear inteiro misto) e outro chamado de 

Escravo (um problema de prograniaqão linear). 

A teoria de decomposição de Benders é um tópico que já foi bastante estu- 

dado pela comunidade científica. Vários são os artigos, tutoriais e capítulos de 

livros sobre este assunto. Entre diversas referências, podemos citar, por exemplo, 

[BaJaShSO, Gr75, Ma77, Mi86, NeWo88, SaKa89, Ta75]. 

E interessante observar o algoritmo de Decomposição de Renders [Be62], mostra- 

do a seguii. em suas 5 fases, onde a idéia é simplificar todo o processo que "Grans- 

formou" (P2) em (P5). 

Em (Pz), do ta r  um vetor que satisfaça ii restrição (9). Defbir zSUP como +-oa e 

xX como -oo. Continuar a execução do algoritmo. 

Resolver o problema (D1) utilizando os valores adotados na Fase 1. Duas situações 

podem ocorrer: (1) se (D1) não admitir solução viável, pare a execução do algo- 

sitmo, pois (P2) será ilimitado ou vazio; (2) em caso contrário, o problema (P2) 

terá solução limitada ou ilimitada. 



Se a solução for limitada, (P2) fornece valores para os vértices uP, onde xsuP deve 

assumir o valor da equação cZ i- uP(b - AZ), como dehido em (P2), caso O valor 

anterior desta equação fosse maior do que este recém calculado. Continuas a 

execução do algoritmo a partir da Fase 3a. 

Se a solução for ilimitada, (P2) fornece valores para os vértices up e para os raios 

extremos v". Continuar a execução c10 algoritmo a partir da Fase 3b. 

Esta fase está subdividida em: 

Acrescentar ao problema (P5) uma restrição do tipo x > cx + uP(b - Ax). 

Acrescentar ao problema (Ps) uma restrição do tipo x > cx -t- uP(b - Ax) e uma 

outra do tipo vS(b - Ax) 5 0. 

Após estas três fases, teremos um problema como (P5). Pode ser destacado 

que, se continuássemos com este algoritmo, poderíamos ter um número maior de 

restriçks acrescentadas ao problema final, a medida que não fosse sendo encon- 

tsado o par @,v) que fornecesse a solução ótima para (P2). Porém, O objetivo 

desta tese não é encontrar a solução ótima através do algoritmo de Decomposição 

de Bendess [Be62, Ma77, PaRa88, Zi741, mas sim através do Método de Branch 

and Bound [GoEu2000, Ma77, Sa75, Ta75, Wo981. Portanto, após ter partido cle 

uan problema como (Pi) ou como (P2), foi demonstrado como este problema pode 

alcançar a forma de um problema (P5). 



Comparando o problema (P2) com O problema (P5), é possível perceber que este 

último já está em função apenas da variável inteira x, ou seja, foi demonstrado como 

um problema de programação linear inteira mista possui um problema equivalente 

de programação linear inteira. 

Com estes procedimentos iniciais, podemos fazer (i) up(b - Ax) e (ii) vS (b - Ax) . 

Mas nesta tese, apenas (i) será considerada para resolução. Além disso, cada 

elemento desta multiplica@io pode ser dimensionado da forma seguinte: 

a up é um vetos linha com m colunas; 

(b - Ax) é um vetor coluna com 7 n  linhas. 

Desta forma e após ser efetuada a multiplicação, tem-se que (i) pode ser resu- 

mido através da adição de uma constante ai com o somatório do produto de uma 

constante ,Oij pela variável inteira xj , onde i = 1,2, . . . , p é o número de restriç6es e 

j = 1,2 ,  . . . , n é o número de variáveis inteiras. 

Logo, o problema (P5) pode ser escrito como: 

onde ai e ,Oij são constantes pertencentes a X. 

8 próxinio passo, a ser visto no Capítulo 3, será resolver o problema (P,) 

através do Método de Branch and Bound [GoLu2000, Ma77, Sa75, Ta75, Wo981, 

isto é, encontrar valores pxa  as variáveis xj para j = 1,2,. . . , n e que sejam a 

solução ótima deste problema. E após encontrar estes valores, deve-se retomar 



ao problema (P3) para obter y. Com todos os valores das variáveis inteiras e 

contínuas já calculados, podem-se aplicá-los na função objetivo (9) e chegar ao 

melhor resultado que o problema pode fornecer. 



Conforme visto no Capítulo 2, o problema 

(P)  rninimizar cx + dy 

sujeito a: A x  i- Dy 2 b 

x E 2; 

> o  Y - 

pode também ser escrito de acordo com o modelo matemático seguinte: 

(P) minimizar x 
n 

onde ai e B, são constantes pertencentes a L. 



Com base neste íiitimo modelo matemático, serão abordadas as características 

do problema (P) na Seção [3.1.1] e um método de enumeração que resolva este 

problema na Seção [3.1.2]. 

Podem ser mencionadas três características fundamentais deste problema: vi 

scemdemtes e as variáveis, a serem definidas 

a seguis. 

Esta característica afirma que todas as soluções são viáveis, isto é, a vasiável 

x j  para j = 1,2,. . . , n pode assumir qualquer valor em seu domínio (O ou 1) que, 

mesmo assim, fornecerá uma solução viável. 

Como exemplo, pode-se imaginar um primeiro problema, no qual n seja igual 

a 3. Sendo em vista que o número de soluções viáveis é dado pela fóimula 2", tal 

fórmula proporcionasia 8 so1uçS;es viáveis, quais seriam: (0 ,O ,O), (0,0, I), (0,l ,O), 

(1,0,0), (0,l ,I), (1,1,0), (1,0,1) e (1,l ,I). Do mesmo modo, caso houvesse um segun- 

do problema que apresentasse n = 50, as soluções viáveis seriam aproximadamente 

1 x 1015. 

Seja um algoritmo que calcule o valor de todas as soluções e compase-as a 

seguir, com a finalidade de fornecer a solução ótima para o problema. Supondo 

que o cálculo de cada solução demorasse 0,00001 segundo para ser realizado, ter- 

se-ia que a solução ótima seria encontrada após o intervalo de tempo de 350 anos. 

Portanto, pode-se concluir que a exploração de todas as soluções viáveis para um 

determinado problema pode trazer a inviabilidade de tempo, caso este problema 

apresente um número elevado de soluções viáveis, o que pode ser resolvido ao 

ser(em) encontrado(s) método(s) que não explore(m) todas as soluções e, apesar 

disso, forneça(m) a solução ótima para o problema. 

Uma alternativa é um método de enumeração que, ao ser associado a uma 

ásvore de busca, enumera as soluções até que seja encontrada a solução ótima. 



Ao se utilizar um método de enumeração imp Icita, tem-se uma opção para que 

não sejam exploradas todas as combinaçiks possíveis de variáveis, fazendo com 

que uma paste da áivore de busca não precise ser explorada. Porém, tendo em 

vista que uma das formas de execução do método de enumeração implícita é não 

calcular as soluções inviáveis, deve-se relembrar que este problema fornece todas 

as soluçiks como viáveis. 

As soluções descendentes representam uma característica que afirma que a 

solução ótima é independente do nível da áivore de busca onde ela se encontra. 

Sejam: 

1. v um determinado nó da ásvore de busca; 

2. Ti a sub-árvore esquerda de v; 

3. T2 a sub-árvore direita de v. 

Será adotado o critério seguinte para a árvore de busca: Ti terá os valores das 

variáveis iguais àqueles de v, enquanto T2 alterará tais valores, sendo uma alteração 

pasa cada nó. 

Uma solução descendente de v consiste na solução de um nó u que seja perten- 

cente a Ti ou T2. Entretanto, não se pode afirmar que as soluções descendentes 

deste nó u são melhores ou piores do que a melhor solução encontrada até o mo- 

mento, mesmo que a solução em tal nó seja melhor ou pior. 

Por exemplo: 



Inicializando todas as variáveis com valor O e chamando este primeiro nó da 

áivore de busca de nó 1, tem-se que xl = 0. 

Percorrendo o caminho de T2 e alterando o valor de xl para 1, obtém-se o nó 

2, o qual fornece x2 = 6. 

Comparando os dois valores calculados, tem-se que xl < x2. Entretanto, esta 

comparação não indica que não haja uma solução melhor do que zl, mesmo que seja 

descendente do nó 2. Como exemplo, pode-se desenvolver a seqüência seguinte: do 

nó 2, pode-se alcançar o nó 3 de acordo com Tl (xl = 1, x2 = O e 23 = O), o qual 

fornece x3 = 6; do nó 3, podese alcançar o nó 4 de acordo com T2 (xl = 1, x2 = O 

e x3 = I), O qual fornece x4 = - 1. 

Conforme visto, o nó 4 é descendente do nó 2 e fornece uma solução melhor do 

que o nó 1. 

Neste exemplo, inicializararn-se todas variáveis com valor 0. Porém, pode acon- 

tecer a mesma situação se todas as variáveis forem inicializadas com valor 1, ou 

até mmmo com uma combinação de O e 1. 

rnêia das variáveis 

Esta característica afiima que as variáveis têm um alto grau de dependência, 

isto é, o valor de uma variável influencia o valor de outra, impossibilitando o 

aproveitamento de resultados anteriormente calculados. 

Como exemplo, podese utilizar o problema (EX): 

1. Fixando-se 23 = 0, tem-se que a solução ótima acontece no nó onde as 

variáveis assumem os valores seguintes: xl = 0, x2 = O e x3 = O. Estes 

valores fornecem x = 0. 

2. Fixando-se x3 = 1, tem-se que a solução ótima acontece no nó onde as 

variáveis assumem os valores seguintes: xi = 1, x2 = O e x3 = 1. Estes 

valores fornecem x = - 1. 

ortanto, ao ser alterado o valor de urna variável, não é sdiciente que sejam 

comparadas apenas as soluç&s para saber qual delas é a solução ótima, pois, caso 



este procedimento tivesse sido adotado, ter-se-ia que x = O para 2 3  = O e x = 3 

para 2 3  = 1, o que poderia proporcionar a soliição ótima quando x, = O para 

n = l,2,3. 

Desta forma, chega-se à conclusão de que o processo de enumeração deve con- 

tinuar assim que for alterado o valor de uma variável. 

Geralmente, pode-se considerar que o espaço formado pelas solxições de um 

problema inteiro possui um ní íero finito de pontos viáveis possíveis. Um método 

direto para resolver problemas inteiros é enumerar explicitamente todos estes pon- 

tos. Neste caso, a solução ótima é determinada pelo(s) ponto(s) que produzir(em) 

o melhor valor da função objetivo: máximo ou mínimo. 

O problema óbvio da técnica anterior é que o número de pontos da solução pode 

se tornar impraticavelmente muito @ande, onde o resultado é que a solução talvez 

não seja determinada em um tempo razoável. A idéia da enumeração implz'cita está 

baseada em considerar apenas iuna porção pequena de todos os pontos possíveis 

para solução, enquanto automaticamente afasta a necessidade de cálculo dos outros 

pontos. 

Dois aspectos importantes para uma implementação bem sucedida da enume- 

ração implícita devem ser destacados: 

1. Existe a necessidade por uma enumeração que assegure que todos os pontos 

possíveis sejam enumerados (iniplicitamente) de um modo não-redundante; 

2. O número de testes que "eliminem" algumas soluções deve ser projetado para 

excluir o número de soluções que for possível. 

Conforme abordado na Seção [3.1.1.1], o problema (P) não oferece a possibili- 

dade de não serem calculadas as soluções inviáveis, em razão de to 

viáveis, dificultando assim a possibilidade de uma solução rápida. 



O método fornece duas formas de enumeração implícita, que são realizadas 

atravh da fixação de variáveis e da utilização dos limites inferior e supesior. 

3.1.2.1 Fixação 

A en~uneração implícita através da fixação de variáveis indica que a solução 

ótima está em apenas iuna das sub-ásvores descendentes de um nó v ,  podendo 

esta subárvore ser a esquerda ou a direita. 

A enumeração implícita é obtida se a variável atender a uma das condiçiks 

seguintes: 

(1) 3 j  I/?, 5 O V i  += então xj = 1 

Como a solução ótima está na  sub-árvore direita, esta condição indica que a sub- 

árvore esquerda do nó v associado a xj não precisa ser explorada, fornecendo assinz 

a enumeração implz'cita; 

(2) 3 j  I p, 2 O V i  --+ então xj = O  

Como a solugão ótima está n a  sub-árvore esquerda, esta condição indica que a 

sub-árvore direita do n ó  v associado a xj não precisa ser eqlorada, fornecendo 

assim a enumeração implz'cita. 

.1.2.2 Limites inferior e s 

A enumeração implícita através da utiliza* de um limite superior indica que 

cada nó da árvore de busca fornece uma solução viável para o problema, eliminando 

a necessidade de serem empregados os limites superiores locais, os quais são valores 

maiores ou iguais ao maior valor que uma solução descendente de um determinado 

nó pode assumii.. 

Já os Limites inferiores locais são valores menores ou iguais ao menor valor que 

uma solução descendente de um deteirninado nó pode assumir. 

No caso da enumeraqão implícita, serão utilizados o limite superior do problema 



e o limite inferior local, onde o prinieii-o é a melhor solução encontda até o 
A 

momento e será denominado Z e o segundo afirma que cada nó v terá um limite 

inferior a ele associado e será denominado 2;. Esta enumeração implícita é obtida 

se, em um determinado nó v, a condição seguinte for atendida: 

Esta condição inclica que nenhuma das sub-áivores precisam ser exploradas, em 

razão de a solução de todos os nós descendentes serem maiores ou iguais à melhor 

solução encontrada até o momento, fazendo com que seja clesnecessário explorar 

as sub&vores. 

Para que ocoim um número maior de enumeração implícita, é importante que 

se encontre um bom limite superior rapidamente. Para isto, pode-se fazer um 

processamento nas variáveis e nos valores, isto é, escolher a variável a ser instan- 

ciada e qual será o valor a ela fixado primeiraniente (O ou 1). Em se tratando da 

árvore de busca, é o equivalente a escolher qrial será a variável associada ao nó em 

questão e qual será a sub-árvore a ser primeiramente explorada. 

do limite inferior. O cálculo do limite inferior é dado pela resolução 

do problema seguinte: 

onde: 

e N é o conjunto das variáveis cujos coeficientes são todos negativos, isto é, 

conjunto das variáveis que atendem à condição (1) da Seção [3.1.2.1]; 

se P é o conjunto das variáveis cujos coeficientes são todos positivos, isto é, 

conjunto das variáveis que atendem A condição (2) da Seção [3.1.2.1]; 



e J é o conjunto das variáveis cujos valores são fixados em 1 na tentativa de 

se encontrar o ótimo; 

e C é o conjunto das variáveis cujos valores são indefinidos. 

Apresentaremos a seguir tuna idéia geral do método Branch and Bound. 

Um dos métodos mais usados em Programação Inteira é o método Branch and 

Bound, o qual é um método exato de otimização e que utiliza a programaqiio linear 

como ferramenta para que se obtenha uma solução para o problema, sem considerar 

a restrição onde as variáveis devessem assumir apenas valores inteiros. 

O objetivo deste método é resolver problemas como se fossem problemas de 

programação lineai- e, conforme mencionado no parágrafo anterior, sem considerar 

a restrição onde as variáveis devessem assumir apenas valores inteiros, comqando 

a utilizar alguma rotina de Progi.aniação Linear (PL). Chamaremos esta primeira 

iteração de iteração inicial, onde, em caso de a solução ser inteira, teremos a solução 

para o problema, de modo que a solução obtida com o PL seja a solução ótima 

do problema inteiro. Em caso contrário, será necessário que se continue com a 

procura pela solução do problema inteiro. 

Se, na iteração inicial, a solução obtida não for inteira, devemos proceder a se- 

leção de uma variável não-inteira xi, encontrando-se os dois inteiros mais próximos 

de xi. Sejam estes inteiros %MENOR e XMAIOR os inteiros menor do que Xi e maior 

do que xi, respectivamente. O método forma duas novas restrições ao problema 

original, de modo que sejam obtidos dois novos problemas. Este procedimento é 

chamado de ramificação. A seguir, procede-se a busca por uma solução inteira em 

cada um destes problemas, para os quais, como na iteração inicial, será usada a 

PL pma resolver os problemas de progrmqão linear correspondentes. 

Para sua análise, o método Branch and Bound utiliza um limite inferior, que 

será aqui denominado de LI, examinando apenas aqueles problemas cuja solução 

pela PL esteja acima do LI. Assim sendo, é necessário que o algo- 



ritmo de Branch and Bound determine um LI o mais rapidamente possível. Uma 

forma prática é começar com um LI para os valores das variáveis x iguais ao seu 

limite inferior. Existem ainda rotinas de Branch and Bound que esperam obter 

um LI igual à primeira solução que tenha apenas valores inteiros. Observemos que, 

no caso da iteração inicial, o processo termina se a solução tiver apenas valores 

inteiros. Este método troca seu LI quando detecta que há um problema com uma 

solução inteira cujo valor da função objetivo seja maior do que o LI atual. 

Uma vez determinado o LI, se não corresponder à iteração inicial, devemos 

obter novos problemas utilizando o processo de particionamento. Somente são 

analisados aqueles problemas que tenham como solução um valor para a função 

objetivo que seja maior do que o último LI determinado. O método Branch and 

Bound termina quando não existem mais problemas para analisar. 

O método Branch and Bound baseia-se no princípio de que os problemas a 

serem resolvidos apresentam uma porcentagem de coeficientes positivos maior ou 

igud à porcentagem de coeficientes negativos. Se este princípio não se concretizar, 

devem ser feitas pequenas adaptações quando do cálculo do limite inferior, assim 

como quando da escolha da variável a ser instanciada. 

Para que se tenha uma solução em cada nó da árvore de busca e considerando- 

se os conjuntos como defmidos, temos que dar valores às variáveis do conjunto 

C, que são indefmidas. Como o princípio previamente estabelecido é de que o 

problema tenha mais coeficientes positivos do que negativos e devido ao fato de 

que é mais provável que o valor da variável seja O na solução ótima, todas as 

variáveis pertencentes ao conjunto C são inicializadas com valor 0. 

Este procedimento define que a sub-áivore direita de v será primeiramente 

explorada, uma vez que, ao ser explorada a sub-áxvore esquerda, o valor de x 

associado a v não será alterado. Assim sendo, uma boa escolha de qual variável 

deverá ser associada a um determinado nó seria uma em que seu valor na solução 

ótima seja 1. Para isso, uma alternativa é associar uma variável a um nó utilizando 



alguns critérios que possani indicar que tal variável tenha valor 1 na solução ótima. 

A estes csitérios chamaremos de hewísticas. 

Uma hewística é uma técnica que busca alcançar uma boa solução utilizando 

~uri esforço computacional considerado razoável, sendo capaz de garantir a viabi- 

lidade ou a otimaliclade da solução encontrada ou, ainda, em muitos casos, ambas, 

especialmente nas ocasiões em que essa busca pastir de uma solução viável próxima 

ao ótimo. 

Pasa associarmos variáveis aos nós definimos 5 heusísticas, que estão descritas 

a seguir: 

Esta hewística associa a primeisa variável do conjunto C ao nó v. Esta rotina tem 

complexidade O (1 ) . 

Nesta heusística, o primeiso passo é encontrar a expressão máxima, considerando 

a soma do termo independente a com o somatório dos coeficientes das variáveis 

pertencentes a N e J. O segundo passo é encontrar, na expressão máxima, o menor 

coeficiente clas variáveis pertencentes a C. A variável referente a este coeficiente 

será associada ao nó v. Esta rotina tem complexidade O(np). 

Esta heusística soma todas as colunas referentes às variáveis pertencentes ao con- 

junto C, onde a vasiável referente à coluna que fornecer a menor soma será asso- 

ciada ao nó v. Esta rotina tem complexidade O(np). 

Esta heusística associa ao nó v a variável pertencente a C cuja coluna tem mais 

números negativos. Esta rotina tem complexidade O (np) . 



Nesta hewística, o primeiro passo é encontrar a expressão máxima, considerando 

a soma clos termos em C. 0, s e , d o  passo é encontrax, na expressão máxima, 

o menor coeficiente das vaiiáveis pertencentes a C. A variável referente a este 

coeficiente será associada ao nó v. Esta rotina tem complexidade O(np). 

Com base no exposto acima, pode-se concluir que a primeira heusística não 

apresenta nenhum critkrio para que seja associada uma variável a um nó, enquanto 

as outras executam uni processamento nas informações, para que então seja feita 

a associação que possa fornecer um bom resultado. 

Durante a exploração da árvore de busca, há duas formas de se efetuar a parada: 

quando se chega a uma folha (isto é, assim que o conjunto C ficar vazio) e quando 

ocoi-se a enumeração implícita (isto é, assim que não for necessária a exploração 

de uma ou das duas sub-Arvores de um nó v). 

O backtracking em um nó v da árvore de busca é o retorno para o pai de v, 

indicando assim que todas as so luç~s  descendentes deste nó v foram exploradas. 

Ocorre backtracking em um nó v da árvore de busca, se não houver mais sub-árvores 

a serem exploradas, sendo v a raiz. 

Então, a condição de parada do algoritmo é quando ocosser o backtracking no 

nó raiz da árvore de busca, isto é, quando as duas subáivores do nó raiz da árvore 

de busca já tiverem sido exploradas. 



Será utilizada a estrutura de pilha proposta por Glover e Geof£rion, respecti- 

vamente em 1965 e 1967, onde a pilha representa o conjunto de índices associados 

às variáveis fixadas. 

Seja a pilha ?r, para a qual p(j) seja sua j-ésima componente, tal que: 

Esta pilha, juntamente com os conjuntos anteriormente definidos representarão 

a busca na árvore; os conjuntos N e P representarão valores fixos, os quais per- 

manecerão do início do algoritmo até seu final; já os conjuntos C e J mudam 

confosme a busca for procedendo. O conjunto C é inicializado com todas as va- 

riáveis, exceto com aquelas pertencentes aos conjuntos N e P, enquanto o conjunto 

J é inicializado como vazio. 

As modificações nos conjuntos C e J procedem da forma seguinte: 

1. Quando for inserida uma variável na pilha, retira-se esta de C e insere-se em 

J ;  

uando for alterado o valor de um elemento da pilha para negativo, retira-se 

a variável associada ao elemento do conjunto J; 

ando for retirado um elemento da pilha, a variável a ele associada é in- 

serida no conjunto C. 

Desta forma, três operaçiks são realizadas na pilha: 

1. Inseiir o índice correspondente à vasiável; 

2. Alterar o índice do topo para negativo; 

3. Retirar o elemento da pilha. 



A primeira operação representa a associação a um nó da á i w e  de busca da 

variável cujo índice foi inserido na pilha. A primeira modificação nos conjuntos 

C e J indica que será p111i1eiramente explorada a sub-áiwe direita. A segunda 

operação na pilha, juntamente com a segunda modificação nos conjuntos C e J, 

indica que a sub-árvore esquerda será explorada, sendo que, depois desta explo- 

ração, todas as soluções descendentes já foram calculadas. A segunda modificaqão 

da pilha é realizada pelas operações de retirar o elemento e inseri-lo na pilha após 

ter sido multiplicado por -1. A terceira operação na pilha, juntamente com a 

terceira modificação nos conjuntos C e J, indica backtracking. 

O primeiro passo do algoritmo de enumeração é efetuar um pré-processamento 

no problema, sendo que este pr&processamento identificará as variáveis que per- 

tencerão aos conjuntos N e P, não sendo necessário efetuar o backtracking nos 

nós que estão associados às variáveis pertencentes a estes conjuntos. Como este é 

o primeiro passo do algoritmo, os nós que estiverem associados às vaiiáveis per- 

tencentes a N e P ficarão em um nível inferior da á i m e  de busca, em relação a 

todos os outros nós que estiverem associados a variáveis que não pertencerem a 

estes conjuntos. Caso haja variáveis em N ou P, uma delas será associada à raiz 

da drvore de busca. Assim sendo, quando houver um backtracking que conduza a 

um nó v, cuja variável pertença a N ou P, todos os nós acima de v não precisam 

ser enumerados, em razão de estarem associados às variáveis nestes conjuntos, o 

que provocaria backtracking sucessivo até a raiz, implicando assim na parada do 

algoritmo. 

Após este primeiro passo, devese veiificar se a condição de parada obteve 

sucesso. Caso a resposta seja positiva, termina-se a execução do algoritmo, onde 

a solução ótima é aquela que fora encontrada no pré-processameato. Em caso 

contrário, começa-se a enumeração, onde cada variável associada a um nó tem seu 

índice inserido na pilha, fixando-se seu valor em 1. 

Se houver backtracking em um nó, deve-se verificar se o elemento do topo da 

pilha é positivo. Se for verdade, altera-se seu valor para negativo, indicando-se que 

o valor foi fixado em O. Em caso contrário, isto significa que as duas sub-árvores 



já foram exploradas, retirando-se o elemento da pilha e fazendo-se novamente o 

backtracking. 

Estas operações são realizadar, até que a p i h  esteja vazia, indicando a parada 

do algoritmo, isto é, o backtracking na raiz. 
A 

Ainda no pré-processamento, é inicializado e, a cada novo nó explorado, 
A 

verifica-se se a solução é melhor ou pior. Caso seja melhor, Z passará a ter o valor 

da solução do nó referenciado. 

A idéia do algoritmo de Balas [Ba65, 

em uma situação onde todas as soluç%s 

Ma77, SyDeKo83, Zi" será aplicada 

são viáveis. Em razão de as variáveis 

poderem apenas assumis os valores O ou 1, o conjunto de todas as soluçks é finito 

e o número de combinações é 2n, onde n é o número de vasiáveis xj. 

Portanto, o que o algoritmo fm é considerar uma série de regras segundo as 

quais pode-se obter uma solução ótima (se tal solução existir), acompanhando algu- 

mas ramificaçks de uma áivore de busca e abandonando muitas outras. Partindo 

de uma situação na qual todas as n variáveis são iguais a O, o algoritmo consiste 

de um procedimento sistemático de atribuir o valor 1 a algumas das variáveis de 

tal modo que, ap6s testar uma parte pequena de todas as combinaçks, pode-se 

obter uma solução ótima ou uma evidência de que não existe solução viável. Desta 

forma, deteirnina-se em cada iteração: 

(a) um subconjunto de variáveis que são candidatas a assumir o valor 1; 

(b) a variável a ser escolhida entre as candidatas. 

Em algum níveis deste processo, obtém-se uma solução ótima ou nenhuma 

solução ótima com valor 1 para todas as variáveis que assumiram este valor. Então, 

o processo pása e recomeça a partir do nível anterior. Em outras palavras, as 

regi.= do algoritmo identiiicam tais ramificações da árvore de busca, que podem 

ser  abandonada,^ por não poderem conduzir a uma solução viável melhor do que 

aquelas já obtidas. 



O algoritnio abaixo é baseado no algoritmo de Balas [Ba65] e está descrito da 

seguinte forma: 

inicio 

preProcessamento(); 
A 

C = vazio ou 2: 2 Z então 

acabou(); 

índice := associaVariável(); 

C = C - {índice); 

J = J U {índice); 

insere~ilha(índice); 

enquanto pilha != vazia fazer 
A 

if Z > soluçãoNóAtual() então 
A 
Z := soluçãoNóAtual(); 

A 
if C = vazio ou 2: 2 2 então 

elemento = retiraPilha(); 

enquanto elemento < O fazer 

C = C U elemento; 

elemento = ret irapilha();  

if pilha != vazia então 

inserepilha(-elemento) ; 

J = J U elemento; 

else 

índice := associaVariável(); 

C = C - iíidice; 

J = J U índice; 

insere~ilha(índice); 

e A rotina preProcessamento já foi anteriormente descrita. 



e A rotina acabou indica o final da enumeração, isto é, o final do algoritmo. 

e A rotina associaVariáve1 representa qualquer uma das heusísticas de as- 

sociação de uma variável a um nó. 

a A rotina inserepi lha insere um elemento na pilha. 

e A rotina r e t i r a p i l h a  retira o elemento da pilha, devolvendo seu valor. 

e A rotina soluçãoNóAtual devolve o valor da resolução do problema para o 

nó em questão, isto é, fornece o valor considerando-se os conjuntos associados 

ao nó. 



Neste Capítulo, relatamos os experimentos computacionais obtidos com o Algo- 

ritmo de Branch mzd Bound descrito no Capítulo 3. Os testes realizados tinham, 

como intuito, avaliar a eficiência de tal algoritmo na resolução de problemas de 

pro~amação lineas inteira mista. 

O Algoritmo de Branch and Bound para problemas de programação linear 

inteira riasta foi implementado em linguagem C+-+, utilizando um compilador 

g++ no sistema operacional Debian Linux Versão 2.2.17. Os testes computacionais 

foram executados em uma niáquina dedicada com processador AMD-K6 de 500 

de memória RAM e 64 kB de memósia cache. 

Os tempos de CPU reportados nesta Seção foram obtidos fazendo-se uso da 

rotina -t; i m e  ( ) do Sistema Operacional. 

Inicialmente, descreveremos as casacterísticas das instâncias cpe foram testadas 

e, logo em seguida, exibiremos os resultados. 

Antes de apresentarmos os problemas- testes, detalharemos o gerador de testes 

para que possamos ter uma familiasização com a nomenclatura adotada. 

As inst&ncias utilizadas nos experimentos computacionais foram geradas de 

maneisa aleatória, seguindo algum critérios para sua formação, os quais podem ser 



enumerados da seguinte forma: 

Gerador {NM) {PN) {E) {N), onde: 

e NM 4 Número Máximo, que representa o valor máximo, em módulo, que 

um coeficiente pode assumir, isto é, os coeficientes podem assumir valores no 

intervalo [-NM, NI\$ 

e PN -+ Porcentagem de Negativos, que indica a porcentagem de coeficientes 

negativos para o problema; 

CB E -, Número de Expressões; 

e N - -  Nííero de Variáveis; 

e Ordem da matriz -, Número de Expressões x Número de Variáveis. 

Os problemas utilizados para a avaliação cie desempenho do algoritmo imple- 

mentado estão divididos em t&s classes principais: 

1. A primeira, denominada Tipo I, abrange instâncias com matrizes de ordem 

10 x 10, 20 x 20 e 30 x 30; 

2. A segunda, caracterizada por uma instância com matriz de ordem 40 x 40, é 

chamada de Tipo 11; 

3. A terceira, chamada de Tipo 111, é caracterizada por uma matriz de ordem 

50 x 50. 

Esclai.ecemos que os problemas foram gerados aleatoiiamente e que a ordem 

das matrizes pode ser distinta, mas adotamos estes valores pasa nossos testes. 

As tabelas 4.1 a 4.3 relacionam os dados de todas as classes tias instâncias 

testadas, mostrando: na primeira coluna, o nome da instância; na segunda coluna, 

o número de expressões; na terceisa coluna, o número de variáveis; na quarta 

coluna, a porcentagem de negativos; e na quinta coluna, o número mAxko, em 

, que o coeficiente pode assumir. 



Podemos ainda destacar que o nome da instância é definido da seguinte forma: 

i{número de expressões)x{número de variáveis)x{porcentagem de coeficientes ne- 

gativos) - {número máximo que um coeficiente pode assumii-). 

Tabela 4.1: Descrição das instâncias do tipo I 



Tabela 4.2: Descrição das instâncias do tipo I1 

Tabela 4.3: Descrição dias instâncias do tipo I11 

A seguir, apresentaremos as tabelas com os resultados de nossos testes. Tais 

tabelas apresentam o mesmo formato, como pode ser descrito: a primeira coluna 

contém o nome da instância testada, de acordo com as tabelas 4.1 a 4.3; a segunda 

coluna contém o nome da hewística que foi utilizada; a terceira coluna determina 

o número de n6s explorados; a quarta coluna exibe quanto tempo foi consumido 

por cada insthncia, de acordo com a hewística aplicada, estando expresso em 



se,.;udos e com precisão de duas casas decimais; e a quinta coluna contém o valor 
A 

da solução ótima (2). Uma entrada "-" nas tabelas assinala que o algoritmo não 

pôde resolver o problema em um tempo inferior a 180 minutos, significando que a 

execução do algoritmo foi interrompida por ter excedido este limite de tempo, o 

qual foi estipulado em razão de, para as instâncias utilizadas em nossos testes, ser 

tempo suficiente para que seja encontrada uma solução ótima. 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tabela 4.4a: Instâncias do Tipo I (10 x 10) e NM = 100 



euríst icas 

Primeiravariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

PrimeiraVasiável 

MúiimoMzkimo 

MenorSomaCoha 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tempo (seg) 

0,Ol 

0,02 

090 

0,lO 

0,20 

Tabela 4.4b: Instâncias do Tipo I (10 x 10) e NM = 150 

PrimeiraVaiável 

MhimoMáximo 

MenoSomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Primeiravariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColima 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

A 
Tempo (seg)  / Z 

Tabela 4.4~:  InstPmcias do Tipo I (10 x 18) e NM = 200 



PrimeisaVaiáveI 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna, 

MáximoSomaLinha 

PrirneiraVmiável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Nós 

157 

43 

156 

134 

247 

Tabela 4.5a: Instâncias do Tipo I (20 x 20) e NM = 100 

ewísticas 

PiTzizeiraVmiável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Primeiravariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Nós 

201 

60 

172 

161 

298 

Tabela 4.5b: Instâncias do Tipo I (20 x 20) e NM = 150 



PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tabela 4.5~: InstCLncias do Tipo I (20 x 20) e NM = 200 

PrimeiraVariável 

I\/I.ínimoMáximo 

Menor SomaColuna, 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

Máximos omaLinha 

Tabela 4.6a: Instâncias do Tipo I (30 x 30) e NM = 100 



Primeiravariável 

MínimoMáximo 

MenorSomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

MenorSomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tempo (seg) 

0,20 

0,06 

0,09 

0,13 

0,13 

Tabela 4.6b: Instâncias do Tipo I (30 x 30) e NM = 150 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoCol~rna 

MáximoSomaLinha 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

MenorSomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tempo (seg) 

Tabela 4.6~: Insthcias do Tipo I (30 x 30) e NM = 200 



PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSodinha 

PrimeiraVxiável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tabela 4.7a: Instâncias do Tipo I1 (40 x 40) e NM = 100 

Primeiravariável 

MínirnoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Primeiravariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Nós 

74813 

8879 

17470 

21836 

81315 

Tabela 47b: Instâncias do Tipo II (40 x $0) e NM = 150 
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Tempo (seg) 

Primeiravariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

MenorSomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tabela 4.7~: InstGncias do Tipo I1 (40 x 40) e NM = 200 

PrimeiraVxiável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Primeiravariável 

MínimoMáximo 

MenorSomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tabela 4.8a: Instâncias do Tipo 111 (50 x 50) e NM = 100 
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PrimeiraVariável 

MínirnoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáxúnoSomaLinha 

Primeiravariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSoniaLinha 

Tabela 4.8b: Instâncias do Tipo I11 (50 x 50) e NM = 150 

N6s 

> 100000 

> 100000 

> 100000 

> 100000 

>100000 

> 100000 

> 100000 

> 100000 

> 100000 

> 100000 

Primeiravariável 

MínirnoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáximoSomaLinha 

Tempo (seg) 

146,17 

26,35 

191,322 

104,36 

180,Ol 

- 

- 

- 

- 

- 

PrimeiraVariável 

MínimoMáximo 

Menor SomaColuna 

MaiorNegativoColuna 

MáxinioSoniaLinha 

mmpo (seg) 

Tabela 4.8~: Instâncias do Tipo 111 (50 x 50) e NM = 200 



O objetivo deste trabalho foi desenvolver hewísticas que apresentassem a solução 

ótima para um problema de programação linear inteira mista, onde todas as 

soluções são viáveis, após ser explorado o menor número possível de soluções e 

em um tempo computacional mínimo. 

Destacamos a seguir uma análise sobre os resultados computacionais obtidos 

com nossos experimentos, ressaltando que os melhores resultados foram obtidos 

através da análise do menor número de nós e em um tempo computacional menor. 

Nas instâncias do tipo I e com matriz de ordem 10 x 10, dentre os resultados 

obtidos, a heurística áxinno se destaca em todas as instânciaq, onde o 

algoritmo encontrou a solução ótima de todas estas instâncias com um tempo bem 

abaixo do estabelecido e explorando um número pequeno de nós. 

Uma outra heurística que também se destacori foi a heurística PAenm 

na, a qual foi semelhante à heurística &cimo, porém forneceu um 

número maior de nós explorados e em um tempo computacional um pouco mais 

elevado. 

Obseiva-se também que, em alguns casos, o número de nós explorados foi maior 

do que 100 nas instâncias i10x10x50 - 100 e i10x10x50 - 200 (esta em duas hewísti- 



cas), mas o tempo computacional se manteve na média dos resultados obtidos nos 

outros testes. 

Nos testes das ktância,s do tipo I, com matrizes de ordem 20 x 20 e 30 x 30, as 

avaliqões das heurísticas foram mantidas. Porém, houve um aumento considerável 

no número de nós explorados e em uni tempo computacional semelhante às outras 

instbcias desta classe. 

As instâncias do tipo I1 mostraram um panorama diferente daquelas do tipo I. 

Enquanto nos testes das instâncias do tipo I o tempo de execução do algoritmo se 

manteve na média, nas instâncias do tipo I1 houve um aumento elevado, chegando, 

em alguns casos isolados, ao término de sua execução de forma prematura, em razão 

de o limite de tempo estabelecido ter sido ultrapassado, inclusive com um número 

mais elevado de nós explorados. 

Porém, as avaliações das heurísticas foram mantidas, sendo a de melhor desem- 

penho a heurística áxirno, seguida pela heurística 

luna. 

Nas instâncias do tipo 111, destacaram-se as heurísticas 

una, por terem obtido resultados melhores no tempo com- 

putacional e no número de nós explorados. Podese ainda destacar que, para 

instâncias com a porcentagem de coeficientes negativos cle 50%, os testes foram 

interrompidos, em razão de o tempo computacional apresentado ter sido superior 

ao estipulado. 

As demais heurísticas , denominadas Primeir 

a, obtiveram multados semelhantes na classe do tipo I das instâncias p e  

quenas, mas, em relação às classes dos tipos 

fatórios de tempo computacional razoável e de número de nós explorados na ásvore 



de Branch nnd Boz~nd. Assim sendo, não foram comentadas nos itens anteriores. 

De acordo com os resultados obtidos e exibidos no capítulo anterior, podemos 

&mas que ainda existe campo para pesq~iisa, além de oportunidades para serem 

exploradas na área de algoritmos para programação linear inteira mista, pois 

ressaltamos a escassez de referências bibliogsáficas sobre este tema. 
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