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A Programacfio Linear de Dois Niveis é o principal assunto deste trabalho. Na
primeira parte sfio apresentadas caracteristicas e propriedades deste problema e um
algoritmo para encontrar uma solug@o global. Este algoritmo utiliza pontos de equilibrio
e um procedimento chamado de outer approximation adapiado. Este procedimento foi
substituido por um algoritmo que resolve um problema de programacio nio-linear,
oriundo de um Problema de Complementaridade Linear Generalizado. S#o realizados

experimentos computacionais ¢ comparagdes entre os algoritmos.
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This work is in the context of linear bilevel problems. Properties and characterizations
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A formulagéio de dois niveis corresponde a um modelo de otimizagfo matemadtica, que
envolve dois problemas, dispostos numa estrutura hierdrquica. E adequado para
descrever problemas onde as decisfes do segundo nivel (seguidor) dependem das agSes
do primeiro nivel (lider). Este trabalho trata do caso linear deste problema.

Inicialmente, apresentamos o problema de programagéio de dois niveis e algumas de
suas propriedades. Depois estudamos mais especificamente o problema sem restrigio
no primeiro nivel. A partir dai, entraremos no nosso principal assunto, que é otimizag&o
global. Um algoritmo global ¢ apresentado, propostas de modificag@es sdo sugeridas e
experimentos computacionais so realizados.

O capitulo 1 apresenta defini¢des, notagdes e propriedades da programagdo de dois
niveis. Em especial, o caso linear € tratado no capitulo 2. Também ¢é apresentado neste
capitulo a 1déia de ponto de equilibrio e sua relagdio com as solugdes locais do nosso
problema. Um algoritmo que encontra um ponto de equilibrio e faz parte do algoritmo
global também aparece neste capitulo.

O capitulo 3 trata do problema sem restrigdes no primeiro nivel (PLDNP) e
caracteriza os casos de inviabilidade, ilimitagdo e existéncia de solugdo global. As
solugdes locais deste problema sfio caracterizadas através do conceito de equilibrio. E
apresentado o algoritmo global, proposto em Campélo [19, capitulo 4], que combina os

algoritmos de ponto de equilibrio e de outer approximation adaptado.
1



Por fim, no capitulo 4 ¢ dada nossa efetiva contribuigfio, onde analisaremos algumas
modificagdes no algoritmo global.  Para isso, ¢ considerado o Problema de
Complementaridade Linear Generalizada (PCLG), que permite descrever a regidio viavel
do PLDNP. O algoritmo de outer approximation adaptado & substituido, por um
procedimento para encontrar pontos estacionarios de um problema de programagéio néo-
linear relacionado ao PCLG, sugerido em Fernandes et al [28]. Experimentos

computacionais com os algoritmos sfo realizados e comparados.



Neste capitulo ¢ apresentado o principal objeto de nosso estudo, o problema de
programagéo linear de dois niveis. Uma abordagem geral da programagfo em dois
niveis ¢ apresentada na segfio 1.1, sendo na segédo 1.2 estudada sua relagfo com a teoria
dos jogos de Stackelberg. Finalmente na segfo 1.3 ¢ introduzida a formulagdo geral do
problema linear de dois niveis ¢ na segio 1.4 sHo ilustradas suas principais

caracteristicas.

1.1 Introducdo

Nesta se¢éio ¢ dada uma visfo global da programacdo em dois niveis, que é um caso

particular da programagfo multi-nivel. O problema de dois niveis corresponde a um



problema de otimizagfio hierdrquica, onde as agdes do segundo nivel (seguidor)
dependem das decisdes do primeiro (lider).
Seja o problema de dois niveis (PDN) definido por:
(PDN) max £, (x,y)
s.a: g,(x,y) < 0, yresolve

max f,(X,y)
b4

s.a: g,(X,y)<0

xy)eXxY
onde xeXcR™, yeYc ™, £, R"x R R, g:R"x R o R ¢
g, RMx B o R,

Neste problema tem-se que x, f,(X,y) e g,(x,y) sfo, respectivamente, a variavel,
fungfio objetivo e restrigio do lider. De maneira andloga, y, f,(x,y) e g,(xy) sfo a
variavel, fun¢fo objetivo e restrigéio do seguidor, respectivamente.

A formulagdo original do problema de dois niveis foi feita por Bracken e MeGill
[12] em 1973. O termo programacgfo em dois niveis foi utilizado pela primeira vez por
Candler e Norton [20] em 1977. Nas décadas de 80 e 90, varios autores contribuiram
com o estudo deste problema como Bard [4], Candler [19], Benson [9], Savard [50],
McCormick [45], Onal [47], White e Anandalingam [55], Dantas [26], Amouzegar e
Moshirvaziri [1], Campélo [13], entre outros. Revistes bibliogrificas sobre o tema
encontram-se em Vicente e Calamai [52] e Wen e Hsu [54].

O PDN ¢ um modelo matemético inspirado no jogo lider/seguidor que usa a

estratégia sugerida por Stackelberg em 1952.



1.2

Problema Estatico de Stackelberg

Nesta segfio ¢ apresentada a relagfio existente entre a programagfio em dois niveis e a
teoria dos jogos de Stackelberg. Neste jogo, o controle das variaveis de decisfo é
dividido enfre dois jogadores, o lider e o seguidor. Cada jogador procura maximizar sua
funcfio objetivo e as decisSes sfio tomadas sequencialmente sem que haja cooperagio
entre as partes. Considera-se que os jogadores conhecem as fungSes e estratégias um do
outro. O jogo inicia-se com o lider escolhendo um vetor x € X na tentativa de
maximizar sua fungfio objetivo. A estratégia escolhida pelo lider afeta tanto a fungio
objetivo do seguidor como seu espaco de decisfio. O seguidor observa a escolha do
lider e reage selecionando um vetor vy e Y, o qual maximiza sua fungfo objetivo.
Fazendo 1ss0 o seguidor, consequientemente, afeta o lider.

O problema de Stackelberg _ Problema Estitico de Stackelberg (PES) _ ¢
formulado como um problema de otimizagfio de dois niveis, onde as decisSes tomadas
pelo lider e seguidor, correspondem aos problemas do primeiro e segundo nivel,
respectivamente.

A formulagéo do PES ¢ a seguinte:

(PES) max f,(x,y)
s.a: g,(x,y) <0, yresolve

max f,(x,y)
yeY

sa: g,(x,y)<0
&xy)eXxY



Observe que apesar de parecerem iguais, o PES e o PDN diferenciam-se na maneira
como a fungéo objetivo do lider f, ¢é maximizada. No PES esta fungfo é maximizada
apenas em X, ou seja, as decisSes do seguidor que possibilitam a satisfagdo das
restrigdes do lider, sfio indiferentes para este. Isto nfio acontece no PDN, pois f, ¢
maximizada tanto em x quanto em y.

Ressalta-se que esta formulagéio do problema de Stackelberg pode ndo estar bem
definida. Isto pode acontece quando o problema do seguidor tem mais de uma solugéo,

como 1lustrado nos seguintes exemplos:

Exemple 1:
(PEST) max fxy) = -2x-vy,
sa: x20,y = (y,,v,) resolve
max Ly) = -2y, + 2y,
sa; X-y, ty,<2

P(x)
y, ty, <4

{ y20

A regidio viavel do seguidor é nfo vazia para todo x €[0,6). O seguidor tem

mfinitas solugdio quando x pertence a este intervalo. A seguir apresentaremos

graficamente as regides viaveis de P(x) e o correspondente conjunto de solugdes.



0<x<2 28x<6

Y2 A
Y2 A
A
E
D
D
b
B C B
b2
@ ®
Figura 1

A regifio vidvel de P(x) ¢ representado na figura 1 pelo politopo BCED em (a), para
0<x<2, e pelo trifingulo BCD em (b), para 2<x<6. As solugdes 6timas do problema
do segundo mnivel encontram-se sobre o segmento de reta em negrito

-V, +y, = 2 -x,paraambos os graficos. Isto ¢, as solugdes de P(x) sfio dadas por:

{y= 01,¥,):0<y, <1 +05x, y2=2-x+yl}, se 0<x<2;

L

{y=(yl,y2):x-2Sy,S1 +0.5%, y2=2-x+y1}, se 2<x<6;

@

e (J, sex>6.

Dado que o seguidor tem infinitas solugSes, ele pode escolher como resposta
qualquer uma delas. Dependendo desta eleigfio, o ponto solugfo ou valor 6timo do lider
podem mudar. Ilustra-se esta situago através da andlise de duas possiveis estratégias.

1. O seguidor escolhe aquela que anula uma das variaveis.
A solugdo dada por P(x) é
0,2 -x, se 0<x<2

y&® = §,®.y,&) =
(-2 +x,0), se2<xg£6

7



A fungo objetivo do lider resulta em

-2X, se 0<x<2

fxyx) =
-3x + 2, se 2<x<6

e a solugio dolideré x" = 0 e f; X",yx")) = 0
2. O seguidor fornece como resposta aquela que pertencearetay, + y, = 4

Neste caso a solugéo y(x) selecionada ¢

y&) = ¢, &y, ) = A +05x%,3 -05%)

resultando em
fxy®) = -25x -1
Neste caso, a solugfo do lideré x* = O e f, X", yx")) = - 1.
Portanto, para x* = 0, a solugfio 6tima pode tanto ser f; (x",y(x")) = 0 quanto

f, X", y(x")) = - 1, dependendo se y(0)= (0,0) ou y(0)= (1,3).

Exemplo 2: (Adaptado de Bard e Falk [5])
(PESD) max £,6ey) = - @y, +3y)% - @y, + Y%,
s.a: X, tx, =1
x,20,%,20,y = (v,,y,) resolve
max f,00Y) = & F3x)Y] F @x F2%)Y,

P(x) = {sa: y, +y,=1

¥,20,y,20

As solugdes de P(x), para se satisfazer as restrigdes do lider, séo dadas pelo conjunto



1,0y, sex, <0.25
vy = ¥, X),y,x) = {(LO)ou(0,1), sex, = 0.25
0,1, sex; >0.25

onde 0 <x, <1.

A fungéo objetivo ¢ dada pelo conjunto
(-2x, -4x%,, sex, <025
- 35

fxy®) = i AR 0.25
- 1.

-3x, -%,, sex, >025

onde 0 <x, <1.

A resolugdo grafica deste problema ¢ dada por

fi,

LR 1 Y

Figura 2

Tem-se entfio que a melhor estratégia para o lider seria x" = (0.25,0.75), desde que

o seguidor optasse por y* = (0,1), gerando f,(x",y") = -1.5. Entretanto, observe que



il

o seguidor poderia escolher igualmente ¥ = (1,0), resultando em f,(x",y) = -3.5.

Neste caso, X = (1,0) seria melhor dado que a resposta do seguidor que é ¥ = (0,1),
gerando fi(X,y) = -3.
Como a formulagdo do PES nfio estd bem definida, pode-se contornar o problema

considerando duas possiveis abordagens.

A primeira assume que o seguidor coopera com o lider na maximizagdo de f,(x,y).

Redefine-se, neste caso, o problema como:

PCO) max {rglg{x f, (X,y)}
s.a: g,(xy) <0, yresolve
max f,(x,y)
s.a; g,(xy)<0
Observe-se que este problema PCC ¢ equivalente ao PDN.
A segunda abordagem considera uma estratégia conservadora, onde assume-se que o
seguidor reage com o pior cendrio para o lider. Neste caso, redefine-se o problema PES

Como:.

(PSC) max {mm f, (x,y)}
xeX yeY
s.a: g%y <0, yresolve
max f,(x,y)
yeyY
sa g,xy)<0
Quando a solugdo 6tima do problema do seguidor é tinica para cada X, o problema

de Stackelberg pode ser formulado como:

10



(PES) max f,(x,y(x))

s g,(x,y(0) < 0
f2 (X:Y(X)) = I}%‘%X fZ(X7Y)

sa: g,(xy)<0
onde y(x) define a solugfio do problema do segundo nivel, P(x). Neste caso, os trés

problemas PES, PDN e PSC séo equivalentes.

1.3 Programacéo Linear de Dois Niveis

Como j4 dito na introdugdo deste capitulo, a Programagfio Linear de Dois Niveis € o
principal assunto deste trabalho. Nesta se¢fio ¢ apresentada sua notagfio e algumas de
suas caracteristicas basicas.

No problema linear de dois niveis considera-se que todas as fun¢des e restrigdes do
modelo PDN s#o lineares, ou seja, f,(x,y), £,(X,y), g,(X,y) ¢ g,(x,y) sdo lineares.

Sua formulagéo geral ¢ dada por:

(PLDN) max f,(x,y) = ¢ix +cly (1L.D
xy
sa: Ax +By<b (1.2)
x 2 0, y resolve (1.3)
max f,(x,y) = d'y (1.9
y
s.a: A,x + Byy<b, (1.5)
y2 0 (1.6)

onde X, Clegg":, Y, 02>demn2> b eR™, bzemmza A;Eﬁ}?m’xn’, Blemm‘xnza
A, eR™M B, e R,

11



O termo referente a variavel x na fungfio objetivo do seguidor em (1.4) foi ignorado,
como em Bialas e Karwan [10], Ben-Ayed e Blair [8], Gendreau et al. [33], Amouzegar
e Moshirvaziri [1] e Campélo [13], por ser um termo constante.

Um dos primeiros autores a apresentar uma formulagfio formal para o problema
linear de dois niveis foi Candler e Norton [20] que, posteriormente, foi melhorada por
Fortuny-Amat e McCarl [29]. Entre os varios autores que tem estudado o PLDN
podemos citar Bialas ¢ Karwan [10], Savard [50], Onal [47], White ¢ Anandalingam
[55], Gendreau et al. [33], Amouzegar ¢ Moshirvaziri [1], Campélo [13], Campélo e
Scheimberg [15].

Uma dificuldade do problema PLDN é a sua ndo-convexidade, dado que a regifio
vidvel pode ser um conjunto nfo-convexo. Devido a esta ndo-convexidade, o PLDN
pode ter &timos locais, como é ilustrado no exemplo 3. Uma técnica proposta em
Vicente e Calamai [53] permite gerar exemplos de problemas de dois niveis lineares
com um numero exponencial de minimos locais.

Pode-se verificar também que o PLDN ¢ NP-dificil, conforme demonstra Jeroslow
[36] e Ben-Ayed e Blair [8] entre outros. Alias, Vicente ef al. [51] demonstram que a
verificagdo de otimalidade local de um problema PLDN também ¢ NP-dificil.

A seguir definimos um problema convexo associado ao PLDN, o problema relaxado,
ao qual nos referiremos com frequéncia.

O problema relaxado do PLDN ¢ dado por:

12



(PR) max f;(x,y) = ¢;x + ohy
Xy

sa: A;x +Byy<b,
A,x +B,y< b,

x20,y20
Para o PLDN séo estabelecidas as seguintes definig8es e notagdes:

@ Conjunto vidvel relaxado:
Q={xy)eR™xR™:Ax +By<b,,Ax +By<b,,x20,y2 0}

s Conjunto solugdo do PR:

Q.= arg max{cix +ery: ()%,y) € Q}
Conjunto viavel do segundo nivel em x:

Q(x)={y eR™: By<b,-Ax, y2 O}
s Conjunto solugfio do segundo nivel em x > 0 (ou Conjunto reagéio do seguidor):
¥ (x) = argmax {d‘y ‘ye Q(x)}
Conjunto vidvel da restrigdo implicita do primeiro nivel em x > 0:
¥ ={xy):ye )
®  Comnjunto vidvel do PLDN (ou conjunto de reagdes racionais ou regifio induzida):
o = {(x,y)eQ :ye‘P(x)}= QNvY

#  Conjunto solugfio do PLDN:

Q.= arg max{c{x +0,y 0 (X,y) € CD}

Uma importante particularidade do conjunto ®, ¢ que ele pode ser nfo-convexo.

Observe-se que y e ¥ (x) ¢ a restrigio implicita do PLDN. Com efeito, v e ¥ (x)

13



equivale a dizer que y resolve o problema do seguidor. Esta restricfo implicita é a
diferenga que existe entre um problema de programagfio linear classico e o problema
linear de dois niveis. No préximo exemplo 3, ilustram-se as caracteristicas ja citadas de

um PLDN: nflo convexidade da regifio vidvel @ , existéncia de solugdes locais e nfo-

convexidade do conjunto de solugdes otimas @, .

Exemple 3:

Considere-se o seguinte problema P1, que ¢ a adaptacfio de um problema que
aparece em Bialas e Karwan [10].
P max £,x.y.,y,) = -V,
s.a: x2 0, yresolve
max f,(%,Y1,¥2) =¥,
sa: xty, ty,<3

Xty ~y,21
-x +ty, ty, <1
X-y ty,<1

y,20,0<y,<05

14



Y1

Figura 3

Os segmentos de retas AE e DH em negrito e o retingulo preto ABDC na figura 3
representam o conjunto viavel de P1,
o= {(x,l,x) c0<x¢g 0.5} U {(x,yl,O.S) :05<x<1, 15 -x<y, €05 + x} U

{xy.05:1<x< 15, -05 + x5y, <25 - x} U {(x12-%): 1.5¢ x< 2}

que é ndo-convexo. Esta nfo-convexidade proporciona o aparecimento de solugBes
locais. Com efeito, tem-se um conjunto de solugBes locais que corresponde ao
retingulo de vértices ABCD, eliminando os vértices A e D. O conjunto de solugdes
globais também é ndo convexo, © ., = {E, H} ,onde E=(0,1,0)e H=(2,1,0).

Qutras situa¢des envolvendo as regides vidveis do PLDN e PR sdo estudadas na

préxima subsegéo.

15



1.3.1 Relagdes entre PLDN e PR

Os problemas PLDN e PR podem ser reescritos de uma maneira mais simplificada:

(PLDN) max £,(x,y) = e;x + ¢,y (PR) max £,05,y) = ¢;x + ¢3y

sa: xy)ed =QNY s.a: x,y)eQ

As relagBes existentes entre os problemas PLDN e PR ¢ o principal assunto desta
subsegdo.

Lembremos, inicialmente, que a notagfio V(P) correspondente ao valor 6timo do
problema (P) pode ser estendida, definindo-se V(P) = -« quando o problema (P) ¢é
mconsistente e V(P) = -+ se o problema (P) é ilimitado.

O primeiro resultado, j4 conhecido, ¢ conseqiiéncia imediata do fatode © ¢ Q .

Proposi¢iio 1.3.1.1: Dados os problemas PLDN e PR tem-se:

(@)  Se PLDN e PR tém solugdes étimas, entdo o valor étimo do problema relaxado,
é um limitante superior do valor 6timo do problema linear de dois niveis, isto é,
V(PLDN) < V(PR).

(b)  Se PLDN é ilimitado, entdio PR também é ilimitado.

(c) Se PR ¢é inconsistente, entdo PLDN também é inconsistente.

A caracteriza¢fo da igualdade dos valores 6timos de ambos os problemas aparece na

préxima propriedade:

16



Teorema 1.3.1.1: As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) -0 < V(PLDN) = V(PR) < +w
() ©.NQ,z0
(i) G=0,cQ,
Prova:
()= (i)

Por hipétese, ~ w < V(PLDN) = V(PR) < +» , 0 que significa que existe um ponto
XYy €0,c @ talque

[[Xy) = VEPLDN) = V(PR) (1.7

Sabendo que @ ¢ Q, deduz-se que (X,¥) € ® ¢ Q. Logo, por (1.7) conclui-se que
(X.9) € Q, e, por conseguinte, que ®, Q, = @ .
(i) = (i)

Considere (X,7) € ®,.(1 Q.. Entio (X,¥) € ®,, ou seja, @, » & . Falta provar que
®,cQ,.

Seja (x,y) € ®,. Entdo fix,y)=f{EH=VFPR). Como ®,c ® ¢ Q, resulta
que (X,y) é 6timo para o problema PR. Logo (x,y) e Q,,istoé, ©,c Q..
(i) = (1)

Por hipétese, @ # @, ¢ Q,. Entdo existe (X,7) e ®, ¢ Q.. Dado que X)€@,
tem-se que f,(X,¥)=VEPLDN). Como (X,¥)eQ,, deve ser {{X,¥)=V(PR) e,

portanto, resulta V(PLDN) = V(PR).

17



E interessante ressaltar que todas as relacSes acima também sfo validas para o
problema de dois niveis nfo necessariamente linear.

Existe outra relagdio entre PLDN e PR que deve ser observada. Com efeito, da
definigfo de conjunto vidvel do PLDN, resulta que ® estd contido no conjunto vidvel da
restrigio 1implicita, ® ¢ ¥ . A igualdade acontece, por exemplo, quando o PLDN n#o
tem restrigdes lineares no primeiro nivel, o que é ilustrado no exemplo P2.

A seguir consideram-se e ilustram-se possiveis rela¢des entre o PLDN e o PR:

(1) O problema relaxado ¢ ilimitade ¢ o de dois niveis tem solugéo.

Exemplo 4:
P2) max fi(x,y) =3y
Xy

s.a: x2 0, yresolve

max [,(x,y) = -4y
y

sa X +yz22

y21

y Q)

AN ®

I
as

v

Figura 4
Para este problema resulta:
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®  Conjunto vidvel relaxado:
O={xyeR:x+y22,y>1x20}
a8 Conjunto vidvel do segundo nivel para cada x > 0 :
Q(x)={ye$ﬁ’ (y22-X,y2 1}
isto &,

0 [2-% 0), se0<x<1
= [10), se x> 1
#  Conjunto solugio do segundo nivel:

Para cada x 2 0 deve-se ter ¥ (X) = arg max {— 4y:.yel (x)} , logo

2-x%x, se(0<x<1

‘P(x)={1’ se xz 1
Conjunto viavel da restricfo implicita do primeiro nivel:
Como para x2 0, ¥ = {(x, y:yeV (x)} , conclui-se que
¥ = {(x, 2 -x),se 0< X< 1} U {(X,D, se X2 1}
Conjunto viavel do PLDN:
Sabendo que @ = {(X,y) eQ: ye ‘P(X)} , tem-se
0= {(x,2-%),se0<x<1} U {1, sex> 1
Observe que este conjunto é nfo vazio, nfio convexo e estd contido no conjunto
vidvel relaxado, ® ¢ Q , sendo @ representado na figura 4 pelas linhas em negrito.

®  Conjunto solucéo do PLDN :
Como @, = argmax {3y Xy e (D} , obtém-se que ©, = {(0,2)}.

O problema relaxado associado ao P2 ¢é:
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(PR2) max fixy) =3y
s.a: (X,y) €Q
sendo sua solug¢éio dada por
Q, = arg max {3y: x,y) € Q}
Como, a fungfo do lider f,(x,y) = 3y ¢ ilimitada superiormente sobre Q , resulta
Q. =0 . Istoé, d, 20 eQ, =0,
(2} o problema relaxado tem solugfio, o de dois niveis ¢ inviavel, mas o problema

do seguidor tem solugéo.

Esta situagdo aparece quando se substitui a fungfio objetivo do lider no exemplo P2
por f,(x,y) = - 4x -y e acrescenta-se a restrigdo linear - x +y 2 3 no primeiro
nivel. Na figura 5, observa-se que apesar do problema relaxado e do segundo nivel
terem solugdes, Q, = {(0,3)} ¥ # @, o conjunto solugdo do PLDN ¢ wvazio,

O,.=0.

y Q)

W

Figura 8
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(3) O problema relaxado ¢ ilimitado, o de dois niveis nio tem solugiio, embora o
problema do seguidor tenha.

Para ilustrar este caso, basta mudar a fungfo objetivo da situagfio anterior para
fi(x,y) = 4x +y. Logo, o problema do seguidor continua tendo solugéio, ¥ # & , e
o conjunto solugdo do PLDN continua sendo vazio, ®, =@, entretanto agora o
problema relaxado é ilimitado, Q, = @ .

(4) O problema relaxado e de deis niveis tém solugfio, mas nio sdo iguais.

Para este caso, que é o mais interessante, considere que existe uma restrigfo linear no
primeiro nivel de P2, y<4. Como pode ser visto na figura 6, esta nova restrigo
limita superiormente a regifio vidvel do problema relaxado. O valor 6timo ¢ alcangado
em qualquer ponto do segmento {(X,4) X 2 O}. No entanto, a solugéo 6tima do PLDN
ocorre no ponto (0,2). Logo, o PLDN e o problema relaxado tém conjunto de solugdes

Gtimas distintos.

A o)

v

Figura 6
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(5) Os deis problemas tém selugdes iguais, mas ¢, < Q..

Esta situagfio aparece se a fungfio objetivo do lider em P2 for fi(x,y) = - 3x.
Neste caso, o conjunto solugfo do PLDN, @, = {(0,2)}, estd contido no conjunto

solugéo do problema relaxado, Q, = {(O,y) ry2 2} .
(6) Os dois problemas tem ¢ mesmo conjunte de solugdes nio-vazio.

Para exemplificar este caso, considere que a fungfio objetivo do lider em P2 seja
igual a da situagéio (2), isto é, f,(X,y) = - 4x - v, e que seja acrescentada a restrigdo
-x +y 21 no primeiro nivel. A solucgdo deste exemplo para 0 PLDN e o problema
relaxado ¢ o ponto (0,2). Logo, @, = @, # @, como pode ser observado na figura

7.
y Q ﬁ:)

Figura 7
(7) Os dois problemas séio inconsistentes, embora o seguidor tenha solugio.

Esta situagfio aparece no seguinte exemplo:
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Exemple S:
P3) max fi(x,y) = -4x +y
Xy
sa -xty23

x 2 0, y resolve

max f,(x,y) = 3y
y
sa: X ty<2

yz 0

2(x)

v

Figura 8

Observe na figura acima, que este problema tem o conjunto vidvel do problema
relaxado e do PLDN vazios, Q =& e ® = . Entretanto, o conjunto viavel da
restrigdo implicita do segundo nivel ¢ ¥ = {(x, 2-%X):8e0< x< 2} £ 0.

(5) Ambos os problemas sfo ilimitades, isto ¢ VIPLDN) = V(PR) = +w.

Considere para esta situagfio que a fungfio objetivo do lider em P2 ¢é f,(x,y) = 3 x.

Obtém-se entdio que tanto o PLDN quanto o problema relaxado sfio ilimitados, isto &,



(9) Todos os problemas sfio inconsistentes.
Este ultimo caso ¢ ilustrado modificando-se a primeira restrigio do segnidor em P2

para X +y <0.5. Arepresentagfio grafica deste problema ¢ a seguinte:

Figura 9

Nestecasoresulta Q =¥ =@ = 0.
Consideraremos, neste trabalho, que o problema PLDN ¢ trivial quando ® = Q,
pois, neste caso, o problema PLDN coincide com o problema relaxado correspondente a

um problema de programagéo linear. Portanto, assumiremos que o PLDN ¢ nfo trivial.

1.4 Propriedades do PLDN

Nesta sego serfio apresentadas as principais caracteristicas do PLDN.

A primeira propriedade relaciona o conjunto @ 4as faces do poliedro Q. Antes,
lembremos que uma face de um conjunto convexo Q é um subconjunto convexo Q' de
Q,tal quesex,y eQ e (1-B)x+PyeQ' para algum B € (0,1), entfo x, ye Q".

Rockafellar [49, pag 162]
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Propriedade 1 : O conjunto vidvel do PLDN © ¢ a unido de faces do conjunto viavel

relaxado Q .

Esta resultado aparece em Gallo e Ulktcil [32] e Benson [9] no caso em que ndo
existem restri¢Ses no primeiro nivel ou estas s6 dependem da varidvel x. Para o caso
mais geral, Campélo [13, teorema 1.2.1] prova que esta propriedade ainda continua
sendo valida.

Observemos que, embora o conjunto vidvel do PLDN seja uma unifio de faces, ndo
significa que ele seja convexo, como fo1 visto no exemplo P1.

Como conseqiiéneia da propriedade acima, tem-se que todo vértice de @ ¢é vértice de
Q. Com efeito, um vértice de um conjunto & uma face dele.

Uma importante propriedade da programagcéo linear classica, e que também ¢ vilida

para o problema linear de dois niveis ¢ a seguinte:

Propriedade 2: Se o problema PLDN tem solugdo, entdo pelo menos uma delas é

atingida em um vértice do conjunto vidvel relaxado Q , que também é um vértice de © .

Este resultado foi primeiramente estabelecido por Candler e Townsley [21] para
problemas lineares de dois niveis sem restri¢Ses no lider, assumindo que a reagdo do
seguidor € Unica para cada x fixo do lider. Depois, Savard [50] e Campélo [13,
Corolério 1.2.2] provaram que este resultado continua sendo valido para o PLDN.

A seguir considera-se um conceito mais fraco que o de convexidade, o de
conexidade, que é verificado nos problemas de dois niveis sem restrigdes limeares no

primeiro nivel.
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Definigiio 1.4.1: Um conjunto F é conexo, quando este néio pode ser escrito como a
unido de dois conjuntos abertos ¥'# 0 e ¥" # & , onde

FONF" =@ e FNF" =0
e T indica o fechode F .

Ref* Benson[9]

Uma idéia geométrica de conexidade é que se o conjunto I ¢ conexo, entdo sempre
existe um "caminho continuo” em F entre qualquer par de pontos pertencentes a este
conjunto.

Um problema linear de dois niveis pode nfio ser conexo quando tem restrigSes
lineares no primeiro nivel, como visto no exemplo P4. A seguir mostra-se quando ¢

possivel garantir a conexidade da regifio viavel.

Propriedade 3: Se em wum problema de programagdo linear de dois niveis as
restri¢bes lineares do lider ndo dependem das varidveis associadas ao problema do
seguidor, entdo o conjunto vidvel © do PLDN é conexo.

Ref: Benson[9]

Esta propriedade € ilustrada pelos exemplos P4 e P5.
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®4) max f,(xy) = 3y (F3) max fixy) =3y

s.a. x-y<o0 s.a: 0<x<5, yresolve

0<x<5, yresolve max f,xy) = -4y

max f,(x,y) = -4y sa X +y23

y
sa x+ty23 2x -y<4
2x -y<4 x-y<0
v20 yz20

Tem-se a representagfo grafica de P4 e P5 na figura 10 e figura 11,
respectivamente.

Observe que, enquanto na figura 11 pode-se formar uma linha continua de pontos de
® entre qualquer par de pontos de @, na figura 10 isto nfio acontece, j4 que @ é
formado pelos segmentos em negrito, que sfio separados. Portanto, em P4, ® ¢ nfo

conexo e, em PS5, @ ¢é conexo.
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2 O

X

Figura 10

2(x)

%V

v

Figura 11
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As duas Ultimas propriedades desta segdo tratam das modificagdes que podem
ocorrer no conjunto vidvel do PLDN, quando algumas restrigdes lineares do lider

passam a ser consideradas no seguidor.

Propriedade 4 :  Sejam ¢ e ¢’ dois conjuntos definidos como:

(x,y) : Ax+ By<b, Ax+B,y<h,x20,

(p:
yearg max{d’y: Ax+ B,y<b,, vz 0}

x ) :Ax+ By<b,6xz20
o' =
ye argmmc{d‘y: Ax+ B,y<b,, Ax+B,y<b,, y= 0}

entdo ¢ C @', sendo que ¢ =¢' se B,=0.

Ref: Savard [50] e Campélo [13, teorema 1.2.6]

Como conseqiiéneia imediata desta propriedade tem-se o seguinte resultado

considerado em Campélo |13, corolario 1.2.4].

Propriedade 5: Se as restri¢bes lineares do primeiro nivel no PLDN s6 envolvem a
variavel x, entdo o PLDN é equivalente a um problema linear de dois niveis sem

restrigdes lineares no lider, obtido pela transferéncia destas restrigdes para o seguidor.
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A teoria relacionada ao Problema Linear de Dois Niveis é abordada neste capitulo.
Na secgio 2.1 sfo estabelecidas as principais condi¢des de otimalidade global e na segéo
2.2 de otimalidade local. Nesta ultima se¢fo ¢ introduzido o conceito de ponto de

equilibrio e seu algoritmo que, posteriormente, serd considerado no algoritmo global.

1alidade Global do PLDN

Nesta secfo sfo caracterizadas as situagSes de existénecia e inexisténcia de solugdes
globais de um PLDN, por meio de dois problemas auxiliares. Estes problemas séo
introduzidos na subseco 2.1.1, sendo que na subsegfo 2.1.2 s#o estudadas condigdes de
otimalidade global de um PLDN. Por ultimo, em 2.1.3, ilustram-se possiveis rela¢des
entre os problemas auxiliares.
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2.1.1 Problemas Associados ao PLDN

Comentou-se anteriormente que o PLDN é um problema dificil de ser resolvido, j4 que
seu conjunto viavel pode ser ndo-convexo, proporcionando assim o aparecimento de
diversos 6timos locais. Na tentativa de encontrar métodos e algoritmos que resolvem
este tipo de problema, diversos modelos matematicos alternativos ao PLDN sdo
propostos na literatura como em Bard [3], Bialas e Karwan [10], Judice e Faustino [37],
Onal [47], White e Anandalingam [55], Amouzegar ¢ Moshirvaziri [1], Campélo [13] e
Campélo e Scheimberg [15].

Nesta subsegio serdio apresentados o problema auxiliar (P), seu problema penalizado

PM), a conexdo entre estes dois problemas e sua relagéo com o PLDN.

O problema auxiliar (P) obtém-se a partir do PLDN, substituindo o problema do

seguidor por suas condi¢des de otimalidade de Karush Kuhn-Tucker (KKT):

~

®  max, L&y = oX + oy 2.1
sa: Ax +By<b, 2.2)

A +By +wh =b, 2.3)

x20,y20, w" 20 2.4)

Biu - w? =d (2.5)

w’20,uz0 (2.6)

uw’ =y'wb =0 Q.7

onde ueR™ ¢ a varidvel dual, w* eR™ e w" eR™ sdo as varidveis de folgas
primais e duais respectivamente. Este problema ¢é globalmente equivalente ao PLDN

segundo Audet et al. [2, proposi¢do 3.3], no sentido de que as condi¢des de KKT sfio

31



necessarias e suficientes para o problema do seguidor, ou seja, um ponto (X,y) é solugéo

global do PLDN, se e somente se, (X,y,w",w",u)é solugdo global de (P) para algum

P wP,u) e o problema PLDN ¢ inviavel (ou ilimitado), se e somente se (P), é

(w
inviavel (ou ilimitado).

Infelizmente, devido as restrigdes nfio lineares (2.7) a regifio vidvel do problema
auxiliar torna-se nfo-convexa e, conseqilentemente, continua a dificuldade de se

encontrar 6timos globais para o PLDN. Uma maneira de abordar este problema ¢
introduzir essas restrigbes na fungfo objetivo do lider na forma de penalidade,
transferindo assim a dificuldade da nfo convexidade da regifio viavel de (P) para a
fungfio objetivo do lider. Esta idéia ja foi utilizada antes por Bard [3], Judice e Faustino
[37] , Onal [47], White ¢ Anandalingam [55], Campélo [15] e Campélo ¢ Scheimberg
[15].

A formulagfio para o segundo problema auxiliar, chamado de problema penalizado

PV , ¢ dada por:

PM) max cix +oyy - M@'w® +y'w?)
Xyw ,wo.u
sa:  AX +By<h
Ax + B,y +w' =b,
x20,yz0,w' 20
Biu-w" =4d

wP20,uz0

Este é um problema de penalidade exata, onde M = 0 é o pardmetro de penalidade.



2.1.2 Propriedades

Esta subsecfio comega apresentando formulagSes compactas para os problemas

auxiliares dados na subsecfio anterior e os principais resultados sobre inviabilidade,
ilimitagio e existéneia de solugBes globais associadas aos problemas PLDN, (P e
POV .

A notagdo a ser utilizada em nosso estudo ¢ a seguinte:

P=[A,B,I, ]e®R™™", D=[0 -1, B,Je®™"
¢’ =@, NeR", z'=x,y,W)DNeR es =0, W), u)eR"

onde P e D sfio matrizes em blocos; ¢!, z' e s' séio vetores definidos em blocos; I, ¢ uma
matriz identidade de ordem k; 0 ¢ uma matriz nula de dimensfo apropriada e
n=n, +n, +tm,.

Sejam também:

Z={ze®* Ax +Bys<b,Pz=b,} ¢ S={seR":Ds=d}

onde 7 & o conjunto vidvel relaxado do PLDN com a introdugdo das varidveis de
folgas w" e S é o conjunto associado ao problema dual do seguidor imerso em % *.

Sendo assim, pode-se escrever os problemas auxiliares (P) e PQM) de maneira

compacta Como:

P) max F (2,5 = ¢'z PM) max Fy(zs) = ¢'z - Ms'z
sa zeZ se$S s.a zeZ,seS
s'z=0

A primeira relagfio entre os problemas (F) e P(M) ¢ a seguinte:
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Lema 2.1.2.1: Se o problema (P) ¢ vidvel e o problema penalizado P(M,) tem
solugdo para algum M, 2 0, entdo existe M > M, tal que:
(@  Existe um vértice (z",s" ) € Zx S, que satisfaz a relacdo de complementaridade
e cujos valores otimos dos problemas (P) e P@M) sdo iguais, para todo
Mz M", isio é:
(sY'z"=0 e V[P)]=V[PM)]=Fz",s) ¥ Mz2M

(b)  Os problemas (P) eP(M) tém o mesmo conjunto (ndo vazio) de solugdes

globais para todo M > M".

Observe que a condigfo de que existe algum M2 0, tal que PQM,) tem solugdo, &

mais fraca que do que pedir a existéncia de solugdo do problema relaxado, que
corresponde 4 hipotese com M =0.
Esta tltima propriedade ¢ uma generalizagfo imediata de Campélo [13, lema 3.2.1], e

tem como conseqiiéncia o seguinte resultado em termos do problema de dois niveis:

Teorema 2.1.2.1: Assuma que o problema PLDN é vidvel ¢ o problema P(M,) tem
solugdo para algum M, > 0. Entdo z° ¢ Z é uma solugéo global do problema PLDN
se, e somenle se, existe um ponto s* € 8 tal que (z",5") é solugdo global de P(M) para

todo M > M", para algum M" > M,.

Ref: Campélo [13, teorema 3.4.1]

Este teorema ¢ ilustrado pelo préximo exemplo:
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Exemplo 6:
®6) max f,(y) = x
s.a: 0< x< 4, yresolve
glax f,xy) = -y

sa: 2x +tyz3
X -y<O0

yz2

Y. o

x ¥V

Figura 12

Os problemas auxiliares de P6 sfio:
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s.a X <4
-2xX -y +wh =-3

X -y + wy =0

-y +wy =-2

%y wP, WP
s.a X <4
-2X -y t+tw =-3

X -y + wi =0

-y +wi =-2

P P P .
X, ¥, Wy, Wy, w, 20
D _
u, +u, +u, +w =1

D .
u, u,, u,, w; 20
— P P P\t _ t
Neste caso, tem-se que z = (XY, W, ,W,,W;) , 8 = (O,W?,ul,uz,u3) s

Z={220:x£4, S2x -y W =23 x -y +wWh=0, -y + W =-2}

S={sZO:ulJruz-!~uz,+wlD =1}
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O problema P6 representado pela figura 12 tem como solugdo o ponto
Z = Ry, W., W) = (4,4,90,2)". As solugdes globais de (P) e PQM) sdo os
pontos Z = (4,49,02)' e § = (00,0100, para todo M20, com
@) = FZ3) =4 = L&Y,

Observe que se em P6 eliminarmos a restrigdo linear do lider ¢ substituirmos sua
fungéo objetivo por f,(x,y) = - x + y, o PR ndo tem solugéio mas PQVD) tem solugdo

para M > 0.

2.1.3 Relacdes entre @) e ?(M)

Primeiramente, lembremos que na Ultima subsecfio, ilustrou-se o caso em que (P) e

P(M) tem o mesmo conjunto (nfio vazio) de solugdes globais para todo M 2 0. Podem
ainda acontecer as seguintes situagdes:

1. (P) e PM) s#o ilimitados para todo M x 0.

2. (P) e PQM) sfo invidveis para todo M2 0.

(P) ¢ inviavel ¢ PQM) ¢ ilimitado para todo M > 0.

w

4. (P) ¢ inviavel e PQM) tem solugéio para todo M2 0.
5. (P) tem solugfio e PM) & ilimitado para todo M2 0.
Como exemplo da situagfio I, considere o problema P6 substituindo a restrigio

x< 4 por x> 4, tem-se :



y I

Figura 13

sendo
z:{zz():lel, 2 -y +w=-3,x-y+w,=0, -y +w, =-2}
sendo que o conjunto S é o mesmo da situagfo anterior, j4 que ndio houve mudangas nas

restri¢@es do problema do segundo nivel.

Os pontos 5§ = (0,0,0,1,0)" e z(a) = (4 +a,4 +a,9 +30a,0,2 + )", para todo
o 2 0 sfio também vidveis para (P), pois s'z(a) = 0 paratodo ¢ 2 0. Por outro lado,
como F,(z),5) =4+ o para todo M=20, @20, resulta que
Fy(@z(0),5) > +o, quando a - o. Conclui-se, entdo, que Py e POM) sdo
ilimitados.

Para ilustrar a situagfo 2, troca-se a restrigiio x < 4 deP6 por - x + y < -4, 1sto é:

L
[#]



y Q(x)

Figura 14

sendo

Z= {220: X +y<-4, -2x-y+w=-3,x-y+w,=0, -y +w, =—2}
Como 7 = @ , resulta que (F) e POM) sdo invidveis.
Exemplifica-se a situagfio 3, mudando a restrigdo do lider em P6, x< 4, por

- X +y24,ouseca:

y
A YO

e

Figura 15
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sendo
z={220: X t+y2d, -2x-y+w=-3,x-y+tw; =0, -y +w, =-2}

Observe na figura 1S que Q # @ e ® = @ . Além disso, nfio ¢ possivel encontrar

um ponto (X, V) que satisfaca as restricdes do primeiro e segundo nivel
simultaneamente, j4 que ® = Q@ (¥ = @ . Conclui-se entio que (P) ¢ invidvel.
Entretanto, para o problema penalizado P(M), obtém-se os pontos vidveis
3 = (0,00,1,00'eS e z@)=(u,4 +a,] +3a,4, 2 +a) e7 para todo a 20,
Considerando-se que para cada M2 0, F,(@«),s) =a - 4M =5 +o, quando
@ - + o, resulta que PQM) ¢ ilimitado.

Consegue-se a situagfio 4, modificando a fungio objetivo do problema anterior por
f,x,y) = -y. Sendo assim, 7 e S continuam os mesmos, ou seja, (P) continua
inviavel. Entretanto, o problema T’(M) tem como solugéo os pontos Z = 0,4,1,4,2)" e
5 = (0,0,1,0,0)", sendoFy (Z,5) = - 4 - M, paratodo M2 0.

Por fim, a situagdo 5 acontece, por exemplo, se no problema P6 substitui-se a

restrigiio x < 4 por - x +y22.5. Logo:
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y o)

w ¥

Figura 16

sendo
7= {220: X +y225 -2x-y+w =-3,x-y+w =0, -y +w; -——-2}
Observe que o problema P(M) continua ilimitado para todo M2 0, pois Z contém o
conjunto viavel de POM) da situagio (c), cuja soluglio era ilimitada. Entretanto, o
problema (P) nfio ¢ mais invidvel como pode ser visto na figura 16, onde a area em
negrito representa sua regifio vidvel @ . Além disso, o problema (P) tem solugio
(Z,5),sendo Z = (1/6,8/3,0,5/2,2/3) es = (0,0,1,0,0)".
Em todas estas situagdes, pode-se substituir (P) por PLDN, j4 que estes problemas

sdo globalmente equivalentes.
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imalidade Local do PLDN

Nesta secfio sfio estabelecidas as principais condi¢des de otimalidade local de um
PLDN. Para este fim, é introduzido na subseg¢fio 2.2.1 o conceito de ponto de equilibrio
e algumas de suas caracteristicas. A segunda e ultima parte ¢ a subsegfio 2.2.2, onde é

apresentado o algoritmo de ponto de equilibrio.

2.2.1 O ponto de equilibrio

A relagfio existente entre as solugdes locais de PLDN e (P) ¢ estudada nesta subsegéo,

que ¢ iciada estabelecendo a seguinte relagfo de otimalidade local de um PLDN:

Teorema 2.2.1.1:  Um ponto Z ¢é uma solugdo local (estrita) do problema PLDN se, e
somente se, z é viavel para o PLDN e (Z,s) é uma solugdo local (estrita) do problema
(P) para todo vértice s de S tal que s'z = 0.

Ref: Campélo [13, teorema 3.4.3]

Segue-se, agora, a definigdo de ponto de equilibrio e ponto de equilibrio estrito do

problema penalizado do PLDN:

Definigio 2.2.1.1: Um ponto (z,5)c Zx S ¢ um ponto de equilibrio do problema

penalizado P(M) se existe M > 0 tal que, para cada M > M, verifica-se

max F,,(z,5) =F,(Z,5) = max F,(z3) 2.8)

ses
onde F, (zs) = c'z- Ms'z.

Ref: Campélo [13, defini¢do 3.4.1]
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Defini¢fio 2.2.1.2: Um ponio (z,5) ¢ 7x S ¢ um ponto de equilibrio estrite do
problema penalizado P(M) se é um ponto de equilibrio e existe M > M tal que

{5} = arg 71;zez,§)cFM(z“,.s*) e {z} = arg max F,(z5)

onde M ¢é dada pela definicdo 2.2.1.1.

Esta tltima definigdo ¢ uma generalizagio daquela que aparece em Campélo [13,
definigdo 3.3.3].
A igualdade (2.8) deve ser satisfeita para todo M M, o que significa que este

equilibrio tem de ser satisfeito por uma familia de problemas bilineares paramétricos
P(M) . Esta idéia de equilibrio estende aquela usada pelo algoritmo mountain climbing
de Konno [42] para um problema bilinear.

Uma importante propriedade do ponto de vista teérico e computacional de P(M) é

dada abaixo.

Lema 2.2.1.1: Se (£,3) é um ponto de equilibrio do problema penalizado P, entdo:

min Z's = 5'Z = mip §'z (2.9)

ses z€Z

Este resultado que aparece em Campélo [13, lema 3.4.1] ndo garante que o ponto
(Z,5) seja um ponto viavel do problema (P), isto &, poderia ser §'Z # 0, como

ilustrado no seguinte exemplo.
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Exemple 7:
(P7) max fi(xy) = -x
Xy
s.a: x +y23
x 2 0, y resolve

max f,(x,y) = -y
Yy

s.a Xx-y<0
2x +yzx2
vz 0

x X
Figura 17
Neste exemplo tem-se que z = (X,y,w.,w. )", s = (0,w},u,,u,)",

7={z20:x+y23,x-y+w =0, -2x -y +wl =-2},

S={s‘20:u1+u2+w?=l}

F, (28 = -x - MWy, + whu, + wly), V (z,8) eZx8

Considere, entfio, os pontos Z = (0,3,3,1)" € Zes = 0,0,0,1)' €8, tal que
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Fy(z,5) = - M paracada M e R
Como:
Fy(Z) = -MQ@u, +u, +3w)) = -M-2M(@, +w}) <-M, Vse8,
F,(z3) = -x - ng <-M, VzeZ,

dadoque x +y23e-2x -y +w, =-2,deveser wj > 1.

Conclui-se, entdo, que (Z,§) é um ponto de equilibrio estrito de P(M), mas nio &
um ponto vidvel do problema (P), j4 que Z's = 1.

Na segfio 3.2.2 veremos que quando o PLDN nfio tem restri¢Ses no primeiro nivel,

um ponto de equilibrio é um ponto viadvel de (P) e, portanto, do PLDN.
A seguinte equivaléncia entre minimo local de (P) e ponto de equilibrio &

estabelecida sob a hipotese de viabilidade para (P).

Teorema 2.2.1.2: Seja (z,5) um ponto vidvel do problema (P). As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:
(i) O ponto (z,5) é uma solugdo local (estrita) de (P};

(ii) O ponto (z,5) é um ponto de equilibrio (estrito) do problema penalizado Pad) .

Este resultado ¢ conseqiiéncia das proposigdes dadas em Campélo [13, teoremas 3.4.4

e 3.3.5]. Observe que se um ponto de equilibrio (estrito) verifica a restrigdo
complementar de (P), entdo este ponto ¢ uma solugfio local (estrita) de (P). Estas

1déias justamente originam o algoritmo global considerado no capitulo 3.
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Dos teoremas considerados nesta segfio, concluimos a seguinte relagfo entre os

minimos locais do PLIDN e os pontos de equilibrio.

Teorema 2.2.1.3: As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

é uma solugdo local do PLDN,

Ny

@)
(i) z é viavel para o PLDN e (z,5) um ponto de equilibrio do problema

penalizado P(M) , para todo vértice s € S, tal que s'Z = 0.

Uma extensfio de Campélo [13, coroldrio 3.3.2] para o PLDN, que é uma

conseqiiéncia do resultado acima &:

Corolarie 2.2.1.1: Seja (2,5) um ponto de equilibrio do problema penalizado P (M),
tal que 5'z = 0. Se § é um vértice de S tal que para todo vértice s € S adjacente a

5 verifica-se z's > 0, entdio Z é uma solucdo local do problema PLDN.

Por fim, adaptando a propriedade de Campélo [13, teorema 3.3.6] para o PLDN,

obtém-se uma caracteriza¢io das suas solu¢des locais estritas:

Teorema 2.2.1.4: As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) Z é uma solugdio local estrita do PLDN, sendo 5 a solugdo dual correspondente
do seguidor;

(ii) Z éviavel para 0 PLDN ¢ (Z,5) ¢ uma solugéo local estrita de (15) ;

(iii)  (z,5) é vidvel para (P) e éum ponto de equilibrio estrito de Po.
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2.2.2 O Algoritmo de Ponto de Equilibrio

Neste subsegfio introduziremos o algoritmo desenvolvido por Campélo e Scheimberg

[15], para encontrar um ponto de equilibrio do problema penalizado PV ou concluir

que P(M) ¢ ilimitado. Este algoritmo termina em um numero finito de iteragdes.

A seguir lembramos as fun¢des envolvidas na nog¢do de ponto de equilibrio e fazemos

algumas consideragdes em relagfo a elas.
Seja (2,8) € Z x S tem-se os seguintes problemas, para todo M2 0:
PM:8) max F,(z8) = c¢'z - M§'z
s.a; zeZ
P(M:%) max Fy(,8) = ¢'2 - M2's
sa. s €S
O ponto solugdo de P(M:%) independe do parimetro M, pois o termo ¢'Z é uma
constante. Sendo assim, este problema pode ser resolvido pelo método simplex
classico. Além disso, POM:%) néio pode ser ilimitado, jaque ¢'Z - Mz's<¢'Z, Vse§;
pois Z's> 0 para todo s € §. Portanto P(M:2) sempre tem solugfo.
No problema P(M:8) pode-se considerar o valor de M implicitamente como um
valor dominante, tal como no método simplex Big-M (ver Bazaraa ef al. [38, se¢do

4.3]). Observe que diferentemente de P(M:%), o problema P(M:8) pode ser ilimitado.

Neste caso, P(M) ¢ também ilimitado, pois VEM:8§) < VEQM)), ¥ M > 0.
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A seguir ¢ dado o algoritmo para encontrar um ponto de equilibrio de PQM) , a partir

de um ponto s° € S, dado em Campélo [13, segfio 4.1]. Um algoritmo parecido com este

pode ser feito partindo-se do ponto z° € Z..

ALGORITMO DE PONTO DE EQUILIBRIO

PASSO 1: Sejam ZxS# @ es’eS. Fagai=0.

PASSO 2: Resolva PQM:s') pelo método simplex Big-M. Encontre uma solugdio z' ou
verifique que o problema PM:s') ¢ ilimitado, concluindo que PaM) ¢ ilimitado para

todo M = 0.

PASSO 3: Resolva P(M:z'), obtendo uma solugéio s*'. Se F, (z',s") = F,@,s""),

PARE, pois (z',s") é um ponto de equilibrio de POM) .

PASSO 4: Resolva P(M:s™") pelo método simplex Big-M. Se o problema P(M:s™")
for ilimitado, conclua que PQM) ¢ ilimitado para todo Mz 0. Sendo, encontre uma
solugo z"*'. Se F,(z',s™) = F,(z"',s""), PARE, (z',s"") ¢ um ponto de equilibrio

de T’(M) . Sen#o, faga 1 =1+1 e volte ao PASSO 2.

Por exemplo, suponha que se deseje encontrar um ponto de equilibrio do exemplo 7.
Entéo:

POM:8) max F,(z,8) = -x - MW 4, + wit, + W)

s.a: zel
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PM:2) max F,@Z.5) = - R - MWy, + #iu, + wi)

s.a: sefS

e o algoritmo que encontra um ponto de equilibrio do problema relaxado P(M) de P7,

considerando como ponto de partida s° = (0,w{,u,,u,)' = (0,1,0,0)", é o seguinte:
PASSO 1: Seja ZxS= @, s" = (0,1,0,0) ei=0.

PASSO 2: Resolvendo o problema max{-x -My |y, w;,wi)' e Z} pelo método

simplex Big-M, obtém-se como solugdo z° = (1.5,1.5,0,2.5)", para todo M>1.

PASSO 3: Resolvendo o problema equivalente a {max-l.S-M(l.S w +2.5u,)|
O, w7 ,u,,u,) € S}, min{s‘z0 'se S} = min{l.Sw? +2.5u,|(0,w],u,u,) € S} ,
encontra-se a solugdo s' = (0,0,1,0)'. Conclui-se, entfio, que F,,(z°,s°) # F, (z°,s'),

pois F,,(z°,8°) = - 1.5 - 1.5M e F,(z’,s") = - 1.5.

PASSO 4: Calcula-se a solugdo de max{-x -Mwl| (xy,w,wh)' e Z}, obtendo-se
z' = (1.5,1.5,0,2.5)", para todo M > (.5, como solugéo de ?(M: s') . Deduz-se que

(z°,s") éum ponto de equilibrio de P(M), j4 que F, (z°,s') = F,(z',s") = - 1.5,

Neste caso o ponto (z°,s") é viavel para (P). Entretanto, se tivéssemos escolhido
como ponto inicial s° = (0,0,0,1)", terfamos chegado ao ponto de equilibrio (z°,s’),
com z° = (0,3,3,1)' que, como jé considerado no exemplo 7, ndo é viavel para o

problema (P) .
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Observe que os problemas P(M:s') e P(M:z') nfio podem ser invidveis, uma vez
que ZxS # @ . Esta possibilidade sera considera no algoritmo global da segfio 3.3, do

qual este algoritmo faz parte.
A convergéneia do algoritmo de ponto de equilibrio é garantida pelos seguintes

resultados:

Proposi¢io 2.2.2.1: O algoritmo de ponto de equilibrio para em um mimero finito de
iteragies.

Ref: Campélo [13, proposi¢éo 4.1.3]

Propesigfio 2.2.2.2: O algoritmo de ponto de equillbrio encontra um ponto de
equilibrio de P(M) ou verifica que o problema penalizado ¢ ilimitado para todo

M=>0.

Ref: Campélo [13, proposicdo 4.1.4]

Lembremos que se PQM) & ilimitado para todo M 2 0, pode acontecer do PLDN (ou
(P)) ndo ser ilimitado, como se viu na segfio 2.1.

Quando o PLDN n#o tem restriges lineares no primeiro nivel, resulta que se Pav) ¢
ilimitado para todo M2 0, entdo o PLDN (ou (P)) também é ilimitado, conforme a

segdo 3.2.1.
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Neste capitulo ¢ exammado o problema linear de dois niveis sem restrigdes lineares
no lider (PLDNP) e as suas propriedades especificas. Na se¢fio 3.1 formula-se o
problema do PLDNP e seus dois problemas auxiliares associados, (P) e POM). Uma
caracterizagfio dos casos de inviabilidade, ilimitagdo e existéncia de solugdo global e
local para o PLDNP ¢ considerada na seco 3.2. Analisa-se também as propriedades de

equilibrio que sfo validas para o PLDNP. Finalmente na altima se¢fio 3.3 considera-se

um algoritmo que encontra uma e-solugio global do PLDNP.

3.1 Introducao

A partir deste capitulo concentraremos a nossa atengio no problema linear de dois
niveis sem restrigdes explicitas no lider, PLDNP, que corresponde ao problema PLDN
sem (1.2):
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(PLDNP) max f,(x,y) = ¢jx + ¢y
s.a: X2 0, ondey resolve
max f,xy) =dy
sa A,x +B,y<bh,
y20
onde X, ¢, eR™, y,¢c,,deR™, b, eR™, A, eR™™ e B, e R,

Neste caso, tem-se que o conjunto vidvel do PLDNP, @, coincide com
Y= {(X, y):ye? (x)} para x =0, que corresponde & viabilidade da restrigdo implicita
dada pelo seguidor. Este tipo de problema de dois niveis tem sido amplamente estudado
na literatura, como mostram as revisdes bibliograficas de Wen e Hsu [54] e Vicente e

Calamai [52].

Seguindo o raciocinio aplicado no PLDN, & possivel analisar especificamente o
problema PLDNP através do exame de dois problemas matematicos relacionados. Eles
foram apresentados na subse¢fo 2.1.1 para os problemas com restrig8es lineares no
primeiro nivel e serfio reapresentaremos nesta subsegdo, para o caso em que ndo existam

restrigdes no primeiro nivel, devido a sua importincia no nosso desenvolvimento.

Os problemas (P) e PM) reduzem-se a:

52



= oty o At
®) x,y,rwl},?v)fn,u L&y) = ox + oy

s.a:

Ax + B,y +w' =b,

x20,y20,w" 20

PQM) max ox + oy - M@'w® +y'w?)

Xy,w W ,u

sa: A,x +By+w' =b,

x20,y20, w20

Biu-w’ =d

uz 0, w20

Na notagfo simplificada,

correspondem a:
(P) max F(z,s) = ¢'z
s.a: Zze/,8€S

stz=0

os problemas auxiliares

PM) max Fy(z,s)

associados

sa zel,seS

onde Z = {zei}if:Pz=b2} e S = {SEERZ:Ds=d}.

3.D

(3.2)
(3.3)
(3.4)
(3.5

(3.6)

G.7)

(3.8)
(3.9)
(3.10)

G.11)

ao PLDNP

= ¢'z - Ms'z

E interessante observar que o conjunto S estd associado ao problema dual e, portanto

ndo se modifica em relagdio ao PLDN. Ademais, Z c Z , pois o conjunto Z inclui as

restrigdes lineares do lider.

Ressalta-se que a utilizagfo do problema (P) no lugar do PLDNP aparece em Bard

[4], Onal [47], White e Anandalingam [55] € Amouzegar ¢ Moshirvaziri [1], entre
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outros. Além disso, como ja visto na subsegdo 2.1.1 para o PLDN, uma solugéio global
do PLDNP esta ligada a uma solugfio global do problema (P), e vice-versa. Mais ainda,
esta correspondéncia também se verifica para os casos de inviabilidade e ilimitag&o.
Deve-se destacar que o PLDNP ¢é um problema conexo. Esta particularidade
corresponde a propriedade 3 da segfio 1.4, j& que o PLDNP nfio possui resirigdes
lineares no lider. Entretanto, o PLDNP continua sendo um problema nfo-convexo e,
portanto, pode ter solugdes locais. Neste caso, Campélo e Scheimberg [17] mostram
que uma solugéio local de (P) pode nfio estar associada a uma solugéo local do PLDNP,
quer dizer, estes problemas sfo globalmente equivalentes, mas néo localmente.
Diferentemente do problema geral PLDN, ¢é possivel caracterizar a mviabilidade e
ilimitagdo do problema PLDNP, a partir das relacdes existentes entre os problemas

auxiliares (P) e P(M), estabelecidos na préxima seg#o.

3.2 Andlise Global e Local do PLDNP

Nesta secfo so estudadas as situagSes de existénceia ou inexisténeia de solugdo global e
local para o PLDNP. A parte global é considerada na subse¢dio 3.2.1 e local nas

subse¢des 3.2.2 ¢ 3.2.3.

3.2.1 Gtimalidade Global

Nesta primeira subseg¢fo apresentamos as relag8es tedricas entre as solugdes globais dos
problemas (P), P(M) e PLDNP. Para este problema de dois niveis, séio validos os

seguitites teoremas:
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Teorema 3.2.1.1: Exatamente um dos seguinte casos acontece:

(i) os problemas (P) e P(M) sdo invidveis para todo M 2 0,

(i) os problemas (P) e P(M) sdo ilimitados para fodo M 2 0;

(iii)  os problemas (P) e P(M) tém o mesmo conjunto (ndo vazio) de solugdes globais

para todo M > M, para algum M" 2 0.

Ref: Campélo [13, teorema 3.2.1]

Teorema 3.2.1.2: Os problemas PLDNP e P(M) sdo ambos invidveis ou ilimitados

para todo M > 0, ou entdo eles tém solugdo para algum M, > 0. Neste nltimo caso,
z" é uma solugdo global de PLDNP se, e somente se, existe s tal que (z",s" ) é solugéio

global de P(M) para todo M > M”, para algum M" = M,).

Ref: Campélo [13, teorema 3.2.2]

Observe-se que nos casos de problemas com restrigles lineares no primeiro nivel,
estes teoremas nfo sfio garantidos como pode ser visto na subsegfio 2.1.2, onde sfo
dadas outras 3 possibilidades quanto aos casos de ilimitagfio, inviabilidade e existéncia
de solugdes globais para os problemas (P), P(M) e PLDN. Na verdade, como j4
comentado, todos os resultados obtidos para (P), POM) e PLDNP s#o validos também
para @) , ']EN’(M) e PLDN, quando as restrigdes lineares do lider nfo envolvem a
varidvel do seguidor y.

Devemos notar, que o problema penalizado P(M) costuma ser estudado sob hipéteses
que garantem a existéncia de solugéio para todo M 2 0. Uma delas, € supor explicita ou

implicitamente que as restrigdes (3.8)-(3.9) formam um conjunto néo-vazio € compacto.
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Esta hipotese aparece em Bard [3, 4], Onal [47], Gendreau ef of. [33] ¢ Amouzegar e
Moshirvaziri [1]. Estas mesmas condi¢des sfo assumidas para as restrigdes (3.10)-
(3.11) por White e Anandalingam [55]. Ressaltemos ainda que a hipétese de
compacidade que aparece em Bard [4] foi relaxada em Campélo ef al. [14], onde se
provou que é suficiente considerar que a fungfio objetivo do lider em (P) ¢ limitada
superiormente sobre as restrigdes (3.8)-(3.9).

Nossa abordagem consegue identificar as situagdes de inviabilidade, ilimitagfio ou
existéneia de solugdo global para o PLDNP, sem fazer suposigdes iniciais sobre sua

regifio viavel.

3.2.2 Otimalidade Local

Esta subsecio apresenta as principais condig8es de otimalidade local dos problemas (P),
P(M) ¢ PLDNP.

Na verdade, toda a teoria abordada na subsegfio 3.2.2 ¢ valida para esta subsegfio,
considerando-se 7, (P), PM) e PLDNP no lugar de 7, (7, PaM) e PLDN,

respectivamente. Entretanto, algumas propriedades podem ser simplificadas e outras

acrescentadas, especificamente para este caso.
Lembremos que a complementaridade do ponto de equilibrio de P(M) nfo ¢

garantida para o caso geral, entretanto ¢ valida para o PLDNP. Com efetto, tem-se o

seguinte resultado:
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Propesi¢iio 3.2.2.1: Se (2,5) é um ponto de equilibrio do problema penalizado P(MM),

entdo 5'7 = 0.

Ref: Campélo [13, proposicdo 3.3.1]

Para o problema (P) ¢ valida a equivaléncia do teorema 2.2.1.2, mas sem hipdteses

adicionais:

Teorema 3.2.2.1: Dado o problema (P), as seguintes afirmagdes séio equivalentes:
(i) o ponto (z,5) é uma solugdo local (estrita) de (P);

(ii) o ponto (z,8) é um ponto de equilibrio (estrito) do problema penalizado P(M) .

A préxima condigfio de otimalidade local é mais fraca que a do corolario 2.2.1.1,

mas computactonalmente mais dificil de ser verificada.

Teorema 3.2.2.2: Seja (z,5) um ponto que equillbrio do problema penalizado P(M).

Se existe & > 0 tal que:

se[){S@ :zeZNB,E). S0} (3.12)

onde S(z) = {s €S:z's= 0} e B,(z) = {2 eR":|z- 2, < 8} . Entdo Z ¢ uma
solucéio local do problema PLDNP.

Ref: Campélo [13, teorema 3.3.4].

Realmente, este resultado é mais fraco que o do coroldrio 3.2.2.1, jd que estabelece
que todo ponto vidvel do PLDNP pertencente a alguma vizinhanga de Z seja

complementar a S.
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3.3 Algoritmo Global

Nesta segfio ¢ apresentado o algoritmo iterativo proposto por Campélo [13, segéio 4.3]
que encontra uma g-solugdo global do PLDNP. Este algoritmo termina em um numero
finito de passos e encontra uma g-solugéo global do PLDNP ou verifica que o problema
¢ inviavel ou ilimitado.

A inviabilidade de um problema, se houver, é detectada no inicio do algoritmo, nos

passos 1 ou 2. Se o problema for vidvel (isto é, tem solugdes vidveis), entfio no passo 3

da iteragfio inicial t = 0 encontra-se um ponto de equilibrio (z°,s") do problema

penalizado PQM), que fornece um limite inferior ¢'z° para o PLDNP ou chega-se &
conclusfo de que o PLDNP ¢ ilimitado. Ressalta-se que uma solugéio vidvel do PLDNP
conseguida na primeira iterag8o ¢ uma solugéo local de (P), conforme o teorema 2.2.1.2.
Na iterag8io t = 1 adiciona-se um corte que € substituido nas iteragdes seguintes. O
objetivo da introdu¢fo de uma restrigdo no primeiro nivel é encontrar uma solugéo
viavel do PLDNP melhor que & obtida na iteragfio anterior. Este tipo de corte ¢ feito por

Onal [47] e Amouzegar e Moshirvaziri [1]. Agora devem ser considerados os
problemas (P) e POM). Estes problemas sfo obtidos de (P) e P(M), com o acréscimo
da restri¢io linear ¢'z > L+e no primeiro nivel, onde £ >0 e L = c¢'z"'. Logo,
nestes problemas ®) e PQM) tem-se que
Z=17N {zeiﬁ“:otz 2 L-!—s}
= {zeﬁR“ c¢'z 2 L+g,Pz=b,, z2 O}
Se apds o corte € encontrado um ponto de equilibrio que satisfaz a relagfio de

complementaridade, entfio este ponto ¢ vidvel para o problema PLDNP, e é um 6timo
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local dos problemas ® e Pawp, segundo o teorema 2.2.1.2. Deve-se, portanto,
atualizar o corte, j4 que foi encontrada uma solugfo local melhor que a anterior.
Entretanto, como j4 dito anteriormente, um ponto de equilibrio do problema PQM) pode
nfo satisfazer as condigdes de complementaridade e, por conseguinte, pode nfio ser um
ponto viavel para o problema (P). Sendo assim, uma forma de encontrar um ponto
viavel para (P) & resolver o seguinte problema bilinear:
(Pc) min s'z
s.a: (z,8)eZx$S

Evidentemente, o problema Pc nfio pode ser ilimitado, pois s'z> 0 para todo
(z,5) e Zx S. Observe que se Pc é invidvel ou seu valor 6timo é nfio nulo, entfio )
também é invidvel. Ademais, qualquer outra solugéo 6tima de Pe ¢ vidvel para P).

Sabe-se que o conjunto vidvel do PLDNP é conexo. Logo, se existe um ponto

vidvel em Z, pelo menos uma delas estd sobre o corte ¢'z = L.  Por isso, &

introduzido o problema Pc¢' que encontra uma solugdo vidvel para Pe.

(Pc’)  min s'z

s.a: P'z=b'
Ds =d
z,520

de P’ P 1 b,
onde _c‘e el

Utilizando uma adaptacéo da notagdo simplificada para Pc', tem-se
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(Pc’) min s'z
sa zeZ',seS
onde zeZ'={z>0:Pz=b'}.
Para resolver este problema ¢ utilizado o método outer approximation, visto em

Horst e Tuy [35, proposi¢do IX.1]. Na verdade, néio é necessario encontrar uma solugéo
Gtima para o problema Pc', bastando encontrar uma solugio (7,8) e Zx S tal que
P e . . vy v .. .

$'Z < §'Z, de maneira que o algoritmo de equilibrio possa ser reiniciado. Por isso, uma

modificago deste método mais conveniente para a resolugdo do problema Pec, e

denominado de outer approximation adaptado, é dado em Campélo [13, paginas 117-
122], onde é encontrado um ponto (Z,5) tal que §'Z<§'Z. Neste caso, pode-se
reiniciar o algoritmo a partir de § (ou Z). Caso n#o seja possivel encontrar este ponto,

retorna-se (5,Z) = (8,z) como o ponto solugfo do problema Pc'.

ALGORITMO GLOBAL

PASSO 1: Faga t = 0. Se S={, va para o PASSO 6. Senfo, encontre SeS e

considere 7Z.= 7.

PASSO 2: Se 7.= @ , v& para 0 PASSO 6.

PASSO 3: Aplique o algoritmo de ponto de equilibrio a partir de §. Se PM) ¢
ilimitado para todo M 2 0, PARE, pois PLDNP ¢ ilimitado. Sen#o, encontre o ponto de

equilibrio (7,8) de PV .
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PASSO 4: Se 5'Z=0, entdo (Z,5) & solugéo viavel de PLDNP e também solugéo local
de ®). Faga (z',s)=(Z35) e L =c'z". Aplique um corte linear, definindo
7 =70 {Zeﬂ?“:c‘zzL+e},coms>O; fagca § =S e t=t++ 1. Volte para o

PASSO 2.

PASSO 5: Se §'Z>0, entdo aplique o algoritmo oufer approximation adaptado,

obtendo (Z,5). Se §'Z > §'Z, va para 0o PASSO 6. Senio, volte ao PASSO 3.

PASSO 6: PARE. Set = 0, entdo o PLDNP ¢ mvidvel. Senfio, (x",y*) ¢ uma &-

solugfo global de PLIDNP .

Um exemplo passo-a-passo deste algoritmo é dado pelo seguinte problema:

Exemplo §:
P8 max fixy) =x +2y
Xy
s.a: x2 0, onde y resolve

max f,Xy) = -y
y

sa: -X-y<-2
x-y<0
0<y<4
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Tem-se, neste exemplo, que z = (X,y,w, ,W,,Ww,) , s = (0,w;,u,,u,,u,),

Z:{zzo; 'X‘Y‘*‘Wf=-2=X-y+w§=0,y+w§=4}

S= {sz Oy, +u, -u, + W?=1}

Considerando ¢ = 0.13, aplica-se o algoritmo global da seguinte forma:

PASSO 1: Faz-set=0. Sendo S# @, encontra-se § = (0,1,0,0,0)' €S e considera-

~

se .= 1.
PASSQ2: 72 0.

PASSO 3: Aplicando o algoritmo de ponto de equilibrio a partir de §, encontra-se

7 = (02,022 es = (0,0,1,0,0)".
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PASSO 4: Como Z'S = (0,2,0,2,2)(0,0,1,0,0)" = 0, entfio (Z,5) é uma solugio
viavel do PLDNP e local (estrita) de (P). Considera-se, entfo, (z*,s") = (Z,5) e
L =X+ 2y = 4. Define-se

Z=72N{zeR% x +2y 2 413},

§ =5 = (0,0,1,0,0)", t= 1 e volta-se a0 PASSO 2.

PASSO2: 72 O .

PASSO 3: Aplicando, novamente, o algoritmo de ponto de equilibrio a partir de §,

encontra-se Z = (0,2.065,0.065,2.065,1.935)" e 5 = (0,0,1,0,0)".

PASSO §: Aplica-se o algoritmo outer approximation adaptado, j4 que obteve-se

N
w
i

0.065 > 0. Consegue-se, entfio, aproximadamente, 2=-;—(4.13,4.13,2.26,7.87)1t

[¢]
s
il

(0,0,0,1,0)". Sendo, Z's > z'§ = 0, volta-se ao PASSO 3.

PASSO 3: O algoritmo de ponto de equilibrio encontra os pontos Z = (4,4,6,0,0)" e

3 = (0,0,0,1,0)".

PASSO 4: Obtém-se Z'S = 0. Logo, (Z,5) é uma solugio viavel do PLDNP e local
de (P). Faz-se (z°,s") = (Z,5) e L = 12. Define-se
Z=7N{zeR’ x +2y 2 1213},

8 = (0,0,0,1,0)", t=2 e volta-se ao PASSO 2.
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PASSO 2: Destavez, Z = @ e vai-se para 0 PASSO 6.

PASSO 6: O algoritmo termina retornando (x*,y") = (4,4) como uma s-solugdo

global do PLDNP.

Ressalta-se, que a primeira fase do método simplex pode ser utilizada para verificar

se S= @ ou Z= @ , podendo também ser usado para encontrar o ponto inicial §e S. O
valor de ¢ pode ser constante ou variar no decorrer do algoritmo.

Observe que o ponto de equilibrio obtido na iteragfio inicial (t = 0), satisfaz a
restricio de complementaridade.  Isto acontece porque nesta iteragdo estd se

considerando 7= Z, sendo portanto garantido que 5'Z = 0.
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A efetiva contribuigio deste trabalho ¢ apresentada neste capitulo. FEla é originada
do artigo de Fernandes er al. [28], como pode ser observado na segfio 4.1, onde &
apresentado o Problema de Complementaridade Linear Generalizade (PCLG). Na
secfio 4.2, reformulamos o problema PLDNP, substituindo o problema do seguidor por
um PCLG. Esta nova versdo € usada para tentar encontrar solugdes vidveis do PLDNP
a partir de um ponto de equilibrio. Com isso, sfio sugeridas na se¢fio 4.3 modificagdes
no algoritmo global do capitulo anterior. As implementa¢gBes e resultados

computacionais de alguns destes algoritmos também s3o apresentados nesta segfo.
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4.1 O Problema de Complementaridade Linear

Generalizado

A abordagem feita em Fernandes ef al. [28] para o Problema de Complementaridade
Linear Generalizado (PCLG) ¢ apresentada nesta se¢ao.

O problema PCLG consiste em encontrar vetores zc %" e y e R © tais que:

q+ Mz + Ny20 @.1)
p + Rz+ Sy> 0 (4.2)
2z20,y20, z'(q + Mz + Ny)=0 (4.3)

onde MeR™", Nefi™, Re®R™", Sefi™, qef"epec®™

Este problema tem sido estudado por alguns autores para resolver certos problemas
de otimizacdo. Por exemplo, na programagio bilinear podemos citar os trabalhos de
Fernandes ef al. [28] e Judice e Faustino [37], e na programagdo quadratica concava,
Jadice e Faustino [37], entre outros.

O PCLG ¢é uma generalizacio do Problema de Complementaridade Linear (PCL)

w=q+Mz, z20,w20, z2w=0 (4.4)

que corresponde ao problema PCLG quando a variavel y e as restrigBes (4.2) nfo
existem (todos os coeficientes de y sdo nulos, assim como os dados de (4.2) ).

Se a matriz M ¢ semidefinida-positiva (SDP), isto é, se M satisfaz x' M x> 0 para
todo xe %", entdo o PCL pode ser resolvido em tempo polinomial (ver Kojima et al.
[41]). Entretanto, como demonstrado em Judice e Vicente [40], o mesmo ndo acontece

com 0 PCLG. Mesmo quando a matriz M é SDP o problema é NP-dificil. Por outro
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lado, Judice e Vicente [40] provam que se M é SDP e R = 0 na restrigéio (4.2), entéo o
PCLG pode ser resolvido em tempo polinomial.

Diversos autores tém estudado o PCL, por exemplo Kojima ef al. [41], Potra e Sheng
[48], Monteiro ¢ Wright [46], Ye e Ansireicher [57], Wright [56], Mansagarian [43],
Gonzaga [34].

O problema PCLG, com R = 0, é considerado em Fernandes e al. [28]. Neste caso,

pode-se reescrever o PCLG como:

w = q+ Mz + Ny (4.5)
v=p+ Sy (4.6)
z20,y20,w20,v20 4.7
z'w =0 (4.8)

onde w e v correspondem as variaveis de folga das restricSes (4.1)-(4.2). Associado a

este problema, tem-se o seguinte programa n#o linear:

(PNL) min f(z,y,w,v)= “w -q-Mz -Ny”2 + “V -p- Sy“2 + (2 (z;w,)®)" (4.9)
=1
sa z,wy,v20
onde ||| denota a norma euclidiana, g>1 e h>1 s¥o niimeros reais tais que g> 1se
h =1,
Pode-se agora estabelecer a seguinte relagfio entre estes dois Gltimos problemas, sob
a condi¢iio da matriz M verificar a condigdo de ser linha (ou coluna) suficiente (RS),
isto é,
x,M'x); <0, Vi=1,.,n o x,M'x), =0,Vi=1,.,n (4.10)

e sendo X o conjunto definido por (4.5)-(4.7).

67



Teorema 4.1.1: Se K # @ e M é uma matriz RS, entdo qualquer ponto estaciondrio de
PNL (4.9) é uma solugdo do PCLG (4.5)-(4.8).

Ref: Fernandes et al. [28].

4.2 Reformulacio da Regido Viavel do PLI

Nesta secio sfio apresentadas as relagGes existentes entre as solugSes do PCLG e
solucdes viadveis do PLDNP, com o objetivo de propor modificagdes no algoritmo
global do capitulo anterior.

Ressalte-se que modelos de complementaridade linear como o PCLG, ja foram
anteriormente propostos para solucionar o PLDNP. Um dos primeiros algoritmos
baseados neste tipo de formulagio, o (PCP), foi estudado em Bialas ef al. [11, 10], sob a
hipotese do PLDNP n#o ser ilimitado. Posteriormente, Ben-Ayed e Blair [8] mostraram
que o (PCP) pode ndo encontrar uma solugdo global do PLDNP. Uma modificagio
deste algoritmo foi feita por Jadice ¢ Faustino [39].

Seja L' um limite inferior para o valor otimo do PLDNP, por exemplo,

L' = ¢x' + c¢jy', onde (x',y') é uma solugio viavel do PLDNP. Entfio, o PLDNP ¢
equivalente ao seguinte problema, onde se acrescenta uma restrigdo no primeiro nivel.
(PLDN') max f,(x,y) = cix+ ¢,y
s.a cix+cyy2 L/
x> 0, y resolve
max f,(x,y)=d'y
s.a. A,x+B,y<b,

y>0
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Novamente substituindo o problema do segundo nivel por suas condigdes de (KKT),

tem-se que uma solugio viavel de PLDN' (que também ¢ uma solugdo viavel do

PLDNP) é obtida resolvendo o problema:

w'=1b, - A,x - B,y

w’= -d + Bju

— t t
v = -L' +¢x + ¢y
u'w’ =y'w® =0

Uma representagio matricial deste problema pode ser feita da seguinte forma:

MEHEMESINY

v = —L’+[O cg][;} + ¢; x

x,y, w,w”,u, vz 0

Mais ainda, as condi¢des (4.11)-(4.15) correspondem ao seguinte PCLG:

w =q + Mz + Ny
v=p+Rz+ Sy
2>0,y20,w20,v20

zZw =20

onde
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(4.17)
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0 —BZ nxn —A2 nxk b2 n
M = B 0 eR , N = eRY, q = eR”,

u
R=1[0 c;]Je®™ , S=cle®"™, p=-L'e% , z = { }eﬂi" ,

e n=m,+n, ,k=n,.
Seguindo desenvolvimento anédlogo ao aplicado na se¢fo anterior, define-se agora K
como o conjunto que consiste das restrigdes (4.16)-(4.18) e o programa nio linear

COImo:

(PNL) min f(z3x,w,v)= ”w -q -=Mz-N§L“2 +”V-p nRzmS,yuz + (Z (ziwi)g)h (4.20)
=1
sa 2w,y v20
onde, novamente, ||| denota a norma euclidiana ¢ g, h> 1 sfo nimeros reais tais que

g>1seh = 1.

A partir do teorema 4.1.1 temos entfo o seguinte resultado:

M 0

» OJ e NUCD g wma matriz RS, entéo

Teorema 4.2.1: Se K+ 7 e ]\7:{

qualquer ponto estaciondrio do PNL (4.20) é uma solucio vidavel do PLDNP,

satisfazendo o corte (4.16)-(4.19).

Prova:

Note que 0 PLDN’ ¢ equivalente ao PCLG definido por:
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o]l

onde £> 0, definido no lugar de M, N, q, R, S, p e z, respectivamente. Entfo o

resultado segue diretamente da aplicagfio do teorema 4.11 a este PCLG.

Uma vers#o particular do teorema acima € obtido quando ¢, = 0.

Coroldrio 4.2.1: Se K= @ e ¢} = 0, entdo qualquer ponto estaciondrio do PNL (4.20)

é uma solugdo vigvel do PLDNP, satisfazendo o corte (4.16)-(4.19).

Prova;

Se ¢, = 0, entdoR =0. E dado que M é RS, o resultado segue pelo teorema 4.1.1.

Ressalta-se que neste caso, a solugdo do PLDNP é igual a do relaxado.
A partir daqui notaremos o PCLG (4.16)-(4.19) e o PNL (4.20) simplesmente por

PCLG e PNL, respectivamente.

4.3

Modificacdes no Algoritmo global

Nesta se¢dio sdo propostos algoritmos que tentam encontrar uma solu¢fio global do
PLDNP, encontrando pontos estacionarios do problema PNL.
Lembremos que no método global, considerado no capitulo 3, podem-se identificar

duas etapas: na primeira, procura-se um ponto de equilibrio que seja minimo local de
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(P). Quando isso nfio acontece, inicia-se a segunda etapa, que procura encontrar um
ponto vidvel melhorando o valor da fungfio objetivo de pelo menos ¢ > 0, com relagdo
ao melhor limite conhecido, ou conclua que tal ponto nfio existe. Esta etapa
corresponde ao PASSO 5 e ¢é implementada através do procedimento oufer
approximation adaptado, que é computacionalmente dispendioso, como se observa nos
testes de Campélo [13, seglo 4.4] .

Analisamos, aqui , a substitui¢gdo do outer approximation adaptado, por um
algoritmo que resolva o PCLG, para L'=L+¢, onde ¢ >0 e L ¢ o valor da melhor
solugfo viavel ja encontrada.

Na verdade, vamos usar algoritmos que encontrem pontos estaciondrios do PNL.
Claro que esta estratégia pode falhar quando a matriz M nfio é RS. Neste caso, o ponto
estacionario pode n3o satisfazer as condi¢es de complementaridade, mesmo que o
PLDN' seja vigvel.

Consideramos, entfo, primeiramente a seguinte redefinigio do PASSO 5 do

algoritmo global:

PASSO 5 MODIFICADO

PASSO 5.A: Encontre um ponto estacionario do PNL, obtendo Z = X,9,W’)' e

§ = (0,wP,0)".

PASSO 5.B: Se =0, entdo (2,8) é solugdo viavel de PLDNP. Faca (z',5)= (2,8)e
L = ¢'z". Atualize o corte linear Z = Z {z eR™ c'z2L+ 8}, onde £ >0. Volte

para 0 PASSO 2.
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PASSO 5.C: Seniio o algoritmo termina e obtém como melhor ponto (z°,s").

Um exemplo onde a modificacio acima consegue substituir eficientemente o outer

approximation adaptado, j& que enconira um ponto (z,5) que satisfaz o termo de

complementaridade Z's = 0, é o seguinte:

Exemplo 9:
(P9) max fix,y) = -x + 2y
x’y
s.a: x2 0, onde y resolve
max f,(x,y) = -y
y
sa -x-y<0
0<y<?2
y
A
209 @
x X
Figura 19
O primeiro ponto de equilibrio encontrado é Z = (X,y,w;,w,)' = (0,0,0,2)' e

5 =(0,w.,u,,u,) =(0,1,0,0)". Introduz-se, entdo, um corte em P9, sendo ¢ = 0.13.

Neste caso, 0 PLDN' é
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mx%x fix,y) = -x + 2y
s.a. -x +2y20.13
x > 0, onde y resolve
myax f,xy) = -y
sa -x-y<0

0<y<2

O ponto de equilibrio encontrado apds este corte é z = (0,0.065,0.065,1.935)" e

5 = (0,1,0,0)'. Como Z's >0, resolve-se o PNL, para encontrar uma solucfio do

PCLG:
wy 0 0 0 1|y 1
w,| =12, +{0 0 -1}|u,| +|0]|x
w, 1 11 0]y
ul
v =-013+[0 0 2]|lu,| - x
y
Wy
[u1 u, y] w, | =0
Wy

X, Y, Wy, Wy Wi ,Uy,u, v 0
Um ponto estacionario do PCLG ¢ dado, aproximadamente, pelos pontos
Z = (0.454,0.454,0,0.1546)' e § = (0,0,1,0)'. Como Z's = 0, entfio é possivel
reiniciar o algoritmo de ponto de equilibrio no PASSO 2, a partir de §.
O principal problema deste algoritmo modificado, como ja foi dito, é que o ponto
estacionario encontrado pode ndo ser viavel para o PLDNP, mesmo que PLDN' seja

vigvel. Neste caso, o algoritmo termina no PASSO 5.C, embora a solu¢do corrente nio
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seja e-0tima. Como aliernativas, foram experimentadas duas outras possibilidades de

substitui¢dio do PASSO 5 do algoritmo global.

POSSIBILIDADE 1

PASSO 5.A: Encontre um ponto estacionario do PNL, obtendo Z = X, §,W")' e

§ = (0,%w",0)" .

PASSO 5.B: Se =0, entdo (Z,5) ¢ solugiio vidvel de PLDNP. Faca (z',s)= (2,8)e
L = ¢'z". Atualize o corte linear Z = Z N {ze R ™ ¢'z> L+¢}, onde ¢ >0. Volte

para o PASSO 2.

PASSO 5.C: Caso conirario, se §'Z<5'z volte ao PASSO 3. Sendo o algoritmo

termina e obtém como melhor ponto (z°,s7).

POSSIBILIDADE 2

PASSO 5.A: Encontre um ponto estacionario do PNL, obtendo 2 = &, 9,Ww")' e

s = (0,W",0)" .

PASSO 5.B: Sef=0, entdo (2,8) é solugdio viavel de PLDNP. Faca (z',s')= (z,5)e
L = ¢'z". Atualize o corte linsar Z = Z {ze K" c'z>L+ e}, onde ¢ >0. Se

Z + @ , volte a0 PASSO 5.A, sendo vai para o PASSO 6.
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PASSO 5.C: Se §'Z< 5'Z volte a0 PASSO 3. Senfio o algoritmo termina e obtém como

melhor ponto (z*,s).

Em ambas as possibilidades, redefinimos o passo 5.C, descrito na modificagdo
sugerida originalmente. Ao se encontrar um par (Z,§) tal que §'z<§'Z, volta-se a

executar o procedimento de equilibrio, na tentativa de encontrar um novo ponto viavel,
que ainda possa existir.

A diferenga entre as duas possibilidades encontra-se no passo 5B, apds se encontrar
o ponto viavel. Enquanto na possibilidade 1 reaplica-se o algoritmo de equilibrio, na
possibilidade 2 privilegia-se uma nova execugio do algoritmo para PNL.

Experimentos computacionais com os algoritmos que incorporam estas duas
alternativas também mostraram que o ponto estacionério encontrado pode nfio ser viavel
para o PLDNP, fazendo com que o algoritmo termine antes de encontrar uma g-solugéo
global. Mais ainda, a modificagdo do PASSO 5.C pode fazer o algoritmo global ciclar.
De fato, o novo ponto de equilibrio encontrado pode também nfo ser viavel, de modo
que o corte ndo seria atualizado e o PNL a resolver seria o mesmo. Neste caso,
finalizamos o algoritmo.

Na verdade estas duas possibilidades nfo se mostraram mais promissoras que a
modificagdo original. Por isso, apenas esta serd analisada mais detalhadamente na

proxima secgdo.
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4.4 Implementacdes

Nesta se¢fo o algoritmo global do capitulo 3 é comparado com algoritmo modificado,
obtido com a substitui¢io do outer approximation adaptado por um procedimento que
encontra pontos estacionarios de PNL. Especificamente, o novo algoritmo substitui o
PASSO 5 (ver seg@o 3.3) pelo PASSO 5 MODIFICADO (ver secéo 4.3).

Ressalta-se que todos os algoritmos apresentados na se¢fio 4.3 foram implementados
em C e executados em um microcomputador Pentum 1I/350 MHz.

O algoritmo global do capitulo 3 é o mesmo implementado por Campélo [13],
inclusive foi utilizado o mesmo codigo-fonte. O autor considerou um tempo limite de
900 segundos para resolver o problema.

Entre os diversos algoritmos que encontram pontos estacionarios de fungOes
diferenciaveis podemos citar os de Conn ef af. [25], Conn ef al. [24], Friedlander ef al.
[31], entre outros.

O algoritmo utilizado neste trabalho para encontrar os pontos estacionarios do PNL
encontra-se em Birgin ez. al [44]. E um algoritmo de gradientes projetados que resolve
problemas da forma;

min f(x)
sa. xeC

onde Cc R" é um conjunto fechado e convexo e f(x) tem derivadas parciais continuas
num conjunto aberto que contém C. Na verdade, em [44] sdo apresentados dois
algoritmos, o SPG1 e uma modificagdio, o SPG2. No artigo ¢ provado que estes dois

algoritmos sdo bem definidos e que realmente convergem para um ponto estacionario de
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f(x). Uma das grandes vantagens destes algoritmos é sua facil implementacio e boa
performance, quando comparados a outros algoritmos existentes, como o0 LANCELOT.

Em nossos testes usamos o SPG1. Os pardmetros utilizados foram os mesmos de
Birgin et. al [44, pag 10].

O ponto inicial considerado foi (z,¥%,w,v) = (0,0,0,0). Na definichio de PLN,
utilizou-se ¢ = 0.13, isto é, 10 vezes maior que aquele utilizado em Campélo [13].
Assim comeo em [44], consideramos um maximo de 50000 iteragdes. Excedido este
limite, considera-se que nfo foi possivel resolver o problema.

As comparagdes foram feitas utilizando todos os problemas descritos em Campélo e
Scheimberg [15], que, alids, sdo oriundos do gerador de problemas de Vicenie e
Calamai [53].

As duas tabelas abaixo apresentam os resultados computacionais obtidos para 60
problemas. Na descri¢do das colunas, usamos n, e n, como o nimero de varidveis do
lider e seguidor respectivamente, m como o niimero de restrigdes do segundo nivel e
n, = n,+n, como o total de variaveis do PLDNP. Chamou-se de PCLG a coluna
relativa aos tempos (em segundos) gastos pelo algoritmo que incorpora o SPGl. A
coluna OUTER descreve os tempos (em segundos) do algoritmo original.

Para cada nimero de varidveis, tém-se trés problemas, que apresentam numero de
restrigdes diferentes. Por exemplo, para n, = 50 e n, = 12, tem-se um problema com
m=15, outro com m=17 e outro com m=19,

As entradas das tabelas marcadas com (-) correspondem a problemas em que se

excedeu o numero de iteragdes (para PCLG) ou o limite de tempo (para OUTER). Os
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valores marcados com (*) identificam casos onde o algoritmo parou antes de obter uma

solugdo Otima.

Iy, n, m PCLG | OUTER
50 12 15 14.10 0.06
17 61.95% 0.11
19 - 0.49
50 38 15 - 1.92
17 149.34* 9.39
19 23.28 6.86
60 15 18 - 0.33
20 167.14* 0.39
22 - 0.82
60 45 18 204.16 4.72
20 141.92% | 24.94
22 - 68.93
70 17 20 - 0.11
22 - 0.39
24 - 1.31
70 53 20 - <0.01
22 115.46% 7.20
24 - 86.34
80 20 23 154.56 0.11
25 256.56* 0.81
27 - 242
80 80 23 38.72 23.35
25 254.52% | 15.05
27 - 46.19
90 22 25 40.76 0.66
27 197.40* 2.31
29 141.16* 4.18
90 68 25 316.21 47.67
27 42.90% 11.26
29 124.24 94.96

Tabela 4.1. Resultados computacionais para problemas esparsos.
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Ry, n, m PCLG | OUTER

50 12 15 <0.01 <0.01
17 - 0.6
19 - 0.11

50 38 15 - 2.74
17 - 2.42
19 - 417

60 15 18 <0.01 <0.01

20 <0.01 <0.01
22 <0.01 <0.01

60 45 18 - 0.11
20 - 263.42
22 - 340.98
70 17 20 0.17 <0.01
22 0.05 <0.01
24 <0.01 0.080
70 53 20 - 0.77
22 95.51 -
24 - -
80 20 23 <0.01 <0.01
25 0.05 <0.01
27 - 0.99
80 80 23 - 0.65
25 512.62% | 57.29
27 - 38.89
90 22 25 <0.01 <0.01

27 170.38 | 23.78
29 <0.01 <0.01

90 68 25 - 48.72
27 171.91% | 67.12
29 - -

Tabela 4.2: Resultados computacionais para problemas densos.
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Na tabela 4.1, relativa a 30 problemas esparsos, observa-se que o algoritmo
modificado encontrou o 6timo global para 8 instdncias, parou com uma solugéo viavel
ndo otima em 10 casos e excedeu o limite de iteragGes nos 12 problemas restantes. Em
todos os casos demandou tempo superior ao gasto pelo algoritmo original, que obteve a
solugdo global de todos os problemas.

Na tabela 4.2, referente a 30 problemas densos, tem-se que o algoritmo modificado
resolveu exatamente 12 instincias, parou com uma solugfo viavel ndo 6tima em 3 casos
e excedeu o numero de iteracdes 15 vezes. Nos problemas onde o 6timo global foi
encontrado, o tempo computacional gasto foi compativel com o algoritmo original.
Note-se ainda que este ultimo algoritmo também nfo conseguiu resolver 3 dos

problemas dentro de 900s.
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onclusoes

O principal objetivo deste trabalho foi introduzir uma modificagdo no algoritmo
global apresentado por Campélo [13] para resolver o PLDNP. Substitui-se o método de
outer approximation adapiado por um algoritmo que encontra um ponto estacionario de
um problema nfo linear, PNL, associado a um problema de complementaridade linear
generalizada, PCLG.

Aplicou-se o méiodo modificado de maneira heuristica, pois em geral ndo ¢
verificada a condi¢do dada em Fernandes ez o/ [28] o qual garante que todo ponto
estacionario do PNL resolve o PCLG, isto ¢, ¢ um ponto viavel do problema de dois
niveis.

A partir da anélise dos casos em que a condigio RS ¢ verificada para o PLDNP
chega-se aos seguintes resultados:

1. Quando a fungdo objetivo do lider nfo depende da varidvel do seguidor,
verifica-se a condicio RS. Entretanto, nesta situagdo o problema PLDNP se
reduz a um problema linear, que corresponde ao problema relaxado.

2. Para todo PLDNP, a projecdo do conjunto vidvel do problema sobre o espago
das variaveis do lider é sempre um conjunto convexo.

Observou-se que nos casos em que o algoritmo modificado funciona

satisfatoriamente, os tempos obtidos sdo da mesma ordem que a do algoritmo original.
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Através dos experimentos computacionais pode-se em principio inferir a importancia

da condic¢do RS.
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