
Adriana Bandeira Moraes 

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇÃO DOS 
PROGRAMAS DE PÓS-GRADUAÇÃO DE ENGENHARIA DA 
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS 
REQUISITOS NECESSÁRIOS PARA A OBTENÇÃO DO GRAU DE 
MESTRE EM CIÊNCIAS EM ENGENHARIA DE SISTEMAS E 
COMPUTAÇÃO 

Aprovada por: 

t 

.L Pro fa. Suiam-~ cheiinb'erg de Malder, D. Sc 

~ h f a .  Maria Helena Cautiei/o Jardim, D. S c. 
c/ 

RIO DE JANEIRO, RJ - BRAZ 

RO DE 2001 



m A  

Um Estudo Comparativo entre Algoritmos de 

rogramação Linear em Dois Níveis [Rio de 

Janeiro] 200 1 

, 90 p. 29,4 cm (C , M.L>c., 

Engenharia de Sistemas e Computação, 2001) 

Tese - &versidade Federal do 

rogramação Linear em Dois Níveis 

roblemas de Complementaridade Li 

Generalizada. 

II. Título (skrie) 



A minha querida mãe, 
Camzenz Bandeira 



radeço aos meus queridos pais, que sempre me motivaram para che 

deste trabalho. 

Aos meus orientadores e amigos, Susana Scheimberg e Manoel Campelo, pela 

compreensão e carinho. 

A todos OS meus arnigos, principalmente, artins pelos "tra icionais akno&os 

de quarta". 

A todos da COPPEI ES. 



esumo da Tese apresentada a C 8  como parte dos requisitos necessários 

para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M. Sc) 

andeira Moraes 

rientadores: Susana Schehberg de 

ezerra Campêlo Neto 

rograrna: Engenharia de Sistemas e Computação 

near de Dois Níveis é o principal assunto deste trabalho. Na 

primeira parte são apresentadas características e propriedades deste problema e um 

algoritmo para encontrar uma solução global. Este algoritmo utiliza pontos de equilíbrio 

e um procedimento chamado de outer npp~oxzmation ndaptado. Este procedimento foi 

substituído por um a1 oritmo que resolve um problema de programação não-linear, 

oriundo de um Problema de Complementaridade Linear Generalizado. São realizados 

experimentos comptacionais e comparações entre os algoritinos. 
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A formulação de dois níveis corresponde a um modelo de otinlização matemática, que 

envolve dois problenias, dispostos numa estrutura hierárquica. É adequado para 

descrever problemas onde as decisões do segundo nível (seguidor) dependem das agões 

do primeiro nível (líder). Este trabalho trata do caso linear deste problema. 

Inicialmente, apresentamos o problema de prograniação de dois níveis e algumas de 

suas propriedades. Depois estudamos mais especiiticamente o problema sem restrigão 

no primeiro nível. A partir daí, entraremos no nosso principal assunto, que é otirnização 

global. Um algoritmo global é apresentado, propostas de modificagões são sugeridas e 

experimentos coinputacionais são realizados. 

O capítulo 1 apresenta defíções, notaqões e propriedades da progranlag80 de dois 

níveis. Em especial, o caso linear é tratado no capítulo 2. Também é apresentado neste 

capítulo a idéia de ponto de equilíbrio e sua relação com as soluções locais do iiosso 

problenia. Unl algoritrno que encontra um ponto de equilíbrio e faz parte do algoritmo 

global também aparece neste capítulo. 

O capítulo 3 trata do problema sem restrigões no primeiro nível (PLDNP) e 

caracteriza os casos de inviabilidade, ilimita~ão e existência de solugão global. As 

solugões locais deste problema são caracterizadas através do conceito de equilíbrio. É 

apresentado o algoritmo global, proposto em Canapêlo 119, capítulo 41, que combina os 

algoritmos de ponto de equilíbrio e de outer apymxitnation adaptado. 
1 



Por fm, no capítulo 4 é dada nossa efetiva contribuiqão, onde analisaremos algumas 

niodificagões no algoritmo global. Para isso, é considerado o Problema de 

Complementaridade Linear Generalizada (PCLG), que permite descrever a região viável 

do PLDNP. O algoritmo de outer approxin2ation adaptado é substituído, por um 

procedimento para encontrar pontos estacionários de um problema de programagão não- 

linear relacionado ao PCLG, sugerido em Fernandes et. al [28]. Experimentos 

computacionais com os algoritmos são realizados e coinparados. 



Neste capítulo é apresentado o principal objeto de nosso estudo, o problema de 

programação linear de dois níveis. Uma abordagem geral da programação em dois 

niveis é apresentada na seção 1.1, sendo na sepgo 1.2 estudada sua relação com a teoria 

dos jogos de Stackelberg. Finalmente na seção 1.3 é introduzida a formulação geral do 

problema linear de dois níveis e na seçiio 1.4 silo ilustradas suas principais 

características. 

Nesta sepão é dada uma visão global da programação em dois níveis, que é um caso 

pqrticular da programação multi-nível. O problema de dois níveis corresponde a um 



problema de otimizagão hierárquica, onde as aq6es do segundo nível (seguidor) 

dependem das decisões do primeiro (líder). 

Seja o problema de dois níveis (PDN) definido por: 

(PDN nmx f&y) 
X.Y 

S. a: g, (x, y) l 0, y resolve 

max f2 (x, y) 
Y 

s.a: g,(x,y)l O 

(x,y) E Xx Y 

onde X E X E ~ " ' ,  ~ E Y ~ ! R " ~ ,  f l , f2:!Rn1x ! R n 2 +  !R, g 1 : 3 " ' x  ! R n z +  !RP e 

Neste problema tem-se que x, f, (x, y) e g, (x, y) são, respectivamente, a variável, 

h g ã o  objetivo e restriqão do líder. De maneira aiiáloga, y, f, (x,y) e g, (x,y) são a 

variável, função objetivo e restrição do seguidor, respectivamente. 

A formulagão original do problema de dois níveis foi feita por Bracken e M~Gill 

[I21 em 1973. O temo programagão em dois níveis foi utilizado pela primeira vez por 

Candler e Norton [20] em 1977. Nas décadas de O e 90, vários autores contribuíram 

com o estudo deste problema como Bard [4], Çandler [I 91, Benson [9], Savard [50], 

McCodck [45], Onal [47], Wlxte e Anandalhgam [55], Dantas [26], Amouz 

Moshhaziri [I], Campêlo [13], entre outros. Revisões bibliográficas sobre o tema 

encontram-se em Vicente e Calamai [52] e Wen e Hsu [54]. 

O PDN é um modelo matemático inspirado rio jogo líder/seguidor que usa a 

estratégia sugerida por Stackelberg em 1952. 



Nesta segão é apresentada a relação existente entre a programação em dois níveis e a 

teoria dos jogos de Stackelberg. Neste jogo, o controle das varihveis de decisão é 

dividido entre dois jogadores, o líder e o seguidor. Cada jogador procura mximizar sua 

hnqão objetivo e as decisões são tomadas seqiiencialmente sem que haja cooperação 

entre as partes. Considera-se que os jogadores conhecem as hngões e estratkgias um do 

outro. O jogo inicia-se com o líder escolhendo um vetor x E X na tentativa de 

maximizar sua h g ã o  objetivo. A estratégia escolhida pelo líder afeta. tanto a fiingão 

objetivo do seguidor como seu espaço de decisão. O seguidor observa a escolha do 

líder e reage selecionando um vetor y E Y ,  o qml maxwiiza sua fungão objetivo. 

Fazendo isso o seguidor, conseqüentemente, afeta o líder. 

O problema de Stackelberg - Problema Esthtico de Stackelberg (PES) - 6 

formulado como um problema de otimizagão de dois níveis, onde as decisões tomadas 

pelo líder e seguidor, correspondem aos problemas do primeiro e segundo nível, 

respectivamente. 

A formulagão do PES é a seguinte: 

s.a: g, (x, y) l 0, y resolve 

max iC, (x, y) 
Y 

s.a: g,(x,y)< O 

(x,y) E X x Y 



Observe que apesar de parecerem iguais, o PES e o PDN diferenciam-se na maneira 

como a fungão objetivo do líder fl é maxiniizada. No PES esta h g ã o  é inaximizada 

apenas em x, ou seja, as decisões do seguidor qtle possibilitam a satisfagão das 

restrigões do líder, são indiferentes para este. Isto não acontece no PDN, pois f, é 

niaximizada tanto em x quanto ein y. 

Ressalta-se que esta formulagão do problema de Stackelberg pode não estar bem 

definida. Isto pode acontece quando o problema do seguidor tem mais de uma solupiio, 

como ilustrado nos seguintes exemplos: 

(PES1) max fl(x,y) = - 2 x  - y, 
x€% 

s.a: x 2 0 , y  = ('yl,y2)resolve 

maz f&J)  = - 2 ~ 1  + 2 ~ 2  

A região viável do seguidor é não vazia para todo x E [0,6). O seguidor tem 

infinitas solugão quando x pertence a este intervalo. A seguir apresentaremos 

graficamente as regiões viáveis de P(x) e o correspondente conjunto de solugiies. 



F i p a  í 

A região viável de P(x) é representado na pelo politopo BCED em (a), para 

0 1 x 1  2, e pelo triângulo BCD em (b), para 2 <x16. As soluqões ótimas do problema 

do segundo nível encontram-se sobre o segmento de reta em negrito 

- y, t y, = 2 - x , para ambos os gráficos. Isto é, as soluqões de P(x) são dadas por: 

Dado que o seguidor tem infhitas soluções, ele pode escolher como resposta 

qualquer uma delas. Dependendo desta eleiqão, o ponto solut$io ou valor ótimo do líder 

podem mudar. Ilustra-se esta situação através da ardise de duas possíveis estratégias. 

A solução dada por P(x) é 

i (0, 2 - x), se 0 5  x 5  2 
Y(X) = O,(x),y,(x)) = 

(-2 + x ,  O),  se 2 5  x 5  6 



A funpão objetivo do líder resulta em 

f - 2 ~ ~  se O <  x < S  

e a solupão do líder é x" = O e f, (x*,y(x")) = O 

Neste caso a solu@o y(x) selecionada é 

y(x) = (yl(x),y2(x)) = (1 i 0.5x ,  3 - 0 . 5 ~ )  

resultando em 

Neste caso, a soluqão do líder é x" = O e f, (x", y(x")) = - 1. 

Postanto, para x* = O, a solupão ótima pode tanto ser fl (x",y(x*)) = O quanto 

9, (x" ,y(xU )) = - 1, dependendo se y (O) = (0,O) ou y (O) = (1,3) . 

: (Adaptado de Bard e Falk [SI) 

PEsa ma2 f l ( ~ J >  = - (2y, + 3 ~ 2 1 x 1  - (4Yl + Y 21x2 
XER 

s.a: x l + x 2 = 1  

x, 2 O, x2 2 O, y = @,,y2) resolve 

max ~ ( x , y >  = (x, + 3 x2)y: 4- (4xl + 2x2)y2  1 m2 

As solupões de P(x), para se satisfazer as restrigoes do líder, são dadas pelo conjunto 



onde O 5 x, 5 1. 

A h q ã o  objetivo é dada pelo conjunto 

A resoluqão gráfica deste problema é dada por 

Tem-se então que a melhor estratégia para o líder seria x'" (0.25,0.75), desde que 

o seguidor optasse por y" = (O, 1) , gerando f, (x" , y") = - 1.5 . Entrehiito, observe que 



o seguidor poderia escolher igualmente = (1,0), resultando em f1(x4',f) = -3.5.  

Neste caso, F = (1,O) seria melhor dado que a resposta do seguidor que é = (0,1) , 

gerando f, @,y) = - 3 . 

Como a formulapão do PES não esth bem definida, pode-se contornar o problema 

considerando duas possíveis abordagens. 

A prirneira assume que o seguidor coopera com o líder na maxirnizagão de f, (x,y) . 

Redefine-se, neste caso, o problema como: 

S. a: g, (x, y) I 0, y resolve 

max f2 6, y> 
Y a 

S. a: g2 (x, y) l O 

Observe-se que este problema PCC é equivalente ao PDN. 

A segunda abordagem considera urna estratégia conservadora, onde assume-se que o 

seguidor reage com o pior cenário para o líder. Neste caso, rede-fíne-se o problema PES 

como: 

S. a: g, (x, y) 5 0, y resolve 

S. a: g, (x, y) l O 

Quando a solugão ótima do problema do seguidor é única para cada x, o problema 

de Stackelberg pode ser formulado como: 



onde y(x) defíe a solução do problema do segundo nível, P(x). Neste caso, os três 

problemas PES, PDN e PSC são equivalentes. 

Como já dito na introdução deste capítulo, a Programação Linear de Dois Níveis é o 

principal assunto deste trabalho. Nesta seção é apresentada sua notapão e algumas de 

sms características básicas. 

No problema linear de dois níveis considera-se que todas as finpões e restrições do 

modelo PDN são lineares, ou seja, fl (x, y) , f2 (x, y) , gl (x,y) e g, (x,y) são lineares. 

Sua formulagão geral é dada por: 

(PLDN> max fl(x,y) = cix -t ciy 
X,Y 

(1.1) 

s.a: A,x + Bly I b, (1.2) 

x 2 O, y resolve (1.3) 

max f2 (x, y) = dty 
Y 

(1.4) 

s.a: A,x i- B2y I b, (1.5) 

y 2 O  (1.6) 

onde X, c1 E 8 "I, y, c,, d E 3 n2,  bl E 9 " ' I ,  b2 E 3 m Z ,  A, E % "'lxnl, B1 E 3 "'lxn2, 



O termo referente B variável x na funpão objetivo do seguidor em (1.4) foi ignorado, 

como em Bialas e Kaswan [10], Ben-Ayed e Blair [ 1, Gendreau et al. [3 31, Amouzegar 

e MoskÚrvaziri [l] e Campêlo [13], por ser um termo constante. 

Um dos primeiros autores a apresentar uma formulapão formal para o problema 

linear de dois níveis foi Candler e Norton [%O] que, posteriormente, foi melhorada por 

Fortuny-Amat e McCarl [29]. Entre os vários autores que tem estudado o PLDN 

podemos citar Bialas e Karwan [10], Savard [50], &a1 [47], Whíte e Anandalingam 

[55], Gendreau et al. [33], Amouzegas e Mos1iWazin [I], Campêlo [13], Campi2lo e 

Scheimberg [ 1 51. 

Uma dificuldade do problema PLDN é a sua não-convexidade, dado que a região 

viável pode ser um conjunto não-convexo. Devido a esta não-convexidade, o PLDN 

pode ter ótimos locais, como é ilustrado no exemplo 3. Uma técnica proposta em 

Vicente e Calamai [53] pennite gerar exemplos de problemas de dois níveis lineares 

com um número exponencial de mínirnos locais. 

Pode-se verificar também que o PLDN é NP-dificil, conforme demonstra Jeroslow 

[36] e Ben-Ayed e Blair [$I entre outros. Aliás, Vicente et al. [51] demonstram que a 

verificapão de otúnalidade local de um problema PLDN também é NP-difícil. 

A seguir definimos um problema convexo associado ao PLDN, o problema relaxado, 

ao qual nos referiremos com freqüência. 

O problema relaxado do PLDN é dado por: 



(PR) max fl(x,y> = cix + csy 
X,Y 

s.a: A,x 4- Bly I b,, 

A2x + B,-y 5 b, 

X >  O, y r  O 

Para o PLDN são estabelecidas as seguintes definigões e notapões: 

Conjunto viável relaxado: 

n =((X,Y) E w nl x -+ B ~ ~ C  b, , A,X -+ ~ , y i  b,, x >  O, y >  O) 

Conjunto solugão do PR: 

R .  = arpmax(c:x+c:y: (x,y) E Q )  

Conjunto viável do segundo nível em x: 

Conjunto solugão do segundo nível em x 2 O (ou Conjunto reagão do seguidor): 

Y(x)= argmax (dty : y E ~ ( x ) ]  

Conjunto viável da restriqão implícita do primeiro ~Gvel em x > O : 

i Conjunto viável do PLDN (ou conjunto de reações racionais ou região induzida): 

Conjunto solugão do PLDN: 

, = arg max(cix + ciy : (x, y) E 9 ) 

Uma importante particularidade do conjunto a>, é que ele pode ser não-convexo. 

Observe-se que y E Y (x) é a restrição implícita do PLDN. Com efeito, Q E Y (x) 



equivale a dizer que y resolve o problema do seguidor. Esta restriqão implícita é a 

diferença que existe entre um problema de programa@io linear clássico e o problema 

linear de dois níveis. No próximo exemplo 3, ilustram-se as características jB citadas de 

um PLDN: não convexidade da região viável @ , existência de soluções locais e não- 

convexidade do conjunto de soluqões ótimas @ ,  . 

Considere-se o seguinte problema Pl, que é a adaptação de um problema que 

aparece em Bialas e Karwan [ 1 O]. 



Os segmentos de retas AE e DEI em negrito e o ret,i.n&ulo preto B D C  na 

representam o conjunto viável de P 1, 

que é não-convexo. Esta não-convexidade proporciona o aparecimento de solugões 

locais. Com efeito, tem-se um conjunto de solupões locais que corresponde ao 

reangulo de vértices ABCD, eliminando os vérlices A e 19. O conjunto de solugões 

globais também é não convexo, 0 , = , onde E = (O,l,O) e H = (2,1,0). 

Outras situapões envolvendo as regiões viáveis do PLDN e PR são estudadas na 

próxima subseqão. 



DN 

Os problemas PLDN e PR podem ser reescritos de uma íaileira mais simplifica&: 

(PLDN) max fl(x,y) = cix -I- cky (PR) max f,(x,y) = c:x -f- ciy 
X,Y XJ 

s.a: ( x , y ) ~ a )  = Q n Y s.a: (x,y) E 0 

As relapões existentes entre os problemas PLDN e PR é o principal assunto desta 

subseqão. 

Lembremos, inicialmente, que a notagão V(P) correspondente ao valor ótimo do 

problema (P) pode ser estendida, definindo-se V(P) = -co quando o problema (P) é 

inconsistente e V(P) = + co se o problema (P) 6 ilimitado. 

O primeiro resultado, jh conhecido, é conseqüência imediata do fato de @ Q . 

: Dados os problemas PLDN e PR tem-se: 

(a) Se PLDN e PR têm soluções ótimas, então o valor btimo do problema relaxado, 

é um limitate superior do valor ótimo do problema linear de dois niveis, isto é, 

V(PLDN) )r V(PR). 

(3) Se PLDN é ilimitado, eíttão PR tcnnbém é ilim8tado. 

(c) Se PR é inconsistente, eíttão PLDN também 4 inconsistente. 

A caracterizapão da igualdade dos valores ótimos de ambos os problemas aparece na 

próxima propriedade: 



: As seguintes a$mações são equivaie~tes: 

(i) - w < V(PLDN) = V(PR) < -I- 

(ii) @.n n.+ra 

(iii) 0 + @, 0 -  

Prova: 

fi) 3 (ii) 

Por hipótese, - w V(PLDN) = V(PR) < +a, , O cque significa que existe um ponto 

(K, R €0. C: @ talque 

fl(X,3T) = V(PLDN) = V@%) w7 

Sabendo que @ c Q , deduz-se que @,B E @ c C2 . Logo, por (1.9) conclui-se que 

@,y) E S2 e, por conseguinte, que @,O Q , + 0 . 

fily 3 (iily 

Considere @,i) E @ e r) Q * .  Entiío (Z,TJ E E ,, ou seja, E % # RI . Falta provar que 

@*, G Q * , .  

Seja (x, y) E @ , . Então f (x, y) = fl 6, Y) = VVR) . Como @ , fD 5 i2 , resulta 

que (x,y) é ótimo para o problema PR. Logo (x, y) E 9 , , isto é, @ _ E Q , . 

(iii) 3 fi) 

Por hipótese, 0 ;t 0 ,  E: Q . . Entiío existe (Z,B E @ ,, c: Q , . Dado que (Z,-) E a,, 

tem-se que f,(%,Y) = V(PLDN) . Como @,Y) E Q deve ser f, (X,n = V(FR) e, 

portanto, resulta V(PLDN) = V(PR) . 

a 



É interessante ressaltar que todas as relações acima também são válidas para o 

problema de dois níveis não necessariamente linear. 

Existe outra. relação entre PLDN e PR que deve ser observada. Com efeito, da 

definição de conjunto viável do PLDN, resulta que @ está contido no conjunto viável da 

restrição implícita, @ E l4' . A igualdade acontece, por exemplo, quando o PLDN não 

tem restrigões lineares no primeiro nível, o que é ilustrado no exemplo P2. 

A seguir consideram-se e ilustram-se possíveis relagões entre o PLDN e o PR: 

(P2) max f, (x, y) = 3 y 
X.Y 

S. a: x 2 0, y  resolve 

max f,(x,y> = - 4 y  
Y 

s.a: x + y 2 2  

y 2  1 

Para este problema resulta: 



Conjunto viável relaxado: 

R = ( ( X , ~ ) E % ~ :  x -I- y i  2 ,  y i 1, X >  O] 

Conjunto viável do segundo nível para cada x 2 O : 

~ E W  : y > 2 - x , y i l }  

isto é, 

[2 - x, ao), se O <  x <  1 

se x2 1 

Conjunto solução do segundo nível: 

Para cada x 2 O deve-se ter Y (x) = arg inax {- 4 y : y E R (x)) , logo 

, x se o 5  x ,  I 
Y (x) = 

se x 2  1 

Conjunto viável da restrição implícita do primeiro nível: 

Como para x a O ,  'I! = ((x, y) : y E 'I' (x)] , conclui-se que 

Y = ((x, 2 - x),  se o <  x l  1) u ((x,l), se x i  1) 

Conjunto viável do PLDN: 

Sabendo que O = ( (x ,~ )  E 8 : y E 'i' (x)} , tem-se 

Observe que este conjunto é não vazio, não convexo e está contido no conjunto 

viável relaxado, O c Q , sendo @ representado na pelas linhas em negnto. 

Conjunto solugão do PLDN : 

Corno 0. = arg rnax (3y : (x, y) E 0) , obtem-se que 0 * = ((0~2)) . 

O problema relaxado associado ao P2 é: 
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em> I-nax fi  (x, y> = 3 y 
YY 

s.a: (x,y) E EQ 

selido sua solugão dada por 

n. = argrnax ( 3 y :  ( x Y y ) ~ n f  

Como, a fungão do líder f, (x,y) = 3 y é ilimitada superio~mente sobre Q , resulta 

8, = RI.  Isto6, a,$ RI e Q *  = RI.  

a 

Esta situagão aparece quando se substitui a fungão objetivo do líder no exemplo P2 

por f, (x, y) = - 4 x - y e acrescenta-se a restrigão linear - x -k y 2 2 no primeiro 

observa-se que apesar do problema relaxado e do segundo nível 

terem soluqões, E Q ,  = ((0~3)) ,Y # 0 , o conjunto solugão do PLDN é vazio, 

os,= RI. 



Para ilustrar este caso, basta mudar a função objetivo da s ihgão  anterior para 

f, (x, y) = 4 x + y . Logo, o problema do seguidor continua tendo solução, Y + 0 , e 

o conjunto solução do PLDN continua sendo vazio, @,, = 0 , entretanto agora o 

problema relaxado é ilimitado, C2 , = 0 . 

Para este caso, que é o mais interessante, considere que existe uma restrição linear no 

primeiro nível de P2, y 1 4 .  Como pode ser visto na , esta nova restriçao 

limita superiormente a região viável do problema relaxado. O valor ótimo é alcançado 

em qualquer ponto do segmento ( ( ~ ~ 4 )  : x 2 O). No entanto, a solução ótima do PLDN 

ocorre no ponto (0,2). Logo, o PLDN e o problema relaxado têm conjunto de solugões 

ótimas distintos. 



Esta situagão aparece se a fuilção objetivo do líder em P2 for fl (x, y) = - 3 x . 

Neste caso, o conjunto solução do PLDN, @, = ((0,2)), está contido no conjunto 

solução do problema relaxado, i2 . = ( ( o ,~ )  : y ;: 2) . 

Para exemplifícar este caso, considere que a fuilgão objetivo do líder em P2 seja 

igual a da situagão (2), isto é, fl (x, y) = - 4 x - y , e que seja acrescentada a restrição 

- x + y 2 1 no primeiro nível. A soluqão deste exemplo para o PLDN e o problema 

relaxado é o ponto (0,2) . Logo, i2 ,, = @ ,, # 8 , como pode ser observado na 

Esta situaç$lo aparece no seguinte exemplo: 



(P3) max f,(x,y) = - 4 x -I- y 
X,Y 

x 2 O, y resolve 

max f, (x, y) = 3 y 
Y 

Observe na figura acima, que este problema tem o conjunto vi6vel do problema 

relaxado e do PLDN vazios, Q = 0 e @ = 0 . Entretanto, o conjunto viável da 

restrição implícita do segundo nivel é 'i' = ((x, 2 - x) : se O l x 2)  t C3 . 

Considere para esta sitililção que a £unção objetivo do líder em P2 é f, (x,y) = 3 x . 

Obtém-se então que tanto o PLDN quanto o problema relaxado são ilimitados, isto é, 

Q ,  = a),, = 0. 



Este último caso é ilustrado modificando-se a primeira restrigão do seguidor em P2 

para x 4- y I 0.5. A representagão gráfica deste problema é a seguinte: 

Neste caso resulta Q = Y = Q = 0 . 

Consideraremos, neste trabalho, que o problema PLDN é trivial quando 0 = á2 , 

pois, neste caso, o problema PLDN coincide com o problema relaxado comspondente a 

um problema de programa@io linear. Portanto, assumiremos que o PLDN é não trivial. 

Nesta segão serão apresentadas as principais características do PLDN. 

A primeira propriedade relaciona o conjunto C0 às faces do poliedro Q . Antes, 

lembremos que uma face de um conjunto convexo Q é um subconjunto convexo Q ' de 

Q , tal que se x, y E !2 e (I- p) x+P y E Q f  para algum P E (0,1), então x, y~ Q ' .  

Rockafellar [49, pág 1621 



: O conjunto viável do PLDN @ é a unido de faces do conjunto viável 

relaxado Q . 

Esta resultado aparece em Gallo e UlkLicfi [32] e Benson [9] no caso em qrie não 

existem restrigões no primeiro nível ou estas só dependem da variável x. Para o caso 

mais geral, Campêlo [13, teorema 1.2.11 prova que esta propriedade ainda continua 

sendo valida. 

Observemos que, embora o conjunto viável do PLDN seja urna união de faces, não 

significa que ele seja convexo, como foi visto no exemplo P1. 

Como consequhcia da propriedade acima, tem-se que todo vértice de 0 é vértice de 

C2 . Com efeito, um vértice de um conjunto é uma face dele. 

Uma importante propriedade da programagão linear clhssica, e que também é válida 

para o problema linear de dois níveis é a seguinte: 

: Se o problema PLDN tem soluçdo, então pelo menos umta delas é 

atiagida em um vértice do conjunto viável relaxado Q , que linmbém é um vértice de Qi . 

Este resultado foi primeiramente estabelecido por Candler e Townsley 1211 para 

problemas lineares de dois níveis sem restrigões no líder, assumindo que a reaqão do 

seguidor é única para cada x fixo do líder. Depois, Savard 1501 e Campêlo [13, 

Corol6rio 1.221 provaram que este resultado continua sendo válido para o PLDN. 

A seguir considera-se um conceito mais fiaco que o de convexidade, o de 

conexidade, que é verificado nos problemas de dois níveis sem restrigões lineares no 

primeiro nível. 



: Um conjunto F é conexo, quando este não pode ser escrito como a 

união de dois conjuntos abertos F' + 0 e F" + 0 , onde 

- 
F'nFt' = 0 e F'nF" = 0 

e F indica o fecho de F . 

Re$ Renson[9] 

Uma idéia geométrica de conexidade é que se o conjunto F é conexo, então sempre 

existe um "caminho contínuo" em F entre qualquer par de pontos pertencentes a este 

conjunto. 

Um problema linear de dois níveis pode não ser conexo quando tem reslsipões 

lineares no primeiro nível, como visto no exemplo P4. A seguir mostra-se quando é 

possível garantir a conexidade da região viável. 

: Se em um problema de programação linear de dois níveis as 

restrições lineares do líder não dependem das variáveis associadas ao problema do 

seguidor, então o conjunto viável 0 do PLDN é conexo. 

Re$ Bemon[9] 

Esta propriedade é ilustrada pelos exemplos P4 e PS. 



s.a: x - y <  O 

0 1 x 1 5, y resolve 

max f,(x,y) = - 4 y  
Y 

S. a: O 5 x 1 5, y resolve 

rJlax f&y) = - 4y  
Y 

s.a: x + y 2 3  

2 x - y l 4  

x - y l  o 

y r  O 

Tem-se a representapão gráfica de P4 e P5 na e 

respectivamente, 

Observe que, enquanto na pode-se formar uma l h a  continua de pontos de 

cf, entre qualquer par de pontos de @ , na isto não acontece, já que Q, é 

formado pelos segmentos em negrito, que são separados. Portanto, em P4, rf, é não 

çonexo e, em P5, @ 6 conexo. 





As duas últimas propriedades desta seção tratam das modificações que podem 

ocorrer no conjunto viável do PLDN, quando algumas restrições lineares do líder 

passam a ser consideradas no seguidor. 

: Sejam cp e cp ' dois conjuntos dejnicJos como: 

então cp c v ' ,  sendo que cp = cp '  se B, = O .  

Re$ Savard [5O] e CmpêZo [13, teorema 1.2.61 

Como conseqüência imediata desta propriedade tem-se o seguinte resultado 

considerado em Campêlo [ 1 3, corolário 1.2.41. 

: Se as restrições lineares do primeiro nivel no PLDN só envolvem a 

variável x, então o PLDN é equivalente a ztm problema lz~ear de dois niveis sem 

restrições lineares no líder, obtido pela trmsferê~zcia destas restrições para o seguidor. 



A teoria relacionada ao Problema Linear de Dois Níveis é abordada neste capitulo. 

Na sepão 2.1 são estabelecidas as principais condiqões de otimalidade global e na sepão 

2.2 de otimalidade local. Nesta última sepão é introduzido o conceito de ponto de 

equilíbrio e seu algoritmo que, posteriormente, será considerado no algoritmo global. 

Nesta seção são caracterizadas as situapões de existencia e inexist2ncia de soluções 

globais de um PLDN, por meio de dois problemas auxiliares. Estes problemas são 

introduzidos na subsepão 2.1.1, sendo que na subsepão S. 1.2 são estudadas condipões de 

otimalidade global de um PLDN. Por último, em 2.1.3, ilustram-se possíveis relagões 

entre os problemas auxiliares. 

3 O 



Comentou-se anteriormente que o PLDN é um problema dificil de ser resolvido, já que 

seu conjunto viável pode ser não-convexo, proporcionando assim o aparecimento de 

diversos ótimos locais. Na tentativa de encontrar métodos e algoritmos qLje resolvem 

este tipo de problema, diversos niodelos matemáticos alternativos ao PLDN são 

propostos na literatura como em Bard [3], Bialas e Karwan [10], Júdice e Faustko [37], 

&ia1 [47], While e Anandalingam 1551, Amouzegar e Mosliirvazirí [I], Campêlo [ 131 e 

Canipêlo e Sclieimberg [ 1 51. 

Nesta subseção serão apresentados o problema auxiliar (F) , seu problema penalizado 

- 
P(M) , a conexão entre estes dois problemas e sua relaçao com o PLDN. 

O problema auxiliar (F) obtém-se a partir do PLDN, substituindo o problema do 

seguidor por suas condições de otimalidade de I<aush Kth-T~~cker  (3CKT): 

@) max f,(x,y) = c ; x + < y  
x,y, wP , wD ," 

s.a: Alx "r B,y I bl 

A2x Jr B2y + wP = b2 

x 2 0 , y 2 O , w P 2 0  

Báu - wD = d 

w D 2 0 ,  u 2 0  

UtWP = f W D  = 0 

onde u E !?I m2 é a varihvel dual, wP E m2 e wD E !H "' silo as variáveis de folgas 

primais e duais respectivamente. Este problema é globalmente equivalente ao PLDN 

segundo Audet et al. [2, proposiqão 3.31, no sentido de que as condições de KKT são 



necessárias e suficientes para o problema do se&i-1idor, ou seja, um ponto (x,y) é solução 

global do PLDN, se e somente se, ( x j ,  wP,wD ,u) é solilção global de (fi) para algum 

(wP,wD,u) e o problema PLDN é inviável (ou ilimitado), se e soniente se (p), é 

inviável (ou ilimitado). 

Infelizmente, devido as restrições não lineares (2.7) a região vihvel do problema 

auxiliar torna-se não-convexa e, conseqüentemente, continuei a dificuldade de se 

encontrar ótimos globais para o PLDN. Uma maneira de abordar este problema é 

introduzir essas restrigões na knqão objetivo do líder na forma de penalidade, 

transferindo assim a dificuldade da niío convexidade da região viável de (fi) para a 

função objetivo do líder. Esta idéia já foi utilizada antes por Bard [3], Júdice e Faustino 

[34] , Onal [47], %te e Anandalingam [55], Campelo [15] e Campêlo e Scheimberg 

~ 5 1 .  

A formulação para o segundo problema auxiliar, chamado de problema penalizado 

- 
P(M) , é dada por: 

Este é é problema de penalidade exata, onde M 2 O é o parâmetro de penalidade. 



Esta subseção começa apresentando forrnulaqões compactas para os problemas 

auxiliares dados na subseção anterior e os principais resultados sobre inviabilidade, 

ilimitapão e existência de soluções globais associadas aos problemas PLDN, (!?) e 

P o  . 

A notagão a ser utilizada em nosso estudo é, a seguinte: 

P = [ A , B , I , ] E W ~ ~ ~ " ,  D=[O -I,, B ~ ] E W I ' ~ ~ ~  

c t = ( c ~ , c ~ , O ) ~ ! J Z n 7  ~ ~ = ( x ~ , y ~ , ( w ~ ) ~ ) ~ % " e s ~ = ( O , ( ~ v ~ ) ~ , u ~ ) ~ % ~  

onde P e D são matrizes em blocos; ct, zt e st são vetores defúlidos em blocos; I, é Luna 

matriz identidade de ordem k; O é uma matriz nula de dimensão apropriada e 

n = n l  Cn, Cm,. 

Sejam também: 

Z = ( Z E W : : A , X  + B l y i b l , P z = b ,  e s = ( s E % : : ~ s = d J  

onde 2 é 0 conjunto vizivel relaxado do PLDN com a introdução das variáveis de 

folgas wP e S é o conjunto associado ao problema dml do seguidor imerso em !X " 

Sendo assim, pode-se escrever os problemas auxiliares (P) e P@Q de maneira 

compacta como: 

- 
@) max F(z,s) = ctz P o  max F,(z,s) = c tz  - M s t z  

s.a: Z E Z ,  S E S  s.a: ZES, S E S  

s tz=  O 

A primeira relaçilo entre os prohlenias (F) e kJvl) é a seguinte: 



: Se o problema (7) é vkível e o prohlema penalizado B w 0 )  tem 

soluçüo pma algum M o  2 0,  entüo existe M v  2 M ,  tal que: 

{a) Existe um vértice (2'" , s*) E Sx S ,  que satisfaz a i.eZqão dE co~n/3bmentaridade 

e cujos valores ótimos dos probbemas (í") e P w )  são iguais, para todo 

M 2 M* , isto é: 

(s*) 'z*=O e ~ f ~ ) ] = ~ [ ~ & r ) ] = ~ f z * , s * )  V M ~ M * '  

(bl Os problemas (7) e P w )  têm o mesmo conjunto (nãn vazio) de soluçbes 

globais para todo M > M * . 

Observe que a condiqão de que existe algum M 2 O,  tal que P(M,) tem solu@io, é 

mais eaca que do que pedir a existência de solugão do problema relaxado, que 

corresponde a hipótese com M = 0 .  

Esta ÚItirna propriedade é uma geiieralizagão imediata de Campêlo [ I  3, lema 3.2.11, e 

teni como conseqüência o seguinte resultado em termos do problema de dois níveis: 

.I: Assuma que o problema PLDN 6 viduel e o problema P w 0 )  tem 

soluçüo para algum hdo 2 O . Então z* E 2 é uma soluçüo global do problema PLDN 

se, e somente se, existe um ponto sY E S tal que {z* ,se) é soluç&o global de F w )  para 

todo M > M" , para algum M" 2 M,, . 

Re$ C m p ê b  f13, teorema 3.4.11 

Este teorema é ilustrado pelo próximo exemplo: 



S. a: 0 1 x 1 4, y resolve 

max f,(x,y) = - y  
Y 

s.a: 2 x  4- y2  3 

x - y l  o 

y >  2 

Os problemas auxiliares de P6 stio: 



max x -M(ulw: -~-u,w; +u3w; + Y W ; )  
x, y, wP, wD,u 

S. a: X 5 4 

- 2 x  - y + w; =..3 

x - Y  -I- w; = O  

- v + w; = - 2  

, W,, W, O x, Y, wp 

u, -1- u, -+- u, + wf = 1 

U,, U,, U,, wf 2 O 

Neste caso, tem-se que z = (x,y, w: ,w:, w;)', s = (0, wf ,u, ,u, ,u3)' , 



O problema P6 representado pela tem como solupão o ponto 

- - -P -P -P t - 
z = (X, y, w, , w, , w, ) - (4,4.,9,0,2) . As solugões globais de (p) e P@A) são os 

pontos 2 = (4,4,9,0,2)' e Z = (O,O,O,l,O)t, para todo M 2 0 ,  com 

FM(Z,s) = F(Z,T) = 4 = f,(x,Y). 

Observe que se em P6 eliminarmos a restriçgo linear do líder e substituirmos sua 

funplo objetivo por f, (x,y) = - x + y , o PR não tem solupão mas tem solupão 

para M > O .  

Primeiramente, lembremos que na última subsepiio, ilustrou-se o caso em que ((P e 

P(M) tein o mesmo conjunto (não vazio) de solugões globais para todo M 2 O. Podem 

ainda acontecer as seguintes siluapões: 

I .  (p) e P(M) são ilimitados para todo M > O .  

2. (p) e p@A) são inviáveis para todo M > O .  

3. (P) 6 inviável e P(M) é ilimitado pari todo M > O .  

4. (p) é inviável e P(M) tem solugão para todo M > O .  

5. (p) tem solupão e P(M) é ilimitado para todo M 2 O .  

Como exemplo da situagão I, considere o problema P6 substituindo a restrição 

x 1  4 por x 2  4,tem-se: 



sendo 

Z =  (z2 o :  x 2  4, - 2 x  - y + wp = - 3 ,  x - y + w; =o, - y + w: = - 2 )  

sendo que o conjunto S é o mesmo da situagão anterior, já que não houve m1.1dangas nas 

restrigões do problema do segundo nível. 

Os pontos Z = (O,O,O,l,O)t e z(a) = (4 +a,4 + a,9 + 3 a,0,2 -i- a ) t ,  para todo 

a 2 O são também viáveis para (P) , pois stz(a) = O para todo a 2 0 .  Por outro lado, 

como F, (z(a),3) = 4 t a para todo M 2 0, a 2 0 ,  resulta que 

F, (z(a),S) -+ t m , quando a -+ m . Conclui-se, entiio, que (P) e e(M) são 

ilimitados. 

Para ilustrar a situagão 2, troca-se a restrigão x I 4 de Pó por - x + y I - 4,  isto é: 



X X 

sendo 

Z= (z, o :  - x + y I  -4., - 2 x  - y + w; =-3,  x - y + w; =o, - y + w; =-2)  

Como = 0 , resulta que (P) e P o  são invíáveis. 

Exemplifica-se a situagão 3, mudando a restripão do líder em PG, x l 4 ,  por 

- x -i- y 2 4 ,  ou seja: 

Y 



sendo 

Z= (22  0 :  - x + yL4, - 2 x  - y + w: = - 3 ,  x - y + wf=O, - y + w) = - 2 )  

que B + 0 e @ = 0 . Além disso, não é possível enccmtrar 

um ponto (x, y) que satisfaça as restrições do primeiro e segundo nível 

simultaneamente, já que @ = B Y' = 0 . Conclui-se eniao que (F) é inviavel. 

- 
Entretanto, para o problema penalizado P o ,  obtém-se os pontos viaveis 

- 
s = (O,O,O,l,O)t E S e z(a)=(a,4 + a , l  1- 3 a,4, 2 + a)' E Z  para todo a 2 0 .  

Considerando-se que para cada M 2 O ,  F, (z(a ), 3)  = a - 4 M a + co , quando 

a + t ' ~ 3  , resulta que P@A) é ilimitado. 

Consegue-se a situação 4, modificando a funqgo objetivo do problema anterior por 

I;(x,y) = - y . Sendo assim, 2 e S continuam os mesmos, ou seja, (p) coiitinua 

iiiviávcl. Entretanto, o problema E>o tem como soluqão os pontos Z = (0,4,1,4,2)' e 

- 
s = (0,0,1,0,0)t,seiidoFM@,3) = - 4. - M,paratodo M 2  0.  

For f í ,  a situação 5 acontece, por exemplo, se no problema P6 substitui-se a 

restriqão x l 4 por - x + y 2 2.5 . Logo: 



sendo 

S =  (z2  0 :  - x + y L  2.5, - 2 x  - y + w: = - 3 ,  x - y + wi =O,  - y f w: = - 2  

Observe que o problema continua iliniitado para todo M 2 0, pois 2 contém o 

conjunto viável de P&t) da situapão (c), cuja sollupiio era ilimitada. Entretanto, o 

problema (F) não é mais inviável como pode ser visto na , onde a área em 

negrito representa sua região vitive1 @ . Além disso, o problema (F) tem solugão 

@,3),sendo Z = (1/6,8/3,0,5/2,2/3)t e Z = (O,O,l,O,O)t. 

Em todas estas situapões, pode-se substituir (fj) por PLDN, já que estes problemas 

são globalmente equivalentes. 



Nesta seção são estabelecidas as principais condiqões de otimalidade local de um 

PLDN. Para este f í ,  é introduzido na subseção 2.2.1 o conceito de ponto de equilíbrio 

e algumas de suas características. A segunda e última parte é a subseção 2.2.2, onde é 

apresentado o algoritmo de ponto de equilíbrio. 

A relapão existente entre as soluções locais de PLDW e (P) é estudada nesta subseqão, 

que é iniciada estabelecendo a seguinte relação de otinialidade local de um PLDN: 

.I: Um pmto 5 é uma sohqfio local (estr.ita) do problema PLDN se, e 

somente seJ ã é viável para o PLDN e (Z,s) é uma soluçdo local (estrita) clr, p~oblema 

(;p) para todo vértice s de S tal que siz = 0 .  

ReJ Cmpêlo [13, teorema 3.4.31 

Segue-se, agora, a definição de ponto de equilíbrio e ponto de equilíbrio estrito do 

problema penalizado do PLDN: 

: UPZ ponto @,SI E sx S é um e e Irao do problema 

penalizado P(íLf) se existe M 2 O tal que, para cada M 2 luJ ver$cca?r-se 

 ma^ FM(Z's) =FM@,F) = m a  FM(zJY) 
seS ZEZ 

o ~ d e  F' (zJ s) = c' r - M s'z . 

ReJ Cmpêlo [13, definiç fio 3.4.11 



: um ponto @,;r) E Zx S é UZ11 

p r o b k m a p e z a d o  7 ~ )  se é um ponto de equilibrio e existe M > a tu1 que 

(F) = argmuxF,@,s) e (3 = urg wzqj %@,;r) 
SES ZEZ 

onde é d d a  pela definição 2.2.1.1. 

Esta última defínipão é uma generalizapão daquela que aparece em Campêlo [13, 

definipão 3.3.31. 

A igualdade (2.8) deve ser satisfeita para todo M $M, o que significa que este 

equilíbrio tem de ser satisfeito por uma família de problemas bilineares paramétsicos 

- 
P(M) . Esta idéia de equilíbrio estende aquela usada pelo a1 

de Konno [42] para um problema bilinear. 

Uma importante propriedade do ponto de vista teórico e computacional de P(M) é 

dada abaixo. 

: Se @, F) é um ponto de equilibrio do problema penalizado P"&fl, entdo: 

Este resultado que aparece em Campêlo [13, lema 3.4.11 não garante que o ponto 

@,5) seja um ponto viável do problema (P), isto é, poderia ser 5'2 ; O , como 

ilustrado no seguinte exemplo. 



(P7) max f,(x, y) = - x 
X,Y 

s .a :  x + y  2 3  

x 2 O, y resolve 

max f, (x, y) = - y 
Y 

s.a: x - y C 0  

2 x  + y 2 2  

Y ~ O  

Neste exemplo tem-se que z = (x ,y ,w: ,~ ; )~ ,  s = ( o , ~ ~ , ~ , , ~ , ) ~ ,  

q ( z , s )  = - x - M(w:u, + w:u, + wfy), 'd (2,s) E z x  S 

Considere, entiio, os pontos Z = (0,3,3,1)t E 2, e 5 = (0,0,0,1)' E S, tal que 



FM (Z,s) = - M  para cada M E % 

Conlo : 

F,(Z,s) = - M  (3u, 1- u, -i- 3wy) = - M - 2 M (u, + wy) 5 -M, V s E S ,  

F~(z,s) = - x - M W ; S - M ,  V Z E T ; ,  

dadoque x + y 2  3 e - 2 x  - y + w: =-2,deveser w; 2 1. 

Concliii-se, então, que (2,:) é tnn ponto de equilíbrio estrito de F(M), mas nSto é 

LHII ponto viável do problema (F) , já que 2% = 1. 

Na seção 3.2.2 veremos que quando o PLDN niio tem restrições no primeiro nível, 

~ u n  ponto de equilíbrio é um ponto viável de (F) e, portanto, do PLDN. 

A seguinte equivalência entre mínimo local de (F) e ponto de equilíbrio é 

estabelecida sob a hipótese de viabilidade para (F) . 

: Seja @,S/) elm ponto viável do problema p) . As sepintes 

ajmações siXo equivalentes: 

(i) O ponto @, S/) é uma solelçüo local (estril~) de p) ; 

(ii) O ponto (2, sí) É um ponb de eguilibrio (&rito) do pr~blenza~e~~alizado Pm) . 

Este resultado é conseqüência das proposiqões dadas em Cainpslo [13, teorenias 3.4.4 

e 3.3.51. Observe que se um ponto de equilíbrio (estrito) verifica a restriqiio 

conlplementar de (p) , então este ponto é uma solução local (estrita) de @) . Estas 

idéias justamente migkam o algoritmo global considerado no capítulo 3. 



Dos teoremas considerados nesta seção, concluímos a seguinte relaqão entre os 

mínimos locais do PLDN e os pontos de equilíbrio. 

.I.& As seguintes aJinnações são  equivalente*^: 

) Z é uma solução local do PLDN, 

(ii) Z é viável para o PLDN e @,s) um ponto de equilíbrio do problema 

penalizado Pw) , para todo vértice s E S , tal que s ' ~  = 0. 

Uma extensão de Campêlo 113, corolário 3.3.21 para o PLDN, que é uma 

conseqü6ncia do resultado acima é: 

: Seja (Z, F) um ponto de equilibrio do problema penalizado Pfla , 

tal que F f  = O .  Se Z é um vértice de S tal que para todo vértice s E S actjucente a 

Z verijica-se 2's > O ,  então 2 é uma solu~ão local do proble~P2aPLDN. 

Por fm, adaptando a propriedade de Campêlo [ l  3, teorema 3.3.61 para o PLDN, 

obtém-se uma caracterização das suas soluqões locais estritas: 

: As seguintes afirmações sGo equivalentes: 

(i) é uma solução local estrita do PLDN, s e ~ d o  2 a solução duccl comespondente 

do seguidor; 

(ii) Z é viável para o PLDN e (Z, F) é uma soluçGo bcal estrita de p) ; 

(iiQ (Z, F) é viável para p) e é um ponto de equilíbrio esirifo de P"@) . 



Neste subsegão introduziremos o algoritmo desenvolvido por Cailipêlo e Sclieiinberg 

[15], para encontrar um ponto de equilíbrio do problema penalizado P(M) ou concluir 

que P(M) é ilimitado. Este algoritmo termina em um número fuiito de iteragões. 

A seguir lembramos as fungões envolvidas na nogão de ponto de equilíbrio e fazemos 

algumas consideragões eni relagão a elas. 

Seja (E,;) E 2, x S tem-se os seguintes problemas, para todo M 2 0 : 

- 
PW:S) inax F,,(z,S) = ctz - MStz 

- 
P(M:?) max FM(2,s) = stZ - ~ 2 %  

s.a: s E S  

O ponto soluqão de P(M:2) independe do parilmetro M, pois o termo c'? é uma 

constante. Sendo assim, este problema pode ser resolvido pelo método simplex 

clássico. Além disso, P(M: 2) não pode ser ilimitado, já que ctZ - M 2's I &, t/ s E S ; 

pois Z'S 2 O para todo s E S .  Portanto P(M: 2) sempre tem solugão. 

No problema P(M:d) pode-se considerar o valor de M implicitamente como um 

valor dominante, tal como no método simplex Big-M (ver Bazaraa et al. [38, segão 

4.31). Observe que diferentemente de P(M: 2) , o problema P(M: i) pode ser ilimitado. 

Neste caso, P(MJ é também ilimitado, pois v@(M:S)) I v@(M)), 'd M 2 0 .  



A seguir é dado o algoritmo para encontrar um ponto de equilíbrio de P o ,  a partir 

de um ponto sO E S , dado em Lampêlo [13, sepão 4.11. Um algoritmo parecido com este 

pode ser feito partindo-se do ponto zO E 2 .  

: Resolva P(M: si) pelo método simplex Big-M. Encontre uma solução zi ou 

verifique que o problema P(M:si) é ilimitado, concluindo que é ilimitado para 

todo M r O .  

: Resolva F(M: zi) , obtendo uma solupiio si+' . Se FM (zi, si) = F, (zi , si+') , 

PARE, pois (zi ,si) é um ponto de equilíbrio de p@Q . 

: Resolva P(M: si'") pelo método simplex Bis-M. Se o problema P(M: si+') 

for ilimitado, conclua que &M) é ilimitado para todo M t O.  Senão, encontre uma 

solução zi+' . Se FM (zi , si+') = F, (zi" , si+') , PARE, (zi , si+') é um ponto de equilíbrio 

de í%j@ . Senão, fapa i = i+l e volte ao PASSO 2. 

Por exemplo, suponha que se deseje encontrar um ponto de equilíbrio do exemplo 7. 

Então: 

p(M:3) max FM(z,3) = - x - M(wyíi, + w;G, + GFy) 

s .a:  Z E Z  



F@~:z) max FM(2,s) = - X - M(Wlul + W;u, -i- wyf) 
s .a :  s c S  

e o algoritmo que encontra um ponto de equilíbrio do problema relaxadoP(M) de P7, 

D considerando como ponto de partida s0 = (O, w, , u, , u,)' = (0,1,0,0)', é o seguinte: 

O 8 :  Seja Z x S # 0 , s0 = (0,1,0,0)' e i = 0. 

: Resolvendo o problema max - x - ~ y  / ( x , y , w ~ , ~ ~ ) '  E Z )  pelo método 

simplex Big-M, obtém-se como solugão zO = (1.5,l .5,0,2.5) ' , para todo M>1. 

: Resolvendo o problema equivalente a (max- l .5-~(1 .5wp+2.5u, ) l  

( O , W ~ , U ~ , U , ) ~  E s}, min(stzo : s E S] = min(l.5 wp + 2 . 5 ~ ~ 1  ( O , w ~ , ~ , , u , ) ~  E S) , 

encontra-se a solução s1 = (0,0,1,0)'. Conclui-se, enao, que FM (zO,sO) ;t FM (zO ,sl), 

pois FM(zO,sO) = - 1.5 - 1.5 M e FM(zO,sl) = - 1.5. 

: Calcula-se a solução de max( - x - M w: / (x, y, W: , w;) E z), obtendo-se 

z1 = (1 .5,l.5,OY2.5)' , para todo M > 0.5, como soluç~o de P(M: sl) . Deduz-se que 

(zO,sl) éumpontodeequilíbriode T>(MJ,jáque &(zO,sl) = FM(zl,sl) = - 1.5. 

Neste caso o ponto (zO, sl) é viável para @) . Entretanto, se tivéssemos escolhido 

como ponto inicial s0 = (0,0,0,1)', teríamos chegado ao ponto de equilíbrio (zO ,sO),  

com zO = (0,3,3,1)' que, como já considerado no exemplc 7, não é viável para o 

problema @) . 



Observe que os problemas P(M:si) e P(M:zi) não podem ser inviáveis, uma vez 

que Z x S # 0 . Esta possibilidade será considera no algoritmo global da seção 3.3, do 

qml este algoritmo faz parte. 

A convergência do algoritmo de ponto de equilíbrio é garantida pelos seguintes 

resultados : 

: O algoritmo de ponto de equilibrio pdra em um número m i t o  de 

i terações. 

R e j  Campêlo [13, proposição 4.1.31 

: O algoritmo de po~zto de equilíbrio encontra e m  p o ~ f o  de 

equilibrio de Pw) ou verijica que o problema penalizado é iliinitado para todo 

M 2  0 .  

R e j  Campêlo (13, proposição 4.1.41 

Lembremos que se P(MJ é ilimitado para todo M 2 O ,  pode acontecer do PLDN (ou 

(p) ) não ser ilimitado, como se viu na seção 2.1. 

Quando o PLDN não teni restrições lineares no primeiro nível, resulta que se P O  é 

ilimitado para todo M 2 0, então o PLDN (ou (p)) também é ilimitado, conforme a 

seção 3.2.1. 



Neste capítulo é examinado o problema linear de dois níveis sem restrigões lineares 

no líder (PLDNP) e as suas propriedades específicas. Na segão 3.1 forrnda-se o 

problema do PLDNP e seus dois problemas auxiliares associados, (P) e PO/I). Uma 

caracterizagão dos casos de inviabilidade, ilimita@o e existihcia de solugão global e 

local para o PLDNP é considerada na segão 3.2. Analisa-se tan~béin as propriedades de 

equilíbrio que siio válidas para o PLDNP. Finalmente na última segão 3.3 considera-se 

tun algoritino que encontra urna E-solugão global do PLDNP. 

A partir deste capítulo concentraremos a nossa atengão no problema linear de dois 

&eis sem restripoes eqlicitas no líder, FLDNP, que corresponde ao problema PLDN 

sem (1 2): 

5 1 



(PLDNP) max f,(x,y) = cix + cky 
X*Y 

S. a: x 2 0, onde y resolve 

f,(x,y) = dty 
Y 

s.a: A,x -I- B,y I b, 

y 2  o 

onde x, c1 E % " ' ,  y, c2, d E SInZ, b2 E !Rtn2, A, ~ 9 ? ~ ~ ~ ~ ~ ~ '  e B, E 3 n1ZXn2 . 

Neste caso, tem-se que o conjunto viável do PLDNP, 0 , coincide com 

I = ( (x ,~ )  : y E Y (x)} para x 2 O ,  que corresponde ii viabilidade da restripão implícita 

dada pelo seguidor. Este tipo de problema de dois níveis tem sido amglamente estudado 

na literatura, como mostram as revisões bibliográficas de Wen e Hsu [54] e Vicente e 

Calamai [52]. 

Seguindo o raciocínio aplicado no PLDN, é possível analisar especificamente o 

problema PLDNP através do exame de dois problemas matemhticos relacionados. Eles 

foram apresentados na subsegão 2.2.1 para os problemas com restrigões lineares no 

primeiro nível e serão reapresentaremos nesta subsegão, para o caso em que nEo existam 

restrigões no primeiro nível, devido a sua importância no nosso desenvolvimento. 

Os problemas (P) e P(M) reduzem-se a: 



(P) rnax fI(x,y) = cEx -i- ciy 
x.y,wP,wD.u 

s.a: A,x + B,y -!- wP = bz 

x r  0 , y r  O, \vP r 0  

Bku - wD = d 

u 2 0 , w D 2 0  

UfWP = f W D  = 0 

P(M) rnax c:x + c i y  - M ( u t w P  +ytwD) 
x,y,wP .wD ,U 

s.a: A2x + B,y + wP = b2 

x r O , y r O , ~ ~ ? O  

Bçu - wD = d 

u r o ,  wD 2 0  

Na notaqão simplificada, os problemas auxiliares associados ao PLDNP 

correspondem a: 

(P) max F(z,s) = ctz P(M) max F,(z,s) = ctz - Mstz  

s.a: z E 2, S E  S s.a: Z E Z ,  S E S  

stz = O 

onde Z = ( Z E R :  : ~ z = b , ]  e S = ( S E R :  : ~ s = d )  

É interessante observar que o conjunto S está associado ao problema dual e, portanto 

não se modifica em relaqão ao PLDN. Ademais, 2 E Z , pois o conjunto 2, inclui as 

restriqões lineares do líder. 

Ressalta-se que a utilizaqão do problema (P) no lugar do PLDNP aparece em Bard 

[4], &a1 [47], Wlite e Anandalingam 1551 e Arnouzegar e Moshirvaziri [I], entre 
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outros. Além disso, como já visto na subseção 2.1.1 para o PLDN, uma solução global 

do PLDNP está ligada a uma solução global do problema (E'), e vice-versa. Mais ainda, 

esta correspondência também se verifica para os casos de inviabilidade e ilimitação. 

Deve-se destacar que o PLDNP é um problema conexo. Esta particularidade 

corresponde a propriedade 3 da seção 1.4, já que o PLDNP não possui restrições 

lineares no líder. Entretanto, o PLDNP continua sendo um problema não-convexo e, 

portanto, pode ter soluções locais. Neste caso, Campêlo e Scheirnberg [17] mostram 

que uma solução local de (P) pode não estar associada n u m  solução local do PLDNP, 

quer dizer, estes problemas são globalmente equivalentes, mas não localmente. 

Diferentemente do problema geral PLDN, é possível caracterizar a inviabilidade e 

ilimitação do problema PLDNP, a partir das relações existentes entre os problemas 

auxiliares (P) e P(M), estabelecidos na próxima seqão. 

Nesta seção são estudadas as situações de exist&ncia ou inexistência de solução global e 

local para o PLDNP. A parte global é considerada na subseção 3.2.1 e local nas 

subseções 3.2.2 e 3.2.3. 

Nesta primeira subseção apresentamos as relapões teóricas entre as soluções globais dos 

problemas v), P(M) e PLDNP. Para este problema de dois níveis, são válidos os 

seguiktes teoremas: 



.I : Exatamente um dos seguinte casos acon tece: 

(i) os problemas (P) e P@o sdo inviáveis para todo M 2 0 ; 

(ii) os problemas (P) e PW) ssã ilimitudos para $o& h1 2 O ; 

&i) os problemas (P) e PW) têm o mesmo co~gunio (nfio vazio) de soluções globais 

para todo M > M*,  para algum M" 2 0 .  

Rej  Campêlo [13, teorema 3.2.21 

: Os problemas PLDAT e P@() são m b o s  inviáveis ou ilimitados 

para todo M 2 O, ou então eles têm soluç&o para a l e m  Ad, 2 0 .  Neste último caso, 

z* é zuna solução global de PLDNP se, e somente se, existe s* tal que (2'' , s* ) é sohrç fio 

global de Pw) para todo M > M " ,  para algum M" t Mo. 

Re$ C m p ê b  (13, teorema 3.2.21 

Observe-se que nos casos de problemas com restrições lineares no primeiro nível, 

estes teoremas não são garantidos como pode ser visto na subseção 2.1.2, onde são 

dadas outras 3 possibilidades quanto aos casos de ilimitação, inviabilidade e existência 

de sol~~gões globais para os problemas @) , P o  e PLDN. Na verdade, como jtí 

comentado, todos os resultados obtidos para (P), P(M) e PLDW s50 válidos também 

para @) , POVI) e PLDN, quando as restrições lineares do líder não envolvem a 

variável do seguidor y. 

Devemos notar, que o problema penalizado P(M) costuma ser estudado sob hipóteses 

que garantem a existência de solução para todo M 2 0. Uma delas, é supor explícita ou 

implicitamente que as restrições (3.8)-(3.9) formam um conjunto não-vazio e compacto. 



Esta hipótese aparece em Bard [3, 41, &a1 [47], Gendreau eli al. [33] e Amouzegar e 

Moshazir i  [I]. Estas mesmas condiqões s8o assumidas para as restrições (3.10)- 

(3.11) por While e Anandalingam [55]. Ressaltemos ainda que a hipótese de 

compacidade que aparece em Bard [4] foi relaxada em Gampêlo ef al. [14], onde se 

provou que 6 s~ificiente considerar que a für@u objetivo do lider em (P) 6 limitada 

superiomente sobre as restripões (3.8)-(3.9). 

Nossa abordagem consegue identificar as sitmções de inviabilidade, ilimitaç80 ou 

existência de soluqão global para o PLDNP, sem fazer suposições iniciais sobre sua 

região viável. 

Esta subseqão apresenta as principais condiqões de otimaiidrPde local dos problemas (P), 

P(M) e PLDNP. 

Na verdade, toda a teoria abordada na subseçiio 3.2.2 é valida para esta subseqão, 

considerando-se Z, (P), P 0  e PLDNP no lugar de z, (p), p(M) e PLDN, 

respectivamente. Entretanto, algumas propriedades podem ser simplificadas e outras 

acrescentadas, especificamente para este caso. 

Lembremos que a complementaridade do ponto de eq~díbrio de P(M) não é 

garantida para o caso geral, entretanto é válida para o PLDNP. Com efeito, tem-se o 

seguinte resultado: 



: Se @,s/) k um ponto de equilíbrio do prohlerrza penalizado P@), 

então ?.i7 = 0 .  

Re$ Campêb [13, proposição 3.3. J] 

Para o problema (P) é válida a equivalencia do teorema 2.2.1.2, mas sem hipóteses 

adicionais: 

: Dado o problema (P), as seguintes a$nizaç6es são equivalentes: 

(i) o ponto (Z, S;I é uma solução local (estrita) de (P); 

(ill) o ponto (i;, F) é um ponto de equilibrio (estrito) do proble~na penalizado Pw) . 

A próxima condigão de otimalidade local é mais fraca que a do corolário 2.2.1.1, 

mas computacionalrnente mais difícil de ser verificada. 

: Seja @, 3) um ponto qye e quil!brio do problema penalizado P(íZ4. 

Se existe E > O tal que: 

onde S(4 = { s e s : z t s = O )  e B,@ = { Z E W I ~ : I I Z - ~ / ,  S E ) .  Então i? é uma 

solução local do problema PLDNP. 

Rej  Cmrzpêlo [13, teorema 3.3.41. 

Realmente, este resultado é mais fraco que o do corolário 3.2.2.1, já que estabelece 

que todo ponto viável do PLDNP pertencente a alguma vizinhanqa de Z seja 

complementar a 3 .  
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Nesta sepão é apresentado o algoritmo iterativo proposto por Campelo [13, segão 4.31 

que encontra uma E-solução global do PLC1NP. Este algoritmo termina em um número 

finito de passos e encontra uma E-soluqão global do PLDNP ou verifica que o problema 

é inviável ou ilimitado. 

A inviabilidade de tun problema, se houver, é detectada no início do algoritmo, nos 

passos 1 ou 2. Se o problema for viável (isto é, tem solugões viáveis), então no passo 3 

da iteragão inicial t = O encontra-se um ponto de equilíbrio (zO,sO) do problema 

penalizado P o ,  que fornece um limite mferior ctzO para o PLDNP ou chega-se à 

concl~~são de que o PLDNP é ilimitado. Ressalta-se que uma soluqão viável do PLDNP 

conseguida na primeira iteraqão é tuna soluqão local de p), codorn1e o teoreina 2.2.1.2. 

Na iterapão t = I adiciona-se um corte que é substihudo nas iterapões seguintes. O 

objetivo da introdugão de uma restrigão no primeiro nível é encontrar una soltiqão 

viável do PLDNP melhor que à obtida na iteraqão anterior. Este tipo de corte é feito por 

Qlal [47] e Amouzegar e Moshirvaziri [I]. Agora devem ser considerados os 

problemas @) e &I@ . Estes problemas são obtidos de (F) e P W ,  com o acréscimo 

da restripão linear ctz > L + E  no primeiro nível, onde E > O e L = ctzt-'. Logo, 

nestes problemas @) e P(M) tem-se que 

Se após o corte é encontrado um ponto de equilíbrio que satisfaz a relaqão de 

complementaridade, então este ponto é viável para o problema PLDNP, e é um ótimo 
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local dos problemas @) e P(M) , segundo o teorema 2.2.1.2. Deve-se, portanto, 

atualizar o corte, já que foi encontrada uma solução local melhor que a anterior. 

Entretanto, como já dito anteriomente, um ponto de equilíbrio do problema P o  pode 

não satisfazer as condigões de complementaridade e, por conseguinte, pode não ser um 

ponto viável para o problema @) . Sendo assim, uma forma de encontrar um ponto 

viável para @) é resolver o seguinte problema bilinear: 

@c) min stz 

s.a: (z,s) E Z x S 

Evidentemente, o problema Pc não pode ser ilimitado, pois stz 2 O para todo 

(z, S) E Z x S . Observe que se Pc é inviável ou seu valor ótimo é não nulo, en6o @) 

tambkm é inviável. Ademais, qualquer outra soluqão ótima de Pc é viável para (P) . 

Sabe-se que o conjunto viável do PLDNP é conexo. Logo, se existe um ponto 

viável em z, pelo menos uma delas está sobre o corte c tz  = L .  Por isso, é 

introduzido o problema Pc' que encontra uma solugão vihvel para Pc. 

c )  m i n s t z  

s.a: P'z = b' 

Ds = d 

z, s 2 0  

onde P1 = [c:] e = [L:,]. 
Utilizando urna adaptação da notagão simplificada para Pc', tem-se 



(Pc') min stz 

s.a: z E Z', s E S 

onde z E Z' = (Z 2 O : P'z = b') . 

Para resolver este problema é utilizado o método outer approximation, visto em 

Horst e Tuy [35, proposiqão IX. 11. Na verdade, não é necessário encontrar uma solução 

ótima para o problema Pc', bastando encontrar uma soluqão (%,i) E z x  S tal que 

At" s z ? E ,  de maneira que o algoritmo de equilíbrio possa ser reiniciado. Por isso, uma 

modificaqão deste método mais conveniente para a resoluqão do problema Pc, e 

denominado de outer approximation sxcdaptado, é dado em Campelo [13, páginas 117- 

1221, onde é encontrado um ponto (2,;) tal que StZ < zt2. Neste caso, pode-se 

reiniciar o algoritmo a partir de S (ou 2) .  Caso não seja possível encontrar este ponto, 

retoma-se ( S ,  E) = (X, Z )  como o ponto solução do problema Pc'. 

: Faqa t = O. Se S = 0 ,  vá para o PASSO 6. Senão, encontre S E S e 

considere 2, = Z . 

: Se = 0 , vá para o PASSO 6. 

: Aplique o algoritmo de ponto de equilíbrio a partir de S. Se í%@lJ é 

ilimitado para todo M 2 O ,  PARE, pois PLDNP é ilimitado. Senao, encontre o ponto de 

equilíbrio (2,s) de P(M) . 



: Se T'z = 0 ,  então (Z,?) é solupão viável de PLDNP e também sol~@o local 

de @) . Fapa (z*, s") = @,S) e L = c z* . Aplique um corte linear, definindo 

- z = z n  ( z E ~ n : C t Z ~ ~ + E J , c o m E > ~ ;  faça s = s e t = t + l .  Volteparao 

PASSO 2. 

: Se stZ > 0, então aplique o algoritmo outer ayyr03cimatiop.r adaptado, 

obtendo (2, i) . Se 'it 2 2 ?Z , vá para o PASSO 6. Senão, volte ao PASSO 3. 

: PARE. Se t = 0, enGo o PLDNP é inviável. Seniio, (x*' , *) é uma E- 

solupão global de PLDNP . 

Um exemplo passo-a-passo deste algoritmo é dado pelo seguinte problema: 



Tem-se,nesteexemplo, que z = ( ~ , y , w ~ , w ~ , w ~ ) ~  , s = (0,wf ,u,,u,,u,)', 

P z = ( z i 0 :  - x  - y - k w ~ = - 2 , X - y + w ; = o , y + w , = 4 )  

e 

S =  ( s i  O:u, + u, - u, i wp = 1) 

Considerando E = 0.13, aplica-se o algoritino global da seguinte forma: 

O 8: Faz-se t = O. Sendo S + 0 , encontra-se S = (0,1,0,0,0)' E S e considera- 

se S =  Z .  

: Aplicando o algoritmo de ponto de equilíbrio a partir de S ,  encontra-se 

Z = (0,2,0,2,2)t e 5 = (O,O,l,O,O)t. 



: Como z'T = (0,2,0,2,2)(0,0,1,0,0)t = 0,  então (5,s) é tuna so1uc;ão 

vihvel do PLDNP e local (estrita) de (P). Considera-se, então, (z*,s*) = @,S) e 

L = X + 2 7  = 4 .  Define-se 

- z = z n {Zea5 :  + 2~ L 4 x 4 ,  

S = 5 = (0,0,1,0,0)', t = 1 e volta-se ao PASSO 2. 

: Aplicando, novamente, o algoritmo de ponto de eqyilíbrio a partir de S, 

encontra-se 2 = (0,2.065,0.065,2.065y1.935)t e 3 = (O,Q,l,O,O)t . 

: Aplica-se o algoritmo outer ~pproximatz'on adaptado, já que obteve-se 

-t- z s - - 0.065 > O .  Consegue-se, então, aproximadamente, 2 = +(4.13,4.13,2.26,7.87 

e S = (Q,O,O,l,O)t . Sendo, ztT , ZtS = O ,  volta-se ao PASSO 3. 

: O algoritmo de ponto de equilíbrio encontra os pontos Z = (4,4,6,0,0)~ e 

s = (o,O,O,l,O)t. 

: Obtém-se Z'S = O .  Logo, @,s) é uma solu@o viável do PLDNP e local 

de @). Faz-se (z",s") = @,S) e L = 12. Defíne-se 

2 = z n f Z E a 5 :  + Z Y  L 12.13)~ 

S = (O,O,O,l,O)t , t = 2 e volta-se ao PASSO 2. 



: Desta vez, = 0 e vai-se para o PASSO 6.  

O 6: O algoritmo termina retomando (x'"y*) = (4,4) como uma E-solugão 

global do PLDNP. 

Ressalta-se, que a prixneira fase do método simplex pode ser utilizada para verificar 

se S = 0 ou 2 = 0 , podendo também ser usado para encontrar o ponto inicial S E S. O 

valor de E pode ser constante ou variar no decorrer do algoritmo. 

Observe que o ponto de equilíbrio obtido na iteragiio inicial (t = O), satisfaz a 

restrigiio de complementaridade. Isto acontece porque nesta iteragão está se 

considerando = 2 ,  sendo portanto garantido que -st7. = 0 . 



A efetiva contribuição deste trabalho é apresentada neste capítulo. Ela é originada 

do artigo de Fernandes et a2. [28] ,  como pode ser observa o na seção 4.1, onde é 

apresentado o Problema e Complementarida& Linear Generdizado 

seção 4.2, reòrmulamos o problema P o o problema do 

G. Esta nova versão é usada para tentar encontrar soluções viiveis 

a partir de um ponto de equilíbrio. Com isso, são su eridas na seção 4.3 

no algoritmo obal do capítulo anterior. As implementações e resulta 

computacionais de a1 estes algoritmos também são apresentados nesta seção. 



A abordeem feita em Fernandes et aí. 1281 para o roblema de Complementari$a$e 

Linear Generalizado (PCLG) é apresentada nesta seqão. 

O problema PCLG consiste em encontrar vetores z E !R " e y E !R tais que: 

(4.1) 

p -i- &+ S y 2 0  (4.2) 

a > O ,  y 2 0 ,  zt(q + (4.3) 

Este problema tem sido estudado por alguns autores ara resolver certos problemas 

de otirniização. os exemplo, na pro demos citar os trabalhos de 

Fermndes ef al. [% ] e Jhdice e Faustino 13'71; amagão quaclrhtica cGaicava, 

Júdice e Fauskino [37], entre outsos. 

PÇLG é uma generalização lementaridade Linear (PCL) 

z 2  0, w 2  0, z t w = O  (4.4) 

que corresponde ao problema G quando a variável y e as restrições (4.2) não 

existem (todos os coeficientes de y são nulos, assim como os dados de (4.2) ). 

Se a matriz M é semidefinida-positiva (SDP), isto é, se 

todo x E !R entgo o CL pode ser resolvido em tempo polinomial (ver Kojima et nl. 

[41]). Entretanto, como demonstrado em Júdice e Vicente [40], o mesmo nâo acontece 

com o PCLG. Mesmo quando a matriz 



lado, Júdice e Vicente 1401 provam que se M é SDP e R = O na restrição (4.2), então o 

PCLG pode ser resolvido em tempo polinornial. 

Diversos autores têm estudado o PCL, por exemplo Kojima et al. [41], Potra e Sheng 

[48], Monteiro e ht [46], Ye e Anstreicher [57], ht [%I, Mansagarian [43], 

Gonzaga [M] . 

0 problema PCLG, com W = 0, é considerado em Fernandes et GZ. [28].  Neste caso, 

pode-se reescrever o 

onde w e v correspondem as varihveis de folga das restrições (4.1)-(4.2). Associado a 

este problema, tem-se o sepinte pro rama não linear: 

n 

min f(z,y,w,v)=llw-q- - ~ ~ 1 1 '  -I- jlv - p - + ( ( z i ~ i > g ) h  (4.9) 
i=l 

onde 11.11 denota a norma eudidiana, 2 1 e k 2 1 são nikrneros reais tais que g > 1 se 

ora estabelecer a se inte relação entre estes dois últimos pro 

a condição da matriz verificar a condição de ser linha (ou coluna) suficiente 

isto é, 

e sendo K o conjunto definido por (4.5)-(4.7). 



.I: Se K f 0 e M é uma matriz RS: ent&o qzralqzier ponto estacionário de 

PNL (4.9) é mza solugGo do PCLG (4.5)-(4.8). 

Re$ Fernandes et al.(28]. 

Nesta segão são apresenta as as relaçdíes eisteuiles entre as soluções do PCLG e 

soluções viáveis do EDW, com o objetivo de propor modificações no dgoritmo 

Ressalte-se que modelos e complementaridade h e a r  como o PCLG, já foram 

anteriormerate propostos para solucionar o P . Um dos pr 

baseados neste tipo e formulação, ), foi estudado em Bialas et al. [I 1, 101, sob a 

nzo ser ilirrnitad lais [8] mostraram 

que o (PGP) pode não encontrar uma solução global Uma modificação 

deste algoritmo foi feita por Júdice e Faustino [39]. 

Seja L' um limite inferior para o valor ótimo do por exemplo, 

L' = cExl f c iy l ,  on e (x', y') é uma solução viável do 

equivalente ao se inte problema, onde se acrescenta uma restrição no pnmeiro nível. 

EDN') max fl (x, y) = cix + ciy 
X,Y 

t 
S. se: c,x c ciy 2 L' 

x 2 O, y resolve 

max f,(x,y)= dty 
Y 



Novamente substituindo o problema do segundo nível por suas condições de (KKT), 

tem-se que uma solução viável de PLDN' (que também é uma solução viável do 

P L W )  é obtida resolvendo o problema: 

wP = bz - Azx - (4.11) 

wD = - d + B;U (4.12) 

v = - L' + C ~ X  f ciy (4.13) 

U t  WP = yt wD = O (4.14) 

P D x ,y ,  w , w , u , v > ~  (4.15) 

Uma representação matricial deste problema pode ser feita da seguinte forma: 

[W:] = [!i] + [i -u2j [>I + [:]x 

P D  x, y, w ,w + , v 2 0  

Mais ainda, as condições (4.11)-(4.15) correspondem ao seguinte PCLG: 

(4.16) 

v = p + R z + S y  (4.17) 

2.52 O,y2 O, ~ 2 0 ,  v 2 0  (4.18) 

ztw = O (4.19) 

onde 



e n = rn,+n,,  k =  n,. 

Seguindo desenvolvimento análogo ao aplicado na seção anterior, de 

como o conjunto que consiste das restrições (4.16)-(4.18) e o prograina não linear 

como: 

onde, novamente, 11.11 denota a norma euslidima e , h 2 ]i são númros reais tais qu 

A partir do teorema 4.1.1 temos então o se 

qualquer ponto esL'ncionário do PAE (4.20) é unta soIu@o vihwl do PLDNPl 

satisfazendo o corte (4.16)-(4.19). 

rova: 

Note que o PLDN' é equivalente ao BCLG definido por: 



onde & 2 0 ,  definido no lugar de , N, q, R, S, p e z, respectivamente. Então o 

resultado segue diretamente da aplica~ão do teorema 4.11 a este PCLG. 

0 

Uma versão particular do teorema acima é obtido quando c, = 0 . 

Prova: 

Se c, = O,ent2oW=O. Edadoqiae é RS, o resultado segue pelo teorema 4.. 1.1 

O 

Ressalta-se que neste caso, a solução do LDW é igual a do relaxado. 

aqui notaremos o CLG (4.16)-(4.19) e o (4.20) simplesmente por 

, respeclivamenle. 

Nesta seção são propostos algoritmos que tentam encontrar uma solução global do 

PLDW, encontrando pontos estacionários do problema PNL. 

Lembremos que no mátodo global, considerado no capítulo 3, podem-se identiGcar 

duas etapas: na primeira, procura-se um ponto de equilíbrio que seja mínimo local de 
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) . Quando isso não acontece, inicia-se a segunda etapa, que procura encontrar um 

ponto viável melhorando o valor da hnção objetivo de pelo menos E > 0 ,  com relação 

ao melhor limite conhecido, ou conclua que tal ponto não existe. Esta etapa 

corresponde ao 5 e é implementada através do procedimento outer 

approxiimatzon adaptado, que é computacionalmente dispendioso, como se observa nos 

testes de Campêlo [13, seção 4.41 . 

Analisamos, aqui , a substituição do ozdter approxinzation crdaptado, por um 

algoritmo que resolva o PCLG, para L' = L -+ E ,  onde E > O e L é o valor da melhor 

soluqão viável já encontrada. 

e, vamos usar algoritmos que encontrem pontos estacionários do H-NL. 

Claro que esta estra"cégia pode falhar quando a matriz não é RS. Neste caso, o ponto 

estacioniirio pode não satisfazer as condições de complement~ridade, mesmo que o 

Consideramos, então, prirnarame~lee a se inte redefiniição do 

algoritmo global: 

.A: Encontre um ponto estacionário do , obtendo 2 = (X,y,WP)t e 

S = ( 0 , 6 ~ , i i ) ~  . 

.B: Se f = 0, então (2, S) é solução viável de PLDNP. Faça (z*, s*) = (2, S) e 

L = c tz* . Atualize o corte linear = L z € R n :  C ' Z ~ L - I - E  , onde E > O .  Volte 
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.C: Senão o algoritmo termina e obtém como melhor ponto (z*, s*) 

Um exemplo onde a modificação acima consegue substituir eficientemente a outer 

ckyyroximatiopz cadnptndo, jB que encontra um ponto (2,s) que satisfaz o termo de 

lementaridade Z% = O ,  é o seguinte: 

9) max fl (x, y) = - x -1- 2 y 
X3Y 

s. a: x 2 0, onde y resolve 

max f2(x,y) = - y 
Y 

primeiro ponto de equilíbrio encontrado é 2 = (%,Rw]P,w;)~ = (O,O,O,L)t e 

- - D -  - t s = ( 0 , ~ ~  ,u1,u2) = (O,l,O,O)f. ntroduz-se, então, um corte em 9, sendo E = 0.13 . 

Neste caso, o PLDN' é 
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max f;(x,y) = - x + 2 y  
X,Y 

x 2 0, onde y resolve 

rnax f2(x,y) = - y 
Y 

s.a: - x - y l O  

O l y l 2  

O ponto de equilíbrio encontrado após este corte é Z = (0,0.065,0.OQ5,1.935)~ e 

3 = (0,1,0,0)~ . Como zt;3 > 0, resolve-se o PNL, para encontrar uma solu@o do 

onto estacionário do CLG é dado, apiroimadamente, pelos pontos 

Z = (0.454,0.454,0,0.1546)t e 3 = (O,O,l,O)t. Como zt9 = 0 ,  então é possível 

oritmo de ponto de equilíbrio no PASSO 2, a partir de 9 .  

principal problema deste algoritmo modificado, como já foi dito, 6 que o ponto 

estacionário encontrado pode não ser vihvel para o PLDW, mesmo que PLDN' seja 

viável. Neste caso, o algoritmo termina no PASSO 5.C, embora a solução corrente n5ío 



seja sótima. Como alternativas, foram experimentadas duas outras possibilidades de 

substituição do PASSO 5 do algoritmo global. 

O 

.A: Encontre um ponto ,, obtendo E = (2, y,WP)t e 

: = (O,WD,U)'. 

: Se f = 0, então (2, S) 6 solução viável de . Faça (z*, s*) = (2, i) e 

L = ctz" . Atualize o conte linear 2 = , onde E > O .  Volte 

.C: Caso contrário, se ŜíZ < S'Z volte ao 

termina e obtém como melhor ponto (z", 8'') . 

.A: Encontre um ponto , obtendo 2 = (?,Y,I%~)' e 

i = (O,W~,G)~ . 

: Se f = 0, então (2, S) é solução viável de P . Faça (z*, s*) = (2, S> e 

L = ctz*,  Atualize o corte linear 2 = Z n , onde E > O .  Se 

Z ;t 0 , volte ao ASSO 5 .A, senão vai para o PASSO 6. 



.C: Se S'Z < 5% volte ao PASSO 3 .  Senão o algoritmo termina e obtém como 

melhor ponto (z* , si) . 

Em ambas as possibilidades, redefinimos o passo 5.C, descrito na modificação 

sugerida originalmente. Ao se encontrar um par @,i) tal que et2 c S * Z ,  volta-se a 

executar o procedimento de equilíbrio, na tentativa de encontrar um novo ponto viável, 

que ainda possa existir. 

A dzerença entre as duas possibilidades encontra-se no passo 5.B, -6s se encontrar 

o ponto viável. Enquanto na possibilidade 1 seaplica-se o a1 oritmo de equilíbrio, na 

possibilidade 2 privilegia-se uma nova execução do a1 oritrno para PNL. 

Experimentos computacionais com os algoritmos que incorporam estas &liras 

alternativas "cmbkm mostraram que o ponto estacionáfio encontrado pode &o ser vikvel 

, fazendo com que oritrno t e r ~ n e  antes e encontrar uma E-solução 

nda, a rnodifisagão 5 .C pode fazer o a1 

De fato, o novo ponto de equilíbrio encontrado pode também não ser viável, de raiodo 

que o corte não seria atuaIizado e o P a resolver seria o mesmo. Neste caso, 

nalizamos o algoritmo. 

Na verdade estas duas possibilidades não se mostraram mais promissoras que a 

modificação ori or isso, apenas esta será analisada mais detalhadamente na 

próxima seção. 



Nesta seção o algoritmo global do capítulo "9 comparado com algoritmo modificado, 

o com a substitui@ío do outer appoxiimafiopz nhyfcrdo por um procedimento que 

encontra pontos estacionários de PNL. Especifkamente, o novo algoritmo substitui o 

O 5 (ver seçâo 3 3 )  pelo ASSO 5 MODIFH O (ver seção 4.3). 

Ressalta-se que todos os algoritmos apresentados na seção 4.3 foram implememtados 

em C e executa os em um microcomputador Pentium II/3 50 ABIz. 

oritrno global ítulo 3 é o mesmo implementado por Campêlo [13], 

inclusive foi utilizado o mesmo código-fonte. O autor considerou. um tempo limite de 

d o s  para resolver u problema. 

Entre os diversos algoritmos qu encontram pontos estacionários de fbnções 

di-Éèrenciáveis podemos citar os de Conn et ai. [25], Conn et ai. [24], Friedlander eí nl. 

[3 I], entre outros. 

oritmo utilizado neste trabalho ara encontrar os ontus estacionhrios do 

encontra-se em in et nE [44]. 6 um algoritmo de adieiaees projetados que resolve 

problemas da forma: 

onde C c 8 " é um conjunto fechado e convexo e f(x) tem derivadas parciais contínuas 

num conjunto aberto que contkm C. Na verdade, em 1441 são apresentados dois 

algoritmos, o SBG1 e uma modificação, o SPG2. No artigo é provado que estes dois 

aJgoritmos são bem dehidos e que realmente convergem para um ponto estacionário de 



f(x). Uma das grandes vantagens destes algoritmos é sua fácil implementação e boa 

performance, quando comparados a outros algoritmos existentes, como o LANCELOT. 

Em nossos testes usamos o SPG1. Os parâmetros utilizados foram os mesmos de 

Birgin et. nl[44, pág 101. 

ponto inicial considerado foi (z,y,w,v) = (0,0,0,0). Na definição de PLN, 

utilizou-se E = 0.13, isto é, 10 vezes maior que aquele utilizado em Campêlo [I3 1. 

Assim como em [443, consideramos um máximo de 50000 iterações. Excedido este 

limite, considera-se que não foi possível resolver o problema. 

As comparagões foram feitas utfizando todos os proMemas descritos em Campêlo e 

Scheimberg 1151, que, aliás, são oriundos do gerador de problemas de Vicente e 

Calamai [53f. 

As duas tabelas abaixo apresentam os resultados co utacionrais obti 

descrição das colmas, usamos n, e n, como o número de valriáveis do 

ctivamente, rn como o número de restrições 

n,, = n, -i- n, corno O total de vclrihveis do P . Chamou-se d 

relativa aos tempos (em segundos) gastos pelo algoritmo que incorpora Q S 

coluna OUTER descreve os tempos (em sewndos) do algoritmo orig 

ara cada número de variáveis, têm-se três probkmas, que apresentam niámero de 

restrições diferentes. Por exemplo, para n,, = 50 e n, = 12, tem-se um problema com 

m= 1 5, outro com m= 17 e outro com m= 19. 

As entradas das tabelas marcadas com (-) correspondem a problemas em que se 

excedeu o número de iteraqões (para PCLG) ou o limite de tempo (para OUTER). Os 



valores marcados com (") identificam casos onde o algoritmo parou antes de obter uma 

solução ótima. 

Tabela 4.1 : Resultados computacionais para problemas esparsos. 
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Tabela 4.2: Resultados computacionais para problemas densos. 



Na tabela 4.1, relativa a 30  problemas esparsos, observa-se que o algoritmo 

modificado encontrou o ótimo global para 8 instâncias, parou com uma solução vihvel 

não ótima em 10 casos e excedeu o limite de iterações nos 12 problemas restantes. Em 

todos os casos demandou tempo superior ao gasto pelo algoritmo original, que obteve a 

lobal de todos os problemas. 

Na tabela 4.2, referente se 30  problemas densos, tem-se que o algoritmo rnodific 

resolveu exatamente 12 instâncias, parou com uma solução viável não ótima em 3 casos 

e excedeu o número de itera~ões 15 vezes. Nos problemas o 

encontrado, o tempo co asto hi coanpativel com o a1 

Note-se ainda que este último algoritmo t ém não come iu resolver 3 dos 

problemas dentro de 900s. 



principal objetivo deste trabalho foi introduzir uma modificação no algoritmo 

global apresentado por Campêlo [13] para resolver o PLDW. Substitui-se o método de 

ozrter apprmimaíion adaptado por um algoritmo que encontra um ponto estacionário de 

um problema não linear, PNL, associado a um problema e complementaridade linear 

generalizada, PGEG. 

Aplicou-se o método modificado de maneira heurística, pois em geral não é 

verificada a condição dada em Fernandes et a17 [28] o qual arante que todo ponto 

estacionário do resolve o PCLG, isto é, é um ponto viável do problema de dois 

riíveis. 

A partir da análise dos casos em que a condiqão R é verificada para o PLD 

chega-se aos sewintes resultados: 

1. Quando a hnção objetivo do líder não depende da variável do seguidor, 

verifica-se a condição R§. Entretanto, nesta situação o problema P 

reduz a um problema linear, que corresponde ao problema relaxado. 

2.  Para todo PLDNP, a projeção do conjunto viável do problema sobre o espaço 

das variáveis do líder é sempre um conjunto convexo. 

Observou-se que nos casos em que o algoritmo modficado funciona 

satisfatoriamente, os tempos obtidos são da mesma ordem que a do algoritmo original. 

2 



Através dos experimentos computacionais pode-se em princípio inferir a importância 

da condição WS. 
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