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" SINOPSE

O escopo principal deste trabalho esta em dar
uma conttibuicao para o estudo e analise da estabilidade de
sistemas descritos por modelos da "Dindmica Industrial". Para
tanto, os modelos sao colocados sob uma formulacao matematica
adequada & aplicagao de resultados conhecidos sobre estabilida

de; basicamente, o segundo método de Liapunov.

Com base em tais resultados, juntamente com

outras técnicas e a utilizacao do computador digital, procura-
~-se fornecer as ferramentas necessirias para a analise de tais

sistemas.

; Os dois primeiros capitulos estao reservados
a formulagao do problema e & apresentacao das definicdes e re-
sultados mais importantes sobre estabilidade. Os capitulos
subsequentes tratam do problema da busca e determinagao dos
pontos de equilibrio, da andlise de sensibilidade desses pon -
tos em relagao a variagao dos parametros do sistema e da manei

ra como foi abordado o problema da determinacao de um dominio

de estabilidade assintOtica para o caso exemplo.
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" ABSTRACT

The main objective of this work is to give a
contribution to the study and analysis of the stability of
systems described by models for "Industrial Dynamics". To this
end, the models are placed under a mathematical formulation
suitable for the application of known results about stability;

specifically, the second method of Liapunov.

Based on such results, with the use of other
techniques and the digital computer, an attempt is made to

furnish the necessary tools to analize suchrsystems.

The first two chapters cover the formulation
of the problem, definitions and the most important results on
stability. The following chapters consider search and determin
ation of equilibrium points, analysis of sensitivity of these
points with respect to changes of the system parameters, and
the approach taken for the solution of the problem of determin
ation of the domain of asymptotic stability. A specific example

is treated in detail.
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INTRODUCAO.

A "Dindmica Industrial" & antes de tudo um mé
todo de modelizagao e simulagao de sistemas em computadores di-
gitais, ndo somente de processos industriais como poderia suge-
rir o nome, mas de guaisquer processos dinamicos e particular -
mente aplicavel a sistemas de "management", sistemas sociais e

ecoldgicos.

Sua adequagao a simulagao de tais sistemas ,
geralmente nao-lineares, esta na relativa facilidade com que, a
partir do conhecimento do sistema, construimos os modelos a se-~
rem simulados. Nos trabadlhos de Forrester [8] idealizados des-
te método, bem como de outros [10] que utilizaram a "Dindmica
Industrial” para construgao e simulagao de modelos, nota-se que,
gquando se trata de analisar as caracteristicas das respostas do
sistema em funcao da sua estrutura e de uma maneira mais quanti
tativa, tal analise torna-se bastante trabalhosa, nem sempre fa
cil, e na maioria das vezes, depende de muitas experimentagSes

e tentativas a serem feitas por sucessivas simulacoes.

Problemas tais como "instabilidades" e "osci-
lacoes indesejaveis" nas respostas do sistema, na maioria das
vezes sao dificeis de terem suas causas apontadas. Carente de

uma orientagao sistematica, o problema se torna mais grave quan



to maiores a dimensao e complexidade do sistema.

A motivagao. deste trabalho estd justamente em,
a partir de resultados tedricos, métodos numéricos, calculo de
sensibilidades e a utilizacao do computador digital, fornecer
os elementos necessirios para uma analise das caracteristicas
de estabilidade de uma classe de sistemas nao lineares discre-
tos no tempo aplicavel & maior parte dos sistemas de "Dindmica
Industrial”. O trabalho nao se propoe a resolver os problemas
tedricos ainda existentes no estudo da estabilidade de sistemas
nao lineares discretos no tempo, limitando-se a apontd-los quan

do for o caso.

Considerando-se a analise como sendo o primei
ro passo para um posterior trabalho de sintese, poderemos, a par
tir do conhecimento das caracteristicas do sistema, tentar melho
ra-lo, pois teremos condigOes de saber quais parametros e de que
maneira eles alteram a posicao do ponto de equilibrio do siste-
ma, ou seja, da solugdao de regime; saberemos como e quais 0s pa
rametros mais importantes na estabilidade deste ponto de equili—
brio. A determinagao de um dominio de estabilidade assintotica
de um ponto de equilibrio, embora fornega apenas condigdes sufi
cientes de estabilidade em relagao as condigoes iniciais, nos for
nece informacao importante sobre os limiteSque as variaveis nao
devem exceder, quando do inicio da operagao do sistema, para que

seja assegurada a convergéncia para a situacao de regime.



Convém lembrar o fato ae gue todas as conclu-
soes acerca de quaisquer caracteristicas do sistema simulado
nao devem ser precipitadamente atribuldas ao sistema real,pois
o modelo consta de uma simplificagéo de sistema real, e com és

te nao deve ser confundido.



" CAPITULO I - FORMULACAO DO PROBLEMA

I.1 - INTRODUCAO

Os modelos da "Dinamica Industrial" podem ser
considerados como sendo da classe dos sistemas nao lineares dis
cretos no tempo. Na realidade, a maioria dos processos reais
que sao simulados sao continuos; porém, para a sua simulagao em
computadores digitais pelo método da"Dinamica Industrial’} & ne-
cessario que esses sistemas sejam discretizados, na maioria das
vezes sem serem discretos. Essa discretizagao podera, se nao
forem tomados certos cuidados, introduzir alteragdes importan-—
tes nas caracteristicas do modelo,de modo a invalidar completa

mente os resultados da simulacao.

Uma das maneiras atualmente utilizadas na si-
mulagao de sistemas da "Dinadmica Industrial” consta da utiliza
cao da linguagem "DYNAMO", especificamente adeguada ao proble-
ma e gque consta de um conjunto de rotinas que simulam os sub -
sistemas mais comuns da "Dinamica Industrial", efetuam automa-
ticamente regressoes parabas variaveis auxiliares, facilitando
sobremaneira a simulagao [28] . A utilizacgao dessa linguagem,
e mesmo quando & utilizada a linguagem FORTRAN para a simula -
cdo, torna dificil, a partir das equagoes do sistema que & pro

gramado, a obtencao de dados e informagoes para uma analise do



sistema em termos quantitativos.

Para uma andlise e especificamente de estabi
lidade, e & a que nos propomos, & nhecessario colocar o siste-
ma, a partir das equagOes de Dinadmica Industrial, sob uma for

mulagao matemiatica adequada; para tanto, certas adaptagdes e

hipoteses. sao necessirias. £ o que trata a secao seguinte.

I.2 -~ 0 METODO DA "DINAMICA INDUSTRIAL"

A Dinamica Industrial constitui-se em um mé-
todo de modelizagao e simulagao de sistemas dinamicos em com-
putadores digitais. A estrutura basica dos sistemas de Dina-
mica Industrial & representada por niveis e fluxos [8]; tais
niveis e fluxos formam seis tipos de malhas interconectadas e
que constituem a atividade industrial. Cinco delas sao repre
sentadas por: material, pedidos, capital, equipamentos e pes
soal. A sexta constitui a malha de informagdoes - € a que in-

terliga as outras cinco.

Um modelo de Dinadmica Industrial & represen-
tado por um conjunto de equa¢oes, cada uma delas definindo u-
ma variavel. Essas variaveis podem ser: de fluxo, de ni -

vel, varidveis auxiliares e variaveis exdgenas.



- E conveniente, e & Dinamica Industrial se u-
tiliza disso, dar uma representagao pictdorica ao sistema de e
guagoes atraves de um diagrama que represente as interrelacgoes
das equagoes, O que e muitas vezes mais Util para explicar a
estrutura do sistema do que o conjunto de equac¢des que o defi

ne.

Segundo essa idéia, nessa secao & apresenta-
do o conjunto de sImbolos utilizados na construcao dos diagra
mas de modelos da Dinamica Industrial, e em seguida, as equa-
cOes correspondentes. Um modelo completo representando um

sistema de produgao-distribuigao faz parte do capitulo VI.

I.2.1 - 0Os Simbolos

O sistema de simbolos mostra a existéncia das
regras de interrelacao no sistema, distingue niveis de fluxos,
separa os seis tipos de fluxos e mostra os fatores que entram
em uma fungdo de decisao. Porém, o diagrama nao define as re
lacoes funcionais entre as variaveis; o que & feito pelas e -
quagoes correspondentes indicadas pelo nimero existente em ca

da um dos simbolos.

NIVEIS

Um nivel & representado por um retangulo com

o nome da varifvel que representa tal nivel e o nlimero da equa



gao. correspondente (IN) - (fig.1l)
FE

NIV
1N

[

Os niveis representam as partes do sistema on

de ha o acumulo de material, pedidos, capital, etc. As linhas
de fluxo, segundo o sentido da seta, mostram o tipo de fluxo
de entrada e de salda do nivel, Os tipos de fluxos sao os re

presentados abaixo.

FLUXOS

Os fluxos ocorrem na entrada e saida dos ni-
veis e representam a movimentagao de capital, material, etc .

Cada um dos 6 tipbs de fluxo tem seu simbolo correspondente -

fig.2 .
informagdes =  ————mm————-e >
material >
pedidos
capital
pessoal

equipamentos,
ferramentas

Fig.2



A distingdo entre os tipos de linhas utiliza
das tem apenas a finalidade de facilitar a compreensao dos mo

delos.

" FUNCOES DE DECISAO

Sao as fungoes de decis@o que determinam a in
tensidade dos fluxos :- agem como valvulas reguladoras que con-

trolam escoamentos. As formas abaixo sao equivalentes.

S FS

~alFs ><] T ~wfFs
oF o~ - -]
/‘,V' . _ 2F -
// //./ ‘
v y
Fig.3

O simbolo representa o fluxo que estad sendo
controlado e as entradas de informagoes:: (somente informacdes
entram nas fungoes de decisao). Também & dado o numero da e-

quacao que define o fluxo (2F) .

FONTES E ESCOADOUROS

Um fluxo tem muitas vezes uma fonte ou um es-~

coadouro que se considera estarem fora dos limites do modelo.



A fonte pode definir uma varidvel de fluxo, a qual & conside-
rada uma variavel exOgena (Fig.4a) ou-pode existir meramente
para suprir um fluxo controlado por informagoes infernas do
sistema (Fig.4b) . O escoadouro por'sua vez, nao tem caracte
risticés din&micas significativas, e aﬁenas uma representacao
do destino de algum fluxo emergente do.siStema (Fig.4c) .
AFs ' A Q

NIV FE A i

Sl Dfde— - — !

VEX " l>?<l""""‘
: )
T

TOMADA DE INFORMACOES

Os fluxos de informagoes interconectam as va

ridveis do sistema; esses fluxos de informagbes nao afetam as
, ,

variaveis das quais sao retirados. A Fig.5 mostra a represen

tacdo de tomada de informagoes em nivel e fluxo.

FE
IV /,)'
Am——— /

—_——
N 9

FS

Fig.5



VARIAVEIS AUXILIARES

A variavel auxiliar & o resultado do proces-
samento de informagoes tomadas em niveis, fluxos e outras va-
riaveis auxiliares. Situam-se dentro das malhas definidas pe
los fluxos de informagoes, entre as tomadas de informacdes e
as fungoes que controlam os fluxos. As varifveis auxiliares
sao representadas nos diagramas (Fig.6) por circulos contendo
o nome da variavel e o nimero da equagdo que a define.*As en-
tradas sao as informagoes de fluxos, niveis ou outras varia -

veis auxiliares.

~
~
~
AUX
—_ -
4A
7
d
7
Fig.6

PARAMETROS

Sao os valores numéricos que descrevem as ca
racteristicas do sistema e sao considerados constantes durante
a simulagao. Sao representados por uma linha acima ou abaixo

do nome da constante, com uma tomada de informacao (Fig.7)

10
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"DELAYS"

Sao os "delays" que introduzem os atrasos no
sistema, definindo os atrasos no tempo entre os fluxos que en
tram e saem de um determinado nivel. Sao os "delays" que ba-
sicamente definem a dinamica do sistema.

Os"delays" podem ser represéntados por uma
combinacdo de niveis e fluxos, porém a frequéncia com que apa
recem nos sistemas fez com que lhes fosse:- dada:i- uma represen
tagdo simplificada (Fig.8a) que & eguivalente & representagao

dada pela combinagdo de nivel e fluxo (Fig. 8b)

CTE
NIV
FE FS | rs PE
-ﬁ ﬁ
3F
2N D1
a b

Fig.8
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A Fig.8 representa um "delay" de primeira of
dem; "delays" de ordem mais elevada sao obtidos colocando- se
em cascata "delays" de primeira ordem. A notacao da Fig.8a

representa:

FE fluxo de entrada
NIV  nivel
2N numero da equacao de nivel

CTE constante de tempo de "delay"”

FS fluxo de saida
3B nimero da equacao de fluxo correspondente
D1 ordem de "delay" (primeira ordem)

I.2.2 - As Equacoes

A evolugao do sistema nottempo & representa-

da pela sequéncia dos valores das variaveis resultante da com
putacao periodica do conjunto de equagoes que define o sistems
ma. A essa sequéncia de valores das variaveis se convenciona
dizer, representam o0 sistema. nos instantes T, T4+DT, T+2DT ,
etc , e onde DT representa o intervalo de tempo entre dois

instantes sucessivos.. .

12



Aos pontos sucessivos no tempo, da-se a deno
minagdo I,J,K, etc., e ao intervalo entre os instantes J e
K representa-se por JK . (Para uma exposigao detalhada da

sequéncia de calculo, vide ref. [8] ).

Basicamente sao trés os tipos de equagoOes u-
tilizados na descricao dos modelos da Dindmica Industrial on-

de cada uma dessas equacdoes define uma variavel.

EQUACOES DE NIVEL

As equacgoes de nivel sao expressas pela se -

guinte relagao:

NIV.K = NIV.J + (DT) (FE.JK - FS.JK) ' 2N

onde

NIV.K -~ Nivel no instante K .

NIV.J - Nivel no instante J .

DT - Valor do intervalo de tempo considerado entre os insg
tantes J e K (Constante)

FE.JK - Fluxo-de entrada durante o intervalo de tempo entre
os instantes J e K . '

FS.JK - Fluxo de saida durante o intervalo de tempo entre os

instantes J e K.

A equagao 2N define a variagao do nivel (NIV) de instante a

instante a partir dos fluxos de entrada e saida.

13



- EQUACOES DE FLUXO (FungOes de Decisao)

As equagoes de fluxo determinam as intensida
des dos fluxos, geralmente a partir de valores de niveis, para
os intervalos de tempo em questao. Todos os valores das vari
aveis de fluxo sao considerados como sendo constantes entre
dois instantes sucessivos, ou seja, ha a alteragéo dos valo -
res dos fluxos apenas de intervalo a intervalo, pois durante
os mesmos, eles sao constantes. Um exemplo de um equacao de
fluxo & dado abaixo: ela define o fluxo de saida de um "delay"

de primeira ordem (Fig.8b).

FS.JK = —Sav.d 3F
CTE

FS.JK - fluxo de saida no intervalo JK

NIV.K - nivel no instante K

CTE - constante de tempo do "delay"

A equagao 3F define o valor do fluxo no intervalo JK a par

tir do nivel no instante J .

EQUACOES AUXILIARES

As equagoOes auxiliares definem as variaveis

auxiliares que determinam os fluxos de informagOes, os quais,

14



por sua vez, vao entrar nas fungoes de decisdo. As equagoes
auxiliares sao utilizadas para facilitar a formulacao do mode
lo, evitando o problema de tornar muito complexas as fungoes
de decisado; & atraves das equagoes auxiliares que as nao line
aridades sdo introduzidas no modelo. A computacao das varia-
veis auxiliares e feita sem a necessidade do conhecimento dos
valores de variaveis nos instantes anteriores, como acontece
nas equagdes de nivel. Elas sao computadas no instante genée-
rico K a partir dos valores das variaveis também considera-
das no instante K. A equacao abaixo & um exemplo de equagao
auxiliar:

DFR.K = DHR + DUR _IDR.X 4A

IAR.K
O valor de uma variavel auxiliar DFR.K & calculado a partir
de dois niveis IDR.K e IAR.K e duas constantes DHR e DUR

(vide problema exemplo - capitulo VI)

O tipo de formulagao dado pela Dinamica Indus
trial, acima exposto, & particularmente adequado e facilita so
bremaneira, tanto a fase da modelizagéd como simulagao de sis
temas industriais. Porém, quando se passa para a fase de ana-
lise, e especificamente de estabilidade, tal nao ocorre, haven
do a necessidade de, a partir das equagoes de Dinamica Indus-

trial que definem o sistema, colocid-lo sob uma formulagao mais

15
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adeguada e que facilite tal analise.

Para tanto, considerando que todos os fluxos
sao constantes durante os intervalos JK, KL ...etc , se assu

mirmos que

FLUX.JK = FLUX.J = FLUX.Jg

ou seja, se considerarmos todos os valores das variaveis de
fluxo (constantes durante os intervalos de tempo) como tendo

o valor da variavel no instante, tomado pela dlrelta, podere-
mos tratar todos os tipos de varidveis considerando apenas seus
valores nos instantes, sem levarmos em conta os valores duran-
te os intervalos. Donde, em todas as equagoes aparecerao ape

. - . » v
nas variaveis consideradas em instantes.

Tomemos as equagoes 2N e 3F que definem em
conjunto um "delay"; a partir do exposto acima e substituindo

3F em 2N , obteremos:

NIV.J
CTE

NIV.K = NIV.J + (DT) (FE.J -

) (Ir.2.1)

ou seja, o valor da variavel NIV ‘em um determinado instan-
te, depende apenas de valores de varidveis em instantes ante-
riores. Para melhor entendimento do que representa a equagao

_ITr.2.1 , facamos:



NIV.J
CTE

NIV.K - NIv.J = (DT) (FE.J - )

ou

A NIV + NIV.J _ FE.J

DT CTE

Tomando-se o limite da expressao anterior para DT =+ 0 , obte
mos:

d NIV (&) + N»IV(t)

N FE (t)
dt CTE

que representa um sistema linear de primeira ordem, onde FE(t)

& a entrada e CTE & a contante de tempo.
Analisando-se todos os elementos gque consti-
tuem os sistemas da Dindmica Industrial, podemos representa -

-los com dois tipos de elementos:

1) bloco linear

s(k+l) = a s(k) + k e(k)

2) bloco nao-linear (sem memoria)

17
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s(k) = f(el(k) ’ ez(k) e em(k)) ¥

e, a partir desses dois tipos de elementos com as suas equa -
¢oes correspondentes, podemos definir os sistemas da Dinamica
Industrial por um conjunto de equagoOes que representam as va-—
riaveis de estado do sistema, sendo cada uma das variaveis

de estado-representada por uma variavel de nivel corresponden

te.

I.3 - EQUACOES A DIFERENCAS FINITAS

Pelo exposto na secao anterior, podemos, a par
tir do conjunto de equagles que definem ﬁm sistema da "Dinami-
ca Industrial', dar uma representagéo de variéveis'ée estado ao
sistema, definida pela seguinte equagao vetorial & diferencas

finitas:

X' (k+t1l) = H(X(k),U(k), k) (1.3.1)
k=0,1,2...

n_.m n ~ ; = .
onde H:R xR xI + R ; € a equagao acima e equivalente a um

conjunto de n equag¢Ces escalares



x{k+l) = hi(xl(k),xz(k),...,xm(k),ul(k),uz(k) ...um(k),k)

i=1,2,... n
0 vetor X & o estado do sistema descrito por
I.3.1 e suas componentes Xy sao as variaveis de estado.
O vetor U(k) @& o controle, ou entrada,e suas componentes ui(k)
sao as variéveis de controle, ou no nosso caso, as variaveis
exdgenas. O inteiro n define a ordem do sistema, e geralmen

te, o nfimero de entradas & bem inferior ao numero. de variaveis

de estado, ou seja, m<n.

Limitando as entradas 3 classe das entradas
constantes, uj = cte , j=1,... m fazemos com que elas passem

a fazer parte do sistema, e a equacao I.3.1 pode ser escrita:

X(k+1) = H(X(k),k) (1.3.2)

~ n n . P .
onde H: R'XI - R ; € O sistema I.3.2 e dito ser livre ou
nao forgado. Se ainda considerarmos o sistema como sendo es-
tacionario isto &j iindependente do instante considerado, che

garemos a representagao

X({k+1l) = F(X(k)) (r.3.1)

onde F:Rn - Rn

, € que representa um sistema autdnomo discre
to no tempo. A equagao I.3.1 & considerada uma equagao ve-

torial a diferencas finitas, autdnoma; mas podemos considera-

19



~la como representando um processo iterativo onde k indica o
nimero da iteragao. Uma outra maneira de considera-la, apenas
por questdes de notagdo, & chamd-la de uma equacdo vetorial re
corrente,pois o estado seguinte & sempre calculado a partir do
conhecimento do estado anterior. NOs a consideraremos, apenas
para uniformizagao de linguagem, como sendo uma equacao a dife
rengas finitas que representa um sistema dindmico autdnomo dis
creto no tempo. Limitaremos nosso estudo & classe dos siste -~
mas onde o operador F & continuo e diferencidvel segundo Fré

chet no dominio da funcao.

A classe dos sistemas a que restringimos o nos
so estudo, compoe uma grande parte dos sistemas da "Dinamica In
austrial", dos quais estudamos o comportamento do ponto de vis-
ta da estabilidade, considerando entradas em degraﬁ no sistema
(U(k)=cté). A hipotese da diferenciabilidade & valida para
grande parte dos sistemas, e quando houver o caso das "fungoes
auxiliares" serem dadas por tabelas; podemos facilmente obter

essas fungoes a partir de regressoes polinomiais.



CAPITULO II - ESTABILIDADE - DEFINICOES E RESULTADOS GERAIS .

II.1 - INTRODUCAO

Embora os estudos e resultados sobre estabili

dade de equagoes diferenciais sejam numerosos e largamente di-

vulgados, tal fato ainda ndo ocorre com as equacoes a diferen-

cas finitas, onde a extensdo dos resultados aplicaveis as pri-
meiras ainda carece de maior estudo e divulgagao, sendo a bi -

bliografia sobre o assunto ainda bastante restrita.

Este capitulo tem por finalidade a apresenta-
gdo das definigOes basicas e os resultados fundamentais relati
vos ao estudo da estabilidade de equacgoes a diferengas finitas,
ordindrias e de primeira ordem. Tais resultados sao , na sua
maioria, andlogos dqueles correspondentes as equacoes diferen-
ciais e se baseiam no segundo método ou método direto de Liapu
nov. A apresentacao dos resultados nao pretende ser exaustiva
e estard restrita ao caso dos sistemas autOnomos, que &€ O caso

que trata esse trabalho. Os resultados apresentados e a maio-

ria das provas podem ser encontrados nas referéncias [22] e[25].
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II.2 -~ ESTABILIDADE - DEFINICOES

Consideramos os sistemas autonomos descritos

pela equagdo vetorial a diferengas finitas de primeira ordem:

X(k+1) = F(X(k)) (I1.2.1)

k=0,1,2,...

onde F:Rn > Rn

& continua em todo o dominio.
Definigdo 2.1 -~ A solugdo de (II.2.1) & a sequéncia {X(k)}

onde X(k) = FF(X(0)) ; k>0 e X(0) & o es-

LX]

tado inicial do sistema.

Definicao 2.2 - Todos os pontos X* que satisfazem a rela-
gdo X* = F(X*) sao chamados pontos fixos

de F ou pontos de equilibrio de (II.2.1) .

Na teoria de estabilidade de Liapunov, o es-
tudo & relativo aos estados de equilibrio X* de F(X), que sao
zero, para tanto basta que se faga uma mudanga de variaveis

x = X-X* donde o sistema II.2.1 fica:

x (k+1) = F(x(k)+X*) - X* (I1.2.2)

22



ou

x (k+1) =

que tem x*=0

Definicao 2.3 -

Definigao 2.4 -

Definigao 2.5 -

Definigao 2.6 -

23

£{x(k)) (I1.2.3)

como ponto de equilibrio.

O ponto de equilibrio x*=0 & estavel no sen
tido de Liapunov, se e somente se, dado um
e>0 existe um 68>0 , tal que: sempre que ti-
vermos |[|x(0)]] < 8 a solugao {x(k)} de

II.2.3 satisfaz |[x(k)|] <e , ¥ k>0 .

O ponto de equilibrio x*=0 & assintotica -
mente estavel se e somente se: X*=0 & esta
vel no sentido de Liapunov e existe um Y{ > 0
tal que, sempre que tivermos |[[|x(0)|] <Y ,

lim x(k) = 0 .

koo

O ponto de equilibrio x*=0 & globalmente as
sintoticamente estavel, se e somente se, Xx*=0
é estével no sentido de Liapunov e)q( X & R :

lim x(k) = 0 .
koo

O ponto de equilibrio x*=0 & exponencialmen

te estavel se e somente se existirem constan-



tes 6>0 , a>0 e O<n<l tais que: a solucgao
‘{x(k)} satisfaz
Hx ) [] <o []x(0) |] o¥ k=0,1,2,...

quando ||x(0)llk & .

Definicao 2.7 -
Seja F um operador tal que F:R" > R™ , diz-se
que F & diferenciavel segundo Fréchet, em X

se e somente se existir um operador linear

LX : Rn -+ Rm , tal que:
o]
+h) -~ -
Lin | |F (X +h)=F (X)) Ly, hi |
h~>0 | |h]]|

se F & diferenciavel segundo Fréchet em X, ©

operador Ly & representado por F'(Xo) , onde
o
[ oF] 5F1 3F; |
3%, 9%y X,
8F2 ceessssesnssnse E
1 - .
F (Xo) . :
dF, 0Fm  eese.. OFp
3%, 39X 2 90X,
L . X=XO

€ o Jacobiano calculado no ponto X=X, . Usare -
mos também a notacgao F'(XO) = J(XO) para repre

sentar o Jacobiano no ponto XO .



II.3 - AS FUNCOES DE LIAPUNOV

O método direto, ou o segundo método de Lia-
punov, & todo ele baseado no estudo das "fungdes de Liapunov"
que permitem fornecer informacao qualitativa sobre a estabili
dade do sistema sem a necessidade de propriamente resolver as
equagoes. O uso das fungOes de Liapunov no estudo das equa -
¢oes diferenciais data de 1892; porém sua aplicacdo as equa -
goes a diferencas finitas foi inicialmente feita por Hahn em

1958. As fungOes de Liapunov tem no seu sinal uma caracteris

tica importante; portanto, sao a seguir dadas definigdes in -

dispensaveis ao seu tratamento.

Defini¢do 3.1 - A fungdo escalar V(x) & definida positiva(ne
gativa) em N, (0yserpara |[[x|| < h  temos

v(x)>0 [V(x) < 0] )V(x# 0 e V(0)=0 .

Definigao 3.2 - A funcgdo escalar V(x) & semi definida positi
va (negativa) em N, (0) se para |[[x|| <h

temos V(x) > 0 [v(x) < 0] V(x e V(0)=0

Comumente encontram-se fungoes definidas positivas e ne
gativas quando se utilizam matrizes e formas quadraticas; pa-
ra a analise do sinal de tais fungdes, utilizam-se as condi -

coes de Sylvester.
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Teorema 3.1 - Teorema de Sylvester

Para que a forma quadratica V=x TAx seja po
sitiva definida & necessario e suficiente que a matriz A se
ja definida positiva, ou seja: se e somente se todos os deter.

minantes menores principais forem positivos:

Dy = | ajq | > 0
a7 &y,

D2 = > 0
1 %22
all PRPES aln

Dn = : . >0
anl “ee ann

Para que a forma quadratica V=xTAx seja de
finida negativa @ necessario e suficiente que a matriz A se
ja definida negativa , ou seja, se e somente se, os determi -
nantes menores principais de ordem par forem positivos, e os

de ordem Iimpar forem negativos.



Defini¢ao 3.3 -~ Um mapeamento v:R® » R & uma fungdo de Lia-

n

punov para f£:R" + R" no ponto de equilibrio

x*=0 de x(k+l)

f(x(k)) , se existe uma vi
zinhanca aberta D de x*=0 tal que V & con

tinva em D e,

vi{x) > 0,v[ X €D x#0 e V(0) =0

AV(x) = V(£(x))-V(x) < 0 para todos 'x e’

f(x) €¢D .

Teorema 3.2

Seja £:R" » R" um mapeamento continuo numa
vizinhanga aberta S de x*=0 ponto de equilibrio de x(k+l)=
= f(x(k)) ; entao:

Se existir V:R" + R e for uma fungdo de Li
apunov para f. em x*=0, entdo x*=0 & um ponto de equili -

brio estavel no sentido de Liapunov.

Se AV(X) < 0 para x,f(x) €D e x#0 , en

tio x*=0 & assintoticamente estavel.

Se S=D=R" e se V(x) + « com ||x]||] + =,

o ponto x*=0 & globalmente assintoticamente estavel.



Convém salientar que o resultado acima n3o
garante a existéncia de uma fungao V. Para que possamos garan
tir a estabilidade do ponto @ preciso achar uma fungao V e

geralmente na pratica, cada caso requer uma anadlise particular.

Tomemos o caso onde f(x) e linear; f(x)=Ax

donde

x (k+1) = Ax(k+1) (1IT.2.4)
x (k) = a%x(0)
arbitramos como funcao de Liapunov a forma quadratica V(x) =
= x'Px onde P & uma matriz simdtrica definida positiva, don
de

T T

AV (x) xTA PAX — XTPx

I

AV (x) xT(ATPA - P)x

para gque AV{(x) seja definida negativa, devemos ter que a ma

triz (P~ATPA) seja definida positiva.

Teorema 3.4

Se existe uma matriz simétrica definida posi
tiva P tal que P-ATPA & definida positiva, entao
lAi]<l i=l, ... n , onde n & a ordem da matriz e Ay sao
o0s auto valores de A , e inversamente

Se [i;]<1l entdo existe uma matriz simétrica
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definida positiva P tal que P-ATPA & definida positiva.
Donde conclui-se que AV(x) < 0 V[x e R ou seja, o unico
ponto de equilibrio de 1II.2.4 & globalmente assintoticamen

te estavel.
Considerando-se o sistema

x(k+1) = £(x(k))
onde f & continua, se decompugsermos f(Xx) em uma parte li-
near e outra nao linear, tal que: £(x) = Ax + g(x),entao po-

deremos escrever:

x(k+1) = Ax(k) + g(x(k)) (I1.2.5)

Teorema 3.5

Considerando o ponto de equilibrio X*=0 do

sistema (II.2.5) onde g & continua se:

[ [x]]~0 NESN

b) lAi|<l i=1 ... n
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entdo, o ponto de equilibrio: x*=0 & assintoticamente estavel.
Se, por outro lado, para algum A, tivermos }Ail>l , X*=0 nao

€ estavel no sentido de Liapunov.

Sejam os sistemas da forma de II,2.1 tal
que F(X) & continua e diferenciavel segundo Fréchet em X* ,
se tomarmos g(x)=f£(x)~-F'(X*)x a condigcao a do teorema 3.5
é verificada, pois se F(X) & diferenciavel segundo Fréchet

em X*, entao:

| [F(X*+x) ~F (X*) -F*' (X*) x| |

lim 0
| [x]]~+0 | x|
como F(X*)=X* , temos:
1im | |[F(X*+x) =X*=F' (X*)x]| | 0
[ [x|[~0 [ 1x]]
e pelas relagoes II.2.2 e II.2.3 temos:
lim Hf(X)"F'(X*)X H = 1lim Hg(x) IL_ =0
| [x]]+0 | 1x]] [{xl]>0 []x]]

donde poderemos enunciar:

Teorema 3.6

Se F(X) & continua e diferenciavel segundo
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Fréchet em X*, e tomarmos o sistema II.2.1 deslocado para a
origem

x (k+1) = £(x(k)) com f(x(k)) = F'(X*)x (k)+g(x(k))

se todos os auto valores de F'(X*) satisfizerem }Ai]<l
i=l,...,n entao, o ponto de equilibrio x*=0 & assintoti-
camente estavel. Se para algum i/JAil>l , 0 sistema ndo e es-

tavel no sentido de Liapunov.

Basicameﬁte, para a analise da estabilidade
dospontos de equilibrio dos nossos sistemas, nos utilizare -
mos do resultado anterior, pois grande parte dos sistemas no
nosso caso satisfaz as condi¢6es do teorema acima. Cumpre no
tar que o teorema nao diz nada sobre o caso onde algum dos Ai
tenha mddulo igual a 1 , [r;[=1 , esse & o chamado "caso
critico de Liapunov", e para analisarmos o caso nao podemos
aplicar o teorema anterior; tal analise nao tem solugao sim-
ples e a estabilidade do ponto depende basicamente dos termos

nao lineares.

II.4 - DOMINIO DE. ESTABILIDADE

Ainda relativamente aos sistemas descritos por
x(k+l) = £(x(k)) , um conceito importante & o relativo ao domi-
nio de estabilidade do ponto de equilibrio x*=0 , definido co

mo sendo o conjunto D onde



k

D= {x(0) / lim £° (x(0)y = 0 }

ks>

ou seja, & o conjunto dos pontos x(0) , tais que , uma vez to

mados como condigao inicial para =x(k+1) = £(x(k)) a conver-
géncia do sistema para x*=0 & assegurada. A determinacao de
D embora seja de grande importancia no estudo da estabilida-
de, n3o @ um problema trivial, e, no maximo, conseguem+se a-

proximagSes para D que n3o necessariamente & convexo [22]

[30] .

Para sistemas discretos no tempo, os métodos
para sua determinagao restringem-se geralmente aos casos onde

a dimensdo do sistema e n=2 . [11] Ré]

A maneira como foi encarado o problema para

0os sistemas da Dinamica Industrial e matéria do capitulo V.
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CAPITULO III - PONTOS DE EQUILIBRIO

III.1 - INTRODUCAO

Dado um sistema dinamico descrito pela equa-
cao X(k+l) = F(X(k)) , a nossa preocupagao inicial estara em
sabermos da existéncia de pontosde equilibrio nesse sistema,
uma vez que o estudo e a anadlise da estabilidade sao relati -
vos a esses pontos. Um sistema do tipo de 1II.2.1 podera,em
principio, ter um, dois, ...., infinitos ou nenhum ponto
de eqﬁilibrio, e a priori, apenas considerando a forma da fun
¢do F, prever a existéncia de pontos de equilibrio,de uma ma-
neira geral, ndo & um problema solucionado. O "principio da
contragéo;' [19] [29] nos garante a existéncia de um ponto de e
quilibrio (ponto fixo), porém sua analise & apenas local e for

nece apenas condig¢des suficientes de existéncia.

Sendo o nosso um problema mais voltado as a-
plicagOes praticas, uma tentativa no sentido de busca e deter
minacdo dos pontos de equilibrio de um sistema por um método
computacional, utilizando-se o método de Newton Raphson asso-
ciado a um planejamento de experimentos (plano de BOX) [4]

& exposto neste capitulo e aplicado ao problema exemplo.
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III.2 - SOLUCAO DE UM SISTEMA DE EQUACOES NAO LINEARES

A determinagao dos pontos de equilibrio des
um sistema do tipo II.2.,1 pode ser considerado como sendo o

problema da determinagdao das solugdes ou dos zeros da equagao

vetorial

G(X) =0 (I11.2.1)

onde G(X) = FP(X)~X , ou seja, G:rR% » r"

e um operador nao
linear; a equagao III.2.1 pode ser escrita como um sistema

de equag¢Oes nao lineares

n
Gz(xl,x2 .o xn) =0
Gn(xl,x2 - xn) =0
onde X* = (xi,xg .o xﬁ) & uma solugao, que, se existir, pode

nao ser unica.

Hi, em principio, muitos metodos para a de -
terminacdo das solugdes de 1III.2.1 , que podem ser: métodos
graficos, métodos baseados em simulagoes em computadores ana
1ogicos [11] , isso quando a dimensao do sistema permitir.Pa

ra sistemas de dimensdo elevada & preciso recorrer a métodos
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numériecos, métodos de otimizagao, todos esses associados au

tilizacao do computador digital.

Um método bastante utilizado por sua simpli-
cidade e eficiéncia @ o de Newton-Raphson, que fornece uma so
lugao de III.2.1 suficientemente acurada para efeitos de com

paragao com X*. Baseila-se em achar uma equacdo linear
LX=y (III.2.2)

que se aproxime a III.2.1 numa vizinhanga do ponto X* e se
ja resolvida por métodos numéricos convencionais. A solugao

X* & dita obtida por linearizagdo de III.2.1 . Para a cons
trugao da equagao linear 1III.2.2 , sendo G continua e dife

renciavel segundo Fréchet, podemos escrever:

G(X) = G(Xo) + G'(Xo)(X—Xo) + n(X,Xo)

onde

n (XIXO)
lim = 0
| Ix-x_[]+0  [[x-x_]]
Se G(X*) = 0 teremos:
G(XO) + G'(XO)(X*-XO) = —n(X*,XO)

Seaainda, considerarmos XO nas vizinhangas de X* , podemos

desprezar n(X,Xo) e obter a equacao linear

G(Xo) + G'(XO)(X-XO) =0



ou

G‘(XO)X~= G'(XO)XO - G(XO)

que tem uma Gnica solugido X=X, se G'(X)) existe e que éu
ma aproximacao de X* onde
~ -1
- - [
X, = X, [6"(x.) ] G(X,) (III.2.3)
A partir da equagao III.2.3 podemos formar
um processo iterativo baseado em que se X esta proximo de

X*, X estara provavelmente mais proximo, e X, calculado

1 2
a partir de Xl’ idem; donde construimos o processo iterati

vo definido por

-1
= — ]
X =% - [6rx)] T e (III.2.4)
gue define o processo de Newton Raphson. Observe-se que o0
processo iterativo acima pode ser considerado como sendo u-
ma equagdo a diferencas finitas de primeira ordem, cujo ani

co ponto de equilibrio & X*.

Uma vez que consideramos G sendo diferen-
ciavel segundo Fréchet, e o processo III.2.4 sendo uma e-
quagao do tipo de 1II.2.1 , vamos analisar a estabilidade
- do ponto de equilibrio X* aplicando o teorema(3.6). Para

tanto, vamos analisar os auto valores de N'(X¥*), onde:

36



37

N =x -~ [erm] "t ew
e
¢ 7 B (X)
v =1~ m] e -
¢ H!(X)
onde
e =[e;(x) ¢, .... 6 (x)]

i

H (X)

[ 2G_ (X) G (x) aGn(x)J

axl 8x2 axn

Como no ponto X=X* temos G(X*)=0, entao
N' (X*)=0 , ou seja,os auto valores de N'(X*) sao todos nu-
los, donde o processo iterativo descrito por IIT.2.4 é as
sintoticamente estavel, além de a condigao 1;=0 garantir a

convergéncia rapida do processo numa vizinhanca de X%*.
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Pelo exposto na pagina anterior, concluimos
que: desde que estamos buscando os pontos de equilibrio de
X(k+1l) = F(X(k)) , ou seja, os pontos X* tais que X*=F(X%*)
ou ainda os "zeros" de G(X) = 0 , gualquer ponto de equili-
brio X* (desde que exista) de X(k+l) = F(X(k)) estavel ou
ndo:para O processo iterativo de Newton Raphson & um ponto
assintoticamente estivel, porém ndo globalmente, isto &, o
processo III.2.4 tem o seu dominio de estabilidade assin-
totica, que geralmente & pequeno comparado com o dominio de

X* (X* estavel) considerado o processo II.2.1 .

Desde que tomarmos uma condi¢do inicial para
o processo de Newton Raphson suficientemente proxima de X¥*,
ele convergird para X*,independente da condigao de X* ser

estavel ou nao por X(k+1l) = F(x(k)) .



III.3 ~ PLANEJAMENTO DE EXPERIMENTOS

Como foi citado na introdugao deste capitulo,
nao ha condigbes de saber a priori quantas solugbes tem a equa
gdo III.2.1 ou seja, quantos pontos de equilibrio tem o sis-
tema X (k+1l) = F(X(k)) . Uma tentativa no sentido de uma so-
lucao pratica para o problema, foi a de se recoreer a um crité
rio de busca de pontos de equilibrio em um dado dominio de in-
teresse E , definido a partir de consideragoes fisicas. Ge-
ralmente definido a partir dos valores maximos e minimos que

podem assumir as variaveis de estado,

E = {X:X

min £ ¥ 2 X y

max

Sendo E o dominio de interesse, fazemos u-
ma exploragdao em E seguhdo: um critério de experimentos (o
plano de BOX) [4] . Essa exploracao, segundo o critério de
Box, pretende, dentro da ideia do método, conseguir o maximo
de informagdes sobre E com um minimo de experiéncias. As
informacGes sobre E , no nosso caso, sdo a existéncia ou nao
de pontos de equillbrio, e o plano ird, a partir da definigao
de E fornecer um conjunto de pontos experimentais que serao
tomados para condigdes iniciais para a aplicagdo do método de

Newton Raphson.

Desta maneira, procuramos fazer uma explora-
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cao, sabendo que: desde que existe um ponto de equilibrio de
III.2.1 estavel ou nao e X a condigao inicial for tomada
na vizinhanga de X* , o processo de Newton Raphson convergi-

ra para X* e . téremos determinado um dos pontos de equillbrio.
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CAPITULO IV - SENSIBILIDADES EM RELACAO AOS PARAMETROS

IV.1 - INTRODUGCAO

A analise de sensibilidades tem por finalida
de no nosso caso, a identificagao dos parametros importantes
na dindmica e na estabilidade dés:pontos de equilibrio do sis
tema. De grande valia & a identificagao dos pardmetros que
influem na "posigao" de determinédo ponto de equilibrio, ou se
ja, de uma solugao de regime. Considerando determinado ponto
de equilibrio, & dada, a partir de um método proposto por Fad-
deeva [6]  uma maneira de calcular as sensibilidades dos au-
to valores do Jacobiano, calculado no ponto de equilibrio, em

relagao aos parametros do sistema.

Esses resultados nos fornecem dados para uma
analise da influéncia dos parametros na velocidade de conver-
géncia do sistema nas vizinhangas do ponto de equilibrio, bem
como na sua estabilidade. Nao nos ateremos aos problemas de
"bifurcagéo", ou seja, aos valores de parametros para os quais
hd a passagem de algum dos A, de Iiil ¢« 1 para lﬂil > 1 ou

vice-versa; para tal sugerimos as referéncias [13] e [30] no

caso em que a dimensao do sistema & n=2. '

Um dos parametros importantes, comum a todos

os sistemas de Dindmica Industrial & o periodo de amostragem,



DT que & introduzido na disc:etizagéo.do sistema, tal parametro
muitas veées dependendo do sistema & critico no sentido de que,
a partir dos resultados da simulacao podemos ser levados a ti -
rar conclusoes erradas sobre o sistema real, desde que a sen-
sibilidade em relagao & discretizagao seja muito elevada; cabe
notar porém gue O valor de DT n3o influi nos pontos de equilil

brio, ou seja, na solugao de regime.

IV.2 - INFLUENCIA DOS PARAMETROS NA POSICAO DO PONTO DE EQUILI

BRIO:

Consideremos o sistema

X (k+1) = F(X(k),P) » (IV.2.1)

onde

n T

F:R" x R~ + R e P = (pl,p2 ...pr) e o ve-
tor dos parametros do sistema.

F & diferencidvel em relagio a P e a X e para P=b,

fixo, temos:

X(k+1) = F(x(k)) F:R" » R"

Os pontos de equilibrio do sistema s3o tais gue:
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X* = F(X*,P) (IV.2.2)
ou

X* = ¢ (P)

r n s

onde ¢:R° =+ R e onde ¢ , a menos de casos bastante sim-
ples, nao & conhecida analiticamente. Como estamos interessa
dos na variagao de X* em relagao a um determinado pardmetro
P
Iv.2.2

=, tomemos as derivadas parciais de ambos oswmembros de

@
>
A
)
e B
@
e
*

oF
. 3
3 p

@
o]
@
»
*
@
o)

Mas, . considerando-se um sistema definido onde
P=P e calculando as derivadas parciais no ponto X=X* , tere

mos:

- -?5{-—' * = ——-—T (IV.2.3)
I x=x*

donde resolvendo-se o sistema IV.2.3 1linear , obtemos:

_:Hx* -

ap.

~ lox* 3 p]
1op. - :
PJ :

ax*

- Tn

9P
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gue fornece as sensibilidades de todas as variaveis de estado

no ponto de equildbrio X=X* em relacgao ao parametro p; -

IV.3 - INFLUBNCIA DOS PARAMETROS NOS AUTO VALORES DO JACOBIANO

Um método para o estudo das sensibilidades
dos auto valores de uma matriz (nxn) em relagao aos seus pa
rametros & proposto por Faddeeva [6] e sera utilizado no nosso

caso.

Consideremos a aproximagao linear do sistema

X(k+1l) = F(X(k)) no ponto de equilibrio X*.

X(k+l) = J(X*)xX(k) (Iv.3.1)
onde " -
aFl aFl L aFl
X IxX D4
J(X*) = 1 2 n
aﬁ oF 3F
n n n
Bxl 8X2 axn

- 4 X=x*
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sendo X, . i=1,2 ...n os auto valores do Jacobiano calcula-

do em X* , podemos escrever:

* =
J (X )Vi Aivi (Iv.3.2)
onde o
Vi
Vs
Vi = . e o auto vetor associado ao auto
-an valor Ai .

Tomando-se a derivada parcial de ambos os
membros de 1IV.3.2 em relagao a um dos parametros de P =

(pl,p2 cee pr)T gque denotaremos p. = p e chamando

, : ]
J(X*) = A , temos:
By o4 a2V oo, A, 2 g (IV.3.3)
ap i ap i ap ap i

Sejam Wj os auto vétores de AT , fazendo

o produto escalar de Wj com cada um dos termos de 1IV.3.3 ,

temos:
A V4 _ aVY dr; V., W,
~<—3—5— Vi >+ <a 351 ,Wj> = Ai<-a-£5— ,wj>+ o< >

(Iv.3.4)



Se em 1IV.3.4 tomarmos i=j , poderemos escrever:

,_g_zs v >+ <a %i, WS> = ﬂ;., aTw, Ot 3 _1 <v,,w >

pois
ATW.'= AW,
i i'i
e como
oV T
vy oVvi
< ip ! LF > op ' A Wj_>
tiramos

LS R (IV.3.5)

5p ;
<V >
onde os elementos da matriz C = [;Qé—{] sao dados por:

n 3 243 RN N i3
9%y ) Ip op

c 3 L] =
1) k=1

calculados no ponto de equlllbrlo X*; note-se que para o cal

9 A,
i

3 p.
J
de A , auto vetores de aT e da solugao do sistema 1IV.2.3 .

culo de por IV.3.5 necessitamos dos auto vetores

A partir dos resultados de 1IV.3.5 e IV.2.3 ,



a anadlise sera dirigida no sentido de identificarmos quais os
parametros que tem maior influéncia na variacao dos auto valo-

res, e do ponto de equilibrio, pela anadlise do sinal e do va-

S 9 A,

lor numérico respectivamente de aA;% e de -{%§§2J. Cumpre
notar que poderemos ter Os casos ondg a sensibiliéade, tanto
de determinados auto valores como da posicao de equilibrio, se
jam elevadas para um certo parametro, e, em caso de fazermos
modificagOoes nos parametros do sistema, deve-se ter em mente

a possibilidade dessas interagoes. Ou seja, desejando alterar
algum auto valor, poderemos alterar simultaneamente a posicao
do ponto de equilibrio, bem como o valor numérico de outros au
to valores, donde uma solucao de compromisso e necessaria, ve-

rificando-se os valores numéricos de todas as sensibilidades

de interesse.

2] . D.
Py P

| 8 Ay o [axr

Como os valores numericos de —m/—— é<[ '}
sdo calculados em um determinado ponto de equilibrio e que
em um dado auto va-
& A, 3 A,
§l; 1
A pj 3 P
essa relagao & considerada uma aproximagdo linear das varia -

quando vamos calcular a variagao de Axy

lor devido a uma variacao Apj a partir de

.
r

coes em X* e e valida apenas para pequenas variacoes de AXg
e Apj « Podemos ainda, a partir da magnitude relativa dos

elementos de um auto vetor associado a um determinado auto va
lor, identificar em qual variavel de estado do sistema tem in

fluéncia preponderante esse auto valor. Se,por exemplo, tiver
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mos o auto valor _Ai e o auto vetor a ele associado tiver a

forma Vi = (o 3a a)T , a varifvel de estado X, tem mai

or influéncia do modo Ai do que X, e X5 que tem, por sua

vez, a mesma influéncia do auto valor Ay



CAPITULO V — DOMINIO DE ESTABILIDADE

V.1l - INTRODUGAO

O problema da determinagao do dominio de esta
bilidade estd intimamente relacionado com a geracdo de fungoes
de Liapunov, embora em certos casos consegue-se a sua determi-
nagao a partir de métodos considerados diretos, baseados no es
tudo das propriedades da fronteira désse dominio [11I] , os méto
dos ditos diretos tem sua limitacao na dimensao do sistema,que

. se for elevada, torna o problema complexo.

A geragao de fungdes de Liapunov por um proce
dimento sistematico tem sido uma preocupacao constante desde a
publicagao de seu trabalho original (1892). Embora existam mul
tos metodos [14] e na maioria para sistemas continuos, tais co
mo o de Zubov, Krasovskii, e outros, nao sé pode afirmar que
o problema da geragao de funcoes de Liapunov tenha sido resol-
vido; sendo esse um dos motivos pelos quais o segundo metodo
de Liapunov nao teve uma maior aceitacdo nos meios mais volta-
dos ds aplicagOes praticas. No caso das equacgdes a diferencas
finitas os trabalhos sao poucos [1ﬂ [?@ talvez desestimulados
pelo conhecimento das dificuldades seéntidas no caso das equa -

coes diferenciais.

49



A intengao.desﬁe capitulo nao estda em expor
ou analisar os metodos existentes, para o que sugerimos ﬁé]
Bi] , mas procura mostrar um tipo de solugao que pode ser u-
tilizado para a determinacao de um dominio de estabilidade a-
proximado a partir de uma funcao de Liapunov relacionada com
a dinamica do sistema. Para sistemas de dimensdo elevada. &
indispensavel a utilizacao do computador digital para a solu-
cdo desse problema. A necessidade da determinagdo do dominio
de estabilidade no nosso caso; sistemas de Dinadmica Industri-
al estd ligada ao fato de que dado um ponto de equilibrio co-
nhecido; as condigOes iniciais do sistema nao devem ultrapas-
sar certos limites, o que faria com que o sistema se afastas-

se do ponto de equilibrio desejado.

0 método que utilizaremos, usando fungoes de
Liapunov nos fornecerad apenas o dominio aproximado,pois as con

dicoes de estabilidade sao apenas suficientes.

V.2 - FUNCAO DE LIAPUNOV

Desde que vamos determinar o dominio de esta
bilidade aproximado de um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel pelas funcoes de Liapunov, teremos que tentar uma fun
cao de Liapunov para o determinado sistema. Para sistemas de

dimensao elevada & bastante trabalhoso o processo de tentati-
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va e erro, e as consideragaes fisicas sobre o sistema, que em
outros casos sao Gteis, tornam-se dificeis; portanto, nos res
tringiremos ds formas quadraticas e utilizaremos um critério

baseado naquele proposto por Schultz Bi] para sistemas conti-

nuos.

Considerando o sistema

£(x(k)) (v2.1)

3

x (k+1)

cuja aproximacao linear &:

X (k+1) = Ax (k) » (v2.2)

onde A = J(X¥*)
X* - ponto de eéquilibrio assintoticamente estavel de X(k+1l)=

= F(X(k)) .

Seja a transformagao linear P tal que x=Pz; nas novas coor-

denadas 2z o sistema V.2.2 fica

z (k+1) = p~1 APz (k) ou
z(k+1l) = A z(k) (Vv.2.3)
onde
A = diag (A p%z,...,)n) & a matriz diagonal dos autovalores

de A , reais e Ai # A se i#j .
j
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Fazendo-se os raciocinios nas coordenadas z,

usaremos como fungao de Liapunov a forma quadratica

V(z) 2 z0z
como
AV (z(k)) = V(z(k;l)) - y(z(k)) , com V.2.3 temos
AV (z(k)) = z (k) AT A z(k) - z© (k)z (k)
Ccomo A? = A temos
W (z) = 2 (A2 - I) 2
como

A2 <, <k
1 R R

a matriz B= A2-I & definida negativa, donde V(z) e uma
fungao de Liapunov na vizinhanga do ponto x=0. Uma interpre
tacao dessa fungao de Liapunov estd no fato de que quanto mai-
or o modulo do autovalor Ai , tanto menor a "velocidade de
convergéncia" de V(z) correspondente dquela variavel de es-

tado zZg

AV (z) = AV(zl,z2 .o zn) o que.faz com que a fungao
V(z) assim definida, esteja ligada a dinamica do sistema nas
vizinhancas do ponto de equilibrio onde a aproximagao linear
z(k+l) = A z(k) & preponderante em relagdo aos termos nao 1i

neares.
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Desta maneira relacionamos a fungcao V as
caracteristicas do sistema nas coordenadas z. Para voltar-
mos ao sistema inicial, & preciso calcular V(x), o que teo-

ricamente & f£acil, pois:

vix) = x% @ HT p7L x

AV(x) = x> (P 7)" BP = x

onde V(x) e AV(x) mantém as propriedades de serem defini=
das positiva e negativa respectivamente @i]; O problema da
determinagao do dominio de estabilidade resume-se em determi-
nar a maxima superficie fechada no R" definida por V(x) =
— e HT p7l x =k tal que AV(x) < 0 , utilizando

AV (x) a partir do sistema nao linearizado, ou seja:

AV (x) = V(£(x)) - V(x)

Se para  Xx»» tivermos K+« o0 ponto x=0
serd globalmente assintoticamente estavel. Quando nao for o
caso, como a fungdo de Liapunov para um dado sistema ndo & G-
nica, dependendo de uma melhor ou pior escolha, poderemos de-

terminar um menor ou maior dominio de estabilidade.
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V.3 - DETERMINACAO DO DOMINIO DE ESTABILIDADE

O problema da determinagao numgrica do domi-
nio de estabilidade a partir de uma dada fungao de Liapunov ,
pode ser reduzido a um problema de minimizagdo de uma fungao
nao linear -AV(x) sujeita a uma restricao de igualdade V(x)=
= K, 6u seja buscar o minimo de -AV (x) na superficie fecha

da do R dada por V{x) = K.

0 procedimento basico & a procura de ~AV(x)
minimo na superficie V(x) = K e dal dando incrementos para
K e recomputando o minimo de =AV(x) nessa.superficie cuja
"distincia" 3 origem & "maior". O maior dominio serda aquele
determinado pelo X para o qual =AV(x) = 0. Esse procedimen
to & inicializado em valores de K para os Quais —jV(x) e

positiva.

Uma das maneiras de colocar o problema &, a
partir das restrigoes de igualdade, transforma-lo em um sem

restrigdes, ou seja, minimizar a fungao original aumentada:
— '
minimizar F = { -aV(x) + % [vix)-x] 2}

onde C' & uma constante positiva que define a precisao re -
querida; quando C' tende a tornar-se suficientemente grande,
o minimo de funcdo sem restrigdes ird se aproximar do minimo

de funcao original , satisfazendo a restrigao de igualdade.



No nosso caso, para a determinacao de AV (x)
minimo para cada um dos K foi utilizado o algoritmo "OPTIM"
[35] que se baseia na escolha do minimo da fungao F computa
do em 37 pontos na vizinhanga de um ponto inicial Xo  tra

tando-se, portanto, de um método direto de minimizagéo.
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CAPITULO VI -~ PROBLEMA EXEMPLO

VI . 1 - INTRODUCAQO

Este capitulo tem por finalidade a apresen
tagao de um problema exemplo de Dindmica Industrial ao qual
sao aplicados os métodos de analise sugeridos neste trabalho.
Na parte de computac¢do dos resultados numéricos, muitos proble
mas aparentemente simples do ponto de vista tedrico sdo de so-
lucao dificil quando se exigem resultados dentro de determina

da precisao.

Apresenta-se neste capitulo um sistema de
producdo-distribuigdo simplificado; o conjunto de equagdes da
Dinamica Industrial que define o sistema € transformado em um
sistema de equacgoes a diferencas finitas de primeira ordem e
analisado como tal. Nao nos prendemos na explicagao detalha-
da do modelo pois esta nao & a intencao; para consulta, suge-
rimos a referéncia [ 8] de onde foi retifado o exemplo. Em se-
guida & apresentagao do modelo, & dada uma sequéncia ldogica
dos programas FORTRAN utilizados com os respectivos resulta -
dos, diagramas de blocos e cujas listagens encontram-se no a-

péndice.



VI.2 SISTEMA PRODUCAO-DISTRIBUICAO (Simplificado)

Nesta segao sao apresentadas as equagdes da
"Dinamica Industrial", gue no conjunto vao constituir o modelo
do sistema produgao-distribuicdo de bens de consumo duraveis
considerados ao nivel do retalhista. O modelo constitui-se nu
ma simplificacao daquele exposto em detalhes na referencia [ﬂ,

capitulo 15.

Na sequéncia de apresentacao das equagoes,
com a definicao das respectivas variaveis, sera utilizada a
mesma notacdo da referdncia [8] . A numeracdo das equagbes &
aquela referente ao diagrama de blocos do modelo (fig.VI.2.1).
As letras N referem-se ds equagdes dé nivel ; F , as equa-

goes de fluxo e A &s equagdes auxiliares.

As equagoes do modelo sdo as seguintes:

UOR.K = UOR.J + (DT) (RRR.JK — SSR.JK) IN

UOR - pedidos nao preenchidos pelo retalhista (medidos em

unidades de bens a serem pedidos)
RRR - Pedidos recebidos pelo retalhista (unidades/semana)

DT - Intervalo de tempo considerado (semanas)
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IAR

SRR

SSR

SSR

UOR

DFR

DFR

DHR

DUR

IDR

IAR

IAR.K = IAR.J + (DT) (SRR.JK - SSR.JK) 2N

Estoque real de bens existente: no retalhista(unidades)

Pedidos recebidos pelo retalhista (unidades/semana)

Remessas enviadas pelo retalhista aos clientes (unida--

des/semana)

_ UOR.K
SSR.KL = DFR.K 3F

Remessas enviadas pelo retalhista aos clientes (unida

des/semana)

Pedidos nao preenchidos pelo retalhista (unidades/se-

mana)

Atraso (variavel) no preenchimento de pedidos pelo re

talhista (semanas)

IDR.K

DFR.K = DHR + DUR . TAR. K

4A

Atraso no preenchimento de pedidos pelo retalhista (se

nanas)

Atraso minimo devido ao manuseio de pedidos pelo reta-
lhista (semanas)

Atraso médio no preenchimento de pedidos pelo retalhis
ta quando o estoque de bens & normal (semanas)

Estoque ideal desejado no retalhista (unidades)

Estoque real existente no retalhista (semanas)
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IDR -~

AIR -

RSR -~

RSR.

RRR

DRR

PDR -

RRR -

DIR -

59

IDR.K = (AIR) (RSR.K) 5A

Estoque desejado no retalhista (unidades)

Constante de proporcionalidade entre o estoque e a me
dia de vendas pelo retalhista (semanas)

Média de vendas (unidades/semana)

1

RSR.K = RSR.J + (DT)( ——D-R—ﬁ—-

) (RRR.JK - RSR.J) 6N

Média dos pedidos feitos ao retalhista (unidades/se-

mana)

Pedidos recebidos pelo retalhista (vendas) (unidades/
/semana)

Atraso na avaliacao da média das vendas do retalhis-

ta (semanas)

PDR, KL, = RRR.JK + ( 5%§ ) (IDR.K - IAR.K) + (LDR.K -
- LAR.K) + (UOR.K - UNR.K) 7F

Decisao da quantidade de compras a serem efetuadas pe-
lo retalhista (unidades/semana)

Pedidos feitos ao retalhista (unidades/semana)

Atraso na atualizacao do estoque do retalhista (semanag}



IDR
LDR
LAR
UOR

UNR

LDR

RSR

DCR

DMR

DUD

DHD

DTR

Estoque desejado (ideal) no retalhista (unidades)
Pedidos em transito para suprir o retalhista (unidades)
Pedidos feitos pelo retalhista (unidades)

Pedidos nao preenchidos pelo retalhista (unidades)

Pedidos nao preenchidos pelo retalhista; nlimero consi

derado normal (unidades)

LDR.K = (RSR.K) (DCR + DMR + DUD + DHD + DTR) 8A

Pedidos em transito necessarios para suprir o retalhis

ta (unidades)

Média das vendas fieitas pelo retalhista (unidades/sema

na)

Atraso no processamento dos pedidos no retalhista (se-

manas)
Atraso na expedigao dos pedidos no retalhista (semanas)

Atraso médio no preenchimento de pedidos pelo distri-
buidor

Atraso devdo ao tempo minimo de manuseio dos pedidos
pelo distribuidor (semanas)

Atraso no transporte de bens para o retalhista (semana)

LAR.K = CPR.K + PMR.K + UOD.K + MTR.K 9A
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LAR

CPR

PMR

UoD

MTR

UNR

RSR

DHR

DUR

CPR

PDR

PSR

DCR

Pedidos em transito para suprir o retalhista (unidades)
Pedidos sendo processados pelo retalhista (unidades)
Pedidos de compra do retalhista, no correio (unidades)
Pedidos nao preenchidos pelo distribuidor (unidades)

Bens em transito para o retalhista (unidades)

UNR.K = (RSR.K) (DHR + DUR) 10A

Quantidade normal de pedidos no retalhista (unidades)

Media dos pedidos de compra feitos para o retalhista
(média das vendas) (unidades/semana)

Atraso no manuseio de pedidos pelo retalhista (semanas)

Atraso médio no preenchimento de pedidos pelo retalhis

ta quando o estoque € normal (semanas)

CPR.K = CPR.J + (DT) (PDR.JK - PSR.JK) 11N
_ CPR.J
PSR.JK = “DER 12F

Pedidos sendo processados pelo retalhista (unidades)

Decisao da quantidade de compras feita pelo retalhis

ta (unidades/semana)

Pedidos de compra enviados pelo retalhista (unidades/

/semana)

Atraso no processamento dos pedidos de compra pelo re-
talhista
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PMR

PSR

RRD

DMR

MTR

SSD

SRR

DTR
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PMR.K = PMR.J + (DT) (PSR.JK - RRD.JK) 13N
_ PMR.J
RRD.JK = —prra— 14F

Pedidos de compra ao retalhista, no correio (unidades)

Pedidos de compra enviados ao distribuidor pelo reta-
lhista (unidades/semana)

Pedidos recebidos pelo distribuidor (unidades/semana)

Atraso do correio - do retalhista para o distribuidor

(semanas)

MTR.K = MTR.J + DT (S8SD.JK - SRR.JK) 15N
_ MTR.J

SRR.JK = DR 16F

Material em transito para o retalhista (unidades)

Remessas enviadas pelo estoque do distribuidor (uni-
dades/semana)

Remessas recebidas no estoque.do retalhista (unidades/
/semana)

Atraso no transporte dos bens - do distribuidor para o
retalhista (semanas) ‘



UOD.X = UOD.J~+ DT (RRD.JK - SSD.JK) 17N
_ Uob.J
SSD.JK = —puD 18F
UOD - Pedidos nao preenchidos pelo distribuidor (unidades)

RRD - Pedidos recebidos peélo distribuidor

SSD -~ Remessas enviadas pelo estoque do distribuidor para o
retalhista (unidades/semana)

DUD -~ Atraso médio no preenchimento dos pedidos pelo dis -

tribuidor (semanas)

Note-se que a parte do modelo de producao-

distribuigao referente ao distribuidor, no nosso modelo foi
substituida por um sistema de primeira ordem descrito pelas
equagGes 17N e 18F. No nosso estudo, ainda consideraremos
apenas variagoes em degrau na quantidade de pedidos feitos ao

retalhista, ou seja, considerafemos RRR.JK = constante.

Tomando-se o modelo descrito pelas 18 équ§
¢Oes de Dinamica-Industrial acima, colocando-as na forma de e
quacoes de diferencas finitas de primeira ordem , represeﬁta—
mos o modelo por sete equacoes,cada uma delas representando

uma variavel de estado.
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0O sistema na forma X (k+1l) = F(X(k)), uma
vez definidos os valores numéricos dos parametros, & analisa-
do do ponto de vista da estabilidade e os resultados dessa a-
nilise, bem como a sequéencia dos metodos desenvolvidos para
utilizagdo em computador digital, fazem parte da secao seguin

te.

- VALORES NUMERICOS DOS PARAMETROS DO SISTEMA

DT = 0,05 semanas
RRR = 1.100 wunidades/semana
DHR = 1,0 semanas
DUR = 0,4 semanas
AIR = 8,0 semanas
DRR = 8,0 semanas
DCR = 3,0 semanas
DIR = 4,0 semanas
DMR = 0,5 semanas
pub = 2,0 semanas
DEHD = 1,0 semanas

DFR = 1,0 semanas
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clientes

arquivo

fig.VI.2.1

UoD-

17N

RRR

% clientes
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As equagoes do modelo colocadas sob a forma

X(k+l) = F(X(k))

plxllk).
X, (k+1) = %, (k) + p,.p, - — x. (k)
1 1 1°F2 3 :
P3 + PyP5 i
X, (k)
_p_l Aplxl (k)
Xz(k+l) = Xz(k) + plz X6(k) - X ()
p3+P495x'2(k)
PP p
_ P2 1
x3(k+1) = x3(k) + b, —5g-x3(k)

X,(k+1l) = % (k)—(——?i + —El) x, (k) + El—Bx (k)-x,(k) -
4 4 Py Pg 4 Pg 1 2

. Py
- x5(k)—x6(k)—x7(k) + Bg"
+p§l+§l2‘) X3‘ (k)> + Pq-Py

Py Py
Xs(k+l) = Xs(k) + 5;— X4(k) - E;— X5(k)
Pl' Py
x6(k+l) = x6(k) + B1g x7(k) - I x6(k)
Py

x7(k+1) =

I
»

~
-
+

(*p3~p4+p7+p96+plo+ |
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UOR
IAR
RSR
CPR
DMR
MTR

uoD

DT

RRR
DHR
DUR
AIR
DRR
DCR
DIR

DMR

= DUD

= DHD

= DTR
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VI.3 - RESULTADOS NUMERICOS

O problema da automatizagao dos métodos de a
nalise poderia, no nosso caso, ser simplificada de maneira sig
nificativa com o uso da Linguagem Formac [21] , adequada para
a manipulagdo de sIimbolos, expressGes matemdticas e cilculo de
‘derivadas. Como nao dispunhamos do Formac, nao foi possivel
conseguir uma maior generalizacdo dos métodos, e a cada novo
exemplo, jacobianos, matrizes de derivadas parciais de paramg
tros tem de ser construides a partir da determinacao manual
das derivadas , o0 que em certos casos mais complexos & traba-

lhoso e amplia a probabilidade de se introduzir erros.

Toda a programagao foi feita em Fortran IV ,
os diagramas de blocos, bem como as listagens dos programas en

contram~se no apéndice.

VI.3.1 - PONTOS DE EQUILIBRIO

Para a determinacao dos pontos de equilibrio
foi programado (vide apéndice) o metodo exposto no capitulo
IIT; utiliza o algoritmo Newton Raphson, para o qual as condi
¢Oes iniciais sao geradas a partir do planejamento de experi-

mentos de Box.

Definindo-se E={X:X., <X<X __} a partir das
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consideragoes fisicas do sistema produgEOedistribuigao e no
dominio de continuidade da fungio F(X(k)) o resultado foi a
determinagdo de um ponto de equilibrio (pag.70 ) . Fazendo-se

a extensao de E além da regiao de interesse, tomando-se in-
clusive valores negativos para X ;. = © método determinou ou
tro ponto de equilibrio distinto do primeiro anteriormenté desco
nhecido (pag.7l1); esses dois pontos sdao os dois Gnicos pontos

de equilibrio do sistema. Na determinagao dos pontos de egai
1ibrio, nao foi feita a analise do erro de arredondamento do
processo iterativo de Newton Raphson [ﬁi] . Porém os resulta

dos, pelo menos para o ponto de equilibrio conhecido, sao bas

tante satisfatdrios.

Dos pontos de equilibrio encontrados, um deles
(ponto de equil. nQl) & assintoticamente estavel, e o outro

(ponto de equil. n? 2) ndo & estavel).

Os auto valores do Jacobiano calculado no pon

to de equilibrio n? 1 sao:

A, = 0,9499999 + 0,01

1

A2 = 0,9616899 + 0,01
A3 = 0,99374%9 + 0,01
A4 = 0,9833297 + 0,04
AS = 0,9875002 + 0,01
A6 = 0,9000000 + 0,01

A, = 0,9750001 + 0,01
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Cea

-

71



Dos auto valores do Jacobiano calculado no

ponto de equilibrio n?® 2, sao:

Ay = 0,9937999 + 0,01

1

Ay = 0,8938480 + 0,01

13 = 0,9463988 + 0,034050471
Ay = 0,9463988 - 0,0340504741
Ag = 1,004577 + 0,0242617941
A6 = 1,004577 = 0,02426179i
Ag = 1,163699 + 0,01

Todos os calculos de auto valores foram efe-~

tuados pelo método QR , pelo Cpr0graﬁé9 CTLMAT (vide apendice).

O problema do calculo dos auto valores de A,
de sistemas do tipo X(k+l) = A X(k) e onde A & uma matriz
qualquer,.exige que=zse-utilizem processos bastante precisos ,
pois caso o sistema seja de dimensao elevada e estavel, todos
os auto valores deverao estar no circulo de raio unitario, ou
seja, um bastante proximo do outro, o que exige do processo

de cadlculo uma boa precisao.
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VI.3,2 - SENSIBILIDADES

Para o calculo de sensibilidades dos auto va
lores em relagao aos pardmetres,hda a necessidade do cilculo
dos auto vetores, que também foi efetuado pela sub=rotina
CTLMAT (vide apéndice) . O programa de célcﬁlo de sensibilida
des se baseia no método exposto no capitulo IV (listagem de di
agrama de blocos no apéndice). O programa usa uma série de
sub-rotinas que efetuam o calculo do valor numérico de deriva
das parciais no ponto de gquilibrio. O conjunto de resulta -
dos da farto material de andlise. Por exemplo: a sensibilida
de do ponto de equilibrio em relacao aos parametros(pag.75 )
representados por DX(I)/DP(J) , ou seja, sensibilidade da va
ridvel de estado X(I) Vem relagdao ao pardmetro P(J) no pon
to de equilibrio X* (ponto de equilibrio assintoticamente es

tavel).

Note-se que os parametros P, e Pg ~— DRR
e DIR respectivamente, nao influenciam na posicao do ponto
de equilibrio. O parametro p; = DT pelos resultados DX(1)/
/DP(1l) e DX(2)/DP(l) parece ter, embora pequena, ¢erta in-
fluéncia na posicao de equilibrio, o que nao & verdadeiro, pois
DT nao influi no equilibrio. O motivo de terem sido encontra
dos tais valores ( —%%%%% = 0,1470 e é%%%%;= 0,2070 ) & de-

vido ao acfimulo de erros de cidlculo, pois ja o ponto de equili



74

brio & determinado com erro de arredondamento, que & adiciona
do ao erro introduzido no calculo dos valores numéricos das

derivadas nesse ponto.

Observa-se também que P, = RRR influi no pon
to de equilibrio em todas as varidveis de estado, pois & basi-
camente a varidvel exdgena (entrada) que definird a solucgao de

regime do sistema. Ainda sobre a posicdo do ponto de equili-

DX (1)
DP (J)

de certas variaveis de estado em rélacao a certos parametros.

brio, cumpre notar que hd uma grande sensibilidade = 1.100

A tais vari@veis de estado, correspondem exatamente os parame
tros que representam as constantes de tempo dos "delays". Por

exemplo, X, = UOD e p,; = DUD & a constante de tempo do

n " DX (7) _ .
delay" correspondente a X, e PEI0) =~ + 1.100.0 e assim

DX (6) DX (5) DX (4)
DP(12) " DP(9) ropp(7) '

de tempo também representa o "ganho" do "delay".

pois o valor numérico da constante

Poucos sao os parametros que influem em mui-
tas variidveis de estado simultaneamente; geralmente as influ-
éncias sao isoladas, ou se restringem a duas variaveis Xy € X,,
ou seja, UOR e IAR . Quanto ds sensibilidades dos auto valo-
res do Jacobiano no ponto de equilibrio em relagao aos parame-
tros, os resultados sao pouco mais complexos e sua analise e
mais delicada. Porem, nota-se de imediato que todos os auto
valores tem sensivel influéncia do parametro p, = DT e DL(I)/
/DP(l) tem sempre valor negativo; 6u seja, os auto valores 4di

minuem para um aumento no valor numérico de DT (periodo de a-
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mostragem), donde a convergéncia do processo & mais rapida nas
vizinhangas do ponto de equilibrio, para periodos de amostragem
maiores. Deve-se, portanto, no caso do sistema, fazer uma es-
colha cuidadosa de DT para que seja representado o sistema

real.

Nota~se pela magnitude relativa das componen
tes de todos os auto vetores que as variaveis de estado xl(UOR)

e xz(IAR) ; mormente X tem influéncia de quase todos os au

2
to valores do sistema, ou seja, o seu comportamento no tempo
e uma mistura de todos os modos. Alem de DT , as influéncias
mais signifipativas nos valores numericos dos auto valores sao
dadas pelos pardmetros correspondentes ds constantes de tempo
dos "delays". Por exemplo: Para o auto valor Al=0,95000 +

+ 0,0i , o auto vetor cdrrespondente (pag.78 ) tem as componen
tes v, e V6 maiores em mddulo., e a sensibilidade maior a-
lem daquela relativa a DT (p,) e em relacao ao parametro Py,=
= DTR . Isto significa que & a constante de tempo do "delay"
(DTR) que influi no auto valor Ay » Que por sua vez influen-
cia basicamente as variaveis de estado x2(IAR) e X6(MTR) .

Analogamente para o auto valor A7 = 0,97500 , @ DUD o paré

metro que influi em A7 ; que, por sua vez, influencia (xl X,

Observa-se tambem que certos parametros nao

tem influéncia alguma sobre a estabilidade do ponto de equill
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brio)pz(RRR) por exemplo, como era de se esperar, poisé a en-
trada do sistema (constante) e outros parametros como AIR(pS)
tem muito pouca influéncia nas caracteristicas dos auto valos=

res.

Para modificacoes no sistema atraves da vari
agdo de seus pardmetros, os resultados sdo bastante lteis.
Porem, deve-se ter em conta que a andlise & apenas local, isto
&, em torno do ponto de equilibrio,e de que se alterarmos uma
constante de tempo para modificar a convergéncia de alguma va
riavel de estado, alteraremos também a posicdo do ponto de e-
quilibrio. Para tanto, uma solugdo de compromisso deve ser

estudada.com cuidado.
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AT VALOR(2) = DeGHLGS (o 0 J
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VI.3.3 - DOMINIO DE ESTABILIDADE

Sabendo-se que o sistema produgao-distribui-
¢do tem dois pontos de equilibrio, um assintoticamente esta -
ve, outro nao, depreende-se que: o ponto de equilibrio assin-
toticamente estavel ndo o & globalmente, ou seja, seu dominio
de estabilidade assintdtica & limitado.. Pelo exposto no capi
tulo V, para a determinagao numérica do dominio de estabilida
de, feéez~se um programa (vide apeéndice) que utiliza o algorit-
mo Optim que & um mé&todo direto de minimizacao; na sua esco -
lha foi levada em conta a facilidade de programacao e o fato
de nao haver a necessidade de explicitar a fungéo —KV(X), o
que, no nosso caso, tornaria o problema mais complexo. O va-
lor da fungdo a ser minimizada (EQ) , em dado ponto & calcula
do diretamente pela sub-rotina FONCT gue, por sua vez, utili-
za a sub-rotina FU(que & a propria funcao £f) para o calculo

de Xpep1 = f (x(k)) , ou seja

DELV = £(x(k))T Q £(x(k)) - x' (k) Q x (k)

onde a matriz Q = (P—l)T p~1

A primeira dificuldade sentida na utiliza -
cdo do processo &:que, para a determinagao do minimo de
-AV(x) na superficie fechada v,(x) = KA , o algoritmo

somente determina minimos locais, donde para valores de
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KA crescentes, nao necessariamente os valores de -AV(x) de-
crescem em modulo e trocam de sinal. Portanto, & necessario
fazer uma busca de condigbGes iniciais para que: para valores

de KA crescentes, o valor de =-AV(x) troque de sinal.

O processo (programa) foi’inicializado com
valores das variaveis K(I) (vide apéndice) , para os quais
-AV(x) e positivo (pag. gg). Para KA(l) = O,llxlO7 e para
o valor do incremento AK = QK = O,lxlo6 , o valor de AV(x)
teve oscilagoes em seu modulo, e a partir de KA(75), teve u-

ma gqueda brusca, havendo uma troca de sinal, de KA(86) para

KA (87) (pagll).

O programa faz com que o ponto .deminimo para
o Gltimo valor positivo de AV(x) seja tomado como condigao

inicial e com um incremento de KA, (OK) dez vezes menor.

7 O problema foi nao se ter‘conseguido determi
nar o ponto exato onde & feita a troca de sinal de =-AV(x)>0
para ~AV(x)<0 . Sucessivas tentativas foram infrutiferas ,
pois o processo de minimizacdo retoma valores negativos de AV
e para valores de KA crescente , o sinal nao mais chega a
trocar. Diante do fato, foi tomado para valor de KAmax o
filtimo valor para o qual AV(x) (DELV) & negativo, ou seja,
o dominio seria |

V(x) = x'Qx = 0,96 x 10’
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onde a matriz Q &:

E. - . r

e R B

' ! R ERRE -
:.1594154? —1a03938. 25068270 =-1,30601 -~l.00€97
-1, 03938 1, 33999 —25,69227 - 1,30758 " 1.00606 @ 104120

25.68270. =25,69227 658,78147 =31,57177 —25,05282 -25.71285

—1o306M71° 137758 —31,57172 1.71647 1,23367 131250

—1.0C697 1loi11606, —25.15282  1,23367 1,30799 :© 190301

—1.04024 1 1.04120° =25,71285  1,31250 1. 00001 | 104505
~1e015637 1,01526 =25,22449  1.,25545  1.00085 | 1e01283

A validade desse resultado (valor de
ainda carece de verificagoes experimentais para poder

siderado confiével.

(—10040 24 ' =1,01563

1.01526
=~25022449
1. 25545
1.00085
1.01283
1.00334

max

ser con.
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CONLCICAN INICLAL
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CONDICAD INICTIAL
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0,50000202D-02

0.-50000200D-02
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PONTO

X{1)=-0a 834510100221060
X{21==0.12911333555177D
X{3)==0.5875770232744ED
X{4)= 0,51316309083441D

X(5)=

fog]

fio 10160885 TR2L44D
X{6)= 00, 21411:215747140D

X{7)= 0,20120067383559D

ConICsn 1

KA{l}
K{2)
K3}
K {4}
K{5)
K{&)

K7}

bDE

A

Y

02

02

0z

v

[8%4

n

il

1l

fi

i

- 5835356310

NICTAL

S PAS

-1:,128E47153D 05 PAS

— 4584653750 U2

. 5157418CD 02 PAS
e 101103340 (2 PAS
ﬂ}3}2539450 02 PAS
06201200680 02 PAS

HINIMO

FO( 1) = 0,28625408E 08

KA( Be) = D,2600000400 O7

DELV=-,7CGE582337Dh &

PAS

5

Jo 5N0LGLD0OD-02
0. 500 0ROD-02
0o 5000 00D-02
0 5C00ONI OHD-02
05005 850-02
(e 5CACOD0CD-02

G, 50000300D-02
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COMNDICAG INICIAL

K1)

K(2)
K(3})
K(4)
K(5%)

K{e&})

KLT)

1]

i

]

EQ{ 0) = 0N, 5C023887E 15

—Ca 834510100 U4
~,129113890 05

~0.58757702D 02

W

0o 513163CSD 2
(1o10160886D 02
(o 314102150 02

Do 201200680 02

PCNTO DE MINIMO

KA( 87) = G.S700000CD D7

X{1)=-0,83868265G7222CGD 04
X(2)=—0,129759454988070 05
X(3)==0,59051490339085D 02
X(4)= 0,51572890638908D 02
X{5)= 0,1C11N081353134D 02
X(6)= 0,21253162971904D 02
X{7)= 0.200194675441410 02

EQ( 1) = (o20190912E 08

PAS
PAS
PAS
PAS
PAS
PAS

PAS

i

=~ DELV= 0.28054468D 05

«50008200D-02

o

0.50000300D~02
Gs 500020 00D-02
N 500903 00D-02
G H00Q003000-02
Ga 500000 00D-02

05030902 00D-02
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X{1)==-N,83451014022108D 3

PONTD

X{2)==0,129113885561C7D

X(3)==0,58757702327448D

X{4)= 1,50549]130272494D

X{5)= 0, 110957330 384%D

X{6)= 10,3094

P

-6

3Z3

22

1850 ¢

X{(7)1= 0,20018461540747D

EQ{

2}

06 402C02634E

Ol Ay INTUTAL

K{1)

K2}

DE

G2

K(32)

K4}

I

]

o WALDT 1N

—2. 125113090 {

de B3ITHTTNZD

12513163090

Calil160886D

Me3141r215D

Co20120068D (

MINIMG

——= DELV=-(,T591984D (5

PAS

PAS

PAS

PAS

PAS.

PAS

i

£1952030) GuD-02
05060000 0D=02
0s 500003 00D-02
Do504003000-02

0550003 09D=02

0, 500007 02D-02

0o50000)0UD-02
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CONMNPICAD INICIAL

K1)
K{z)

K{32)

K(4)

K{5)

K6}

K1)

=T —ie8345110 10 4 PAS

i

1}

—(21291128%D C5 PAS

~i1a 537577020 02 PAS

= 04505491370 2 Pas

= " 0,101n8573D0 02 PAS

= G.30940632D 02 - PAS

= (1 ,2000184620 G2 PAS

EG( G) = (e5090:1633E 13

PGNTC DE MINIMO

X{1)==0,8245101(122109D

X{2)=-0, 129113885541 C7D

X(3)=-0,58757702327448D
'X(4)=.Q049f93420774920D
X{(5)= 0,16098477575757D
X{6)= (G,320478069378818D

X(7)= 0,19317368309966D

N4

0z

EQ( 2y = N,473Z9320E (7

KA(  89) = 0,96200006D 07

DELV=-(i,712069880 05

U B000U I ULD-02
0o 500902 00D-02
0.50005300D-02
e 5002023 00D-02

50500000 00D-02

Ge5L030300D-02

Co 500050 00D-02
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CONCLUSOES

Sobre os métodos de andlise propostos nesse
trabalho, somente a continua aplicagaoa problemas de Dinami-
ca Industrial podera fornecer elementos para a sua avaliacao.
0 método da busca e determina¢ao de pontos de equilibrio po-
de ser considerado bastante satisfatorio, tendo funcionado a
contento no problema exemplo, sua limitagao porém estd liga-
da a dimensao do sistema, que se for elevada, exigirad um ni-
mero muito elevado de experimentos, pois sendo n a dimensao
do sistema, o nimero de pontos experimentais & dado por MT=

n

= 27 + 2n+l.

A andlise de sensibilidades tem suas limita-
coes devido ao fato de ser uma andlise apenas local, porem,
mesmo assim, fornece dados quantitativos bastante Uteis so -
bre a influéncia dos parametros nas caracteristicas do siste

ma.

Talvez, o maior problema seja o do dominio
'de estabilidade assintotica, pois sua determinagao, ainda que
aproximada, para sistemas de dimensao elevada & de dificil so
lugao. Observe-se que a fungéo de Liapunov, que foi tomada
para o sistema, €& valida apenas no caso em que os auto valo -

res do Jacobiano sao reais e distintos entre si, que & o caso



do sistema tomado como exemplo.

No caso de termos auto valores mﬁltiploﬁ, o
gque & bastante provavel de ocorrer, tomando-se V(z)=sz nao
teremos AV(z) negativa definida, ou seja, V(z) nao sera
uma funcao de Liapunov. Portanto, a cada sistema diferente,
teremos que tentar novas funcoes de Liapunov, pois um proce-

dimento geral seria dificil de ser encontrado.

Convem ressaltar que grande parte da anali-
se pode ser facilmente generalizada para qualquer sistema do
tipo X(k+l) = F(X(k)) desde que se disponha da linguagem
Formac, pois dal poderemos, a partir da fungao F, calcular
automaticamente, Jacobianos, matrizes de derivadas parciais
e fazer eventuais substituicOes algébricas, facilitando so-

bremaneira o calculo.



APENDTICE
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PROGRAMA T

Finalidade: busca e determinac¢ao dos pontos de equilibrio do
sistema X(k+1) = F(X(k)) , ou das solugoes de

G(X) =0

Sub~rotina BOX

- gera pontos experimentais (XO(L,J)) , segundo o
planejamento de experimentos de Box.

- argumentos:

XMI : vetor dos valores minimos das variaveis

XMA : vetor dos valores maximos das variaveis
N : nimero de variaveis

MT

nimero total de pontos experimentais

Sub~-rotina NEWRA

- computa a solugdo de um sistema ndo linear pelo mé-

todo de Newton Raphson.

- argumentos:
N : nlimero de variaveis
ITMAX : nUmero maximo de iteragoes do processo
EPS1 : valor numérico que define se o Jacobiano & sin-
gular
EPS2 : precisao desejada para a solucao do sistema

98



IERRl :=-1 matriz do Jacobiano & singular

IERR2 :=-1 nimero de iteracdes do processo & superior
a ITMAX

XOLD : vetor inicial para o processo

XNEW : vetor solugao do sistema

Sub-rotina JACO

- computa os valores numéricos dos elementos da matriz
(Jacobiano G' (X))

- argumentos:

AA : elementos da matriz G'(X)

XNEW : vetor das variaveis

P : vetor dos parametros do sistema

N : nUmero de variaveis

Sub-rotina SILIN

~ computa a solugdo do sistema linear G'(X) .AX=G(X)

ndo homogéneo pelo método de reducac de Gauss-Jordan

- argumentos:
N : nimero de variaveis
EPS1 : valor numérico que define se a matriz AA & sin-
gular
IERR1 : = -1 matriz AA & singular

AA : coeficientes da matriz

X : vetor solucao do sistema linear

99



100

(: INICTO *)
i Lﬁ:

parametros

X
max

"Gera pontos

. . BOX
experimentals R

X0 (L,J)
_ MT=N2+2N+1

_[suER. | __siSUBR.
NEWRA JACO

" Determinagio
de pontos de
equilibrio

(NEWTON*'RAPHSON)

*.l/
4

~ fNovo ponto '
Ow22 de  *
= equilibrio?

sim
. b

Imprime
ponto de equ

-l
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40

33

65

14

51

44

55

)
CHFLANCA{T ) oL Vo XL (1)

COMNMON XCI143,7)

OIMENSIOn XMI(T) o XMALT) s XS{2G+T) 9 XOLY

N=T7 .
MA=2(
NP=12

EPS1=0.0001

EPE2=0,1

Ci=C,.1

1TRMAX=1300

READ(S5, 25V (XMI{T) 4 XMALT) 4I=1,N)
REAC(5,80)1(P(T1),I=1,NP)
WRITE(6,701)

DO €7 J4=1,NP

HRITE(64530)J,P(J)

#RIT%iOy7LL)
WRITE(648CHVIXMI{TI) o XMALT ) 51=14N)
CALL BOX{XMIZXMASN,MT)

1Pp=L

IM=C

IN=0

DO 26 L=1,MT

DU 40 J=14N

XCLE{J1=XC{Lyd)

CALL MEWRA{N, ’YJAAYFPb EPSZ2, IERAL
IF{TERRLLLT.0)IGO TO 333
JFLIERR2,LT.GIGE TC 44
IFLINGHELCIGUL TU 65

IN=IN+1

AFCINGTMAYGL TO 63

WRITE(H,T702) -

WEITE(Gy 300) IN

CU 58 I=1,4N
XSEINSI)=XNEW(T)
J‘jlrF(Jg“ixG’I1x5(l“!71)

G0 TC 39

CONTINUE

£O 51 K=1,1N

D=l

U’ 1g I=1,
P*(XWEW(I)"KS(R,I))**Z

QUSEFT(D)

IF{D.LT-0I)}50 TC 39

CONTINUE A

GC TC 33

CONTINUE

DO 55 I=14N

ITFEXMNCWLT ) aGTo X0 ACDYICE TC 444

Yol TG a4

CUNTINUE

L4 1 ER

{7y XNEW(T) 4P (LZ)

RZ g XCLD,y

Rt Tt
AN g

)
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444
39

63
59
29
340
701
oo
700
8GO
752
309
4030
500
600
~334
445
23
93

DO €6 I=1,4N

WRITE(64500)X0(L, 1)y XNEW(L)
WRITE (O ,600)

50 TO 444 -

IM=IF+1

GG TC 39

IP=1P+1

CONTINUE

WRITE(64334)1M

WRITE(H4445)1P

GO TG $9

WRITE(6,238)

WRITE(6,53)

FORMAT(2F15,3)

FORFAT(F20.5)
FORMAT(//722X ' PARAMETRES? 4/ )
FORMAT(8Xy15,F22.5) . ‘
FORMAT (/713X " X#IN XMAX/)
FORMAT{2X,2F 20, 5) ,
FORMAT (//13Xs ' PONTO DE EQUILISRIO'Y,/)
FORMAT{ISX,y ' ==—~~ ————— 't ,I5,¢ ——————— )
FORMATI{LIEX, ' X({ 7, 1147) =7,F1405) '
FOSMAT(20X42FZ2065) - .
FORMAT(IOX; "ANALISARY 43/ /7)

FORMAT (10X, 15%)

FORMAT(2X,15)

FORMATULOX ' VERIFICAR ISOLAMENTCY)

FORMAT (21X 4t —mmmmm FiM=—m————— v/ 77)

CALL EXIT

END
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13

[
[€5]

14
11

6

SHBRCUTINE DuX (XML XFAying MT )
COMMCH xC{1la3.7)

CIMENSTUN XHE A7) x4A(7)yUMTT) 4 RUMI

:v';::'(:':::g\

Mz 2 wEN

¥T=M4pd+]

DG 18 I=14h
S{I)={x4a{l}+x41(1))/2e
DOLI=(XMAL DI -x# D (L) )/ 2o
UMy =S{I)+D (1) /N
RAUMITY=sS{1 =001}/

BO 11 J=1 44

LLl=Jd=~1

Lp=2xxl |

vu 11 K=14LP

LERE=N-J+1
LTT=1+{K-1 )22 ER

LAG=2%% {LeR-1 )+ (K=1 ) 52%%LRR
CO 13 I=LTT,LQQ

XTIy J)=UM0d)
LSS=LTT+2%%{LRk=-1)
LPP=K%&2 %F AR

GO la I=LS85,0LPP
XGUIydd=ntii{ d)

CulT IMUF

KT T=¥p+l

KPP =Mi+M

KQL=Mi+h

D & T=KTT,K84

OO € =140

Xii{iqsu)=S04)
IF(loMFa it} )58 TC 5
XO{Iydi=xmalyg)

CCNT IiWUE

00 7 i=1y4n

L=Ke+1

DO 7 J=L¢KPP

XB{JdyI}¥=5(1)

Ir (Jo;‘\zo { .[H(:}) YGa T 7

Xt (Jdyl)=X1{1)

ConmTliE
Bu % 1=1
XA (MT 1)
KRETURN
ENT

S(1)

i~

7)4S(7)4DL7)
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L0
11

CK D et e O
§ T DL U Y e
=

P

TR

AEESTON
Ri=a
mRZ=1

<
sl
s

—

-
[NS]

PR ] H
HE

-

W‘LU(?),X\L%(() y&(T)ylu\(.yu),P(lZ),IK(!};JS(?)

LONTIRNUE

O 2 ITeR=1,1THAKX

Catb L JaC {.. ( -'X:)\\f Xoohw s ? s i )

Cabi STLEA{N,-»SLelERSL $AA,X)

I{'(Ei ).i.ol_.ro) '\jJ TU ll
DU s I=140

TF (i ToASSIX(I) 1o LTeEPS2) GO TO 4

CORT INJE
GG 10 S
CUNTINUE

CC 5 I=1yi

XNEw (1) =X
CONT IRUE
¢t TC 10
[ERR2=+1
EETURN
Ir RR2=-1
RETULRN
END

NEW(I)+X(I)

et L AN TTeiAXy EPS Ly EFS7y TERAR L, Tuwl gy K7L U XNT v

)
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SUBRIJUTINE JACOUAALXNEW,DP4N)

L DIMENSTION AA{7,8)yXNEA(T)4P{12)

NV=N+1

DO 1 I=14N
‘DD 1 J=1,NY

AATT4J)=D.0

AA(l,llz—(Pfll)/(D(B)+P(4)*P(s)*XNFw(B)/XVFHt7))

AAL 12 =~ (PLLY=P{4)XP{5YEXNEW{ZVAXNEW{ 1Y)/ {P{3)%EXNEW{2)+
IP{4&I¥P{SYHXNEW[3) ) &%2

AAflsB)—(P(1)*P{+)*P(S)*XNEH{Z)*XVEwil))/(P(B)*XNEH(2)+
2P(4) %P {S5) XXNEN{3) 1 x%x2

AAT2,1)=4A(141)

AA{2,2)=AA11,2)

AA{2+31=2A(1,3)

AA(2,6)=P(1)/P(12)

AA{343)==P(1}/P(5)

AA{G,13=D(1)/P(3)

AA{442)Y=-P(1)/P{8)

AALG3)=(P(1)/7P{8))%{=-P{3)-P{4)}+P(5)+P{T7)+P{9)+P(10)+P(11)
33P{12))

AA( 4, 4)Y=~{P{1Y/P{TY+PLL)/P(8))

AA{445)==P[1} /P {7}

AA{4,6)=-P(1)/P(8)

AA{4,7)Y=-P{1Y/2({ 13}

AA(B,4)=PL1)Y/P(7)

CAA{Sy5)==P(1)/D2(3) .

AA(5,86)=-P{1)/P{12)

AA (S, T)=P{1)/P(1D)

AA{T¢5Y=P{1}/P (D)

AAL7,7)==-P(1Y/P{1D)

AA{ 14 8)Y=={P{L1}%P{2Y (P 1}EXNEW(IY}/ZI{P{3}+P (4 }XD(B)XXNEX{(3)
I/7XNER{2Y))

AAT2,8)==({(P(1)/{12))%XNEALL)-(PL1II#XNEFW(L))/{P(3)+P{ 4 )%
ZPUSYEXNEWI3) /XNEW(2) 1)

AAL348)=—{P(1)%P{2)/P{5}={P{1}/P{5))%XXANEW{3))

AA{ 44 8)=~{-(PUY)/P{T7)4P {1}/ P{B)}XXNEW(AY+(P(1)/P{8))X{XNEY
21 =XNZW{2) = XNEW(S)-XUNFW{6)~XNEW(TY)+(P (1) /P (8 ))*({-P(3)
3-PU4)Y4P{S)+P{T7I+P{OY 4P 10} +P {11} 4+P {12V ) =XNFW{3)+P(11%D{2))

AA(S,, ) ==({P{LY/PITIISXNEI{H) —(P{1)/P{2) ) &XNER(5)) -

AA(S5,8)=-((P{L}Y/P{YIONYEXNEHLTY-{P{1)/P(12))})%XNEW(5))

AA(7'8)=—((P(1)/P(9))*XNC”(S)—(P(1)/P(10))¥XMCW(7))

" RETURN )

END ’



(NI

(%]

SUBKOUTINE STLIN(NSEPSLsIERRL AA,X)
DIMENSICN ;511\{738)yh‘(?)yJ((?):A(?)
NP 1=R+1

D3O 7 K=1sN

KMli= K
jIG

00 3 4 :
IF(hﬁlgcQou) 0TI 2

DG 1 TI=1,KM1

IF(I1oFCeIR(IL)) GO TO 3

CU 1 JJ=1,KM1

IF{J.EQ.JC{JJ)) GU.TO 3
CONTINUE
IF{onUToAESL{AA(L3d))aGTo2I0A) GU T
BIGA=ABS{AA(I,3))

IR{KY=I

JCIK)=J
CONTINUE

IF{oNOToBIGA, LT, EPSL) GC TG 4
IERR1I=~1

RE TURN

IRK=IR(K)

JCK=JC 1K)
BIGA=AA(IRK,JCK)
DY S J=1,0P1
AALIRR, J)=AA(IRK,J)/B1ICA
DO 7 I=1yN ‘

IF(IEQeIRK) GU TU 7
AJCK=AA{T,JCK)
DO & J=1,NP1
AA{T3d)=AA1L4 J)=AJUKFAA(TER,, )
CONT INUE
DO & I=1,N
=1R(1)

Jei=Jc()

X{JCI)=Aa{IRI;NPL)

IERRLI=+1

RETURN .
END
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PROGRAMA CTLMAT

Trata-se de um programa elaborado (Iowa
State University) com linguagem propria, usado na manipula-
gao de matrizes, especialmente adequado aos problemas exis-
tentes em sistemas de controle, tais como calculo de auto
vetores, auto valores, inversao de matrizes, etc. Acha-se
atualmente implantado no Nicleo de Computagao Eletronica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro. Os programas para O
calculo de auto vetores e auto valores dao uma idéia de sua

simplicidade, e cujos resultados sao bastante satisfatdrios.
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*PGM' AUT3 VALORES * AUTO VETORES
LABL

READ(MATA)

PRNT {MATA)

TVECI{MAT2)

*DATA

*PGM . AUTO VALORES
LABL

READ(MATA)
CPRNT(MATA)
EIGN(MATA) .

#DATA

%PGM CALQULC DE ©
READ(MATP)

~ READ(MATY)

LAéL

MATK=MATP(T)
MAfQ=MATT * MATK
?RNT(MATQ)

*DATA



PROGRAMA IX

Finalidade: Calculo de sensibilidades do ponto de equilibrio

em relagao aos parametros e cdlculo de sensibili

dades dos auto valores do Jacobiano (F'(X*)) em

relagao aos parametros.

Sub~-rotina DEFEP

- computa os valores numeéricos de

- argumentos:
N : nUlmero de variaveis

NP : nimero de parametros

Sub-rotina DAAPE

- computa os valores numéricos de

- argumentos:
N : nimero de variaveis

NP : nimero de parametros

Sub-rotina DAAXIS

- computa os valores numericos de

- argumentos:

3T,

1l
0D .
Py

2a,

ax

29X .

1
op.
Py
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NP

110

numero de variaveis

nimero de parametros

Sub~rotina SENSI

A,
- computa os valores numéricos de apl
J
~ argumentos:
. 9A
AD : elementos da matriz 5p
AV : matriz dos auto vetores de A (por colunas)
AT : matriz dos auto vetores de ATt (por colunas)
N : namero das variaveis
NP : nimero de parametros
oA,
ESC3 : valor numérico de apl
K : indice do auto valor
KK : indice do parametro



INICIO

LE parametros

coord.pto de eq.

auto valores
auto vetores

Imprime

DX (1) /DP(J)

calg;lo de: SUBR.
i < DEFEPE
dp.
Py
4 SUBR
calculo de: - JACO
X, -
3p. SUBR.
J SILIN
g |
calculo de: SUBR.
[BA ] DAAXIS
0Py, SUBR.
o DAAPE
calculo de: SUBR.
3. - SENSI
i
9P
Py
.| Imprime

resultados
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IR IR ]

11

&6

COMMEN XSAT) s DFP(T7412)4PL12),DAX( T Ty 71+4DAP(T747,12)

-----

DIMENSTON XNFW(7),AA(7 8) s X{7)4DXSP(7,412)

DOURLE PRECISTIUM XNTW AN, XeNXSP 3y XSyDFP P yDAX,DAP
COMPLEXY AULT) o AV{T T )Y AT (7 57 )y AD(T, 7yl2)y2§63(7 12)
N=T7

NP=12

READ(S,500){P(1),1=1,NP)

DEADLG 500N XS(T ), I=1,N)
READ(S 070y LAULT )Yy T=1 40

READ(S, ””)((AV(I yd) 2 I=19N) ¢ J=1,8)
PF&D(S EIMY{LAT{ I3 J ) s I= 14 NYyJd=1,4N)
EPS1=0,0 0]

NU=N+1

CALL DEFED(NyNP)

D1 I=1,4N

XNEW(I}=XS(1)

DO 2 IP=1,4NP

CALL JACO({AAZXNEWyPyN,,NP)

DO 3 I=1,N

NO 3 J=1,yN

AA{T,J)=—AALI, J)

DO 4 I=14¢M

AAMET4NU)=DFP(TI,1P)

CALL SILIMINGJFPSIIFRR1,AA,X)
IF{IERRYILGTL.O1GO TO 19

WRITE (A 444)1IP

CONTINUE

DU 5 I=1¢H

DXSP{I IPY=X(T)

SCONTIMUE

WRITE(6,7: x)
BRITE(R,TIL)(T41=1,7)

DO 11 J=1,NP

WRTITE(ABUD)Jy (DXSPIIsd )y I1=14N)
CONTINUE

WRITE(6,90D)

WRITE(6,1708)

CALL DAAXIS{N,NP)

CALL DAAPE(N,NP)

DO 66 I=14N

DO 646 J=1,4N
D3 €6 K=1,4NP
SUMA=U o

DO 55 L=1,N

C SUMA=SUMA+DAX(T,JyL)#DXSP(L,K)

SUMA=SUMA+DAP(1,J,K)
AD(T 43I, K)=CHPLX{SUMA D &) -
N6 K=l N :

CWRITE(6 41001V K, AUCK)
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8

)
4
700

71
800
GO0

1040

HRITE (&, 1ﬁﬁ°)
no 7 1-1

T WRITE( G, H3)AV(I,K)

CONTI?UF

HRITE(6,1004)

DO 8 KK=14NP

CALL SENSI(AD,AV,AT,NyNPESC34,K,yKK)

WRITE(A 41005 )K KKy ESC3 (Ky KK)

CONTIMUE

WRITE(&6,1006)

CONTIKUE : :

FORMAT (12X, 12,  1IERKL = —1 ’/)

FORMAT(20X? SENSIBILIDADE DO PONTO DE EQUILIBRIO EW RE?

1, 'LACAD AUS PARAMETROS'//)

FORMAT (14X, T{INX (1411, 1)/ 1,9X)/)
FORMAT(3X ' /DP('512,1) 0, T(F13c442X)/)

FORMAT (/£ 2%y ¥ okssidiooikok s e e ok sk o ok skl sk ok ¥y / / /)
FWR“”T(?X,'Q&NQIWLLIHADF\ DOS AUTO VALORES EM RELACAD!

440 AGS RAMFETROSY,//)

1021
1062
1003
1604

1505

FDRMAT(lHl,bX AUTO VALOR('yTI1,%) =%, 2F1005,%J1//)
FORMAT(8X,'AUTG VETOR' /)
FH“V&T(ISX,?71' 5/7)

CORMAT{LE6X gV 2%k SENSTRILIDADES doskdxat /)
FORMATISX,y ™DLIY .11y ) /0P 512,40 ) =14,2F14%.5/)
FORMAT (/20X ! Aok spdokaioRk dkkk 1/ /)

FORMAT (F15,5)
FORMAT (215, 7)
CALL EXIT

END
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SUBRDUTINEG DEFEP (N, NP)

COMpPCN xﬁ<f),an(7 1a),P(1 ),ﬁAx(7 Te 7YV 0DAP{ T4 T7,12)
Dol I:I,M'

DO 1 J=1 4RP

DEP{T,d) =01,
TVP(1,17~3(7)—(X\(l))/(D(Q)+P(4)*P(5)»Xb(j)/K%(?H
DEP{1,2)=P(1)

DEPL143 =Pl1F%EX5(1) /({3 +P{4) %D (5)£XS(3)/X5(2))%x2
DFP{L1y4)={P{1)%XSL1)H(P(5)%XS{3)/XSI2)))/7(P(3)1+P(%)%P(
15)%XS{3}/7XS(2) ) x%p

DEP( Ly S)={DFP{1,3)%(P{L)*XS{2)/X5(2)}))
DEP{2,1}=XS{6)/P(12)=-XS{1)/{P(3I+P(4)¥P(5)%=XS(3)/XS(2))
DFP{243)=DFP(1,3)

DFP(2,4)=DFP(1,4)

n.p(x,5)~nr9(1, )y =

DFEP(2, 1?)——(@(1)~x<(h))/(P(lz))«
DFPL3,1)=(PI2Y/P(&)~XS{3)Y/P(6))

DEP{3,2)=P{1L)}/P{O)

DFP (3, 6)==P{1)#P{2) /P{ A} #2+D (L )%XS(3)/P{6) %42 :
DEP{4y1)==(Lo/P(T)+1a/P(B))EXS{4)+(1o/P(8))%{XS(1) -XS{
22Y=XSUS)=XS(G) =XSUTI)+{ 1o/ PUB) )% (=P(3)=P(4)+P(5)42 (T )+
3P(SI+P (IO )+P{ L1 I+P(12) ) *=XS(2)+P(2)

DFP{4,2})=P{1) -
DFPL4,3)=={(P(1)/P(8))%XS(3)

NFP({4y4)=0FP {4, 3)

DFPL4,5)==DFP(4,3) ' '
DFP(4, TY=DFP (4,5} +P { L) RXS{4&) /P T)%%2
DFP(448)={P(1)}/P(8)*%2 ) (XS(4)=XS(1)+XS{2)+XS{5)F XS(6
I+ XS{TY Y+ XS{Z) = (P(3)+P(4)=P(5)-2(T7)=-P(9)=P{10)=P(L1)=-P
7(12)))

DFP{L,0)Y={P(1)=XS{3))/P(8)

NEP (4,11 )Y=DFP(6G,9)

DEP (44 11)=DFP({4,7)

DFP(4,12)=DFPl4a,9)

DFP(5,1)=XS{4)/P(T7)=XS(5)/P(9)
DFEP(5,7T)=={(Pl1IXXS{4) ) /P{T)%%2
DEP(5,9)={P(L)EXS{5))/P{2)H4x2

PEP (A, 1)=XS{7) /PL10)=XS{6)/P(12)

OFPLELT 7 ==P (L) RXS{T)/P L L)Y o%
DFPLE,12Y=(P{) ) X351} /P{12)%%2
DFP{T7,1)=XS{3)/2(v)=XS{T)/P( 1.5}

DEP(T 49 =—(P{L)AXS(5))/0(Q)%%x2
DEPL7,10Y=(P{1YXXS(T))/P{LO)*%2

RETUERN

FND



SURROCUTING DAAPE(NHNP) ’ :
S OCOMMEOM XS{T),DFPLT,12Y,PLL2)4aDAX{ T3 742 7),DAP{747412)
DOURLE PRECISION XSyDFP¢PsDAXDAP

M1 I=1,N

g 1 Jd=1e M

D1 K=1,iP

NDAP{T,sd,K)=0

N=pP(32)*X Q(()+D(4)“P(8)*Y§(3)

DADP{1,1.1)==XS{2}/D

NDAR{1,143)=(P{1)%(XS{2)5k2)) /D%

DAP(T 41 o4 )=(P{L)*P(D)}EXS{A}%XS(2))/Dx

DAP{ V4 148)=(P{1)EP(4)%XS(2)* XS(°))/”“*A
DAP(14251)==(P(4}%P(5)HXS{L1)%XS({3))/D*%2
DAP(1,243)={P{1)%P(4)%P (5)%XS{1L)EXS(3)%(2 oFP L3 )H(XS{2)
1) &HR242, XSV AP (4) =2 (5)xXS(3))) /D%x%4

DAPLL, 234 =(P{L)I*P (4 )53P (S ) EXS{3IRXS( 1) X2, %P (3)%XS5(2)
2%p(5)* X§(1)+¢o«3(4)s(D(G)*$2)*(XS(3)**2))—(D*fZ)*3(1)
IFOABIHNS{I)EXS( 1)) /D%k4L ‘
DAPLL2+5)=(PL1 )P {4 )HP (5 1HXS{IIAXS LR 2,%P{3)%RXS{2)*
4?(4)PYS(3)+?a4”)(b)*(P(4}J*?) S {AS(Z)3%2) )= {D¥*2)%P( 1)
SEP{4)FXS{2)%XS (1)) /D%

DAP{1+3+1)=(P(4 “”(q)JX&(E)JXS(]))/D“”Z
DAP(173’3)=(P(1) °(4)ﬂp(k)*Xb(Z)mX§(l)ﬂ(-Zo*P(3)*(XS(2

EIRED V-2, %P (4 YEP (S I HRXS(2)#XS(3) )Y/ D4
D&P(11314)—(P(l) <P {5 )RS L2 )RXS (1) xD=x2 =P (1) %P (4)42 (5
7X§(?)*Y§(l)*(cav*(j)rXb(a)ﬂP(S)“XS(ﬂ)+20 Pl4)*(P{5 )3

YR {XS{3¥=x2) ) )/ D%x4

DAP{) 3 345)={(PL1)RPLGIEXSI2)EXS (1 )% D2 =P (L) %P (4 )32 {(5) %
1X¥5 (2133 XS(I)*(Zo #0( 3)4 X((L)“P(5)WY\(2)+59*P(3)*(P(+)3*2
2I¥(XS(3)%%2))) /D24 : : S

DAP r’yly,):) ’(1 l i

RRANER R s 170‘)"§X}(11¢7?)

DAP(23 L s4)=DAP (1,1 4%)

DAP( 2y 15 2)=DA 5(1;];))

DAP(24241)=DAP(1,241)

DAP(Z24242)=DAP(142,43)

DAP(24 244 )=DAP(1,2,4)

DAP(Z324+5)Y=DAP(1,2,5}

r};\p((’% 1) nﬁp(lyJ,l)

NAP{2, 33 2)=DAP(1,5,3)

D/\P(zyj &) =N2 f‘(}., ),/4’

DAP{2¢3,51=04P(1y345)

NAP(24+4y1)=1o/P(12

NAP(2406412)==P{1L)/P{12}%%2

DAP(2y341)==1./P(56)

DAD(2,43,:61=P(1L)/P(a)kx2

U-’\?(t’;,lgi.)tlo/a(%iﬂ

PAD(d, 1,3 )= (1) /2(8)%%2

DAP{A 32 31 ) ==DAP (4,1 ,1)

[Rv]
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DAP( 442 83)==DAP (441,41 o
DAP{4y Z2 1= 1o /PLE)YF{=PLR)=P(&)+P{5)+P{7)+P(9)+P{ 10)
1+P(11Y+8 (1 2))

i:)iA‘P(/fg V;{’g‘};):—!“)( 1)/;)( 5})
DAP(4y 355 )=DAP (4, 3,3)
Dﬁ.p(41315):"{)’3?(41393)

ﬂf\\‘)(/*y }§7)=Q/3P(Ify 3,5)

OAP (4493 23 V==(P(1)/P (8 )%EZ2 )% (=P{3)=P{4)+P(5)+P(T7)+> ( 9)
221+ 11)+P (1))

DAP (44,3521 =NAP(4,3,5)

DAP( 443 17 )=DAP{ 4y 3, 5)

DAP(4 33 11)=DARP(4,3,5)
DAP(443:12)=DAP(443,5)
DAP(4y4:1)=—{1.7/P(T)41a/P(8))
DAP{ g4 7)=PL1)/P(7) %x2
DAP{4y443)=P (1) /P{8)*x2 "
DAP(4,541)==-1a/P(8)
DAP(4,53)=P (1) /P(R)%k2
DAD([fy 6?1):[)'\‘0( ’%, 51 11

DAP{4 4632 )=DAP(4,5,8)
DAP(‘%y.}’l):DAP(@,Syl)

DAP (4, T2 )=DAP( 4454 8)
DAP(S54451)=1/P(7) o
DAP (S, 47 ==P (1) /P({T7)%*%2
DAP(5,5¢1)=-1./P(9)
DAP(H459)=P{1)/P{2)&%2
DAP(Ey 6 1)==1a/P(12)
DAP(6,6512)=P(1)/P(12)%%2
DAP(E4T51)=10/P(10)

DAP (6, 717 )==P( 1) /P Lia}=%2
AAP(T 451 )1=-DAP(5,5,1)

M 7459 ) ==0AP(5,R,4)
DAP(Te T 1)==DAD {155, T7y1)

DAP(T 37 s30)==DAP{647410)
RETURN

END
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SUBRDOUT INFE DAAXTIS(M,N2) :
CUMMEN XS{TY 3 NEPIT,12)3PLL2) 4 DAX(T 3T+ 7 V2 DAP(T47412)
TONUYRLE PRECTISTIUN XS4DFP 4P DAXDAP
DG T T=1,M
ne 1 J=1,N
NO 1 K=1,71
ﬁAX(I?J,K):Gn
NP {3YRXSE2)+P(4)%P {5 )%XS{3)
AX(J,192)~—(P(l)wP(%)*D(q)*XQ(L))/ﬁ\*?
DAX ALy 1g3)=(PLY)AP (4 )%P (5)*XS(2))/D%%
AX(11L11)‘DAX(1711m) )
DAX{ 1729 2)=(PL1)5D(4)HP(B)HXS{IIRXS{3) H (2, %XS(2)*( P(3)
1)%X242 o ¥P(3)EF (4 ) %P (51 %XS(3) ) )/ N4
DAX{142, 3)-(?(1)fP(4)*P(J AXSALVE (P L4 )H%2)R(P (R %2 ) %
ZIXS (S )HE2) )/ 0wk
DAX{19342)=DaX{1,243)
QAX(I,J,J)*(D(V)*'(%)mP( JEXS(2)EXS(L)H (=2, %P (3 )% {4)%

3P(5)*X5(°)—) (P (4 )2 ) H(P(5)ER2)RXS(2) ) ) /D*%4

DAX(1Z2,y132)=0AX{(1y142)
DAX(27113)-DAX(13193)
DAX(242,1)=0AX(14241)
DAXI24242)=NAX{1,242)
DAX(Z24243)1=0AX(1e293) - -~
NAX{2y342Y=DAX{133,2)
OAX( 24 3,3)=D/‘\X( 193493}
KETURN

N0

SUBRDUTTHE SENSI(AD AVATNyNP,ESC3,KyKK)
COMPLEX ADINyNyKK)sAVINSN)yAT(NyN),ESCI{T412),

1ESC2(74512) ,ESC3 N, hP),C(?)

DO 15 I=1,4N
C{I)={5a0y o Q)
DO 15 J=1,

C(I)= L(I)+AD(I J;nK)*AV(J»K)
CONTINUE

ESCIIKsKK)I={ Gotpllais)

ESCZ(K KK)={0v o0 YQoJ)
DO 17 I=1,N

ESCLIK s KK })=ESCL{K KK)I+C{TI*AT(I,K)
ESC2{KsKKI=ESC2{K KK} +AV (I4K)*AT(I,K )
CONTINUE

ESC3{KsKK)=ESC1(K, KK)/E¢C’(K KK}
RETURN
END
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PROGRAMA III

Finalidade: Determinacao numérica do dominio de estabilidade

assintotica V(x) = KA

Sub~-rotina OPTIM

~ determina o minimo local de uma fungao de n varia-

veis (metodo direto)

-~ argumentos:
NINC : numero de variaveis
PASK : valor numérico do passo
NBITER : nimero maximo de iteracOes para o processo de
minimizacao
PRECD : precisdo relativa desejada para a solucgao
IMPRES : impressdo das iteragdes, se Impress=I impressao
dos resultados a cada I iteracgoes
DELV : valor numérico de ZV(xf
KA : valor numérico de K, (V(x) = K)

Sub~rotina FONCT

- computa o valor numérico da funcao a ser minimizada
(EQ)

- argumentos:

EQ : valor da fungao a minimizar



DELV : valor numérico de AV (x)
KA : valor numerico de K, (V(x) = K)

NINC : nUmero de variaveis

Sub-rotina FU

- computa os valores de x(k+1l) = £(x(k))
- argumentos:

NINC : numero de variaveis.
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71
15

1977

111

11

17

1988
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COMMUN Q77T aK{T) 0 1") A ZLT) e XSOT)

DONUPLE PRECISTON Q4K Py 74 XS

NIMENSTON PﬁSK(?)yViL(7)

MIELE PRECTISINN PASK,DELV, KA,QK,VQL
n“le}(r:gj B REBE (yf'“)[T Ky IW jR*’S,PRECD

FORMAT (2144F1 6 6)

REACIE 41007 IIXS (1), 1=1,NINC)-

FORMAT{F1%:5)

READ(S: L0131y I=1,MINCY
FORMAT(F1¢,0)

NP=12 '

READ(R, “R)(D(I)vi_lgFD)

FORMAT (IF15.5)

Qt"r‘(cyfc')((u(l JY s I=14NINC) 4 J= 19NINL’
FORMAT (F15,5)

ne1A72 T=1,8M1THC
(‘)—V(I)~XS(I)

KA=5,10 D7

OK=7,10 ™4

NUMA=1(GU

TOL=, 1

IRO=0

(B} ,__i{* ,?\!I

no 44 J I,NI&C

G{T o dV=00{T 2.0) 7356, RA%

CONT INUF

'anF(‘1171)((((T J)yJ 11( I‘iC)yI—inINC’

FORMATI2Xs 7TF 120 5)

KA=KA+K

DO 1E7T7 T=1,NINGS

VOGL (T )=K(T1)
330111 I=1,N1NHC

"PASK(I) =, 5D-07

CALL CPTIS(HINC,PASK,NBITER yPRECD s I MPRESyDELY 4KA)

WRITE(S, 11 IR0, KA,DHLY -
FORMAT(/SX, TKA( Yy 15, 1) =1,D165,34% ~=-= DELV=',D15.8/)
IF(IRCe GT, NUMAYED. TD A8 :

IF{DARSH(D LLV)QLTaILl)JU T &8

TFIDELVLGT o360 TO 17

JO TL; ].5
Ro=zKA-TK
CR=({K/ 1",
DO 1erf
K{Iy=vaL(
oo TN 15 ,
WRTTE(H 46 70) KALTIRDZNELY. T

FLEMATALZX 1A=, =20 g ITrd=1,16,1 neELv=t ,Fzﬂ,S)
CALL DXIT

“MD '

=1 NTNC
1)
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SUBROUT INEG NPTIM(NINC,PASK  NBITFRyPRECD I MPRESyDEL VyKA)
COMPON QU7 7)) s K{T) 32{L2) 427 ) XS (7)
DOUPLE DPRECISTINON 04K 947 4XS
DINMENS ION-PASKLT )y QELRA T s KBON(T )y VALKBA(T) 4 DIFK(T )
“QIF¥L1(7),K?(:),KV(7 7}
DIYRLE PRELISION PA KyﬁLLK,VbOV,VALKBAyDIFK DIFKBA yKR,
3KV KALDELY
FACTPA=
WRITE(6,2.04)
DO 1 I=14NINC
WRITELG,208)1,K(1)4PASKI(T])
VALKRA(TY=K(T)
DIFK{T)=",
1 KBON(I)=K (I}
§="
N=0
CALL FONCT(EOMIMSDELV,KAZNING)
WRITE(H,201 M, FUMIN
EQRON=EQMIN
2 DO 2 I=1,NINC
KR(I)=K(I}
IF{D2RS(KR{I) ) LT 1) KR(T) =1,
CONT INUE
IF(IS.EQaM)IGE TO 5
DO 4 T=1,NI8C
IF(DABS(PASK(I)*KR(I)/K(I))oGTgpﬁECD) G0 70 5
4 CONTINUE
ST 28
NLIMI=3%NINC
— - DI A I=14HLIM]
I1=1T-((1-1}/3) %3
12={1=1)/2+1
KVITIZ2411)=K{I2Y+(FLOAT{I] ) =2 %PASK{12)%K
ML T# 2= 2ok THC
nono< o1=1, PLI“”
' m 7 J= 1,A
MC”((I—I)/(B”*(WI“C J))75)+l
7 r<(J)—l<\\l(J L)
CALL FUNCTLIEQ,DELV,KAZNINC)
IF{FEQ.CELERBONIGH TO 9.
CLORCN=EQ
DMy 2 TI=1,MIMC
KBON{TT )= {I1)
CONTINUE
2 CONTINUE
10 IF({FQBON,GFL.EQMINIGD TO 19
FOCP=CGRON
[F{I5,FJ.1)6Gy 7% 15
iy 13 T=1oNINC
11 D=LK{1 ) =KenNMN({ T ) =VALKRAL{])
12 00 12 I=1,NTNC

85]

o

[yl

#
—
et
BN
-~

0



15

14

26

Ny
O
PO s

203

- 7,
DS
£

CKOD) =RRRNCT) £ LK)

CALL FONCTLOG, D2l VRS yin]I NC)
TRIFQoChFAR)GL - TN 15

FOrR=En

DY 14 I=1,MINC
DELK(I)=2a%DFLK (T)
KaECM{T ) =K(I)

4NOTG 10

DO 1A I=1,NINC
DIFKRA{T)=DIFK (T
NITFKIT)=KOCN{T)Y -VALK2A(T)
[$=1

EQMIN=FQR

;_{’\D[‘M_,_n 3

N=N+1

IF (N CTLNRITER)GO TO 27
DO 19 I=1,NINC
Ir(”Abb(”ItK(I)/Kudﬂ(I)) GTo PRCCD) 0 TO 21
CONTINUE

GOoTn 22

DO 20 I=1,MINC
PASK(I)=PASK(I)}/FACTPA
1S=1

G TR 25

IR (N LTe2Y GO TD 25

D 24 I=1,MINC
IF{DIFK(IIADIFKBA(TI) 122,244,253
PASK{1)=PASK(I)/FACTPA
GO TD 24
PASK(T)I=PASK(T)*FACTPA
CONTINYUE

CONT I FE )

DA 26 [=1,NTRC
VALKPA (T Y =KB0MIT)
KOT)=KEDHIT)

Ga TC 2

WP TTE(G 272 M

CONT IM)F

DA 29 T4=1,NINC

K{T4)=XRNN(T4) '
WRITF(H4203V(J4K(J)53d=14NINC)
WRITE(6,271 YK, EQMIN

CALL FONCT f"l,DELV,KA,NIHC)

CONT IH U F

RE RN _
Fﬂ‘{“*l\\T(/ylﬂX,:}H’:'«)(,I[’r,él’H) = ,E].Svey//)

FARMAT (YH /7777 23Xy 3DHPRECTISAQ DESEJADA NAO FOI J2BTI,.
1TBHDA EMaT4,12H ITEIACNES, 1/ 7))
FORMAT(// /425 17HPONTO D MINIMO  4///7/74+(1H
I3 4,28 =,001,14 4/ 0)

CFAEMATILIHE 37X, P CUNOTCAR INICIALY/ /)

FOOMAT (30X, ZHK( y I 1y ‘“'” = G D1 5Rs 2y 55X, (L‘"H)’\.S =
FHD

15X 92 HX (,

sD156 8y /)
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SURKNUUTTHE FONCT{FN,DELV,, KA ZNINC)
COMMON QU747 ) 3K (T )42 (12)47(T )4 XS(T)
DAUBLE PECCISION QeK4PyZyxS

DOUBLE PRECISION KALDELV,yV1,V2,CL
CL=0,1D 16

V=g

0O 33 I=14NINC

DO 33 J=1 4 NIHNC
VISVIHEQ(I,J)*KI) %K)

CALL FU(INING)

V2=,

DO 44 T=1,NINC

N0 44 J=143NINC

44 Vi= V¢+0([yd)al(l)rZ(J)

1

I
J

1

DELY=VZ-V]
EN=-RELVH(CL/2 ) (V1I-KA)¥*2
RETURM

END

SUBRCUTINE FU(NING)
COMBON CGUT,7) ,KO7) 4PL12)sZ(7),%X5(7)
DOUBLE PRECISTUN QyKyP4Z,4 XS
N1l I=1,NINC
KD)=K(1)+X5(1)
2(1)"K(‘)+P(1) P(Z)—(P(l)‘K(1))/(P(3)+P(4)%P(5)*K(3)/K
1(2))
(”3:ﬁ(2)+(9{l)/“(l?))*K(é)*(.(1) KA1L)YZ{PI3)+P{4) %P5
21EKA{3)/K(2))
ZOZY=KA{Z)#P00)=P(2)/P(6)=(P(1)/P{5) ) RK(3)
Z{A)=K{4)=(PLLY/PITI+R (1) /P(3)) *KI4)+(P(1) /P (8) )% K(1)
B3-KAZ)=KAB ) =K(A) = (T))+(P(L1)/P{R))H{(=P(3)=-P(4)+P(5) +P( 7

GY+P I+ 0T N4AP LI +P(12) ) RK{2)+P (1) %P(2)

o

ZUS)=KAS)+(PLLY/PUT) )KL 4)=-(PLL) /P (%)) *K(5)
ZEEY=K LAY+ (PLL) /P L)) RK(7)—{P(1)/P(12))*K(A)
ZOTY=K(7Y+(P (1) /P (9) ) %K(5)=(2(1)/P(1D))%#K(T)
DG 1 I=1,NINC - '
Z(Ly=2(1)Y=-XS(1)

DU 22 1=1,N1MC -

CKCT)=K (1)=XS L)

RETLAN

EMD
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