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1 Resumo:

Este texto tem por objetivo descrever a aula de Decomposicao em Grafos, referente ao curso Tépi-
cos Especiais em Teoria dos Grafos (2020), oferecido pelo programa de em Engenharia de Sistemas e
Computagao PESC/COPPE - UFRJ e ministrado pela professora Celina de Figueiredo.

1.1 Assuntos abordados:

Decomposicao de Grafos por cortes, Arvores de cortes-clique, Grafos Cordais, separadores de vértices,
classes de Grafos Separaveis por cliques.

1.2 Problemas propostos:

Além de documentar o contetiido abordado ao longo da aula, este documento se propoe a resolver as
seguinte questoes:

1. Construir a arvore de cortes clique para o Exemplo da Figura 13 da referéncia [1]. (p.7)
2. Provar que cada folha da drvore construida é Tipo 1 ou Tipo 2. (p.7-10)

3. Encontrar os dois parametros Nimero Cromaético (p.12) e Clique Maxima (p.4) usando a arvore.

2 Decomposicao:

A compreensao do estudo de decomposicao de grafos é de grande valor para problemas de coloracao
de vértices. Essa técnica pode ser aplicada a grafos gerais ou classes especificas e fornece parametros
importantes como tamanho de clique maxima e niimero cromatico, além de proporcionar uma defini¢ao
alternativa para grafos cordais.

Apresentamos agora um conceito importante para a técnica de decomposicao:
Um conjunto S C V(G) é dito um corte de vértices se G\ S = G[V \ S| é desconexo.

Assim, por definicao, um corte é um conjunto de vértices cuja sua remocao fornece um grafo desconexo.
Essa propriedade garante ao grafo G\ S uma série de componentes conexas, denotadas por Vi, Vs, ..., V.
Para cada i € {1, ..., p}, definimos o grafo G; = G[V; U S] como um filho de G em relac¢do ao corte S.
Dizemos ainda que o grafo G é pai dos subgrafos induzidos definidos acima, podendo ser obtido pela
identificacao de cada filho G[V; U S] em relacao ao corte S. A Figura 1 exibe um grafo G e seus filhos
em relacao ao corte de vértices S = {3,4}.
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Figura 1: A esquerda, um grafo G e a direita seus filhos em relagao ao corte S = {3,4}.
[lustragao feita no software Geogebra.

A identificacao de G a partir dos filhos pode ser vista como um processo de composicao, enquanto a
obtencao de cada G[V; U S] a partir do grafo pai pode ser enxergada como uma decomposicdo por corte
para o grafo G.

A partir de um determinado corte, podemos decompor o grafo recursivamente, de maneira a obter uma
arvore de decomposicao. Essa estrutura se mostra relevante no estudo de problemas que possuem
resolugoes adequadas a técnica de divisao e conquista e decomposicao recursiva, visto que ao realizar a
arvore de decomposicao, as folhas obtidas constituem solugoes triviais.

Em outras palavras, a composicao do grafo a partir dos filhos possibilita obter a solugao para o grafo G
a partir da composicao das solucoes dos filhos. A Figura 2 ilustra uma arvore de decomposicao, onde
os cortes de cada iteragao estao destacados em azul.

Figura 2: Arvore de decomposicao.
[lustracgao feita no Geogebra.

Uma pergunta natural em relagdo a um determinado corte S é a respeito da clique méaxima, nimero
mdximo de vértices mutuamente adjacentes. Seria possivel obter a clique maxima de um grafo G a
partir da clique maxima de seus filhos em relacao a S?

Vale lembrar: em linhas gerais, se H é subgrafo de GG sabemos que o a clique méxima, de H constitui



um limite inferior para a clique maxima de G. O lema abaixo mostra que o corte fornece um resultado
mais forte.

Lema 1 (Lema 2 em [1]). Seja G um grafo com corte S e filhos Gy, Gs, ...,Gp. Entdo

w(G) = lrrglfi,g};w(Gi).
Demonstragao. Como cada G; é um subgrafo induzido de G, segue que w(G) > w(G;), Vi € {1,...,p}.
Em particular, w(G) > max w(G;). Suponha por absurdo que w(G) > max w(G;). Considere K uma
1<p SUSp

clique méxima de G. Por hipétese, K nio pode ser uma clique em G, o que garante a existéncia de
vértices z;,x; € K, tais que z; € G; \ S e z; € G, \ S. No entanto, como estes vértices pertencem a
K, sao mutuamente adjacentes em G, logo, z;2; € E(G), o que contradiz a hipétese de S ser um corte
para G. Logo, conclui-se que w(G) = max w(G;). O

1<i<p

Por exemplo, considere o grafo da Figura 3.

=P

Figura 3: Grafo G.
[lustragao feita no software Geogebra.

Os filhos de G em relagao ao corte S = {B, C, F'} sdo G[A,B,C,F,G,H| = G, e G|B,C,D, E, F] = G5,
ilustrados na Figura 4 com suas respectivas cliques maximas destacadas em verde, que possuem tamanho
3. Note que ambos possuem mais de uma clique méxima, a saber, podemos também destacar {A, B, G}
em Gy e {C,E,F} em Gs.
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Figura 4: Filhos de G obtidos em relagao ao corte S = {B,C, F'}.
[lustragao feita no software Geogebra.

A partir do Lema 1, pode-se concluir que w(G) = max{w(G1),w(G2)} = 3. A Figura 5 ilustra esse
resultado.

N

Figura 5: Uma clique méaxima de GG, destacada em azul.
[lustragao feita no software Geogebra.

Um questionamento natural é se o corte também resolve o problema de coragao minima para um grafo
G a partir de seus filhos. No entanto, diferentemente do que ocorre em relagao a clique méaxima, o
nimero cromatico de G nao pode ser obtido a partir de seus filhos. Note que ao observarmos o ciclo
induzido C} ilustrado na Figura 6, os cortes sao formados por vértices nao adjacentes. Por exemplo,
ilustramos o nimero cromético dos filhos do ciclo C5 com relagao ao corte S = {vy, v4}.
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Figura 6: Filhos do ciclo Cys com relac¢do ao corte S = {vq, v4}.
[lustragao feita no software Geogebra.

Note que x(Ps) = x(Py) = 2, pois ambos sdo bipartidos. Porém, x(C5) = 3, como vemos na Figura 7.
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Figura 7: Grafo C5 e sua 3-coloragao.
[ustracao feita no software Geogebra.

Por outro lado, se GG for k-colorivel, é possivel colorir cada subgrafo induzido com no maximo k cores.
Dessa forma, obtemos a relacao max x(G;) < k = x(G).

Portanto, é desejavel estabelecer um tipo especial de corte, onde a igualdade x(G) = max x(G;) é
satisfeita; o corte clique ¢ definido como um corte cujos vértices sao uma clique.

Este tipo de corte define uma classe de grafos na qual o calculo do niimero cromético pode ser obtido
a partir do dos filhos do grafo em relagao ao corte, conforme descreve a seguinte proposigao:

Proposicao 2. Seja G um grafo com um corte clique C e filhos G1, G, ...,G,. Entao

X(G) = max x(Gi).

1<i<p

Demonstragao. Considere k = max x(G;). Como C é uma clique, cada vértice de G; deve receber uma
1<i<p

cor diferente. Dessa forma, o nimero de cores distintas nos vértices correspondentes a C é o mesmo em

cada G;.



Como estamos tomando k£ = max x(G;), cada grafo G; admite uma k—coloracao. Para cadai € {1,...,p}
considere ¢; : V(G;) — {1,2,...,k} uma coloracao de G;. Podemos assumir, a partir de uma bijegao,
que cada vértice de C tem as mesmas cores atribuidas em cada fungao de coloragao ¢;, isto é, ¢i(x) =
co(z) = ... = ¢p(x) para todo z € V(C). Considere a coloragao ¢ : V(G) — {1,2,..., k} definida por

ci(v), sevée G
c(v) = ca(v), sewv e Gy

cp(v), sev e,

,
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Como para cada par de filhos G;, G; temos que cada vértice de V(G;) \ V(C) é nao adjacente a nenhum
vértice de V(G;) \ V(C), ent@o ¢ é uma k-coloracao de G.

Logo, conclui-se que x(G) < k = max x(G;), e portanto, x(G) = max x(G;).
1<i<p 1<i<p

]

Dado um grafo G define-se recursivamente a arvore de cortes cliques T(G) a partir do seguinte proce-
dimento:

1. Cada vértice v € V(G) é rotulado com um subgrafo induzido de G. A raiz da arvore T(G) é
rotulada com o grafo G.

2. e Se (G ndo possui corte clique, a drvore T'(G) sera trivial.

e Se G possui corte clique, encontramos um corte clique C' de G e os filhos do vértice G em T'(G)
serao os filhos Gy, Go, ..., G, do grafo G em relacao ao corte clique C. Agora, a sub-arvore
T(G;) rotulada por G; é uma &arvore de cortes clique para o grafo G;.

Cabe ressaltar que a arvore de decomposicao da Figura 2 é também uma arvore de cortes clique, pois
os cortes selecionados em cada iteragao sao cliques.

Um conjunto S C V(G) é denominado um separador de vértices u e v se V(G) \ S desconecta u de v.
Um separador S é dito minimal se nenhum subconjunto préprio de S é também um separador.

O teorema abaixo fornece uma nova definicao para grafos cordais:

Teorema 3 (Teorema 3 em [1]). Seja G um grafo que nao € clique. G ¢é cordal, se e somente se, todo
separador minimal € uma clique.

Demonstra¢ao. (=) Considere G um grafo cordal que nao é clique. Portanto, existem pelo menos dois
vértices em v, w € V(G) que nao sdo adjacentes. Considere S um separador minimal de v e w com G,
e G, componentes de G \ S contendo v e w, respectivamente.

Se S contém apenas um vértice de GG, entao claramente S é uma clique.

Por outro lado, suponha que S é formado por pelo menos dois vértices, isto é, |S| > 2. Considere x e y
dois vértices nao adjacentes de S. Pela minimalidade, nenhum subconjunto préprio de S desconecta G,
isto é, a remogao de apenas o vértice x(ou y) mantém G conexo. Assim, pode-se concluir que cada vértice
de S é adjacente a algum vértice de G, e G,,. Sejam 1, y; em G, e xo, ys em G, vértices adjacentes a
x e y respectivamente. Entao o conjunto de vértices formado por z,x1, V(P,),y1,y, y2V (Py), T2, onde
P, e P, sao respectivamente o caminho de z; a y; em G, e o caminho de x5 a y, em G, é um ciclo
induzido de tamanho maior ou igual a 4, o que contradiz a definicao de um grafo cordal. Portanto,
concluimos que S é uma clique.



(<=) Reciprocamente, suponha por hipdtese que todo separador minimal de G é uma clique. Suponha
que G contenha um ciclo C com |C| > 4 e vértices v,t,w, uy, ug,...,ux, k > 1. Todo separador que
desconecta os vértices v e w contém algum wu;. Logo, C tem cordas, e portando G é cordal. O

Um resultado particular decorrente do Teorema 3 ¢é o seguinte:

Se GG é um grafo cordal que nao é completo, entao todo corte minimal é uma clique. Assim, as folhas
de uma &arvore de cortes clique para um grafo cordal sao cliques.

Dizemos que um grafo G é Tipo 1 quando seu conjunto de vértices, V(G) pode ser biparticionado nos
em V(G) = (V4,V,), onde V; e V, sdo tais que |Vi] > 3, G[V4] é bipartido e conexo e , G[V3] é uma
clique e cada vértice em V; é adjacente a todo o vértice de V5.

Dizemos que um grafo G ¢é Tipo 2 quando G é p-partido completo para algum inteiro positivo p.

Grafos separaveis por cliques sao aqueles cuja arvore de cortes clique admite apenas folhas do Tipo 1
ou do Tipo 2.

Para verificarmos se um grafo G é de fato Tipo 1, analisamos o seu complemento G e vemos se este
é composto por um conjunto independente de vértices e um subgrafo conexo que contém pelo menos
trés vértices. J4 para verificarmos que um grafo é Tipo 2, verificamos se G é composto por p subgrafos
completos.

O grafo da Figura 3 é separavel por cliques [2]. Exibiremos sua arvore de cortes clique na Figura 8.

Figura 8: Grafo G.
[ustracao feita no software Geogebra.

Para mostrar que de fato este grafo é separavel por cliques, provaremos que suas folhas sao Tipo 1 ou
Tipo 2. Primeiramente, analisaremos G[A, B,C, F,G, H| = G, através de seu complemento, exibido
na Figura 9. Note que podemos reorganizar G; de modo que tenhamos trés particoes completas (Ky).
Assim, conclui-se que G, é Tipo 2.
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Figura 9: G.
[lustragao feita no software Geogebra.

Observacao 4. O grafo filho Gy nao € um grafo Tipo 1. Para verificar essa afirmagao, suponha que
G € de Tipo 1. Nesse caso, deveriamos ser capazes de obter uma biparticao do conjunto de vértice de
G1, V(G) = (W, V3), de tal forma que Vi tenha cardinalidade pelo menos 3, G[Vi]| € um grafo bipartido
conezo e G[Va] € clique.

A estratégia que empregada para mostrar que € impossivel obter tal biparticdio € a sequinte:

1. Definimos primeiro os candidatos a Vo respeitando a condicao que essas cliques devem ter no
mazximo 3 vértices (caso contrdrio, nao seria possivel formar Vi, jda que haveriam menos de 3
vértices restantes).

2. A escolha dos candidatos a Vs € feita a partir de conjuntos independentes no grafo complementar
G.

3. Apds definir Va, retornamos a andlise em Gy e construimos G1[Vi| = G1[V \ Va|, verificando se
este subgrafo é bipartido e conexo.

Apds analisar todos os possiveis candidatos a Vs, concluimos que o subgrafo G1[Vi| ndo pode ser bipar-
tido, e por consequinte G1 nao € um grafo classificado como Tipo 1.

Abaizo sequem ilustragoes de alguns subgrafos induzidos G1[Vi] a partir da escolha de uma clique V;:

A Figura 10 traz a representacao de G[Vi] para dois casos onde Vy foi considerado como um conjunto
unitdrio.

G\ {4} G\ {6

Figura 10: G.
[lustragao feita no software Geogebra.



A Figura 11 traz a representacio de G[Vi] para dois casos onde Va foi considerado como uma clique
formada por 2 vértices.

G\ {4.C} G\ {4, H}

Figura 11: G.
[lustragao feita no software Geogebra.

A Figura 12 traz a representagdo de G[Vi] para dois os casos onde Vy foi considerado como uma clique
formada por 3 vértices.

Gi\ {4,C.H} G\ {B, I.G}

Figura 12: G.
[lustragao feita no software Geogebra.

Ao analisarmos a folha G[B,C, D, E, F] = Gs, notamos que seu complemento possui um conjunto
independente de vértices cuja cardinalidade é 1 (a saber, o vértice C') e um subgrafo cujo complemento
é um Cy (ou seja, um grafo bipartido conexo), como ilustra a Figura 13. Desta forma, temos que G5 é
Tipo 1.
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Figura 13: Gb.
[lustragao feita no software Geogebra.

Note também que ao analisarmos Go, podemos reorganiza-lo em trés partigoes completas (um K e dois
grafos K3), ilustrados na Figura 14. Desse modo, G5 também é Tipo 2.
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Figura 14: GS.
[lustragao Feita no software Geogebra.
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Observagao 5. Esse exemplo elucida que a classificacao da folha em Tipo 1 ou Tipo 2 nao sao proprie-
dades mutuamente excludentes.

Dito isso, ja podemos colorir os vértices desta classe de grafos de maneira eficiente. Observe que uma
coloragdo minima para grafos que sao Tipo 1 utilizam |V5| cores para colorir a clique e outras duas
cores, que sao utilizadas para colorir o grafo bipartido conexo resultante da particao V;. E para obter
uma coloragao minima de vértices de grafos Tipo 2, basta usarmos p cores, uma para cada particao em
que o grafo se decompoe. A coloracao minima de vértices tanto em grafos Tipo 1 quanto Tipo 2 sao
obtidas em tempo polinomial.

Dessa forma, exibiremos a coloracao minima de vértices dos filhos do Grafo da Figura 3 , de modo que
possamos obter o niimero cromatico deste grafo a partir deles e utilizando a Proposicao 2.

Observe: A coloracao de (G; demanda 3 cores, pois é Tipo 2 e estd particionado em 3 particoes completas.
Esta coloragao é exibida na Figura 15. Assim, y(G7) = 3.
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Figura 15: 3-coloragao de Gj.
[lustragao feita no software Geogebra.

Por outro lado, para determinar o niimero cromatico de (G5, devemos fazer duas consideragoes, ja que
esse grafo é simultanemanete Tipo 1 e Tipo 2. Em ambos os casos, obtemos uma coloracao étima com
3 cores, conforme descrito abaixo:

e Anidlise da classificagdo de Tipo 1: G5 utilizard uma cor para o conjunto independente unitario e
duas cores para colorir o grafo bipartido conexo.

e Anidlise da classificacao de Tipo 2: Sao demandadas trés cores, uma para cada particao completa
em que se decompoe.

Assim, x(G2) = 3, como ilustramos na Figura 16.

E

Figura 16: 3-coloracao de Gbs.
[lustragao feita no software Geogebra.

Por fim, a Proposicao 2, garante a existéncia de uma coloragao étima para G que utiliza max{x(G1), x(G2)} =
max{3,3} = 3 cores. A Figura 17 exibe uma 3-coloracao de G.
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Figura 17: 3-coloracao de G.
[lustragao feita no software Geogebra.
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