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1 Resumo:

Este texto tem por objetivo descrever a aula de Coloracao de Arestas em Poténcias de Ciclos, referente
ao curso Tépicos Especiais em Teoria dos Grafos (2020), oferecido pelo programa de em Engenharia de
Sistemas e Computacdo PESC/COPPE - UFRJ e ministrado pela professora Celina de Figueiredo.

1.1 Problemas propostos:

Além de documentar o contetiido abordado ao longo da aula, este documento se propoe a resolver as
seguinte questoes:

1. Considerando o método de decomposicao, exiba uma coloracao de arestas étima para a poténcia
de ciclo com n =24, e k = 6. (p.6)

2. Considerando o método de decomposicao, exiba uma coloracao de arestas 6tima para a poténcia
de ciclo com n =24, e k =8. (p.8)

2 Introducao

Em linhas gerais, estabelecer uma coloracao de arestas é um problema dificil. Apesar do teorema de
Vizing garantir que a coloracao 6tima de um grafo simples G usa A ou A + 1, decidir entre essas duas
possibilidades é um problema N P—completo.

Os resultados classicos de Teoria dos Grafos e coloracao mostram que os ciclos e grafos completos sao
de Classe 1 quando tém um nimero par de vértices, e Classe 2 caso contrario. Como ciclos e grafos
completos sao casos especiais de poténcias de ciclo, é natural considerarmos estender os resultados
classicos a todas as poténcias de ciclo, ou seja, provarmos que uma condi¢ao necessaria e suficiente para
que uma poténcia de ciclo C seja um grafo de Classe 1 é que C' tenha um ntmero par de vértices.

2.1 Definicoes

Definigao 1. Seja G = (V, E) um grafo com |V| =n e E =m. Se m > A(G)|n/2], entdo G ¢é dito ser
sobrecarregado [overfull]. Essencialmente, essa definicao classifica grafos que tem um nimero de
arestas superior em relacao ao que uma coloragdo com A cores pode suportar.

E facil ver que grafos sobrecarregado sao de classe 2, porque cada cor pode colorir no mdximo |n/2|
arestas em uma coloragao vdlida.



Podemos notar que grafos completos com um nimero impar de vértices sao sobrecarregados. A saber,
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nin=1) e |[n/2] = n 5 , pois n é fmpar.

se G é completo com n vértices, entdo A(G) =n—1, m =

Portanto,
n(n —1 n—1 (n—1)2
g>n—1 :( ) — m > A(G)[n/2]
2 2 2
De uma maneira um pouco mais geral, qualquer grafo regular com um numero impar de vértices é
n R
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sobrecarregado. A saber, nesse caso, temos m = 53 e |n/2| = , pois n ¢ impar. Portanto,

nA n—1
— > A
2 2

= m > A(G)|n/2]
Fica provado que todo grafo regular (em particular completo) com nimero impar de vértices é Classe
2.

Definicao 2. Considere dois grafos G e H com o mesmo conjunto de vértices V', definimos o produto
destes dois grafos, G x H, da sequinte forma:

V(Gx H)=YV,
E(Gx H)={(u,v) | Jw € V((u,w) € E(G) e (w,v) € E(H))}

Definicao 3. Definimos as poténcias de um grafo G recursivamente a partir do produto cartesiano,
conforme seque:

Gt =G,
GF =G x G*!, para k > 2.

Em particular, quando G é um grafo ciclo C,,, sua k-ésima poténcia é um grafo simples apenas quando
1<k< 5 A Figura 1 exibe as trés primeiras poténcias do grafo ciclo Cj.
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Figura 1: Ilustragao feita no software Geogebra.
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nT’ C* ¢ um grafo completo (ver Figura 2). Caso n seja

. . ~ . , . 2 -
par, tecnicamente pode-se dizer que nio existe um k tal que C* é completo, pois C? ndo é um grafo
simples, conforme podemos ver no grafo Cg, exibido anteriormente na Figura 1.

Observe que quando n é impar e k =



Figura 2: Grafo C? = K.
[lustragao feita no software Geogebra.

Pode-se notar, a partir da definicao, que uma poténcia de ciclo C* para k € {1,...,n/2} é um grafo
regular e de grau par, uma vez que A(CF) = 2k.

3 Coloracao de Poténcias de Ciclos

Como todo grafo regular com nimero impar de vértices é um grafo Classe 2, podemos subdividir essa
classe em Poténcias de Ciclos Impares e Poténcias de Ciclos Pares para fazer uso desse resultado e
analisar a coloracao.

3.1 Poténcias de Ciclos impares sao Grafos Sobrecarregados

Uma poteéncia de ciclo C*¥, com n fmpar, é um grafo sobrecarregado, assim como qualquer grafo regular
de ordem impar.

Para verificar a validade dessa afirmacao, note que:

para 0 < k < g Por outro lado,

n—1

m=A|n/2] = (2k) =(n—1)k.

Portanto, pode-se concluir que m > A|n/2] sempre que k > 0. Isso mostra que C* é classe 2 quando
n é impar.

Uma ideia para colorir poténcias de ciclo pares é aplicar o Teorema de Vizing, que sempre fornece uma
coloracao com A + 1 cores. Nesse caso, a coloracao é étima, ja que o grafo é Classe 2.

3.2 Poténcias de Ciclos Pares
3.2.1 Arestas de tamanho [ sao bicolores quando mdc(l,n) é um nimero par

Seja n um inteiro par e k um inteiro positivo estritamente menor que n/2. Considere S; o conjunto de
arestas de tamanho [, defindo da seguinte forma:

Si={(z,z+1 (modn) |0 <z <n-—1}



Observacao 1. Note que essa classe de conjuntos forma uma particao do conjunto de arestas do grafo
C* isto ¢,
SINS; =0, sel#j,

K
E(Cy) = U St
=1

Teorema 2. Para todo indice | tal que | > k, o subgrafo induzido C*[S)] possui d componentes conexas,

n
cada uma sendo um ciclo de comprimento = onde d = mdc(l,n).

Demonstracao. Dois vértices x e y pertencem a uma mesma componente se e somente se existir um
inteiro r tal que
y =x+rl (mod n);

Em outras palavras, d|(y—x). Portanto, dois vértices pertencem a uma mesma componente se e somente
pertencem a mesma classe residual modulo d. O resultado do teorema é satisfeito porque hé exatamente

d classes residuais, e todas eles téem o mesmo tamanho. O
Corolario 1. O grafo C*[S)] € bicolorivel sempre que l <k <n/2 e mé par.

3.2.2 Arestas de tamanhos [ e [ — 1 formam um subgrafo quatro-colorivel quando m é impar
Teorema 3. O grafo C*[S; U S;_1] € quatro-colorivel quando | <k <n/2 e m € impar.

n
Demonstragao. Seja d o mde(l,n). Se yl for impar, entao d e [ sdo necessariamente pares.

Pela Observacao 1, sabemos que S; é uma uniao disjunta de ciclos impares, enquanto S;_; é uma uniao
disjunta de ciclos pares. A estratégia por tras da demonstracao desse teorema é baseada em realizar
algumas trocas de S; e S;_1, com o objetivo de fundir os ciclos impares em pares, sem perturbar muito
a coloragao de S;_; .

O conjunto S;_1 pode ser colorido com duas cores. Uma coloracao adequada deste conjunto de arestas
¢ a seguinte:

Pinte com uma cor todas as arestas incidentes a um vértice inicial rotulado por indice impar, e pinte
com a outra cor as arestas restantes.

Note que essa coloracao ¢ vélida, uma vez que [ — 1 é impar.

Seja C] o seguinte conjunto de arestas:

Cy={(1,0),(l+1,2),(3,l +2),(l+3,20+2), ... (d—1,d+1—2),(d+1—1,d+ 2l — 2)}

Todas essas arestas possuem alcance [ — 1, pois tém a forma (a,a+1— 1) e, portanto, pertencem a S;_;.
Além disso, o vértice inicial a é impar para todas essas arestas, o que significa que todas serao coloridas
com a mesma cor. Agora considere o conjunto Cs

Co={(1,1+1),(1,20),(3,1+3),(1+ 2,20+ 2),....,(d—1,d+1—1),(d+ 1 —2,d+ 2] — 2)}

Essas arestas tém a forma (b,b + [) e, portanto, pertencem a S;. Vale ressaltar que as arestas de Co
pertencem a ciclos distintos em S;. De fato, duas arestas pertencem ao mesmo ciclo em S; quando seus
vértices incidentes iniciais a e b satisfazem d|(b — a). Vamos repartir Cy em dois conjuntos A e B, da
seguinte forma:

A={(a,a+1)]1 <ad—1eaéimpar }
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B={bb+)[l<b<d+1—2ebépar}

Duas arestas em A nao podem estar no mesmo ciclo porque seus vértices incidentes iniciais pertencem
a um intervalo de comprimento menor que d, o mesmo vale para duas arestas em B. Agora, se nés
selecionarmos uma aresta de A e outra de B, a diferenca entre seus vértices incidentes iniciais sera
impar e, portanto, nao pode ser divisivel por um nimero par assim como d.

Trocamos as arestas em C; e Cy entre S; e S;_;. Mais precisamente, considere
S, = (S1-1 — C1) Uy,
S, = (S U —Ch.
Observe que Sllq U Sl/ = 5;,_1 U S, porque apenas trocamos arestas entre os dois conjuntos.

Pode-se afirmar que Sl/_1 é bicolorivel. Na verdade, C'; é um emparelhamento, porque todas suas arestas
tiveram a mesma cor atribuida em S;_;. Isso significa que os 2d vértices nas extremidades finais das
arestas sao todos distintos. Mas C5 tem exatamente o mesmo conjunto de 2d vértices nas extremidades
finais das arestas, portanto, é um emparelhamento também. Dessa forma, observe que podemos dar
a cor que (' tinha ao Cy e assim produzir uma coloragao vélida para Sl/fl. Na pratica, a troca que
fizemos consiste em substituir um emparelhamento por outro.

/7 i3 / /7 Id . e
Além disso, pode-se afirmar que S; é também bicolorivel. Isso se deve ao fato de que, com a troca, os
d ciclos impares em S; sdo agrupados em pares (observe que d é par) e e os dois ciclos em cada par sdo
mesclados para formar um ciclo par. Tome, por exemplo, as duas primeiras arestas de C'.

(1,1), (I +1,21)

e as duas primeiras arestas de Cj,
(L1+1),(1,20);

Com a troca, os ciclos em S; que continham arestas (1,1 + 1) e (/,2]) tornam-se um unico ciclo, mais
longo e par. Uma fus@o (merge) semelhante ocorre com outros ciclos em .S;. Dado que existem d ciclos
e d arestas trocadas sem duas arestas no mesmo ciclo, todos os ciclos sao fundidos pela troca e .S; é uma
uniao disjunta de ciclos pares. Logo, é bicolorivel. O]

Teorema 4. O grafo C* ¢ Classe 1 para todo n par.

Demonstragao. Faremos indugao em k.
Se k = 1 entdao C* = C,, que é Classe 1 para n pares.

Se k > 1 distinguimos dois casos de acordo com a paridade de n/d, onde d = mdc(k,n).

1. Se % for par, C¥[S,] é bicolorfvel. Por hipétese de inducao, C*~! é Classe 1. Além disso,

E(CS) = FE, UE,, onde B4 = E(Of;_l) e By = 5.
Como A(CFEy]) = 2(k —1) =2k — 2, A(CE[Ey]) = 2, e ambos os grafos induzidos sdo de Classe

1, temos que C* é Classe 1.

n
2. Se — for fmpar, concluimos que C¥[S), U Si_4] é quatro-colorfvel. Por hipétese de indugao, C*~2

é de Classe 1. Além disso,
E(CS) = El U E?: onde El = E(C§_2) € E2 = Sk U Sk—l-

Como A(CFE,]) = 2(k — 2) = 2k — 4, A(C*[E,]) = 4, e ambos os subgrafos induzidos sao de
Classe 1, temos que C* é Classe 1.

A Figura 3 ilustra as trocas em 5.
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Figura 3: Ilustracao feita no software Geogebra.
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[lustraremos os resultados obtidos neste texto a partir dos problemas propostos na Subsecao 1.1. Exi-
biremos uma construcao para uma coloragao 6tima do grafo CS,.

Pelo Teorema 4, para obter uma coloracao Gtima podemos considerar um conjunto com A(CS,) = 12
cores. Considere o conjunto C' abaixo:

C={e,0,0,0,0,0,0,0©,0,0,0,0}

A partir da Observagao 1, podemos analisar a coloragao do grafo a partir dos subgrafos induzidos pelas

partigdes dos conjuntos de arestas S;, [ € {1,...6}. Pode-se notar que todos os subgrafos induzidos sao
bicoloriveis, pois satisfazem o Corolario 1. A saber,

CS,[81] = #;{24) = 24, que é par.

CS,[8)] = A 12, que é par.
mde(2,24)

CS,[S5) = o 8, que é par.
mdc(3,24)

CS,[S4) = o 6, que é par.
mdc(4,24)

CS,[S5] = 2 24, que ¢ par.
mde(5,24)

CS,[S6) = S 4, que é par.
mdc(6,24) ’

Podemos colorir C8,[S;] com as duas primeiras cores de C, C%,[Ss] com a terceira e quarta cores de
C, e assim por diante. Em cada C%,[S;] iniciamos a coloragao atribuindo & aresta incidente ao vértice
1 uma das cores pré selecionadas e prosseguimos a coloracao alternando as duas cores entre arestas
que compartilham o mesmo vértice. Abaixo exibiremos na a coloragao dos subgrafos C%,[S;] e CS,[Ss]

Figura 4, a coloragao dos subgrafos C%,[S3] e CS,[S,] na Figura 5 e por fim a coloragao dos subgrafos
C8,[S5] e C8,[Se) na Figura 6.
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Figura 5: Ilustracao feita no software Geogebra.
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Figura 6: Ilustracao feita no software Geogebra.

Dessa forma, obtivemos através do método de decomposicao, uma coloracao de arestas 6tima utilizando
o conjunto de cores C, confirmando que C$, é Classe 1.

Para colorir de maneira 6tima o grafo C%, faremos novamente uso do Teorema 4 e do Coroldrio 1. Nesse
caso considere o conjunto C' abaixo, com A(CS,) 16 cores:

C:{.707‘7 o, Oa.a07.70707.7.7.70707.}

Ao analisarmos os subgrafos C3,[S], I € {1, ...8}, podemos notar que os 6 primeiros subgrafos induzidos
sao exatamente os mesmos que foram utilizados na coloracao de C¥,, portanto, herdamos essa coloragao.
Resta analisar a coloragao dos subgrafos C5,[S7] e C5,[Ss].

24 24

Note que mdc(24,8) = 8 e ————— = — = 3, que é impar. Assim, pelo Teorema 3 podemos obter
mdc(24,8) 8

uma quatro coloracdo para o subgrafo induzido C8,[S; U Sg] = C%,[S7] U C%,[Ss]. Para construir a

coloragao, construimos C e (s exibidos na Figura 7:
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G = {(1,8).(3,10), (5,12). (7, 14), (9. 16), (11, 18), (13, 20), (15, 22)} C = {(1,9)(3,11),(5,13),(7,15), (8,16),(10,18), (12,20). (14,22)}

Figura 7: Ilustracao feita no software Geogebra.
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Agora definimos os conjuntos S; e Sg, conforme descrito no Teorema 3, isto ¢, construimos S; a partir do
grafo S; e trocando as arestas de seu subconjunto proprio C pelas arestas de Cy, que possuem tamanho

. . . ! . . ’ .
8. De maneira, similar, obtemos Sg a partir do grafo S, trocando as arestas de seu subconjunto préprio
C5 pelas arestas de (.

~ / . ~
Vale ressaltar que essa construgao de S;’ e Sy se mostra conveniente para obter a coloragao de S; U S,
uma vez que

S USy = (S;\CrUCy)U(Sg\ CoUC) =57 U Ss.

A bicoloracao de cada um desses grafos é exibida na Figura 8:
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Figura 8: Ilustracao feita no software Geogebra.

Dessa forma, obtivemos através do método de decomposicao, uma coloragao de arestas 6tima utilizando
o conjunto de cores C, confirmando que C%, é Classe 1.
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