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Caminho Minimo

s Dado grafo direcionado G, com pesos
negativos

s Problema: Calcular caminho minimo e
distancia de todos os vértices para um
vértice destino t

8 ExX. caminho mais
curtoparat=>5

s Arvore geradora
iInduzida
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Programacao Dinamica

s Considere o caminho minimo Pentrev e t
aP=(v,v,v, ..t

s Decompor o problema em subproblemas

# encontrar P através de solucdes 6timas para
subproblemas menores

s ldeia: numero de arestas de P
# P podeterl, 2, ..., n-1 arestas

s Usar numero de arestas para decompor o
problema

# caminho minimo passando por até i arestas
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sEx.t =5
PT(1,

Funcao de Recursao

8 OPT(i, v) : custo do caminho minimo P
entre v e t usando no maximo i arestas
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Analisando Solucdo Otima

s Maior comprimento possivel (em arestas)
do caminho minimo P entre v e t?

s n-1 arestas (caminho simples)

s O gue podemos dizer sobre o caminho
mais curto P entre v e t?

#s]) Ou possui exatamente n-1 arestas
s 2) Ou possul menos arestas
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Analisando Solucdo Otima

s Se P possui menos do que n-1 arestas

# Custo da solucao 6tima com n-2 arestas sera o
mesmo

a8 OPT(n-1, v) = OPT(Nn-2, v)

s Se P possui exatamente n-1 arestas
# P passa por algum vizinho de v

# caminho do vizinho até t tem exatamente n-2
arestas

# escolher vizinho com menor caminho,
considerando o peso da aresta (v, w)

a OPT(n-1, v) = minW(OPT(n-Z, w) + CVW)
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Graficamente

1 aresta n-2 arestas

CVWl OPT(H-Z,Wl

@w OPT(n-2,w,)
wo & (W OPT(n-2,w,)

s Por qual vizinho de v o caminho minimo P
ira passar?
s 0 de menor custo, considerando o peso
da aresta com o vizinho
amin (OPT(n-2, w) + ¢ ), onde w pertence aos
vizinhos de saida de v
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Generalizando

s Supor P caminho 6timo de v para t
usando | arestas ou menos

s Podemos decompor P em dois casos
# P possuir exatamente i arestas
8 P possuir menos de i arestas

s Mesmo raciocinio de antes beso da

aresta (v, w)

8 OPT(i, v) = min ( OPT(i-1, v),
min (OPT(i-1, w) + C_) )

\ W pertence aos

vizinhos de saida e v
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Algoritmo de Bellman-Ford

# Algoritmo iterativo para calcular OPT(n-1, *)

Bellman Ford(G, t)
Array M[O0,...,n-1 ; 1,...,n]
M[0O, v] = oo para todo v
M[0O, t] = O

For i =1, ..., n-1
For v =1, ..., n
M[i, v] = M[i-1, V]
Para cada vizinho w de v
M[i, v] = min (M[i, V], M[i1-1, w] + c_)

Retorna M[n-1, *]

# M retorna distancia

Figueiredo - 2021



Complexidade

# Loop mais interno passa por todos os veértices
# para cada vértice, percorre vizinhos (grau)
# Soma dos graus € igual 2m, numero de arestas
# Loop externo tem n-1 passos
# Complexidade O(n m)
# se grafo for muito denso: O(n?)
# Memoria?
# Armazenar a matriz M, O(n?)
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Melhorias Praticas (1)

s Reducao na quantidade de memoria

s Manter vetor M[v], ao invés de matriz M[i,Vv]

# Nao precisamos guardar distancias de caminhos
com menos arestas (ja vimos este truque)

s M[v] : custo do menor caminho entrev e t
gue conhecemos até agora

# numero de arestas nao importa

8 Custo de memodria: O(m + n)
d dal'maZzenar 0S pesos das m arestas
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Melhorias Praticas (2)

s Reducao no tempo de execucao

s Atualizar M[v] apenas quando M[w] for
atualizado no passo anterior

# para algum vizinho w de v

s Terminar algoritmo quando nenhum M[v]
for atualizado

# nenhuma distancia vai reduzir

s Nao reduz complexidade de pior caso

# mas faz diferenca pois na pratica caminhos
minimos tem bem menos que n-1 arestas
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Roteamento em Redes

s Rede global de comunicacao
8 Cada vértice é um roteador

a8 Arestas representam
enlaces (links) entre
roteadores

s Enlaces possuem custos (ex.
tempo de propagacao)
# conhecidos pelo roteador

s Problema: cada roteador deve encontrar
melhor rota (caminho) para todos os outros
roteadores da rede
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Roteamento em Redes

s ]) Solucao Centralizada

# Cada roteador obtém visao global da rede (ex.
passa a conhecer o grafo da rede, com pesos)

# Executa Dijkstra: arvore geradora com raiz no
roteador define para qual vizinho enviar

s 2) Solucao Distribuida
# Cada roteador conhece apenas seus vizinhos

# Descobre caminho minimo através dos
vizinhos (trocando mensagens)

# \Versao distribuida do Bellman-Ford
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Bellman-Ford Distribuido

# Vetor M[] do algoritmo esta distribuido entre os
roteadores

# cada roteador v é responsavel por manter o valor M[v],
para cada destino t

# Ordem de execucao do loop interno do algoritmo nao é
iImportante

# Roteador w informa aos vizinhos sempre que M[w]
diminuir
# vizinho v atualiza M[v] e informa aos seus Vvizinhos
# Opcoes de melhor caminho se propagam pela rede
# Precisa executar para cada destino t da rede
# mas pode executar em paralelo

Implementado por protocolos de redes
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