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Espaco Amostral

e Conjunto de objetos, enumeravel (pode contar)

L ooy LS
S,
: y e

Nz

Frutas

ABCDEF
GHIJKLM
NOPQRST

UVIWNXYZ

Letras

& oA

& <

X <X
&
Grafo
S € 0 conjunto
ex. S ={a,b,c,...,z}
*|S| é sua cardinalidade
*ex. |S| =26

"y W <D

Figueiredo 2018



Probabilidade

* Funcao que associa a cada elemento de S um
valorentreOe 1

n.S - [0, 1]
* Restricao: soma sobre todos elementos vale 1

AB’CDEF * S = alfabeto, |S| = 26

G' H I L «p_=1/26 para qualquer letra x
«p_=1/10 para qualquer x vogal,
U V Wx yz e 1/42 para qualquer x consoante

Letras
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Eventos

* Subconjunto do espaco amostral

A B v D E F * S = alfabeto, |S| =
GHI  KLM ~A={abc.d}

* B = todas as consoantes
EOQPV\?XRY; * C = todas as letras depois de Q

<[ * S = grafos ao lado, |S| =
<> * A = todos as cligues
%:] * B = todas os grafos com

N

menos de quatro vertices
e C =todas as arvores

W W <P
R <D

X X
&
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Probabilidade de Eventos

 Soma das probabilidades dos elementos que
definem o evento

P[A]=) p.

ecA

GHIJKLM *4~iancd
. *B =todas as consoantes
NOPQRST

* C = todas as letras depois de Q
UVWXYZ *P[A]=2/13
*P[B]=21/26
*P[C]=9/26
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Manipulando Eventos

* Eventos sao conjuntos, podem ser manipulados
usando logica de conjuntos

* OperacoOes basicas
* uniao, intersecao, complemento

ABCDEF A={abcd)

GHI LM °B= todas as consoantes

NOP * C = todas as letras depois de Q
UVINXYZ 42277

ANBNC =7

Figueiredo 2018



Manipulando Eventos

* Probabilidade de eventos resultantes seguem a
mesma definicao

‘ex. Y=ANB > P[Y]=) p,

A B 8 D E

S = alfabeto, |S| =26, p, = 1/26

G‘H I LJJL *A ={a,b,c,d}
€T °B =todas as consoantes
B%PV\?XR ; * C = todas as letras depois de Q

P|AUB| =7
PIANBNC|=? P[B|=7?
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Ponto de Confusao

e Operadores logicos sao usados no lugar de
operadores de conjunto

e “ou”, “+” ao invés de “uniao”

e “e”, “.” ao invés de “intersecao”

. nega(;ao” “not” ao invés de “complemento”
* origem de grande confusao!

* Exemplos
AUB=A+B=AVB

ANB=A.B=AAB
B°'=B=-B

Iremos usar esta notacao,
gque € a mais usual
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Independéncia

* Dois eventos A e B sao independentes sse
P[ANB]=P[AAB]=P[A]P[B]

* Ou seja, a probabilidade da conjuncao (intersecéo) € igual
ao produto das probabilidades

« S = alfabeto, |S| = 26, p = 1/26

A B C D EF *A={ab,c,d}
G‘ H I L B = todas as consoantes

* A e B sao independentes?
e A = todas as letras antes de N

UVINXYZ (Ao

* A e B sao independentes?
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Exclusao Mutua

* Dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos sse
P|AUB|=P|AVB|=P|A|+P|B]

* Ou seja, a probabilidade da disjuncao (uniao) é igual a
soma das probabilidades

« S = alfabeto, |S| = 26, p = 1/26

A B C D EF *A={ab,c,d}
G‘ H I L B = todas as consoantes

e A e B sao mutuamente exclusivos?
e A = todas as letras antes de N

UVWX B ={X,V, 2}

e A e B sao mutuamente exclusivos?
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Probabilidade Condicional

* Probabilidade do evento A dado a ocorréncia do

evento B

* a0 saber que B ocorreu, o espaco amostral para

ocorréncia o

e A passa a ser o conjunto B

P|A AB]

P[A|B]=

P| B]

A B 8 D E

« S = alfabeto, |S| = 26, p_ = 1/26

G‘H I Lauj *A={a,b,c,d}
"

* B = todas as consoantes

NOPQRST .copy 2
UVWXYZ pjaBl=2 P[BlA]=2 P[C|B]="
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el da Probabilidade Total

* Particilonamento de um conjunto S

e conjunto de subconjuntos de S tal que todo elemento de
S aparece em exatamente um subconjunto

- eXx. S = alfabeto: O, = todas vogais, O, = todas consoantes

* Relacao entre probabilidade de um evento e probabilidade
condicional com eventos de uma particao

P[A]=),P[AAB]=2, P[A|B]P|B|]

- onde B, € qualquer particao do espago amostral
* Regra muito usada para calcular probabilidade de um evento
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Regra de Bayes

* Relacao fundamental entre
probabilidades condicionais

P[B|A]P[A]
P|B]

P[A|B]=

* Talvez a mais importante relacao em probabilidade
* usada em muitos, muitos problemas

* Razao
* gueremos P[A|B], mas calcular isto pode ser dificll

* calcular P[B|A] pode ser mais facil, assim como
P[A] e P[B]

* @ muitas vezes calcular P[B] n&o é necessario
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Exemplo

* Filtro de spam usando regra de Bayes

* S = todos os e-mails de um grande universo

* M = subconjunto de e-

mails que sao spam

* \/ = subconjunto de e-mails que possuem a palavra “viagra”

P[M‘V] <« Probabilidade de um e-mail ser spam
dado que possui a palavra “viagra”

e Como calcular esta

orobabilidade? Regra de Bayes!

pm|v]=2VIM

P M|

PV]

*P[ V| M ] e mais facil de calcular empiricamente,

assimcomo P[ V]e

P M ]
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e Ate agora, nao temos nada aleatorio!

e vamos introduzir uma “variavel” cujo valor que ela
assume sera “aleatorio”

 Variavel aleatdria X € uma funcao que mapeia o
espaco amostral nos Iinteiros (v.a. discreta)

e permite trabalhar com numeros, independente dos
elementos do espaco amostral

X:S>Z

e Usaremos X para definir eventos em funcao de seus
valores

A={X>5|=[e€S: X(e)>5]
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Exemplo de Variavel Aleatoria

A B 8 D E « S = alfabeto, |S| = 26, p, = 1/26
G.H I LJS * X € uma v.a. tal que X(a)=1, X(b)=2,

U X(0)=3, ..., X(2)=26

. \\i(é uma v.a.)talzque Y(vogal)=1,
consoante)=
UV Wx YZ * Z € uma v.a. tal que Z(primeiras 10

letras) = 1, Z(ultimas 10 letras) = 2,
Z(outras letras) = 3

&

* Usamos v.a. para definir eventos

o {X>13}={n,,...,z2}, {Ximpar}={a,c,e,q,...,y}
{Y =1} ={a,e,l,o0,u}

e {7/ =3} ={k,|,m,n,o0,p}
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Probabilidade de V.A.

* Probabilidade associada € dada pela
probabilidade do evento definido pela v.a.

o {X>13}={n,,...,2}, {Ximpar}={a,c,e,q,...,y}
{Y =1} ={a,e,l,o,u}
e {Z =3} ={k,|,m,n,o0,p}

e P[X>13] = ?

+P[Y=1] = ? Cuidadol Y e 7 <3
_ uidado! Y e Z sdo v.a.
o — — = 9
PlY=1e Z=3] =" diferentes mas nao
= P[Y=1] P[Z=3] ? necessariamente
independentes
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Manipulando V.A.

 Variaveis aleatorias também assumem valores de sua imagem
* chamado de realizacao da v.a.

 Por isto podem ser manipuladas algebricamente (com cuidado)
* simplificacdo: 2X>4=X>2
e atribuicao: Z = 2X - 3Y

Pergunta: X + X =2X

* Depende!

* Sim, se as duas ocorréncias de X se referem a
mesma realizacao (instancia) da v.a.

* Nao, se as ocorréncias de X se referem a realizacoes
diferentes

* Exemplo: X é o valor da face de um dado
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* Tipo mais comum de variavel aleatoria

e assume apenas dois valores (1 ou 0), indica a
ocorréncia de um evento de interesse

* X =1, subconjunto do espaco amostral que possuli
evento de interesse

* X =0, caso contrario

* Exemplo: S = todos os grafos com n vértices
* X = 1: todos os grafos conexos, X=0 c.c.
e Y, = 1: todos os grafos com diametro k, Y,=0 c.c.

« Z = 1: todos os grafos com k componentes conexas

* P[X = 1] = P[X] = probabilidade do grafo escolhido
aleatoriamente ser conexo
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* Probabilidade associada ao valor de uma v.a. esta
relacionada a probabilidade dos eventos definidos
por este valor

P[X=1

* Novas regras! Iremos definir a probabilidade

associada ao valor de uma v.a. diretamente

* Sem pensar muito nos eventos definidos por este valor
e na probabilidade destes eventos

+P[X=1]=p,
e Iremos determinar o valor p, a partir de uma fungao

 funcao de probabilidade (ou funcao de massa de
probabilidade ou funcao de distribuicao)
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Funcao de Distribuicao
*Seja X uma v.a. e x um de seus possiveis valores

fy(x)=P[X=x] =<  Funcdo de probabilidade
Fy(x)=P[X<x] <  Fungéo cumulativa

* Uma pode ser definida usando a outra

— Z fx (y) < Soma por exclusdo mutua

y<x dos eventos X = x
* Restricao
0<fx(x)<1,V xe€04 Z folx)=
X €0,

- Onde O, é aimagem da v.a. X (valores que ela pode assumlr)
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Distribuicao de Bernoulli

* Uma v.a. X que possuil distribuicao de Bernoulli
assume apenas dois valores

fx(1)=P[X=1]=p
fX( ) [X O] 1-p

* Possui um unico parametro O< p <1
* Usada como distribuicao de qualquer v.a.
Indicadora
e @X. cara ou coroa, sim ou nao, verdade ou falso

* Notacao: X~Bernoulli(p)

* X € uma v.a. que possui distribuicao de Bernoulli com
parametro p
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* Considere uma sequéncia de n v.a.
X, X, ..., X

n

* Dizemos que a sequéncia ¢ i.1.d. (independente e
identicamente distribuida) se

* v.a. sao independentes
e v.a. possuem a mesma funcao de distribuicao
e v.a. sao distintas

* Exemplos de sequéncias iid

e Jogar um mesmo dado n vezes: X. € o valor observado
na i-ésima jogada do dado
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Distribuicao Binomial

e Considere uma sequéncia iid de n v.a. de Bernoulli
X, X, .., X

- onde X. ~ Bernoulli(p) para/=1,2,..., n

n

* Seja Z a soma destas v.a.

n
z=). X,
i=1
* Z possui distribuicao Binomial, com parametros ne p

Z ~ Bin(n, p)
* Que valores gue Z pode assumir ?
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Distribuicao Binomial
* Qual a expressao para a distribuicao Binomial?
* probabilidade da soma ser igual a /

f.(i)=P[Z=i]
e Quanto vale?

fz(i):P[Z:i]:

* Podemos obter expressao a partir de principios elementares
* ver exercicio da lista

* Exemplos
* nUmero de caras ao jogar uma moeda 20 vezes

 grau do vértice em um grafo com n vértices onde cada
aresta incidente ocorre com prob p (modelo G(n,p) )

"p'(1—-p)""

Figueiredo 2018
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