Aula 5

Aula passada Aula de hoje

 Limitantes para » Método do primeiro
orobabilidade momento

» Desigualdades de Markov, < Bolas e urnas
Chebyshev, Chernoff e Lei dos grandes nimeros

» with high probability (fraca e forte)

 Limitante da uniao * Erro e confianca

 Bolas e urnas



Método do Primeiro Momento

- SejJa A uma sequéncia de eventos sobre o respectivo
espaco amostral (n € algum parametro do modelo)

* Muitas vezes queremos entender se e quando a
probabilidade de um evento vai a zero

lim P|A_]=0

n=> oo

- Em particular, seja X uma v.a. que assume valores inteiros
e nao negativos, parametrizada por um parametro n
« X_ conta ocorréncias de alguma coisa

- Considere o evento X >0
» Queremos entender lim P[ X >0]

n=> oo
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Método do Primeiro Momento

* Neste caso, temos 0 seguinte resultado
- Se lim E[X,]=0 entdo lim P[X >0]=0

n=> oo n=» oo

- Ou seja, se E[X ] =0, X assume valor 0 com probabilidade
gue vai a 1 quandon — 00
- NA0 ha ocorréncias do evento que X_conta

* Prova: desigualdade de Markov!
e P[X>=k] <= E[X] /K

e para k=1, temos que P[X >= 1] <= E[X], e como X é
Inteiro, temos que P[X >= 1] = P[X > 0] <= E[X]

* logo, se E[X] vai a zero, P[X > 0] também vai a zero
« Abordagem conhecida por método do primeiro momento
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« Considere kn bolas jogadas aleatoriamente sobre n urnas,
parak>=1

* Qual valor de k (em funcao de n) para que a prob de termos ao
menos uma urna vazia (p,) seja zero?

- X.: v.a. indicadora que urna i/ esta vazia

n
Y — Z ) Y = nidmero de urnas vazias
— ! (em sistemas com n urnas)

* Determinar quando E[Y] val a zero
 condicao suficiente pelo método do primeiro momento

E[Y]:E[nz Xi]:i E[X.]=n(1-1/n)"

 Se k=wm(log n) entao E[Y] - O

* Logo, se o numero de bolas > n log n, ndo teremos nenhuma
urna vazia (com mais certeza, conforme n cresce)! Figueiredo 2018



el dos Grandes NUumeros

 Todos devem conhecer, ao menos intuitivamente!

* Motivacao: Jogar um dado honesto com seis faces

n vezes e
. s . . ®
- X : resultado da j-ésima jogada ‘Yo o

. ' -
2] & -
&

- N,(n) : nimero de vezes que o resultado é 1 s $

i

. F.(n) : fragcao de vezes que o resultado € 1
N,(n)
n

Nl(n)zgl(Xl:l) F (n)=

 Quanto vale F (10) = ?
 F,(100) =?
. F,(1000) = 7
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L el dos Grandes NUmeros

. F.(n) converge para P[X. = 1] quando n — 00

* Freguéncia relativa do resultado de experimento
aleatorio converge para sua probabilidade!

45"

l\\y

* Resultado fundamental em probabilidade e
estatistica
* Atribui significado fisico a um conceito abstrato
 probabilidade existe!

e NnUMeros aleatorios quando muitos, convergem (lei dos
“muitos” numeros)
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el dos Grandes NUumeros

- Seja X, uma sequéncia de v.a. iid, tal que _, 12 *
u=E[X], o= Var] X ] %’

X=M = ZX < chamada de média
amostral

- M_¢€ uma v.a. Qual seu valor esperado, variancia?

=%E[ZXI-] ZE —nu M
=1

Var[Mn]Z%Var[z Xl]:iz Var[Xi]:lznOZZG—
n i=1 n i=1 n n



el Fraca dos Grandes Num.

- M_possui mesmo valor esperado que X.e 12 *

@ -
variancia que vai a zero com n “e >
2 -~
_ _O
E[Mn]—M Var[Mn]—T

e Lei fraca dos grandes numeros
* se u finito, para qualquer € > 0, temos

lim PHMn_M‘<E]: 1

 Chamado de “convergéncia em probabilidade”
- Probabilidade de M_estar ¢ de distancia da média
vai a 1, para qualquer ¢ positivo (ex. € = 107'9)
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el Fraca dos Grandes Num.

* Quem podera nos ajudar a provar
este resultado (assumindo o# € finito)?

» Para qualquer € > 0, lim ,  P[|M —u|<e]=1

n=> oo
2
E[M ]=u Var[Mn]:%

* Lembrando desigualdade de Chebyshev

1
P{|M,—uy|zkow, <5

evn

ko, =edk="g"

* Aplicando, temos
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el Fraca dos Grandes Num.

e Usando a complementar

PHMH—M‘<E:=1—PHMH—M‘>E]

* Usando Chebyshev

1 2
P[|M,—u|zko, |<=5="—
"k € n
e Substituindo acima, temos

P[|M,—u|<e]=1-P[|M,—u|>€e|=1--2
c

2

n
e Cujo limite vai a 1 com n — Infinito
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el Forte dos Grandes Num.

« M_possul mesmo valor esperado que X. e ne e
® o U
variancia que vai a zero com n We >
2 -~
_ _O
E[Mn]—M Var[Mn]—T

e Para pu finito, temos
P[limn_)oo Mn:M]:l
 Chamado de “convergéncia quase certamente”

(almost surely)

* Resultado bem mais forte (nao temos ¢)
- M _de fato converge para sua médial
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Calculando Erro e Conflanga

* Podemos usar Chebyshev para calcular o a

precisao e confianca na lei dos grande numerm’s-
» Seja precisao g, confilanca 3

PIM,€lu—e,u+e|]>

» Dado precisao ¢, confianca 3 (além de u e 6%), podemos
calcular valor de n para atingir esta meta

e Lembrando

P[|M,—u|<e]>1 0" -1--9-—=3

2 2
cCn

« Confianca: relacao linear com n
* Precisao: relacao quadratica com n
* Implicacoes importantes!
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Exemplo

e Suponha uma moeda enviesada, com
probabilidade de cara sendo 45%

* VOCE gquer testar se moeda € enviesada.
Quantas vezes lancar a moeda?

e Supore=0.01e 3 =0.95

 Temos u = 0.45, 62 = 0.45*0.55

(0.45%0.55)
(0.01)°n

P[M €[0.44,0.46]]> 1 = 0.95

e Logo, n = 49500
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