Aula 6

Aula passada

* Método do primeiro
momento

 Bolas e urnas

 Lel dos grandes numeros
(fraca e forte)

* Erro e confianca

Aula de hoje

* Método de Monte Carlo
e Estimando somatorios
e Calculando erro

e Estimando i

cErrode

* Integracao de Monte
Carlo

* Monte Carlo Ray Tracing



Método de Monte Carlo

» Classe de algoritmos baseado em amostragem
aleatoria repetida

* obter solucao aproximada para problemas
deterministicos

e |deia central: grande numero de amostras
repetidas acabam revelando a solucao

* NO limite, amostras dao a solucao

1 n
MHZEE‘,Xi P|llim , M =ul|=1
i=1

» Arcabouco teorico para método de Monte Carlo
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e Calcular o valor de um somatoério (problema da aula 1)
* N (nUmero de parcelas) é muito grande
» calcular valor de cada parcela é facil

A

N . e Como usar aleatoriedade &
Gy=2.9 para resolver (aproximar)
este somatorio?

« Usando valor esperado!

* Seja X uma v.a. uniforme em [1, N]
e P[X=1=1/N parai=1, ..., N

'E[g(X)]=§,P[X ' %ig

=1

 —
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Calculando Soma
e Logo, temos que Gy=N E[g(X)]
 Podemos agora estimar E[ g(X) ]. Como?

. Seja X sequencia lid de v.a. uniforme [1, N]
» escolher um valor para n (nUmero de amostras)

1 5 -
M”:Z Z g(X,) = Média amostral com n amostras
=1

- Temos que E[M | = E[g(X)], para todo n

M - E[g(X)] quando n — 00 (pela lei dos grds nimeros)
« M_¢é estimador de E[g(X)], logo N*M_¢é estimador para G,,
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Arestas no Facebook

e Quantas arestas tem a rede de amizade do
Facebook?

 funcao indicadora de aresta, g(/, /) = 1 se existe aresta
entre perfili e J

« NUMero de perfis n = 2*10°

nP nP
TIZ Z g(i,j) < T =numero de arestas

=1 j=i+1

* Como construir um metodo de Monte Carlo para
obter um valor aproximado para T?
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Arestas no Facebook

* Seja Z = (/, /) uma v.a. uniforme no conjunto de
pares com n_ perfis

«N=n/(n-1)2 - numero total de pares

Elg(z))=Y Y +glij)=T

i=1 j=i+1

» Seja Z, sequéncia iid de v.a. uniforme sobre pares

1 n
M =— Z g(Zl.) < Média amostral com n amostras,
n = estima E[ g(2) ]

 Logo T € aproximado por M_*N
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Jogando Paciéncia

* Qual é a fracao de vezes gque um algoritmo deterministico
A vence o jogo de paciéncia?

* vencer depende apenas da permutacao das cartas do
baralho (nao ha aleatoriedade)

e Seja S uma permutacao das cartas
. f,(S) = 1 se algoritmo A vence com permutagao s, 0 c.c.

* N = numero total de permutacoes das cartas, N = 52!

N
FA:i Z fA(S) < Fracao de vezes que
N = algoritmo A vence

 Monte Carlo to the rescue!
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Jogando Paciencia

« Seja Suma v.a. uniforme em [1, N]

 uniforme entre todas possiveis oermutagf')es das cartas
N

E[fA(S)]:Z_fA ZfA

S = 1

| S—"

 Valor esperado ja € a fracao que queremos!
 Seja S, sequéncia iid de v.a. uniforme em [1, N]

. S, € uma permutagé&o das cartas

M _1 E f.(S;) = Médiaamostral da fragao
n A I !
- de vezes que algoritmo vence

- Logo, F, € a aproximado por M_
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Vantagens e Desvantagens

" * Trocar G Zg por Mn:—Zg X,
n =

* Quando esta |de|a é boa?

« Comparacao entre Nen
e Se N for pequeno, ideia n&ao é boa

» podemos calcular G, diretamente
« Se calcular g(.) € muito caro, boa ideia mesmo quando N

pequeno

« Se g(/) for muito “erratica”, ideia nao e boa

e ex. um valor de g(i) € maior que todo o resto da soma

e estimador pode ser muito ruim se n nao for muito grande
* Qualidade da aproximacao depende de N, n, g()
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 Podemos usar Chebyshev para calcular n
* para precisao ¢ e confianca 3, temos
2
O
P[M, €[u—e,u+el]>1 =03

2
€ n

* onde 1 e 6% s&o o valor esperado e variancia da v.a. que
sera aproximada pelo estimador

u=E[g(X). o'=Var[g(X)]

* onde g( ) € geralmente uma funcéao indicadora (para contar
coisas) e X € uma v.a. uniforme nos valores que g pode
assumir

* Problema: muitas vezes nao sabemos ¢
e temos gue estimar com o estimador!
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Erro da Paciéncia

 Seja F, = 0.1 fracao de vezes que algoritmo A vence

e S é v.a. uniforme nas permutacoes
u=E[f(S)]=0.1, o= Varlf,(S)] =0.1*0.9 = 0.09

* Supore=10"e 3=0.99
2

P[M €lu—e,u+el]>1--2—=8

c n
1 0.09 —0.995n=9x%10°

(10 %)°n

e Muito, muito menor
do que 52! ~ 10°8
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« Como estimar o valor de ©t?
e OU qualquer outro valor que tenha relacao com geomeétrica

* ldeia
* Escrever m como relacao entre areas
* Usar Monte Carlo para estimar relacao

A

(1,0 +A_ = Area do quadrado = 1
«A_= Area do circulo = ar? = /4
T=4*A A,
eEstimar A /A
(0,0) (1,00 ¢ q

Figueiredo 2018



A

.

A
(1,0)

- [delas para estimar A_/A_?

e Gerar n pontos uniforme no quadrado
* Fracao do pontos que estao dentro do circulo!

(0,0)

(1,0

* Seja X e Y duas v.a. uniformes
continuas em [0, 1]

* Seja g(x, y) indicadora do ponto
(x, y) estar dentro do circulo

* g(x,y) = 1 se (x-0.5)% + (y-0.5)% <=1
- Temos E[g(x, )] = A,/A_ =n/4

 Como estimar E[g(x, y)] ?

Figueiredo 2018



Calculando =
- Seja X, Y. sequencia lid uniforme em [0,1]
*V.a. continua

M :l Z g(X., Y.) < Fracao de pontos que
" nio o estéo dentro do circulo

« M_converge para m/4 (pela lei dos grds nimeros)

 Logo © pode ser estimado por 4*M_

Figueiredo 2018



* Podemos usar Chebyshev para calcular n

* para precisao ¢ e confianca f3, temos
2

PIM,€lu—€,u+e]]>1 E?n=l3

* u=E[g(X,Y)] = P[g(X,Y) = 1] = n/4
* 5% = Var[g(X,Y)] = /4 (1-%/4)
* Nao sabemos © mas ¢ de uma v.a. indicadora
tem valor maximo quandop =% - ¢ =%
e Supore=10°e 3=0.99
e entdo temos que n = 2.5 * 10%°
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 Mean Squared Error (MSE)
* medida classica para erro de preditores ou estimadores
« MSE(¢') = E,[(¢" - 9)°], onde ¢’ € o estimador e ¢ o valor
a ser estimado
« Seja M_(media amostral) o estimador para o valor pu

« MSE(M ) =Var(M ) = o°/n

» Standard Error of the Mean (SEM)
* medida de erro relativo

« SEM(M ) = o/sqrt(n) = sqrt(MSE(M ))
- Para qualquer M _, sempre decresce como sqrt(n)

* NA0 € muito rapido!
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SEM de 1

« SEM(M ) = o/sqrt(n)

eErrorelativo=|4M_ — m|/ =

 Teoria e pratica
estao bem de
acordo!

* Repare
1/sqrt(n)
é devagar !

{2."\'- -

3 I EEET1 L1 v el oo vl L1 o1 I EEEIT
mld’ 10 10 10 10 10

Number of samples (N)
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Integracao Numerica

* Encontrar a integral definida de uma funcao

f f dx * Problema: funcao pode nao ser integravel
(ou muito dificil de integrar)!

* Solucao: integracao numérica

» Conjunto de algoritmos para
calcular valor da integral

 muito usado na fisica,
guimica, engenharia, etc

L] .08 0.8 024 0.2 04 048 0.56 084 oz 08 0E8 098

» Abordagem via Monte Carlo € uma classe de algoritmos
* Monte Carlo integration
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Integracao de Monte Carlo

» Generalizacao da ideia de computar o valor de «

 Calcular raz&o entre area de “baixo da curva”
(integral) e de um “quadrado” (limites de integracao)

e Estimar este valor usando amostras uniformes
e Supor 0 <=f(x) <=1, para x em [0, 1]

1= I f(x)dx

 Definir funcao indicadora para ponto de baixo da curva
*g(x,y) =1sef(x) <=y, e zeroc.cC.
e Seja X, Y v.a. continuas uniformes em [0, 1]
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Integracao de Monte Carlo

* VValor esperado
x=1 x=1

Elg(X,Y)]= ] [ fuo(x,y)g(x,y)dxdy

x=0 x=0

e f (X)y) =1 (x) f,(y) = 1 (densidade conjunta de duas v.a.
continuas uniformes e independentes)

* E[ g(X,Y) | = area embaixo da curva / area do
guadrado [0,1]x[0,1] = |

« Como estimar E[ g(X,Y) ] ?
 Seja X, Y, sequéencia iid de uniformes em [0, 1]

M = Z g(X.,Y) = Fracgéo de pontos que
estao baixo da curva
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Integracao de Monte Carlo

 Método alternativo: relacionar valor esperado diretamente
com valor da integral x=1
I= f f(x
x=0

» Seja X v.a. continua uniforme em [0, 1]

= [ fulx)fx)ae= ] flx)an=1

- Pois f,(x) = 1 (densidade da v.a. uniforme em [0,1])

« Como estimar E[ f(X) ] ?
» Seja X. sequencia iid uniforme em [0, 1]

Converge para valor esperado = M — Z f
em n (lei dos grds nameros)
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* Funciona para gualquer limite de integracao, e qualquer
numero de dimensoes

e grande vantagem da abordagem Monte Carlo
I=[f(X)dx  v=[dx
W w

e onde X € um ponto em um espaco de k dimensdes, ® um
“pedaco” fechado deste espaco, e V € 0 volume de ®

« Seja X. uma sequencia iid de v.a. uniforme no espago ®
 X.tem k dimensoes

 Temos

IRSIE
M”:E Z f(Xl) converge para I/V quando n - infinito
i=1
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Monte Carlo Ray Tracing

* Integracado de Monte Carlo em Computacéo Grafica

* Problema: determinar cor (intensidade de luz) em um
pixel em uma cena construida

Integral formulation (“rendering equation™)

R = / L(y)dy < Resolvida numericamente
Q usando método de Monte Carlo

@ Integrate over all possible light paths y <«—— Muitos, muitos caminhos!
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Monte Carlo Ray Tracing

ey = Lil(fp]}

Advantage of Monte-Carlo

@ Good compromise between cost and precision:
e = Q0 (1/\/N)

e In contrast, integration by e.g. trapezoid rule has an
error of e = O (1/N?/9), for d dimensions

Disadvantage of Monte-Carlo
@ Output is random

slides: cortesia de Gustavo Pfeifer (ex-aluno de MSc do PESC) Figueiredo 2018
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