Aula 11

Roteiro

» Autovalores, autovetores, decomposicao
» Convergéncia para estacionaridade

* Tempo de mistura

» Spectral gap

* Tempo de mistura de passeios aleatorios



Estacionaridade

» Seja P a matriz de transicao de estados de uma CM
* T € uma distribuicao estacionaria sse

nP=nt 1w =0 Znszl
SES

» Seja (0) a distribuicao inicial da CM. A distribuicao no
tempo t é dada por

n(t)=n(t—1)P=mx(0)P"

» Para qualquer CM aperiddica e irredutivel, temos
lim,,., dpy (7 (t),m)=0

» Convergéncia para m € unica e independe de 7w(0)
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* Mas 0 quao rapido é esta convergéncia?

* Lembrando da distancia de variacao total entre dois
vetores de probabilidade

1
dTV(oc ,ﬁ)zzzk o =By <« d_, temvalorentre O e 1

» Como que dy (mt(t), ) vai a zero com t ?

dr(m(t),m)=0(e ™)? < Muito rapido (exponencial)
dr (w(t),7)=08(¢t")? < Meio lento (lei de poténcia)
dry (me(t), m)=0/(logt) "

e Depende de #(0)? Depende de P?

? <« Muito lento
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« Dada uma matriz P, v € chamado de autovetor associado
ao autovalor A, se

Pv=Av < Multiplicar v por P é igual a escalar v por A

* P possui até n autovetores linearmente independentes,
cada qual associado a um autovalor

* U € chamado de autovetor a esquerda se

UP=Au <  Muliplicar u a esquerda de P

» Se U € autovetor a esquerda, entao existe autovetor v tq
P'v=Au <~ Péa transposta da matriz P

» Autovalores sao os mesmos (esquerda e direita), relacao
entre autovetores obtida pela transposta da matriz

Figueiredo 2021



Autovetores e Matriz P

* T € uma distribuicao estacionaria da CM com matriz P sse
TP=mn
* Ou seja, ™ € 0 autovetor a esquerda de P associado ao

autovalor A =1
* Precisamos ainda ) w,=1

seS

» Solucao: normalizar o autovetor para garantir soma 1

* Teorema: Se P € uma matriz estocastica, temos |A| <=1
para todo autovalor, e apenas um autovalor A = 1

* matriz estocastica = matriz de transicao de probabilidade
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Decomposicao em Autovetores

« Uma matriz P pode ser escrita através de seus
autovetores e autovalores

P=QLQ"

 Onde Q e matriz com autovetores de P como
colunas

- L & matriz diagonal, com L autovalor associado ao
autovetor / (I-ésima coluna de Q)

Q! é ainversada matriz Q
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Exemplo

,5\  Autovalores: 1, 0.3, -0.4 (de acordo
1 COM NOSSo teorema)
1

) » Autovetores associados: (1, 1, 1),
(2, -5, 2), (-43, 13, 55)

Autovetor a esquerda
associado ao A=1

1 2 -43 10 0 [43/98 2/7 27/98|
Q=1 -5 13| L=|0 03 0 Q '=[ 3749 —1/7 4149

1 2 55 0 0 —-04 ~1/98 0  1/98
Autovetores de P Autovalores de P Inversa de Q

(um em cada coluna) (correspondentes) O1: autovetores
a esquerda de P, um

em cada linha!
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Distribuicao no Tempo t

» Seja ©(0) a distribuicao inicial da CM. A distribuicao no
tempo t € dada por

n(t)=n(t—1)P=n(0)P
 Mas sabemos que P = QLQ*, entao temos

P'=PP..P=QLQ 'QLQ '...QLQ™"
=QLILI..LQ '=QLL...LQ '=QL'Q""

* Logo, temos que Matriz diagonal, com
P o1 cada elemento elevado
JE(I)ZJE(O)QL Q a poténcia t

e Para onde vai Lt com t crescente ?

* A = 1 fica no mesmo lugar, todos os outros valores vao
a zero, pois |A| < 1
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1/3 .67 .33

n=(8/11 3/11)

22

3/4 y
On 3 off
1/4

« Autovalores de P: A, =1, A, =1/12

- Autovetores a esquerda de P: v, =(8/3 1), v,=(1-1)
8/3 1
8/3+1 8/3+1

e Supor w(0) = (1 0). Podemos escrever
n(0)=(10)=n+3/11v,
e Temos entao
n(t)=n(0)P'=(n+3/11v,)P'=n P'+3/11v,P"
=n+3/11A,v,
=(8/11+3/11(1/12)" 3/11-3/11(1/12))

» Temos entéo s =( )=(8/11 3/11)
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67 .33
n=(8/11 3/11)

Exemplo (

1/3
174

* Temos entao
n(t)=(8/11+3/11(1/12)" 3/11-3/11(1/12))

 Distancia de variacao total

dpy(m(t), )= %%(1/12 1/12")= %1/12 0(127")

75 .25)

* Resultado vale para qualquer CM
e converge exponencialmente rapido em t

e constantes dependem de P e w(0)
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Teorema da Convergéncia

e Considere uma CM aperiddica e irredutivel com
matriz de probabilidade P com distribuicao

estacionaria «
e Existem constantes aoem (0, 1) e C >0, tg

maxnm)dw(:ﬂ?(t), TC)SCO(t

* Distribuicao transiente rt(t) converge
exponencialmente rapido em t para distribuicao
estacionaria «t, independente de P e 1t(0)
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Tempo para Convergéencia

» Quantos passos até determinar a convergéncia?
* Ideia: definir e > 0 como distancia ate equilibrio
e calcular t tal d_ (w(t), ®) = €

* Exemplo anterior

3

log e +log (11/3
dW(n(t):n):ﬁlz_t:E e = 08 € Og( )

—log 12

eSee=10%entaot=5
* Poucas transi¢cOes sao necessarias para chegar
proximo do equilibrio

e em geral,
’ t:6(log%)

e constante em 0 depende de P e 1t(0) Figueiredo 2021



« T . tempo de mistura-¢ para constante € > 0

t.=min(t | max, dm(m(t),n)<e]

«T_: menor valor de t tal que para qualquer

distribuic&o inicial, w(t) esta a distancia menor que €
da estacionaria

e Teorema: Para qualquer CM aperiddica, irredutivel,
temos t <7, ,logl/e

* Depois de estar perto o suficiente, chegar mais
perto € mais facil (um fator log €?)

* Tempo de mistura depende fracamente em ¢

e ¢ val ser tomado como constante Figueiredo 2021



» Convergéncia depende da relacao dos autovalores de P

e segundo maior autovalor (em modulo) domina
convergéencia

» Spectral Gap (0): distancia entre os dois maiores (em
modulo) autovalores de P (maior é sempre igual a 1)

0=1—max, {ka‘ }< k-ésimo autovalor de P, A, =1

* Quanto maior for o, mais rapido é a convergéncia

* base da exponencial que domina a convergéncia €
dada por |A,| (segundo maior autovalor)

 todas as outras componentes vao a zero mais
rapidamente (menor base)
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* Processo de Nascimento e Morte, fila com capacidade K

* p = probabilidade de chegada, g = probabilidade de saida,
r = 1-p-g (n&do chega nem sai ninguém)

gtr p 0 0 0 | +K=4,p=0.3,9=0.4 - A ~ 0.86
g r p 0 0 +5=1-0.86=0.14
P=l0 g r p 0
0 0 g r p |*K=4,p=0.1,09=0.8 - A, ~ 0.56
00 0 0 q p+r| .§5=1-056=0.44

» Spectral gap depende dos parametros do modelo

* guanto mais simetrico (p e g parecidos) menor € o gap,
mais lento sera a convergéncia
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Spectral Gap e
Tempo de Mistura

- Relagaoentreo et

» Considere CM reversivel, irredutivel e aperiddica com
spectral gap o e ©_= min. . (menor valor de probabilidade
da distribuicdo estacionaria)

 Temos a seqguinte relacao

1 log1/(m € :
(g—l)logll(Ze)SrES 5 6( )« Maior 0, menor T,
T T « Maior ©_, menor t,
Limitante inferior para Limitante superior para
tempo de mistura tempo de mistura

» Usar limitante superior na pratica nao é facil, pois
precisamos de e o
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* Processo de Nascimento e Morte, fila com capacidade K
 CM é reversivel, irredutivel e aperiodica

« Supondo p < g, podemos calcular ., que sera o estado
menos provavel (aula passada)

« K=4, p=0.3,9=0.4 - A, ~ 0.86
*0=1-0.86=0.14
e, =0.015 -t =min © =0.015

e Assumindo € = 10°, e substituindo temos

—6
(L _1)log1/(2*10_6)g1:€§10g1/(0.015*10 )
0.14 0.14

80.6 <t,<128.7

« Comt =129 estaremos 10°° proximo de &, para qualquer
distribuicao inicial
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* Resultados anteriores sao para CM de tamanho fixo

* Espaco de estados da CM pode crescer muito com
o tamanho do problema

* Seja n = f(k) o numero de estados da CM
» kK = parametro do modelo

*n = 2%, ex. S = numero de coloracoes de k objetos
com duas cores

n =k!, ex. S = permutacoes de k cartas
Comot dependedenek?

e para algum ¢ fixo
* convergéencia em funcao de n

Figueiredo 2021



 Tempo de mistura de passeios aleatorios em grafos
 modelo do grafo parametrizado por n (vértices)
» grafo completo, grafo em anel, hipercubo, etc

* Passeio aleatorio preguicoso (lazy random walk)

e permanece no vertice atual com prob Y2, caso contrario,
escolhe vizinho uniformemente

* Iimplica CM aperiodica e irredutivel

« Como que o tempo de mistura depende da
estrutura do grafo?

T € 0 tempo de mistura com n vértice para
um € constante
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Mistura em Anel e Arvore

* Anel (um ciclo) com n vértices R
i 9 3 e
2 2
cCn =t,<n o i
iy Bt
 quadratico no tamanho do anel e

» Arvore binaria completa com n vértices
T .<16n
e inear no tamanho da arvore

e Passelos misturam muito mais
rapidamente em arvores do que aneis!
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Mistura em Outros Grafos

» Grafo completo com n vertices
(com loops ou se n é grande)

t,=1

* fempo constante

t,<cdlogd < chamado de “fast mixing”
» tempo polylog do tamanho do grafo

—do 2021
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