Aula 13

Roteiro

 Amostrando espacos complicados

* Markov Chain Monte Carlo

« Caso simetrico

* Exemplo

* Metropolis-Hastings

 Amostrando vertices (sem conhecer a rede)



Espaco Amostral de Objetos

* Considere um espaco amostral de objetos

Frutas

e amostra € um objeto



Gerando Amostras Uniformes

e ldeia 1:
1) Mapear cada elemento para um numero natural
2) Escolher um numero entre [1, |S|]
3) Usar o mapeamento para retornar objeto

. Exemplo

* panana = 1, maca = 2, pera = 3,
manga = 4, morango = 5, ...

» escolher uniforme em [1, 19]
e retornar a fruta

Proibitivo em

* Construir mapeamento: O(S[) = 7/ 20 °%

» Gerar amostra: O(1)
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Gerando Amostras Uniformes

e ldeia 2: Construir elemento de forma iterativa

1) sequéncia de escolhas aleatorias levam a
escolha do elemento

 Exemplo: S = { todos os grafos com n vértices }

.|S] = 2n02 @@ C‘XOL wi
n=s,|s|=8 Q N@ . %

3
« Se cada aresta € uma Bernoulll(l/z), resultado € um grafo
uniforme!

* Realizar cada aresta gera grafo em tempo n(n-1)/2
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Espacos Grandes e
Complicados

» Considere um espaco amostral grande e complicado
e grande = enorme guantidade de elementos

e complicado = nao é facil construir elementos de forma
iterativa

* Espaco amostral combinatorial (grande) com
restricoes (complicado)

e|dela 1 e Idela 2 nao funcionam!
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e Todos os grafos conexos com n veértices

n=3, 1 (T? -2 @ ?ﬁ)
S| = 4 Nl N\
\3 \‘ \3) \3>

* Todos 0s percursos por n cidades de comprimento
L ou menor

Percursos e comprimento:
1,2,3,4 - 8

1,2,4,3 - 12

2,3,4,1 - 10

* |S| cresce exponecialmente com n
e Nao é facil construir amostra de forma iterativa
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Gerando Amostras Uniformes

e ldeia 3:

1) Aumentar espaco de estado amostral (ex. removendo
restricao) para usar Ideia 2

2) Usar rejection sampling para rejeitar amostras gque nao
atendem a restricao

* Exemplo: Amostrar grafos conexos com n veértices
1) gerar grafo G uniforme (usando Ideia 2)
2) se G nao é conexo vai para 1), se nao retorna G

 Tempo medio para gerar amostra: 1/p, onde p é a fracao de
amostras que atendem a restricao

* Se p € muito baixo (ex. vai a zero com n), algoritmo é muito
Ineficiente Figueiredo 2021



Markov Chalin to the Rescue

e ldela 4: Construilr e simular uma cadela de Markov

* Construir CM cujos estados correspondem aos
elementos de S (espaco amostral)

» Construir matriz de transicao P tal que distribuicao
estacionaria t seja uniforme

e Simular CM para gerar amostras
e dar T_passos para gerar uma amostra

* Método baseado em CM para gerar amostras de
espacos arbitrarios com gualquer distribuicao

* NA0 precisa ser uniforme
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MCMC

* Nao precisamos construir a priori
 Podemos simular CM iterativamente (aula passada)

» Facil descricao dos estados vizinhos a partir do estado atual
* Poucas transicoes de saida de cada estado (ex. log |S])

« Baixo tempo de mistura, fast mixing: ©. <=log [S|

* Tema de muita pesquisa!
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* Dado: descricao do espaco amostral S, e distribuicao de
probabilidade sobre os estados, ©

e Saida: uma amostra aleatéria de S de acordo com 7

 Receita:

1) Construir CM irredutivel onde cada estado corresponde
a um elemento do espaco (cadeia base)

2) Transformar cadeia base em outra CM gue é reversivel
e possui distribuicao estacionaria «

3) Simular caminho amostral longo o suficiente e retornar
0 estado final

e outra amostra independente requer simular um novo
caminho amostral
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» Cadeia base tem matriz de transicao P simetrica
« P,= P, para todo estado /, J

* Modificar P para construir uma nova CM que seja reversivel
com distribuicéo estacionaria «

* T € entrada para o problema

 Ideia: nova cadela nao aceita todas as transicoes da
cadela base

e continuar no mesmo estado para induzir «

» parecido com metodo da rejeicao
 Aceite é probabilistico e independente para cada transicao
* a(l,)) : probabilidade de aceitar transicao | — |
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MCMC — Caso Simétrico

» Considere cadeia base no estado / e uma “proposta” de
transicao para estado j

* Nova cadeia aceita transicao com probabilidade a(i, j)
* Matriz de transicao P’ da nova cadela

P.a(i,j), sei#]j
1—2 Pika(i,k), sei =]

k:k#i

P'ij:{

* Temos que escolher a(/, j) tg P’ tenha distribuicao
estacionaria dada por =, ou seja:

Garantindo também
gue P’ e reversivel

TCiPija(i,j):anjia(j:i) -~
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MCMC — Caso Simétrico

» Como P, =P, (por simetria em P), temos
‘ﬂ:ia(i)j):ﬂ:'a(j l)
J'IZ
a(i,j)=w alj,i)

* Temos infinitas soluc;oes para o par a(l, j) e a(j, 1)
» Queremos maximizar a probabilidade de aceite, logo

a(i,j)=1, sem=<m,
N1
Cl(l,])—ﬁi, sem >,

* Ou seja,

T

a(i,j)zmin{l,Ti} e alj,i)=min{1,=|
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» Gerar amostras de pares ordenados (X, Y) em [1,n] x [1,n]
* grid 2D discreto e quadrado com n? pontos

P[(x,y)]=(x+y)2 Z= 2, (x+y)

/ . v)el1,n]
Y-_constante de (%, y)ElL.n]

normalizacao

« CM base é torus 2D com n x n vértices
e estado dado por (X, y),comx,y=1, ...,n

 todo estado tem 4 transicoes: norte, sul, leste e oeste,
P, =" (/ e j sao estados vizinhos)

« CM é simétrica, P,.j = Pj,.
e Transformar P em P‘ para induzir © conforme definicao
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(x+y)°
7

e Seja estado 1 = (X,y) e ] = (X',y’'). Desta forma, podemos
definir a(i, J)) como

» Precisamos CM tal que 7T, )=

! ! 2
(X Ty ) }
2
(x+y)
e Por fim, definimos P’ como anteriormente
P =P, a(l,])) se 1!=], etc.

a(i,j):min{1,%}:mm{1,

* Boa noticia: ndo precisamos calcular Z para definir a(i, )
» poderia ser proibitivo calcular Z

* Para gerar uma amostra, simular CM definida por
P’ por t_e retornar o estado atual
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MCMC — Caso Geral

» Considere cadeia base no estado / e uma “proposta” de
transicao para estado j

* Nova cadeia aceita transicao com probabilidade a(i, j)
* Matriz de transicao P’ da nova cadela

P.a(i,j), sei#]j
1—2 Pika(i,k), sei =]

k:k#i

P'ij:{

* Temos que escolher a(i, j) tal que
Tl?ipija(i,j):ﬂ?jpjia(j:i)
e garante que € distribuicao estacionaria de P’
e garante que P’ é reversivel
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Metropolis-Hastings

* Temos Infinitas solucdes para o par a(l, j) e a(j, /)
* Queremos maximizar a probabilidade de aceite, logo

a(i,j)=1, semP,;<mP;

NRLTY o
ali,j)= ~5, sem P> P,
e Ou seja, ' p
., N\ — i 1, jooi
ali,j)=min| P }

ij
e P’ definida com essa probabilidade de aceite é chamada
de cadeia de Metropolis-Hastings

e dando origem ao algoritmo de Metropolis-Hastings

Figueiredo 2021



Metropolis-Hastings

* Mostrando que definicao de a(l, J) satisfaz a condicao
» Assumir que P, > 0 se e somente se P,> 0
7w, P

1+ 0j

» Satisfaz niPija(i,j)ZchPj,-a(j,i) para todo i, j

ﬂ:jPﬁ

- Mostrar que a (i, j)=min{1,

* Caso a(l, J)) = 1. Neste caso, temos que Tl?iPl-j STI?J- PJ-,-
* Entao

JU, Pi. 7. P
. . . J 1 lJ
a(j,i)=min{1, =
 Conseguentemente

T, P,

nl.Pij:chPjia(],l)zrchji —_— =, P,
. , J i
« O outro caso é analogo Figueiredo 2021




Amostrando Vértices

» Considere grafo grande e desconhecido (nao conhecemos
vertices ou arestas, a priori)

 Podemos percorrer o grafo: a partir de um vértice, descobrir
seus vizinhos

» eX. rede de amizades do Facebook
« Como gerar amostras de vertices uniformemente?
» ex. estimar fracao de brasileiros no FB

e Ildeia 1: BFS de raio k, amostrar uniforme nos vertices
descobertos

* Ideia 2: Passeio aleatorio de comprimento k, retornar
vertice X,

 I[deias 1 e 2 geram amostras enviesadas (nao uniformes)
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» Construir cadeia de Metropolis-Hasting tg & seja uniforme
nos vertices

« ©, = 1/Z onde Z € o numero de vértices da rede (desconhecido)

» Cadeia base: passeio aleatorio simples
 Definindo probabilidade de aceite
 CM base, temos: P, = 1/d, , P,=1/d,
J:Ejli: | =min | 1,5—;}
- Logo P, = 1/d.*min{ 1, d./ dj}
* Enviesa o passeio contra vertices de grau alto, adicionando
self-loops, tornando a distribuicio estacionaria uniforme

a(i,j)=min{1,
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Exemplo

e Grafo » Matriz de transicao do
passeio aleatorio

0 1/2 0 0 1/2 0
/3 0 1/3 1/3 0 0
0o 1/4 0 1/4 1/4 1/4

P=
0o 1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/3 0 0 0
0 0 1 0 0 0
e Transformacao » Cadeia de Metropolis-Hastings
1 { d. | com distribuicao estac. uniforme
P'' . =—min{1,—
L, ] ’ 1/6 1/3 0 0 1/2 0
d, d

J 1/3 1/12 1/4 1/3 0 0
0 1/4 0 1/4 1/4 1/4
0 1/3 1/4 5/12 0 0

1/2 0 1/4 0 1/4 0
0 0 1/4 0 0 5/4
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 Mas nao conhecemos o grafo!

e Simular caminho amostral iterativamente, a cada passo:
e descobrir 0s vizinhos do vértice atual
 descobrir grau de cada vizinho do vértice atual

» determinar as probabilidades de transicao para cada

vizinho (e também self-loop)
p ,l_,j :i min { 1, i} <« Paratodo jvizinho

d. dj de i (estado atual)

o fazer escolha aleatoria, atualizar vertice atual, e repetir

* Método considerado estado-da-arte e usado na pratica!
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