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Distribuicao em Lei de Poténcia

# X € uma v.a. discreta ou continua
s Distribuicao de lei de poténcia
# funcao de probabilidade

—d
fX<x)NCX \C>O,a>1,constantes

s Cauda pesada: valores muito longe da
média podem ocorrer

sLivre de escala: razao entre
probabilidades nao depende da escala
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Distribuicao de Pareto

# Lei de poténcia para va. continuas
# Zeta e Zipf usadas para va. discretas

a Originalmente utilizada para caracterizar a
distribuicao da riqueza de individuos de um pais
(por Vilfredo Pareto, na Italia do século 19)

# atualmente usada para modelar diversos

fendmenos
# Funcao densidade de probabilidade
a
fol)=—
X xa+1 Parametrosa>0e X >0

Definida para valores x > x_
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W

fraction of wealth

80-20 Rule

# Principio de Pareto: 80 % dos recursos estao
concentrado em 20% da populacao
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# Fracao da populacao
versus fracao de rigueza
acumulada

# Curvas de Lorenz

# Usada para calcular
coeficiente de Gini
(indice de desigualdade
na distribuicao de
renda)

# Brasil: um dos piores do
mundo!
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Medindo Lei de Poténcia

s Muitos fenomenos parecem seqguir lei de
poténcia

s Dados empiricos, obtidos na pratica
# ex. renda, graus, praias, terremotos, estrelas, ...

Como identificar lei de poténcia?

s Plotar distribuicao empirica

Muito cuidado!
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Dados Reals

s Amostras geradas numericamente
# 10° amostras

s Gerador pseudo-aleatério, método da
transformada inversa

s Distribuicao de Pareto com parametros
aa=2.5, X0 =1

Como apresentar resultados?

Figueiredo — 2020



Histograma

s Definir intervalos de tamanho fixo
sex. b =0.1
ai-ésimo intervalo [x +(i-1)*b , x +i*b)
s Contar numero de amostras em cada
Intervalo
s Dividir pelo total de amostras
s frequéncia relativa
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Fraction of zamples

Fraction of zamples

Resultados

Hiztogram Crelative freguency) of data points
Bin zize = 0.1, n=10"6, a=2.5
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grande ocorrem!
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Bin zize = 0.1, n=10"6, a=2.5
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Fraction of zamples

Resultados em Log-Log

Hiztogram C(relative freguency? of data points
Bin zize = 0.1, n=10"6, a=2.5

1 p

0.1 F
o.01 F
0,001
1e—0d |
1e-05 |
1e-05 L

o

Relacao linear
comeca aparecer

Intervalos com
apenas uma
amostra (10°)

Ruido? Por que?
lgnorar?

Outra idéia para visualizar?
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Histograma Logaritmico

s Problema: intervalos contém poucos pontos
guando x é grande

# intervalo relativamente pequeno (fixo)
s ldéia: Definir intervalos de tamanho variavel
s [ntervalos com crescimento exponencial
s b tamanho do primeiro intervalo
s 2b tamanho do segundo, 4b do terceiro, ...
s i-€simo intervalo [x_+2"*b , x_+2"*b)
s [ntervalos espacados uniformemente em
escala log
s Calcular frequéncia relativa em cada interyvalg,



Resultados

Hiztogram C(relative frequencyr of data points
Logarithmic binning thase 23, inital bhin size = 0.1, n=10"6, &

1

$ o eafrre v ' ' - Problema?
B 0.1} Tk - _ _
% o.000 | £ ] Intervalo maiores
§ 1e-04 } gy ¥ tem mais chance
5 1e-05 | + _
ok . , o de ter pontos

1 10 160 1 10y

X

s ldéia: normalizar pelo tamanho do intervalo

s Dividir nUmero de amostras no ji-ésimo
intervalo pelo seu tamanho, 2

s Frequéncia relativa por unidade de valor
# € Nao mais no intervalo
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Intervalo Normalizado

Hiztogram (relative freguency? of data points
Logarithmic binhing thaze 23, inital bin zize = 0.1, n=1076, &
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Valores muito peguenos!

s Metodo usado em algumas areas
s Mas como estimar expoente?
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Problemas com Histograma

8 Determinar tamanho do intervalo inicial
# e poténcia, no caso logaritmico

s Valor do intervalo pode influenciar

s NUmero de amostras por intervalo diminui
# mesmo no caso logaritmico

s Agrega informacao em intervalos!
# trabalha com “média”

s Perde informacao das amostras

Outra idéia?
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CCDF Empirica

# CCDF (Complementary Cumulative Distribution
Function)

.P[X>=x]=1—P[X<x]=1—FX(x)

# Empirica

# fracao das amostras que sao maiores que um valor
# Considerar todas as amostras

# nao ha intervalos
# Ordenar amostras em ordem crescente

# Fracao das amostras que sao maiores que o
primeiro valor, que o segundo valor, etc.

# Visualizar em log-log
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Resultado

Empirical CCOF Todos os pontos
=L, a=z.a estdo representados

- X

L
[

o 01 F
o001 F
1e-04 }

Fraction of samples >

1e-05 | TR

1E'_|::|E [ . . i . . i . . i . j’)
1 ~ _1(.".' 16 1 Cace 1%%\
Relagao linear y Ruido?

# Método de visualizacao mais adequado
# Relacao direta com exponente p(x)
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Relacao entre CCDF e PDF

ax,
sLembrando f,(x)=—F
X
sF(y) : CCDF .
00 X
Fiy)=f felx)ax — ~F (y)= 5

# CCDF também segue lei de poténcia

# Exponente é uma unidade menor (em valor
absoluto)

# Ex: expoente CCDF = 2.1, expoente PDF = 3.1
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Estimando o Expoente

s Regressao linear no grafico log-log

# ysando todos os pontos?

s Usar inclinacao da reta como expoente

= X

L
=

Fraction of samples >

Empirical CCOF
n=10"6, a=2.5

Q.01 f
Q.a0l §
1e-0d r
1e-03 §
1e-06 ™

Inclinacao?

Correto!
Poisa=25

s Forma mais comum, mas menos adequada

s Estimador pode ser muito ruim
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Estimando o Expoente

s Forma mais adequada, via MLE
# Maximum Likelihood Estimation

s ldéia: obter a para o qual as amostras
geradas seja mais provave

L(x,,...,x |a) < #Prob. de de gerar as n amostras
dado um expoente a

# Likelihood function
ax,

a+1

L(x,...,x la)=I1_, fy(x)=II_,

s Trabalhar com a log likelihood funcion
8 [(x,,....,x |a)=logL(x,,...,x |a)
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Estimador MLE

s Obter o valor maximo da funcao I(x|a)
# derivar com relacao a a, igualar a zero e resolver

a Precisamos determinar também X,

# menor valor dentre as amostras maximiza |
s Estimadores

A

Xo=min; x,

a=n|), In—| - Estimador € uma v.a.
X
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Erro do Estimador

s Erro do estimador dado por seu desvio padrao

s Podemos calcular E[X] e E[X?] para a v.a. X
gue é o estimador

Valor esperado do estimador é

Ela]=a - 0 parametro que gueremos estimar!
Var| o= (a— 1 )2 - Variancia do estimador decresce
g com n (humero de amostras)
—JV = a—1 . Desvio padrao do estimador
O,=vvarial= \/; usado como medida de erro

Medida de qualidade do
estimador (valor da likelihood
funCtlon) Figueiredo — 2020




Determinando o Inicio

s Na pratica, distribuicao nao segue lei de
poténcia sobre todas as escalas

# mistura de distribuicdes, no inicio
s | ei de poténcia para valores grandes, a
partir de certo X,
# nao vale para x pequeno

s |gnorar valores pequenos, onde distribuicao
desvia de lei de poténcia

a Problema: determinar X,

# onde comeca a lei de poténcia?
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Exemplos Reais
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s Alguns casos, distribuicao € mistura de
funcoes

s Cauda segue lei de poténcia
a “Power law tall”
a X, pode ser relativamente grande
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A Arte de Determinar X,

8 X, muito pequeno

# ruidos perto de zero influenciam estimativa do
expoente

s X, Muito grande

# perda de informacao, ruido no final da cauda
s Expoente depende de x_

# influéncia direta nos resultados
s Verificar variacao do erro € uma boa idéia
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Nem tudo é Lei de Poténcia

w @ Algumas va.
assumem valores
grandes

N # longe da média
T @ Distribuigao nao

abundance number of addresses Seg ue |e| d e
potencia

# nem na cauda!

# Cuidado ao tirar
conclusoes!

# Muitos casos sao

e = I'-ﬂ
_-'h

I

10’ 108 10t 1 inconclusivos

s1Ze i acres
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Distribuicao Log-Normal

a X va continua, x>0

# X tem distribuicao log-normal se logaritmo de X tem
distribuicao Normal

#seY = log (X) tem distribuicao Normal
# Ou seja, X = exp(Y) onde Y tem distribuicao Normal
# Dois parametros

# média (u) e variancia (o°) da Normal Y

# Densidade
]_ |:ln.t'—|'..|}E

T, ) = T e = ()
fx(zimo) = ———e it
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Distribuicao Log-Normal

10°GQ

T,
L, 47
i1 R

s Cauda pesada

# Assume valores muito longe da
meédia com probabilidade nao
desprezivel

# Parece com lei de poténcia

# decaimento sustentado em log-log, mas nao € lei
de poténcia

# Decaimento nao é linear para valores
arbitrariamente grandes de X

Motivo para muita discussao!
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Debate Recente
Scale-free networks are rare a ArXiv, 9 Jan 2018

Anna D. Broido![] and Aaron Clauset? 34

! Department of Applied Mathematics, University of Colorado, Boulder, CO, USA A Cl t . R y . St
? Department of Computer Science, University of Ceolorado, Boulder, €O, USA . . a u Se . ISIng a r

S BioFrontiers Institute, University of Colorado, Boulder, €O, USA

‘Santa Fe Institute, Santa Fe, NM, USA ” em Network SClence

A central claim in modern network science is that real-world networks are tyvpically “scale free,
meaning that the fraction of nodes with degree k follows a power law, decaying like k=

. often with 7 /7 .
2 < o < 3. However, empirical evidence for this belief derives from a relatively small number of ( E rd O S— Re n y P rl Ze 2 O 1 6 )

real-world networks. We test the universalitv of scale-free structure by applyving state-of-the-art

e mmmmm e T @ Quanta Mag, Fev 2018

Scant Evidence of Power Laws Found & Re p ercus é OnNam |,d | a
in Real-World Networks comum — Th e A t /an tIC

»
Barabasi Lab PUBLICATIONS PECPLE PROJECTS JoBS COURSE COMMENTARY NETWORK SCIENCE

# Blogpost do Barabasi,
Mar 2018, com criticas

Clauset's fruitless search for scale-free networks . Arti g O e m 2 O 1 9 ( d O

March &, 2018

a. mesmo grupo)

Scale-free networks well done

van Voitalov, Pim van der Hoorn, Remco van der Hofstad, and Dmitri Krioukov
Phys. Rev. Research 1, 033034 — Published 18 October 2019

Love is All You Need

Segue o debate!
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