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Definicao

Um algoritmo A ¢ dito eficiente se sua complexidade for um
polinbmio no tamanho da sua entrada.

A é eficiente se existe inteiro k tal que para toda instancia /, o
niimero de operacdes que A realiza para resolver / é O(|/|¥).

Exemplo

> O(1)

0(n?)
O(nIOOO)
O(n100032938)

O(n*log n)
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Definicao

Um algoritmo A ¢ dito eficiente se sua complexidade for um
polinbmio no tamanho da sua entrada.

A é eficiente se existe inteiro k tal que para toda instancia /, o
niimero de operagdes que A realiza para resolver | ¢ O(|/[¥).

Exemplo
liweor  =(O(n

> 1
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resolva, e intratavel caso contrério.
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Definicao

Um problema é dito tratavel se existe algoritmo eficiente que o
resolva, e intratavel caso contrério.
Como mostramos que um problema I1 é tratavel?

D> Basta mostrar um algoritmo eficiente que resolva 1!
Se n3o conhecemos um algoritmo eficiente para resolver um
problema I, entdo I é intratavel?

> Nao.
> Precisamos mostrar que TODO algoritmo
que resolve I n3o ¢ eficiente.
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Alguns problemas problemas trataveis:

» Encontrar um caminho minimo entre dois vértices de um grafo
» Multiplicar matrizes

» Encontrar um emparelhamento maximo em um grafo

» Encontrar um corte minimo em um grafo

» Decidir se um grafo é conexo

» Decidir se um grafo é planar llNE'AIl,

» Decidir se um grafo é bipartido
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Alguns problemas que nao sabemos se s3o trataveis:

» Encontrar um caminho maximo em um grafo
» Encontrar um emparelhamento maximo em um hipergrafo
» Encontrar um corte maximo em um grafo

» Decidir se um grafo pode ser colorido com@cores
W
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Alguns problemas que nao sabemos se s3o trataveis:

» Encontrar um caminho maximo em um grafo

» Encontrar um emparelhamento maximo em um hipergrafo
» Encontrar um corte maximo em um grafo

» Decidir se um grafo pode ser colorido com trés cores

» Encontrar uma fatorizacdo de um nimero composto
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Trataveis Tratabilidade desconhecida

Caminho minimo Caminho maximo
Multiplicacdo de matrizes

Emparelhamento em grafos Emparelhamento em hipergrafos

Corte Minimo Corte maximo
Conexidade
Planaridade
. RiPoeTPo )
2-coloragdo 3-coloragdo
Primalidade AKS Fatorizacdo de inteiros

RSA
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Definicao

Um problema algoritmico 1 é um par (Cn, Qn), onde Cp é o
conjunto de dados, também chamados de instancias, do
problema e uma questdo solicitada Qp, chamada objetivo do
problema.

Resolver um problema I1 é desenvolver um algoritmo cuja entrada
sejam os elementos de Cp, e cuja saida, chamada solucao,
responda ao objetivo do problema.
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Exemplo

Clique(G,k)

DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0
OBJETIVO: Encontrar uma clique

de tamanho pelo menos k em G.

Conjunto o conjunto de todos os pares (G, k),
de dados: onde G é um grafo, e k é um inteiro positivo.

Instdncia: um par (G, k), onde G é um grafo,
e k é um inteiro positivo.

Solu¢do: uma clique em G
com pelo menos k vértices, se existir.
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Exemplo

Conjunto Independente(G,k)

DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0
OBJETIVO: Decidir se G possui conjunto independente
AR’
de tamanho pelo menos k.

Conjunto o conjunto de todos os pares (G, k),
de dados: onde G é um grafo, e k é um inteiro positivo.

Instdncia: um par (G, k), onde G é um grafo,
e k é um inteiro positivo.

Solugdo: SIM, caso G possua um conjunto independente
de tamanho pelo menos k,
ou NAO, caso todo conjunto independente de G
tenha tamanho menor que k.
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Codificagdes (G@ 133)

Cada instancia deve ser apresentada em uma codificacdo
“razodvel”, isso é, que n3o seja desnecessariamente longa.

Porque o tamanho da instancia é importante?

> Porque é a medida pela qual
calculamos a complexidade do algoritmo.

Para um grafo usaremos o nimero de vértices ou de arestas como
pardmetro.

Em geral uma codificagdo é desnecessariamente longa quando

> contém partes irrelevantes para o problema;
\
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E natural que a codificacdo de uma instdncia aumente quando a
instancia aumenta.

Porém codificar um niimero na base undria traz alguns problemas:

Exemplo
Base Representagdo Tamanho
10 130 1

1 111111111111111111111111111111 130
11111171111111111171111111111111
111111111111111111111111111111
111111711111111111711711111111111

1111111111
2 10000010 8 o)
3 11211 5

4 2002 4 J
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Vamos codificar o grafo.

G pode ser descrito por {12,23,34,41,13}
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Exemplo

Vamos codificar o grafo.

G pode ser descrito por {12,23,34,41,13}

Se a aresta xy é codificada por /xp, yp/, onde x;, é a representagdo
de x na base b.

> Binaria: /1,10/10,11/11,100/100,1/1,11/

> Undria: /1,11/11,111/111,1111/1111,1/1,111/
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Ha trés tipos de problemas algoritmicos.

1) problemas de decisao
2) problemas de localizacdo

3) problemas de otimizagao
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DADOS: Um grafo G com pesos nas arestas e um inteiro k > 0

OBJETIVO: Decidir se G possui um ciclo Hamiltoniano
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Problema do caixeiro-viajante \ wé
C|C°$P '(0:“,&
Versao de decisao T"{p‘*

DADOS: Um grafo G com pesos nas arestds e um inteiro k > 0
OBJETIVO: Decidir se G possui um ciglq Hamiltoniano
com peso menor ou igual

Versao de localizacao
DADOS: Um grafo G com pesos nas arestas e um inteiro k > 0
OBJETIVO: Encontrar em G um ciclo Hamiltoniano
com peso menor ou igual a k.

Versao de otimizacao
DADOS: Um grafo G com pesos nas arestas
OBJETIVO: Encontrar em G um ciclo Hamiltoniano

de custo 6timo (minimo/maximo).
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Qual a relacdo entre as versdes de um mesmo problema?
Podemos usar um para resolver outro?

> E possivel usar a versdo de otimizagao
para resolver a versao de localizagao,

D> e usar a versao de localizacdo para resolver a versdo de decisdo

Frequentemente, é possivel usar a versdo de decisdo para resolver a
versdo de otimizagao!
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Definicao

Um algoritmo A é dito eficiente se sua complexidade for um
polindmio no tamanho da sua entrada.

A é eficiente se existe inteiro k tal que para toda instancia /, o
niimero de operagdes que A realiza para resolver | é O(|/|¥).

Exemplo

> O(n?)
> O(nlooo)
» O(nloglog n)

Também usaremos

> polinomial para algoritmos eficientes _Q
w. . .
> exponencial para algoritmos de complexidade #(2")

———



A eficiéncia do algoritmo representa apenas o caso assintético.



A eficiéncia do algoritmo representa apenas o caso assintético.

Exemplo
Dois algoritmos A1 e Ay para um mesmo problema, tal que

A1:96A2:9®

Para uma instancia de tamanho n = 2, Ay realiza algo da ordem de
1024 operacdes, enquanto A; realiza algo da ordem de 4 operacédes.

le18
8e17
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A eficiéncia do algoritmo representa apenas o caso assintético.

Exemplo
Dois algoritmos A1 e Ay para um mesmo problema, tal que

A1 = 0(n'0) e Ay = 0(2")

Para uma instancia de tamanho n = 2, Ay realiza algo da ordem de
1024 operacdes, enquanto A; realiza algo da ordem de 4 operacédes.

30 3

Um algoritmo de complexidadel@(nlooo)ié eficiente sé em teoria.
——— ———m—
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A Classe P

problemas de decisao que
admitem algoritmo polinomial

Exemplo

» programacao linear;
» mdximo divisor comum;

» emparelhamento maximo;

» decidir se um niimero é primo;

» decidir se um grafo € bipartido, ou se admite uma 2-coloracdo
propria;

» decidir se um grafo é planar. linear



Naw CondeCeMes

/ Al 3 Eflcien T
O problema de decidir $e um grafo possui um circuito

Hamiltoniano estd em P?

EFlCIcvR
> Como n3o é conhecido nenhum algoritmo polinomial
para o Problema de Circuito Hamiltoniano,
ndo podemos concluir que ele estd em P.

> Por outro lado, ndo ha prova de que
esse problema n3o estd em P.
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Satisfatibilidade

DADOS: Uma expressdo booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)
OBJETIVO: E é satisfativel?

Conjunto de variaveis booleanas

@XQ,... FSG }(\zT

e suas negagdes - ’(1 - T s« ¥ €

Também chamados de literais.

x; pode ser verdadeiro ou falso
x; € verdadeiro se e somente se X; é falso

A conjun¢ao
V disjun¢do
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Operadores légicos
xXny

A

X\IY

®onjun¢50 - operador “e": isso E aquilo

V disjungdo - operador “ou”: isso OU aquilo (ou ambos)

A0 1 vio 1
00 O 00 1
110 1 111 1
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Forma normal conjuntiva

Uma clausula é uma disjun¢do (V) de literais.

Exemplo

XV xo V33V xs

Uma expressdo booleana é dita na forma normal conjuntiva
(FNC) quando for uma conjunc¢do (A) de cldusulas.

Exemplo

(VX)) A(KIV X VX3V xg) A (X7)



Definicao
Uma expressdo booleana é dita satisfativel se existe uma
e

atribuicdo de valores as suas varidveis de tal modo que o valor da
expressao seja verdadeiro.

Exemplo

(1 VXR)AGLVx2 VX3V xa) A (Xa) =T L



Definicao

Uma expressdo booleana é dita satisfativel se existe uma
atribuicdo de valores as suas varidveis de tal modo que o valor da
expressao seja verdadeiro.

Exemplo

© O 1 @
Vip) A Ol B V) AR)

LAl ~n2 =1

com (x1,x2,x3,xa) = (1,1,0,0) temos

(IvoAa(Ovivivia(l)=1



Exemplo

(1 Vx) A VIR) A (KT V x) A (KT V X2)



Exemplo Xi= g

(X1 \/X2) VAN (X1 \/X_2) (X_l\/X_2)

N3o é satisfativel.



Satisfatibilidade
M Vars

DADOS: Uma expressdo booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)
OBJETIVO: E é satisfativel?



Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k7?7



Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k7

Exemplo (‘“g) 7N
, ///.—.3§.2 (G ,z-|) Sim
6= \o I




Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k7?7
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Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k7

/e N




Conjunto Independente de Vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k?

—5 6
comflements (0)

ExisTe A\c-n. Paan ENCO NTRpg

o Com}. - O(M:‘)

/_\ --Ala. Resolve deue €M Trw O(M“)
O(m*+m™) =~ oO(mr)




Conjunto Independente de Vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k7?7

Exemplo

YA~

Y
e}



Conjunto Independente de Vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k7?7

Exemplo




Conjunto Independente de Vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k7

Exemplo




Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices

de tamanho no mAximo k?
e—' Con 3. QQVLQ‘) 79

Tomn atesTa D6 @
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Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k?

Exemplo




Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices

de tamanho no maximo k? . |,JD€P?'@J(<

/

Exemplo




Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k?

Exemplo




Circuito Hamiltoniano

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G possui um Circuito Hamiltoniano?



Circuito Hamiltoniano
C|t|'°
DADOS: Um grafo G Ve

OBJETIVO: G possui um Circuito Hamiltoniano?

Exemplo




Circuito Hamiltoniano

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G possui um Circuito Hamiltoniano?

Exemplo




Coloracao

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G admite uma coloracdo prépria com k cores?



Coloracao

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G admite uma coloracdo prépria com k cores?

Exemplo




Coloracao

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G admite uma coloracdo prépria com k cores?

Exemplo




Aresta coloracao

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G admite uma aresta coloracio prépria
com A(G) cores?



Aresta coloracao

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G admite uma aresta coloracio prépria
com A(G) cores?

Exemplo




Aresta coloracao

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G admite uma aresta coloragdo prépria
com A(G) cores?

Exemplo




Isomorfismo de subgrafos

DADOQOS: Grafo Gy e Gy
OBJETIVO: G contém um subgrafo isomorfo a G»?



Isomorfismo de subgrafos

DADOQOS: Grafo Gy e Gy
OBJETIVO: Gi contém um subgrafo isomorfo a G,?

Exemplo




Isomorfismo de subgrafos

DADOQOS: Grafo Gy e Gy
OBJETIVO: G contém um subgrafo isomorfo a G»?

Exemplo




Cobertura por conjuntos

DADOS: Um conjunto U, uma familia S de subconjuntos de U,
e um inteiro k
OBJETIVO: existe S’ C S tal que |S'| < ke UC U S?
Ses’



Cobertura por conjuntos

e um inteir

OBJETIVO: existe S’ C S tal que [S'| < ke UC | S?
Ses’

DADOS: Um conjunti U, uma familia § de subconjuntos de U,

Exemplo

oht

GRS




Certificados

Um certificado para um problema 1 é uma justificativa para a
resposta SIM.

Um co-certificado para um problema I1 é uma justificativa para a
resposta NAO.



Fase 1: exibicao do certificado

Fase 2: reconhecimento do certificado



A Classe NP

problemas de decisao para os quais existe
NP = { certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial



Problemas NP-Completos

Fabio Botler
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