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A classe NP

Um certificado para um problema Π é uma justificativa para
a resposta SIM.

NP =


problemas de decisão para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial


B O certificado também deve ser polinomial
B no tamanho da entrada!

Exemplo

Clique, conjunto independente, ciclo Hamiltoniano
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a resposta SIM.

NP =


problemas de decisão para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial no tamanho
da sua entrada


B O certificado também deve ser polinomial
B no tamanho da entrada!

Exemplo

Clique, conjunto independente, ciclo Hamiltoniano



4/40

Como verificar se um problema Π pertence a NP?

B Definir uma justificativa J conveniente
B para a resposta SIM

B Elaborar um algoritmo R para reconhecer
B se J está correta.

B O conjunto de dados desse algoritmo são os pares (I , J),
B onde I é uma instância de Π e J é uma justificativa.

Se R for polinomial no tamanho de I , então Π pertence a NP.
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Satisfatibilidade

DADOS: Uma expressão booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)

OBJETIVO: E é satisfat́ıvel?

Certificado: uma atribuição para cada variável de E

Reconhecimento: substituir em E cada variável.
por seu valor atribúıdo.

se cada cláusula possuir pelo menos uma
atribuição 1, então E é satisfat́ıvel.
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Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma clique

de tamanho pelo menos k?

Certificado: um subconjunto de vértices V ′

Reconhecimento: verificar se |V ′| ≥ k , e
se há par x , y ∈ V ′ tal que xy /∈ E (G ).

se |V ′| ≥ k e não houver tal par,
então a justificativa está correta.
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Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices

de tamanho no máximo k?

Certificado: um subconjunto de vértices V ′

Reconhecimento: verificar se |V ′| ≤ k , e
se há aresta xy ∈ E (G ) tal que x , y /∈ V ′.

se |V ′| ≤ k e não houver tal aresta,
então a justificativa está correta.
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Clique máxima

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: uma clique máxima de G tem tamanho k?

Certificado: um conjunto S com todas
as cliques maximais de G

Reconhecimento: comprovar se S tem todas
as cliques maximais de G ,
e verificar se o tamanho da maior clique é k

se ambas respostas forem afirmativas,
então a justificativa está correta.
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Caminho ḿınimo

DADOS: Um grafo G , dois vértices x , y ∈ V (G ),
e um inteiro k

OBJETIVO: G possui um caminho ligando x a y
com comprimento no máximo k?

Certificado:

Reconhecimento: executar uma busca em largura começando em x
e guardando, para cada vértice z ,
sua distância d(z) até x .

se d(y) ≤ k , então a justificativa está correta.
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sua distância d(z) até x .
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e um inteiro k

OBJETIVO: G possui um caminho ligando x a y
com comprimento no máximo k?
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Primalidade

DADOS: Um inteiro n
OBJETIVO: n é primo?

Certificado:

Reconhecimento: executar o AKS .

se o AKS retornar SIM,
então a justificativa está correta.
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Certificado:

Reconhecimento: executar o AKS .

se o AKS retornar SIM,
então a justificativa está correta.
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Qual a relação entre as classes P e NP?

Proposição

P ⊆ NP

Proof.
Seja Π um problema em P, e A um algoritmo polinomial que
decide Π.

Certificado:

Reconhecimento: executar A.

se A retornar SIM,
então a justificativa está correta.



13/40

Qual a relação entre as classes P e NP?

Proposição

P ⊆ NP

Proof.
Seja Π um problema em P, e A um algoritmo polinomial que
decide Π.

Certificado:

Reconhecimento: executar A.

se A retornar SIM,
então a justificativa está correta.
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NP ⊆ P?
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Classes de Problemas

P =

{
problemas de decisão que podem ser
decididos por um algoritmo polinomial

}

NP =


problemas de decisão para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial no tamanho
de sua entrada





16/40

Proposição

Seja Π ∈ NP. Existe algoritmo exponencial que decide Π.
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Complementos de Problemas



18/40

Certificados

Um certificado para um problema Π é uma justificativa para a
resposta SIM.

Um co-certificado para um problema Π é uma justificativa para a
resposta NÃO.
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Classes de Problemas

NP =


problemas de decisão para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial no tamanho
da sua entrada



Co-NP =


problemas de decisão para os quais existe
co-certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial no tamanho
da sua entrada


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Definição

Dado um problema de decisão Π, o problema Π é o problema tal
que Π(I ) = SIM se e somente se Π(I ) = NÃO.
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Satisfatibilidade

DADOS: Uma expressão booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)

OBJETIVO: decidir se E é satisfat́ıvel.

Satisfatibilidade

DADOS: Uma expressão booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)

OBJETIVO: decidir se E não é satisfat́ıvel.
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Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: decidir se G possui uma clique

de tamanho pelo menos k .

Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: decidir se G não possui uma clique
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Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: decidir se G possui uma cobertura por vértices

de tamanho no máximo k .
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Proposição

Co-NP = {Π: Π ∈ NP}.
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Π ∈ NP se e somente se Π ∈ Co-NP.
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Qual a relação entre as classes P e NP?

NP P Co-NP

Problemas em aberto:

I P = NP?

I NP = Co-NP?

I P = NP ∩ Co-NP?

Se P = NP, então NP = Co-NP e P = NP ∩ Co-NP.

Se NP = Co-NP, então P = NP?
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P × NP

B Como resolver esse problema?

B É posśıvel transformar um algoritmo polinomial
B para reconhecer certificados em um algoritmo
B polinomial que decide o problema?

B Há algum problema mais dif́ıcil em NP?
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B Há algum problema mais dif́ıcil em NP?



27/40

Transformações polinomiais

Como decidir se um problema é mais dif́ıcil que outro?

Definição

Uma transformação polinomial ou redução é um processo f que
transforma instâncias de um problema Π1 em instâncias um
problema Π2 tal que:

1 Π1(I ) = SIM se e somente se Π2(f (I )) = SIM

2 f pode ser computada em tempo polinomial

B notação: Π1 ∝ Π2
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B notação: Π1 ∝ Π2
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Π1: Clique
DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k?

Π2: Conjunto Independente de Vértices
DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k?

B Seja f12
(
(G , k)

)
= (G , k).

B G possui uma clique de tamanho pelo menos k
B se e somente se G possui um conjunto independente
B de tamanho pelo menos k .

B logo Π1

(
(G , k)

)
= Π2

(
(G , k)

)
= Π2

(
f12
(
(G , k)

))
.

B Π1 ∝ Π2
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Π2: Conjunto Independente de Vértices
DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k?

Π3: Cobertura por vértices
DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no máximo k?

B Seja f23
(
(G , k)

)
= (G , |V (G )| − k).

B G possui um conjunto independente de tamanho
B pelo menos k se e somente se G possui uma
B cobertura por vértices de tamanho no máximo |V (G )| − k .

B logo Π1

(
(G , k)

)
= Π2

(
(G , |V (G )| − k)

)
= Π2

(
f23
(
(G , k)

))
.

B Π2 ∝ Π3



29/40

Π2: Conjunto Independente de Vértices
DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
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DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
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DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
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A relação ∝

Observação (Transitividade)

Se Π1 ∝ Π2 e Π2 ∝ Π3, então Π1 ∝ Π3.

Lema
Sejam Π1,Π2 ∈ NP dois problemas tais que Π1 ∝ Π2.
Se Π2 ∈ P, então Π1 ∈ P.
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A relação ∝

B A redução f transforma instância genérica de Π1

B em uma instância particular de Π2.

B Se Π1 ∝ Π2, então
B “Π2 é pelo menos tão dif́ıcil quanto Π1”.

B Se Π1 ∝ Π2 e Π2 ∝ Π1, então
B “Π2 e Π1 são equivalentes”.

B ∝ divide os problemas em NP em classes de equivalência.
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B em uma instância particular de Π2.

B Se Π1 ∝ Π2, então
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Problemas NP-Completos

Definição

Um problema Π é dito NP-Completo se

(i) Π ∈ NP

(ii) Π′ ∝ Π para todo Π′ ∈ NP

B notação: Π ∈ NPC

Um problema Π é dito NP-Dif́ıcil se

(ii) Π′ ∝ Π para todo Π′ ∈ NP

B Se um problema NP-Completo está em P,
B então NP ⊆ P.

B Os problemas NP-Completos são
B os problemas mais dif́ıceis em NP.
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Um problema Π é dito NP-Dif́ıcil se

(ii) Π′ ∝ Π para todo Π′ ∈ NP

B Se um problema NP-Completo está em P,
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Como mostramos que um problema Π é NP-Completo?

(i) Π ∈ NP

(ii) construir para todo Π′ ∈ NP uma redução f de Π′ para Π.

B se apenas (ii) vale, então Π é NP-Dif́ıcil.

Lema
Sejam Π1,Π2 ∈ NP. Se Π1 é NP-Completo e Π1 ∝ Π2, então Π2 é
NP-Completo.

Agora temos duas formas de mostrar que um problema é
NP-Completo!

Teorema (Cook–Levin, 1971)

Satisfatibilidade (SAT) é NP-Completo.
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(i) Π ∈ NP

(ii) construir para todo Π′ ∈ NP uma redução f de Π′ para Π.

B se apenas (ii) vale, então Π é NP-Dif́ıcil.
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Teorema
Clique é NP-Completo.

Proof.
B Existe redução f de SAT para Clique.

B dois literais de cláusulas distintas são compat́ıveis
B se eles podem assumir 1 simultaneamente.

B Seja E = C1 ∧ · · · ∧ Cp uma expressão booleana
B com cláusulas Ci .
B Seja G o grafo que possui um vértice vi
B para cada literal xi de cada cláusula
B (se uma variável está em duas cláusulas diferentes,
B criamos dois vértices distintos)
B e tal que vivj se xi e xj são compat́ıveis.

B G possui uma clique de tamanho p
B se e somente se E é satisfat́ıvel
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B com cláusulas Ci .
B Seja G o grafo que possui um vértice vi
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Exemplo

(x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x4)

x1
x2

x1

x2

x3

x4

x4
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Exemplo
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Teorema

I Conjunto Independente é NP-Completo.

I Cobertura por Vértices é NP-Completo.

I Circuito Hamiltoniano é NP-Completo.

I Coloraç~ao de Vértices é NP-Completo.

I Coloraç~ao de Arestas é NP-Completo.

I Cobertura por Conjuntos é NP-Completo.

I Clique Máxima é NP-Dif́ıcil.
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21 problemas NP-completos de Karp
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Fábio Botler

Programa de Engenharia de Sistemas e Computação
Universidade Federal do Rio de Janeiro




