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A classe NP

Um certificado para um problema I1 é uma justificativa para
a resposta SIM.

problemas de decisao para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial no tamanho
da sua entrada
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> O certificado também deve ser polinomial
no tamanho da entradal!
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A classe NP

Um certificado para um problema [1 é uma justificativa para
a resposta SIM.

problemas de decisao para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial no tamanho
da sua entrada

> O certificado também deve ser polinomial
no tamanho da entradal!

Exemplo
Clique, conjunto independente, ciclo Hamiltoniano
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> Definir uma justificativa J conveniente
para a resposta SIM
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se J esta correta.

O conjunto de dados desse algoritmo s3o os pares (/,J),
onde / é uma instancia de 1 e J é uma justificativa.



Como verificar se um problema 1 pertence a NP?

> Definir uma justificativa J conveniente
para a resposta SIM

> Elaborar um algoritmo R para reconhecer
se J esta correta.

O conjunto de dados desse algoritmo s3o os pares (/,J),
onde / é uma instancia de 1 e J é uma justificativa.

Se R for polinomial no tamanho de /, ent3o I pertence a NP.
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DADOS: Uma expressdo booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)
OBJETIVO: E é satisfativel?

Certificado: uma atribuicdo para cada varidvel de E

Reconhecimento: substituir em E cada varidvel.
por seu valor atribuido.

se cada cldusula possuir pelo menos uma
atribuicdo 1, entdo E é satisfativel.
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Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k7?7

Certificado: um subconjunto de vértices V’

Reconhecimento: verificar se |V'| > k, e
se hd par x,y € V' tal que xy ¢ E(G).
se |V/| > k e n3o houver tal par,
entdo a justificativa estd correta.
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Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k?

Certificado: um subconjunto de vértices V’

Reconhecimento:  verificar se |V/| < k, e
se hd aresta xy € E(G) tal que x,y ¢ V'.

se |V/| < k e n3o houver tal aresta,
entdo a justificativa estd correta.
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Clique maxima

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: uma clique maxima de G tem tamanho k7

Certificado:  um conjunto S com todas
as cliques maximais de G

Reconhecimento: comprovar se S tem todas

l . as cliques maximais de G,

‘Bf_°e €ra: \? e verificar se o tamanho da maior clique é k
e Pol|nomul .

se ambas respostas forem afirmativas,
entdo a justificativa estd correta.
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e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um caminho ligando x a y
com comprimento no maximo k?

Certificado:

Reconhecimento: executar uma busca em largura comecando em x
e guardando, para cada vértice z,
sua distancia d(z) até x.



Caminho minimo

DADOS: Um grafo G, dois Vértices x,y € V(G),
e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um caminho ligando x a y
com comprimento no maximo k?

Certificado:

Reconhecimento: executar uma busca em largura comecando em x
e guardando, para cada vértice z,
sua distancia d(z) até x.

se d(y) < k, entdo a justificativa estd correta.
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AKS Primality Test

In August 2002, M. Agrawal and colleagues announced a deterministic algorithm for determining if a numberis
prime that runs in polynomial time (Agrawal etal. 2004). While this had long been believed possible (Wagon 1991),
no one had previously been able to produce an explicit polynomial time deterministic algorithm (although
probabilistic algorithms were known that seem to run in polynomial time). This testis now known as the Agrawal-
Kayal-Saxena primality test, cyclotomic AKS test, or AKS primality test.



Annals of Mathematies, 160 (2004), T81-793

PRIMES is in P

By MANINDRA AGRAWAL, NEERAJ KavaL, and NITIN SAXENA*

Abstract

‘We present an unconditional deterministic polynomial-time algorithm that
determines whether an input mumnber is prime or composite.
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Primalidade

DADOS: Um inteiro n
OBJETIVO: n é primo?

Certificado:

Reconhecimento: executar o AKS.

se o AKS retornar SIM,
entdo a justificativa estd correta.
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Qual a relac3o entre as classes P e NP?

Proposicao
P C NP

Proof.

Seja 1 um problema em P, e A um algoritmo polinomial que
decide T1.

Certificado:

Reconhecimento: executar A.

se A retornar SIM,
ent3o a justificativa estd correta.
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Classes de Problemas

p _ problemas de decisdo que podem ser
- decididos por um algoritmo polinomial

problemas de decisao para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por
um algoritmo polinomial no tamanho

de sua entrada

NP =
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Proposicao

Seja M € NP. Existe algoritmo exponencial que decide I1.

obs: s W €EN?, © ceeT Ficado TamBeEM
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Complementos de Problemas



Certificados

Um certificado para um problema 1 é uma justificativa para a
resposta SIM.

Um co-certificado para um problema I1 é uma justificativa para a
resposta NAO.



Classes de Problemas

problemas de decisdo para os quais existe
certificado que pode ser reconhecido por

NP = . : .
um algoritmo polinomial no tamanho
da sua entrada
problemas de decisdo para os quais existe
co-certificado que pode ser reconhecido por
Co-NP = due P P

um algoritmo polinomial no tamanho
da sua entrada



Definicao
Dado um problema de decisdo I, o problemNa M é o problema tal
que M(l) = SIM se e somente se MN(/) = NAO.
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Satisfatibilidade

DADOS: Uma expressdo booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)
OBJETIVO: decidir se E é satisfativel.

Satisfatibilidade

DADOS: Uma expressdo booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)
OBJETIVO: decidir se E nao é satisfativel.
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Clique

DADOS:
OBJETIVO:

Clique

DADOS:
OBJETIVO:

Um grafo G e um inteiro k
decidir se G possui uma clique
de tamanho pelo menos k.

Um grafo G e um inteiro k
decidir se G nao possui uma clique
de tamanho pelo menos k.



Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: decidir se G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k.



Cobertura por vértices
certifitady

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: decidir se G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k.

Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: decidir se G nao possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k.

Co - LELTFl Sy




Proposicao
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Proposicao
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Proposicao
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Proposicao
Co-NP = {1: I € NP}.

Proposicao

M e NP se e somente se 1 € Co-NP.

(o ~Cen 7

Prop05| b
QONB/ Alg. Rec.
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Qual a relacdo entre as classes P e NP?

Te P

Problemas em aberto:

- D
> P = NP? —VIT é\
» NP = Co-NP?

» P = NPnNCo-NP?

Se P = NP, entdo NP = Co-NP e P = NP N Co-NP.



Qual a relacdo entre as classes P e NP?

@ A)P:“ )
®

Problemas em aberto:
> P = NP?
» NP = Co-NP?
» P = NPnNCo-NP?

Se P entdo NP = Co-NP e P = NP N Co-NP.

=S
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P x NP

> Como resolver esse problema?

> E possivel transformar um algoritmo polinomial
para reconhecer certificados em um algoritmo
polinomial que decide o problema?

> Ha algum problema mais dificil em NP?
ARy e
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Como decidir se um problema é mais dificil que outro?
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Transformacoes polinomiais - R
[~
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Como decidir se um problema é mais dificil que outro?

Definicao

Uma transformacao polinomial ou redugao é um processo f que
transforma instancias de um problema 1y em instancias um
problema Ty tal que:

1 My(l) = SIM se e somente se MNy(f(1)) = SIM

2 f pode ser computada em tempo polinomial



Transformacoes polinomiais

Como decidir se um problema é mais dificil que outro?

Definicao

Uma transformacao polinomial ou reducao € um processo f que
transforma instancias de um problema 1y em instancias um
problema Ty tal que:

1 My(l) = SIM se e somente se MNy(f(1)) = SIM

2 f pode ser computada em tempo polinomial

> notacao: Il o< [y
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;: Clique
DADOS: Um grafo G e um inteiro k

OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k7

y: Conjunto Independente de Vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k?

> Seja f12((G, k)) = (G, k).
> G possui uma clique de tamanho pelo menos k

se e somente se G possui um conjunto independente
de tamanho pelo menos k.

> logo ﬂl((G,k)) = rb((@, k)) = n2(f12((G,k))).
> FI1 X I'I2
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[My: Conjunto Independente de Vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k?

3: Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k?

> Seja f23((G,k)) = (G, |V(G)| — k).
> G possui um conjunto independente de tamanho
pelo menos k se e somente se G possui uma
cobertura por vértices de tamanho no maximo |V(G)| — k.

> logo My ((G, k)) = Ma((G, |V(G)| — k)) = Ma(f3((G, k))).



[My: Conjunto Independente de Vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um conjunto independente de vértices
de tamanho pelo menos k?

3: Cobertura por vértices

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma cobertura por vértices
de tamanho no maximo k?

> Seja f23((G,k)) = (G, |V(G)| — k).
> G possui um conjunto independente de tamanho
pelo menos k se e somente se G possui uma
cobertura por vértices de tamanho no maximo |V(G)| — k.

> logo I'Il((G,k)) = |_|2((G, [V(G)| — k)) = I'|2(7‘23((G,k))).
> My o< M3



A relacdo

Observagdo (Transitividade)
Se Ty o< My e My o M3, entdo My o 3.



A relacdo

'('\23 ((‘»2 (";"‘)) - <a""’K)

Observagdo (Transitividade)
Se Ty « My e My ox M3, entdo My o MM3.

Lema
Sejam M1, My € NP dois problemas tais que Iy o I5.
Sell, € P, entdo I € P.

@f{ & T
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A relacdo

> A reducdo f transforma instancia genérica de g
em uma instancia particular de [15.

> Se Iy o Iy, entdo
“I, é pelo menos tao dificil quanto IM;".

> Se My < MMy e My x I, entdo
“Iy e 1 sdo equivalentes”.

> o divide os problemas em NP em classes de equivaléncia.
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Problemas NP-Completos

Definicao

Um problema 11 é dito NP-Completo se
(i) Ne NP

(i) M oc N para todo " € NP

> notacdo: Il € NPC

Um problema 1 é dito NP-Dificil se
(i) M oc N para todo M" € NP

> Se um problema NP-Completo esta em P,
entao NP C P.

> Os problemas NP-Completos sio
os problemas mais dificeis em NP.
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Como mostramos que um problema 1 é NP-Completo?
(i) Ne NP
(i) construir para todo " € NP uma reducdo f de N’ para I.

D> se apenas (ii) vale, entdo I é NP-Dificil.

Lema 77'é
Sejam I'Il,ag € NP. Se Ny é NP-Completo e Ty o MMy, entdo M, é
NP-Cempleto. E—

N —
P
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D> se apenas (ii) vale, entdo I é NP-Dificil.
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NP-Completo.

Agora temos duas formas de mostrar que um problema é
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Como mostramos que um problema 1 é NP-Completo?

(i) Ne NP
(i) construir para todo " € NP uma reducdo f de N’ para I'I)
D> se apenas (ii) vale, entdo I é NP-Dificil.

Lema
Sejam My1,MNy € NP. Se Ty é NP-Completo e Iy < Iy, entdo Iy é
NP-Completo.

Agora temos duas formas de mostrar que um problema é
NP-Completo!

Teorema (Cook-Levin, 1971)
Satisfatibilidade (SAT) é NP-Completo.
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Teorema
Clique é NP-Completo.

Proof.
> Existe reducdo f de SAT para Clique.
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> Existe reducdo f de SAT para Clique.

> dois literais de cldusulas distintas sio compativeis
se eles podem assumir 1 simultaneamente.



Teorema
Clique é NP-Completo.

Proof.
> Existe reducdo f de SAT para Clique.

> dois literais de cldusulas distintas sio compativeis
se eles podem assum|r 1 simultaneamente.

> Seja E = Cl A C,J uma expressao booleana
com clausulas C,.
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Teorema

Clique é NP-Completo. Q

Proof.
> Existe reducdo f de SAT para Clique.

> dois literais de cldusulas distintas sio compativeis
se eles podem assumir 1 simultaneamente.

> Seja E =\CYA --- A C, uma expressdo booleana
com clausulas C;.
>> Seja G o grafo que possui um vértice v;
para cada literal x; de cada clausula
(se uma varidvel estd em duas clausulas diferentes,
criamos dois Vvértices distintos)
e tal que vjv; se x; e x; sdo compativeis.
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Teorema {»‘@ - 9\,\,.

Clique é NP-Completo.

Proof.
> Existe reducdo f de SAT para Clique.

> dois literais de cldusulas distintas sio compativeis
se eles podem assumir 1 simultaneamente.

>Seja E=CGA---A @uma expressao booleana
com clausulas C;.
> Seja G o grafo que possui um vértic
para cada literal e cada clausula
(se uma varidvel estd em duas clausulas diferentes, Q
criamos dois Vvértices distintos)
e tal que vjv; se x; e x; sdo compativeis.
> G possui uma clique de tamanhg’p)
se e somente se £ ¢é satisfativel .3
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Exemplo

(X1 V X2) A (Xl \/Xiz) A (71)
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Teorema

| 2

>

Conjunto Independente é NP-Completo.
Cobertura por Vértices é NP-Completo.
Circuito Hamiltoniano é NP-Completo.
Coloragdo de Vértices é NP-Completo.
Coloragdo de Arestas é NP-Completo.
Cobertura por Conjuntos é NP-Completo.

Clique Mdzima é NP-Dificil.
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