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Definicao

Uma reducao de Karp é um processo f que transforma instancias
de um problema l1; em instancias um problema [y tal que:

1 My(1) = SIM se e somente se My (f(/)) = SIM

2 f pode ser computada em tempo polinomial

Definicao alternativa

Uma reducao de Karp de um problema [1; para um problema 1,
é um algoritmo que resolve I1; fazendo uma chamada a uma
subrotina que resolve o problema [y, e que toma tempo polinomial
fora dessa chamada.



Definicao

Uma reducao de Cook de um problema I1; para um problema I,
é um algoritmo que resolve 11 fazendo um ndmero polinomial de
chamadas a uma subrotina que resolve o problema [, e que toma
tempo polinomial fora dessas chamadas.
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Definicao

Uma reducao de Cook de um problema I1; para um problema I,
é um algoritmo que resolve 11 fazendo um ndmero polinomial de
chamadas a uma subrotina que resolve o problema [, e que toma
tempo polinomial fora dessas chamadas.

Definicao alternativa

Uma reducao de Cook é um processo f que transforma instancias
de um problema l1; em conjuntos de instincias de um problema
15> tal que:

1 My(l) = SIM se e somente se SIM € {[,(I'): I" € (1)}

2 f pode ser computada em tempo polinomial



RestricGes e Extensoes de problemas

MN'(D’, Q") é uma restrigao de M(D, Q) se
(i) D' D
(i) @ =Q

Também dizemos que 1 é uma extensao de 1.
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Exemplo: SAT x 3SAT

( )/\( )I\’\L)

SAT —_— I

DADOS: Uma expressdo booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)
OBJETIVO: E é satisfativel?

35AT (v.l)/\(vv)r\(vv)'--

———

DADOS: Uma expressdo booleana E
na Forma Normal Conjuntiva (FNC)
contendo apenas cldusulas com trés literais
OBJETIVO: E é satisfativel?

D> 3SAT é restricio de SAT.
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Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma clique
de tamanho pelo menos k?
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Clique

DADOS: Um grafo G e um inteiro k
OBJETIVO: G possui uma clique

de tamanho |13.elo menos k7 \Q((’ K) (G K,()
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DADOS: Um grafo G e uma clique H
OBJETIVO: G possui um subgrafo isomorfo a H?

Clique’
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Exemplo: Clique X Isomorfismo de Subgrafo

Clique’
DADOS: Um grafo G e uma clique H
OBJETIVO: G possui um subgrafo isomorfo a H?
Isomorfismo de Subgrafo
DADOS: Um grafo G e um grafo H

OBJETIVO: G possui um subgrafo isomorfo a H?

D> Clique’ € restricdo de Isomorfismo de Subgrafo.

€ ExTSNSES
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Sejam M e [ problemas de decis3o tais qu@é restricdo de 1.
Se " é NP-Completo, entio IN é NP-Dificil.

> Se 1 € NP, entdo N1 é NP-Completo

> Se I1 é NP-Completo,
n3o necessariamente N’ é NP-Completo
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Lema
Sejam M e " problemas de decis3o tais que I’ € restricdo de .

Se " é NP-Completo, entio IN é NP-Dificil.

> Método alternativo para provar
que um problema é NP-Completo

1 é NP-Completo se

(i) Ne NP
(i) M é extensdo de um problema NP-Completo
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Isomorfismo de subgrafos

Teorema
Isomorfismo de subgrafos é NP-Completo.

Prova
Isomorfismo de subgrafos esta em NP

Isomorfismo de subgrafos é extensdo de Clique’

Clique’ é NP-Completo



Isomorfismo de Grafos

DADOS: Um grafo G e um grafo H
OBJETIVO: G é isomorfo a H?

> Isomorfismo de Grafos é restricao
de Isomorfismo de subrafos
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Exemplo
3SAT é NP-Completo? N3o devido ao lema anterior

Teorema
3SAT é NP-Completo

Prova
> SAT ox 3SAT

>(xaVxV--Vx)=aVxaVh)A(hVx3V---

> Uma cldusula de tamanho k € transformada
em (k — 2) cldusulas de tamanho 3.

> Uma expressdo E = Ci A\ --- N G,
onde C; possui k; literais
é transformada em uma expressido E' com

no maximo () ki) — 2p cldusulas de tamanho 3.

> Se E possui £ =) k; literais

V Xk)



Exemplo
3SAT é NP-Completo? N3o devido ao lema anterior

T
Teorema (X.sz"%""‘\)
3SAT é NP-Completo ~
P ~p (X‘vxzvl'\l)/\(l'\lv’(svx"')
Prova
> SAT ox 3SAT

> (X1 V Xo \/--~\/Xk)»(X1 V Xo \/h)/\ (E\/X3\/--~\/Xk))
> Uma cldusula de tamanho k € transformada (K-Z)
em (k — 2) cldusulas de tamanho 3. [

> Uma expressdo E = Ci A\ --- N G,
onde C; possui k; literais
é transformada em uma expressido E' com
no maximo () ki) — 2p cldusulas de tamanho 3.

> Se E possui £ =) k; literais

E' possui 3(¢ — 2p) literais



3-coloragéo 1,

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G admite uma 3-coloragdo prépria?
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3-coloracdo

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G admite uma 3-colorag¢do prépria?

Teorema
3-coloragdo é NP-Completo

Prova
>3SAT x 3-coloracdo



3-coloracdo

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G admite uma 3-colorag¢do prépria?

Teorema
3-coloragdo é NP-Completo

Prova
> SAT x 3-coloracdo

> Seja E = Ci A--- A Cp uma expressdo Booleana



3-coloracdo

DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: G admite uma 3-colorag¢do prépria?

Teorema
3-coloragdo é NP-Completo

Prova
> SAT x 3-coloracdo

> Seja E = Ci A--- A Cp uma expressdo Booleana

> Definimos trés artefatos: base, varidvel, cldusula



Prova

Artefato Variavel

b
O
X Xi
o—©O
v f

Triangulo base

1 v 2 22 3 3
o—o—0—0o

Artefato Clausula




um tridngulo base
um artefato varidvel para cada varidvel

os dois vértices de cada artefato varidvel s3o ligados
ao Vvértice b do tridngulo base
——

os vértices finais de cada artefato cldusula s3o ligados
ao vértice v do tridngulo base

para i € {1,2,3}, os vértices i e I’

de cada artefato cldusula

sao ligados ao vértice do artefato varidvel
correspondente ao literal presente em sua cldusula






Lema
Seja G o grafo obtido pelo processo acima. Se existe uma
3-coloracdo de G entdo E ¢€ satisfativel.
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Definicao
Um algoritmo € superpolinomial se sua complexidade é w(n®)
para toda constante c.

Definicao
Um algoritmo é exponencial se sua complexidade é 20@) para
alguma constante c. 1909 g |w
m o 4 5m
< 4

Defini¢do (sem consenso)
Um algoritmo € subexponencial se sua complexidade é 2.

Definicao
Um algoritmo € quasipolinomial quando sua complexidade é

O((log n)°) 3
2 para alguma constante c. 3{,°+ A 1 ol og
_l’oly lo% Po liwdmio  @m log m =
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Isomorfismo de Grafos

DADOS: Um grafo G e um grafo H
OBJETIVO: G é isomorfo a H?

> Isomorfismo de Grafos é restricao
de Isomorfismo de subgrafos (que é NP-Completo)

Teorema (Babai, 2015+)

Isomorfismo de Grafos pode ser resolvido em tempo
quasipolinomial.



Algoritmos Pseudopolinomiais
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Definicao
Um algoritmo € pseudopolinomial se sua complexidade for
polinomial no tamanho da instincia quando codificada em unario.

Valores x Tamanho

Exemplo
Algoritmo natural para Fatorizagdo de Inteiros: O(n)

Exemplo
Algoritmo de programacdo dindmica para o Problema da
Mochila: O(nW)
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pseudopolinomial é chamado NP-Completo fraco.
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Exemplo

Circutto Hamiltontano:

> o valor do maior dado de entrada (indices de
vértices/arestas) € polinomial no tamanho do grafo.

>> Representar tais dados em forma undria ndo muda
a natureza do tamanho dos dados, i.e., os dados
continuam polinomiais.



Exemplo

Circutto Hamiltontano:

> o valor do maior dado de entrada (indices de
vértices/arestas) € polinomial no tamanho do grafo.

>> Representar tais dados em forma undria ndo muda
a natureza do tamanho dos dados, i.e., os dados
continuam polinomiais.

> Um algoritmo pseudopolinomial, nesse caso,
€ um algoritmo polinomial.
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> Ha problemas NP-Completos para os quais a existéncia
de algoritmos pseudopolinomiais implica em P = NP.

Definicao

Um problema NP-Completo para o qual a existéncia de um
algoritmo pseudopolinomial que o decida implica na existéncia de
um algoritmo polinomial que o decida é chamado NP-Completo

forte.

> Todos os problemas com a “natureza”
do Problema Circuito Hamiltoniano
sao NP-Completos fortes
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DADOS: Um grafo completo G com pesos w: E(G) — N,
e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um circuito Hamiltoniano
com peso no maximo k?
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Caixeiro-viajante

DADOS: Um grafo completo G com pesos w: E(G) — N,
e um inteiro k
OBJETIVO: G possui um circuito Hamiltoniano
com peso no maximo k?

> E NP-Completo:
Circuito Hamiltoniano o Caixeiro-viajante:
Dado grafo G, seja G’ um grafo completo
tal que V(G’) = V(G), e faca
w(e) =1se e € E(G)
w(e) =2se e ¢ E(G)

> Claramente, G possui circuito Hamiltoniano

se e somente se
G’ possui um circuito Hamiltoniano de peso no maximo n.
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Exemplo
Seja W =} cg(g) w(e), e suponha que exista um algoritmo A de

complexidade O((nWk)€) que decida Caizeiro-viajante, para
algum c € N.

Esse algoritmo aplicado na instancia obtida (G', w, n) é polinomial
no tamanho de G, pois W e n sdo polinomiais em n.

Logo, isso implica P = NP.

Portanto, Caizeiro-viajante é NP-Completo forte.
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Um algoritmo pseudopolinoimal é polinomial para instancias nas
quais o valor do maior dado é polionomial no tamanho da instancia.

Exemplo
O Problema da Mochila:

Se o peso total W for polinomial no tamanho da instancia, i.e.,
W = O(n®), entio o algoritmo O(nW) é O(n°T1).
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Definicao

Um problema no qual o valor do maior dado de uma instincia ndo
€ necessariamente polinomial no tamanho da instancia é chamado
de Problema Numérico.

Exemplo

Problema da Mochila

Exemplo

Fatorizacdo de Inteiros
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Como mostramos que um problema [1 é NP-Completo fraco?
> Basta mostrar um algoritmo pseudopolinomial
que o resolva
Como mostramos que um problema 1 é NP-Completo forte?

> Mostramos que se houver algoritmo pseudopolinomial
para Il entdo existe algoritmo polinomial
para um problema NP-Completo

> Equivalentemente, mostramos que hd uma
restricdo de 1 que é NP-Completa
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Subconjunto Soma

DADOS: Um conjunto finito S C N
e um inteiro t
OBJETIVO: existe S’ C S tal que . g5 = t7?

> E um problema numérico, pois o valor de s € S ndo é
limitado pelo tamanho de S.



Teorema
Subconjunto Soma é NP-Completo.



Teorema
Subconjunto Soma é NP-Completo.

Prova
> Cobertura por Vértices o< Subconjunto Soma



Teorema
Subconjunto Soma é NP-Completo.

Prova
> Cobertura por Vértices o< Subconjunto Soma

> Seja (G, k) uma instancia
do problema Cobertura por Vértices.

> Ordene as arestas e fixe os indices delas



Teorema
Subconjunto Soma é NP-Completo.

Prova
> Cobertura por Vértices o< Subconjunto Soma
> Seja (G, k) uma instancia
do problema Cobertura por Vértices.

> Ordene as arestas e fixe os indices delas
> Para a i-ésima aresta e;, seja Se; = 4'



Teorema
Subconjunto Soma é NP-Completo.

Prova
> Cobertura por Vértices o< Subconjunto Soma
> Seja (G, k) uma instancia
do problema Cobertura por Vértices.
>> Ordene as arestas e fixe os indices delas
> Para a i-ésima aresta e;, seja Se; = 4'
> Para v € V(G), seja E(v) o conjunto
de arestas incidentes a v e seja

s, =47+ Z Se

ecE(v)



Teorema
Subconjunto Soma é NP-Completo.

Prova
> Cobertura por Vértices o< Subconjunto Soma
> Seja (G, k) uma instancia
do problema Cobertura por Vértices.
>> Ordene as arestas e fixe os indices delas
> Para a i-ésima aresta e;, seja Se; = 4'
> Para v € V(G), seja E(v) o conjunto
de arestas incidentes a v e seja

s, =47+ Z Se

ecE(v)
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Prova
>S={sc:xeV(G)UE(G)}.

> G possui uma cobertura por vértices de tamanho k
se e somente se
existe ' C S tal que ) . .ois=1



Teorema
Subconjunto Soma é NP-Completo fraco.

Teorema
> Existe algoritmo de programacio dindmica
de complexidade O(n(t + 1))
que resolve Subconjunto Soma.

>> Para cada k € {1,...,n}, seja Sk = {s1,...,5k}

> Temos que Subconjunto Soma(Sk,t) = SIM
se e somente se
Subconjunto Soma(Sk_1,t) = SIM ou
Subconjunto Soma(Sk_1,t — sx) = SIM.



Denotaremos por x;j o resultado de Subconjunto Soma(S;, )

Subconjunto Soma(S, t)

Paracadai=1,...,n
xio = SIM

Paracadaj=1,...,t
Paracadai=1,...,n

S€ Xj—-1,j = SIM ou X,',l,jfsj = S/M,
entdo x;j = SIM
sendo x;j = NAO

Retorna xp ¢
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