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’ Critérios de correcao da prova P1 realizada de 11 a 17 de Agosto de 2020.

1. [3 pontos] Diga se cada afirmagao abaixo é verdadeira ou falsa e dé uma justificativa.
(Cada resposta correta e com justificativa correta soma 0.5 ponto; cada resposta incorreta ou com
justificativa incorreta desconta 0.3 ponto; itens deixados em branco nao somam nem descontam
pontos.) [Durante a correcdo eu considerei as respostas com justificativas incompletas
como se estivessem em branco, ou seja, nao descontei ponto nesses casos. Além disso,
em alguns casos, somei um pouco menos de 0.5 ponto quando havia alguma imprecisao
na linguagem porém sem comprometer o argumento central.]

(1.1) _F_ Se G é 3-colorivel, entdo G possui um ciclo fmpar.

Solugao: Um grafo 3-colorivel é aquele que pode ser colorido com 3 cores ou menos.
Qualquer grafo bipartido pode ser colorido com 2 cores, portanto é 3-colorivel, e a0 mesmo
tempo é livre de ciclos impares. O objetivo da questao era verificar a fluéncia no uso das
definigoes.

(1.2) _F_ Seja G(V4 U V4, E) um grafo bipartido conexo. Entao o grafo complementar G também é
conexo.

Solugao: A solugao mais simples é exibir um contraexemplo. Pode-se exibir um grafo G
bipartido conexo e seu complemento G¢, de modo que fique claro que G¢ nao é conexo.

Solugao: De modo mais geral, pode-se demonstrar que se G for um grafo bipartido com-
pleto, entao seu complemento nao sera conexo.

(1.3) _V_ Se retirarmos uma aresta qualquer do grafo K3 3, o grafo resultante é planar.

Solugao: Pode-se exibir uma representacido planar do grafo obtido pela remocado de uma
de K3 3 e argumentar que nao hé perda de generalidade na escolha da aresta removida (pois
ao remover qualquer outra aresta obterfamos um grafo isomorfo ao grafo planar exibido).

Solugao: Pode-se argumentar por que o grafo resultante nao contém como subgrafo uma
subdivisao de K5 ou de K3 3.

(1.4) _V_ Seja f um isomorfismo de um grafo G para um grafo H, e seja w um vértice em G. O grau
de w em G é igual ao grau de f(w) em H.

Solugao: Seja {ws,...,wi} o conjunto de vértices adjacentes a w. Entao, pela definigao
de isomorfismo, temos que {f(w1),---, f(wg)} é o conjunto de vértices adjacentes a f(w).
Portanto, o grau do vértice w e o grau do vértice f(w) sdo ambos iguais a k.

(1.5) _F_ O grafo abaixo ¢é planar:



Solugao: O grafo possui n = 11, m = 20. Se o grafo fosse planar, entdao pela férmula de
Euler f =2 —n+m = 11. Como o grafo é livre de tridngulos, cada face deveria ter pelo
menos 4 arestas. Como cada aresta pertence a duas faces, teriamos 4f < 2m, contradigao.

Solugao: Pode-se exibir a subdivisdo de K5 ou de K3 3 contida no grafo.

(1.6) _F_ Todo hipercubo de dimensao n, n > 1, possui ciclo Hamiltoniano. Nota: um hipercubo de
dimensdo n é um grafo G(V, E) em que V = {0,1,...,2" — 1}, e em que (v,w) € E se e somente
se as representacoes bindrias dos vértices v e w diferem em exatamente um bit.

Solugao: Para n =1 o grafo possui somente uma aresta, portanto nao possui ciclo.

Solugao: Se a afirmacao fosse “Todo hipercubo de dimensdo n, n > 1, possui ciclo Ha-
miltoniano”, entao a resposta seria V. A justificativa seria: Verifique que é verdade para
hipercubo de dimensao n = 2 (que possui somente uma aresta). Assuma que seja verdade
para n = k. Para mostrar que é verdade para n = k + 1, construa um hipercubo H de
dimensao k + 1 a partir de duas cépias Hi, Hy do hipercubo de dimensao k, adicionando
arestas entre os vértices correspondentes. Tome um ciclo Hamiltoniano vivs ... v, em Hy
e 0 reverso vy, ...vyv, em Hy. Entéo o ciclo vy ... vg—10k0,0)_; ... 0] serd um ciclo Hamil-
toniano de H. Outra justificativa aceitdvel nesse caso seria apresentar um algoritmo para
percorrer todos os vértices do hipercubo de dimensao n sem repetir os vértices, e entao de-
monstrar sua corretude. Para isso pode-se utilizar, por exemplo, um cédigo de Gray. Como
a intencao nao era fazer “pegadinha”, irei analisar caso a caso e talvez aceitar respostas
com essas justificativas.

2. [3Y%, pontos] Sejam G1(V1, E1) e Go(Va, Es) dois grafos conexos e seja G(V, E) o grafo obtido a partir
de G1 e G2 a partir da identificagdo de um vértice qualquer em V3 com um vértice qualquer em Vs.
Prove que x(G) = max{x(G1), x(G2)}, ou apresente um contraexemplo.

Solugao: Seja m = max{x(G1), x(G2)}. Entao, por um lado temos x(G) > m. Por outro lado,
sejam A, B duas coloragdes com m cores (ndo necessariamente 6timas) para G, G2 respectiva-
mente. Defina uma coloragao C tal que o vértice v receba a cor A(v) caso v € V4, e a cor B(v)
caso v € V5. Como néo existe aresta entre G; e Gg, temos que C' é uma coloracao para G, entao
X(G) < m. Portanto, x(G) = m.

3. [3Y, pontos] Escreva um algoritmo que, dados N pontos no plano, encontre o par de pontos mais
préximos. Seu algoritmo deve ter complexidade de tempo O(N (log N)?). Utilize uma das técnicas es-
tudadas nas aulas. Se necessario, podem utilizar o seguinte resultado sem demonstrar: Um retangulo
de comprimento d e altura 2d pode conter no maximo seis pontos tais que quaisquer dois pontos
estejam a distancia pelo menos d entre si.

Solugao: Pode-se utilizar a técnica de dividir e conquistar.

Entrada: uma lista P[1...N] de N pontos.
Saida: o par de pontos mais proximos em P e a distancia entre eles.

1: ordene P por ordem crescente das coordenadas x
2: particione a lista P em duas sublistas P[1...|N/2]] e Pg[[N/2] +1...n]
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. L) (L
3: resolva o problema recursivamente para Pr e Pr; de modo que retorne p((z ), pg ) como os

pontos mais préximos entre si na sublista Py, sendo dj, distancia entre eles, e analogamente

para ', pl(,R), dr

4: seja d:= min(dL, dR)

5: salve em uma lista M todos os pontos de P cuja coordenada x esteja a distancia menor que
d em relacao & coordenada z do ponto P[|N/2]]

6: ordene M por ordem crescente das coordenadas y

7: encontre os pontos mais proximos em M e a distancia entre eles; seja o resultado, respecti-
vamente, pt(lM),p,()M) e dy

8: seja d’ :=min(d, dy) e sejam pl,, pj os pontos que estao a distancia d’ entre si

9: retorne como resultado pl,, pj,d’

Para receber pontuagao completa, deve-se argumentar por que o algoritmo é correto e por que
tem complexidade O(N (log N)?).

O algoritmo é correto pelo seguinte argumento: (i) os passos 1-4 identificam os pontos mais
préximos em cada uma das metades do plano delimitadas pela linha horizontal que passa pelo
ponto P[|n/2]], sendo d a distancia entre eles; (ii) os passos 5-7 identificam pontos que porven-
tura estejam a distancia menor que d entre si, sendo que estes necessariamente devem existir
dentro da caixa de largura 2d delimitada por margens de largura d a esquerda e a direita da
linha horizontal considerada nos passos anteriores.

A complexidade de tempo T'(N) do algoritmo acima pode ser obtida da seguinte forma: Passo
1 pode ser feito em tempo O(N log N) utilizando, por exemplo, o algoritmo Mergesort estudado
em aula; passo 2, em tempo O(N); passo 3, em tempo 27'(| N/2]); passo 4, em tempo constante;
passo 5, em tempo O(N); passo 6, em tempo O(N log N); passo 7, em tempo O(N), pois cada
ponto sé precisa ser comparado com até outros seis; passos 8 e 9, em tempo constante Portanto,
a complexidade de tempo do algoritmo é T(N) = 2T (| N/2|) + O(Nlog N) = O(N (log N)?).

Alternativamente, o passo 6 poderia ser melhorado para O(N), e nesse caso a complexidade
seria T(N) = 2T(|N/2]) + O(N) = O(N log N), porém isso nao é exigido na questao.
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