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Neste texto, discutimos alguns aspectos referentes aos valores que os enunciados
podem assumir, de acordo com as suas interpretagoes (Secao 1); em particular,
abordamos os conceitos de tautologia, contingéncia e contradi¢ao (Segao 2).

Apos estudarmos este texto, vamos ser capazes de: classificar um dado enunciado
como tautologia, contingéncia ou contradigao (Exercicio 1); reconhecer e interpretar
algumas tautologias importantes (Exercicio 2); aplicar a no¢ao de contradi¢do na
resolu¢ao de um “problema de linguagem’ (Exercicio 3).
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1 Comportamento de um enunciado

Como vimos na Parte 2 do Texto da Semana 3, para decidir se dois enunciados ¢
e 1 sao equivalentes, basta examinarmos a tabela de avaliacao do enunciado ¢ <+ 9
e verificarmos se ela possui somente V' na sua tltima coluna. Analogamente, como
vimos na Parte 2 do Texto da semana 4, para decidir se um argumento de premissas
Y1, P2, ..., pp € conclusao Y é valido, basta examinarmos a tabela de avaliacao do
enunciado (¢1 Aps A« Ap,) — 1 e verificar se ela possui somente V' na sua ultima
coluna.

A relevancia dos problemas da equivaléncia e da validade — para o raciocinio
matematico e para o raciocinio em geral — juntamente com o fato de que um método
para resolve-los se apoia no reconhecimento de enunciados cujas tabelas de avaliagao
possuem somente V' nas suas ultimas colunas, sao por si sé6 motivos mais do que
suficientes para estudarmos este tipo de enunciado.

Mas, além desta motivagao técnica, ha também uma motivacao conceitual para
que analisemos enunciados cujas tabelas de avaliagao possuem somente V' nas suas
ultimas colunas.

Como vimos, em todos os casos, a determinacao do valor de um enunciado
atomico depende essencialmente do significado e/ou do contexto no qual ele estd in-
serido. Em uma primeira analise, poderiamos suspeitar que, de maneira similar, em
todos os casos, a determinacao do valor de um enunciado molecular depende essen-
cialmente do significado e/ou do contexto dos enunciados atomicos que o compdem.
Mas, para sermos mais precisos, devemos dizer que:

O valor de um enunciado molecular pode depender ou nao do significado e/ou
do contexto dos enunciados atomicos que o compoem.

Na verdade, como veremos a seguir, cada uma das seguintes trés possibilidades
pode acontecer:

(1) Existem enunciados moleculares que sao sempre V', independente do signifi-
cado e/ou do contexto dos enunciados atomicos que o compoem. Em outras
palavras, existem enunciados moleculares que nao sao F' em nenhum contexto.

(2) Existem enunciados moleculares que sao V' em certos contextos e F' em ou-
tros. Em outras palavras, existem enunciados moleculares cujo valor de ver-
dade depende do significado e/ou do contexto dos enunciados atomicos que o
compoem.

(3) Existem enunciados moleculares que sao sempre F', independente do signifi-
cado e/ou do contexto dos enunciados atémicos que o compdem. Em outras
palavras, existem enunciados moleculares que nao sao V' em nenhum contexto.
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Exemplo 1 Considere os seguintes enunciados:

2 é par ou 2 n3o é par (1)
1 é impar e 2 é par (2)
2 é par e 2 ndo ¢é par (3)
Dada a legenda
p : 2é par
g : 1é&impar

os enunciados (1), (2) e (3), podem ser simbolizados, respectivamente, por:

pV (=p) (4)
qAp (5)
pA(—p) (6)

Vamos agora avaliar os enunciados simbolizados, considerando que cada enunci-
ado atomico pode ser verdadeiro em alguns contextos e falso em outros (mesmo que
desconhegamos os contextos no quais os enunciados p e g sao F).

(a) O enunciado (4) tem a seguinte tabela, que sumariza o seu “comportamento de
verdade”:

p_—p pV(p)

vV F V

F v V

Como p é atomico, o valor de p pode ser V' em alguns contextos e F' em outros. Por
isto, a tabela tem duas linhas: uma para cada interpretagao de p.

Como (4) é V nas duas interpretagoes, e estes sdo os tnicos casos possiveis,
concluimos que p V (—p) é verdadeiro em todos os contextos.

b) O enunciado (5) tem a seguinte tabela, que sumariza o seu “comportamento de
g
verdade”:

q p qAp
Vv Vv
vV F F
FVv F
F F F

Como ¢ e p sao atomicos, os valores de ¢ e p podem ser V' em alguns contextos e
F em outros. Por isto, a tabela tem quatro linhas: uma para cada interpretacao de
P, q.

Como (5) é V na primeira interpretagao e é F' na segunda, podemos concluir que
o valor de ¢ A p nao é independente do contexto no qual ele estd inserido, pois ele
pode ser tanto V' quanto F.

(c) O enunciado (6) tem a seguinte tabela, que sumariza o seu “comportamento de
verdade”:
—p_pA(=p)

F
F

p
vV F
F Vv
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Como p é atomico, o valor de p pode ser V' em alguns contextos e F' em outros. Por
isto, a tabela tem duas linhas, cada uma correspondendo a uma interpretacao de p.

Como (6) é F nas duas interpretagoes, e estes sdo os Unicos casos possiveis,
concluimos que p A (—p) é falso em todos os contextos.

1.1 Observacao

Observacao 1 Em resumo, temos o seguinte:

O valor de verdade de um enunciado atomico sempre varia de acordo com o
contexto, ou seja, em alguns contextos ele é V', mas em outros ele é F.

Existem enunciados moleculares cujos valores de verdade variam de acordo
com o contexto, ou seja, em alguns contextos eles sao V', mas em outros eles
sao F'.

Por outro lado, existem enunciados moleculares cujos valores de verdade nao
variam de acordo com o contexto, ou seja, ou eles sao sempre V' ou eles sao
sempre F'.

2 Classificacao dos enunciados

Do que foi visto acima, surge o problema da classificacao dos enunciados simbo-
lizados, isto é, o problema de

dado um enunciado simbolizado, classifica-lo de maneira exclusiva como

(1) verdadeiro em todas as suas interpretagoes, ou

(2) verdadeiro em algumas das suas interpretagoes e falso em outras,
ou

(3) falso em todas as suas interpretagoes.

Vamos ver, agora, como esta questao pode ser resolvida pelo uso de tabelas,
quando o enunciado é formado por aplicagao dos conectivos a enunciados atomicos.

Tautologias

Seja ¢ um enunciado simbolizado.

Dizemos que ¢ é uma tautologia se p é V em todas as suas interpretagoes.
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As tautologias sao verdades ldgicas, isto €, enunciados verdadeiros que nao podem
ser falsificados em nenhum contexto.

Exemplo 2 (a) J4 vimos que p V —p é uma tautologia.
(b) Para decidir se [p A (p — ¢)] — g é uma tautologia, basta construir a tabela de

e:lpAN(p—=q)]—q

p g p—>q pANp—q) ¢
vV V. OV % i%
VvV F F F 1%
FV V F 1%
F F V F 1%

Como na ultima coluna da tabela de ¢ s6 ocorre V| temos que ¢ é uma tautologia.

Em outras palavras, um enunciado simbolizado é uma tautologia se, e somente
se, na ultima coluna de sua tabela de avaliacao, ocorre somente V.

Contingéncias

Seja  um enunciado simbolizado.

Dizemos que ¢ é uma contingéncia se @ ¢ V em ao menos uma de suas inter-
pretacoes e F' em ao menos uma outra.

Exemplo 3 (a) J4 vimos que ¢ A p é uma contingéncia.

(b) Para decidir se [¢ A (p — q)] — p é uma contingéncia, basta construir a tabela
de

e:lgn(p—=ql—0p

p ¢ p—=q gA(p—q) ¢
vV V.V i% %
VvV F F F 1%
FV V 1% F
F F V F 1%

Como na ultima coluna da tabela de ¢ ocorre tanto V' quanto F', temos que ¢ é
uma contingéncia.

Em outras palavras, um enunciado simbolizado é uma contingéncia se, e somente
se, na ultima coluna de sua tabela ocorre tanto V' quanto F'.
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Contradicoes

Seja ¢ um enunciado simbolizado.

Dizemos que ¢ é uma contradi¢ao se ¢ é F' em todas as suas interpretacoes.

As contradicoes sao as falsidades logicas, isto é, enunciados falsos que nao podem

ser verdadeiros em nenhum contexto.

Exemplo 4 (a) J4 vimos que p A —=p é uma contradicao.

(b) Para decidir se (p A q) <> (—p V —q) é uma contradi¢do, basta construir a tabela

de avaliacao de

p:(pANq) < (mpVq)

P g pANg —p g —pV g @
vv V F F F F
v F F F V % F
FVv F V F V F
FF F 'V V V F

Como na tltima coluna da tabela de avaliagao de ¢ s6 ocorre F', temos que ¢ é uma

contradicao.

Em outras palavras, um enunciado simbolizado ¢ uma contradigao se, e somente

se, na ultima coluna de sua tabela ocorre somente F.

2.1 Observacoes

Observacao 2 Em resumo, temos o seguinte:

(1) Qualquer enunciado (formado exclusivamente por aplica¢do dos conectivos as

proposigoes atomicas) pode ser simbolizado.

(2) Cada enunciado simbolizado possui uma tabela de avaliagao.

(3) A tabela de avaliagdo do enunciado simbolizado pode ser usada para classifi-
car o enunciado simbolizado e, consequentemente, o enunciado original, como

tautologia, contingéncia ou contradicao.

Observacao 3 Usando a nogao de tautologia, a esséncia do Método das Tabelas

para Equivaléncia pode ser descrita do seguinte modo:
Verificar se os enunciados ¢ e v sao equivalentes
¢ o mesmo que verificar se

o enunciadoo ¢ <> ¥ é uma tautologia.

6
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Analogamente, a esséncia do Método das Tabelas para Validade pode ser descrita

do seguinte modo:

Verificar se o argumento

¢ 0 mesmo

P1,P2, ...,

=~ 6 valido
2

que verificar se

a implicagao associada (¢1 A wa A ... A p,) — ¢ é uma tautologia.

Devido ao papel que desempenham na verificacao da equivaléncia de enunciados
e na validade de argumentos, as tautologias e as contradi¢oes tém um papel crucial

em varios aspectos do raciocinio, tanto

2.2 Exercicios

em matematica quanto no dia-a-dia.

Exercicio 1 Classificar cada enunciado abaixo como tautologia, contingéncia ou

contradicao.

(1)

(i) (=p) = (»
(i) |

(iv) |
(

iv)
v

=(p — q)]

(p—q) —

p< (pAp)

Vv q)

(—p) A (p = q)] = ¢

Al(=p) V¢
[(g—71)— (p—71)

Exercicio 2 A seguir, temos uma lista com algumas “tautologias famosas”. Além
de verificar que cada uma delas é uma tautologia, devemos também nos familiarizar
com os seus conteudos. Algumas destas tautologias revelam facetas pitorescas e
desconcertantes do tipo de raciocinio empregado em Matematica.

Mostre que cada enunciado abaixo é uma tautologia.

Tautologia

Nome da tautologia

oA (e = )] =
[(o = ) A =] — —p

(o =) = [(=¢) = ()]
o = (Y AY)] = —p

Y= (=)
(=) = (= )

(A=) =9
o — (Y V)

Modus Ponens
Modus Tolens

Contrapositiva
Reducao ao Absurdo

Afirmagao do Consequente
Negacao do Antecedente

Lei da Contradicao
Lei da Tautologia

Modus Ponens garante que se temos uma implicagao e seu antecedente, podemos
concluir seu consequente. Modus Tolens garante que se temos uma implicacao e
a negacao do seu consequente, podemos concluir a negacao do seu antecedente.
Contrapositiva garante que se temos uma implicagao, também temos que a negacao
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do seu consequente acarreta a negacao do seu antecedente. Reducao ao Absurdo
garante que se um enunciado acarreta uma contradicao, entao podemos concluir a
sua negacao. Afirmacao do Consequente garante que se temos um enunciado, ele
decorre de qualquer outro. Negacdo do Antecedente garante que se temos a negagao
de um enunciado, o enunciado negado acarreta qualquer outro. Lei da Contradicao
garante que de uma contradicao, podemos concluir qualquer enunciado. Lei da
Tautologia garante que uma tautologia é consequéncia de qualquer enunciado.

Exercicio 3 Dizemos que dois enunciados ¢ e ¢ estao em contradicao quando a
conjuncao ¢ Ay é uma contradicao. Qual das frases abaixo nao esta em contradigao
com a frase

Logica é uma matéria linda. 7

(i) Légica ndo é uma matéria.
(ii) Légica é uma matéria feia.
(iii) Ldgica ndo é linda.

Antes de ler a resolucgao, tente resolver o exercicio usando os con-
ceitos estudados.

p _PAD ¢
Resolucao do Exercicio 1: (i) Tabelade ¢ : p > (pAp): V.V  V Tautologia, pois
F F W
P g —p pVq o
v v F V V
@ é V em todas as interpretagoes. (ii) Tabela de ¢ : (-p) = (pVvV¢): V F F 'V V
Fv v v Vv
F F V F F
Contingéncia, pois ¢ é V na interpretacao p: Ve q: V; e ¢ é F na interpretacdo p : F e ¢ : F. (iii)
p qa —p p—=q pApP—=q —q o
vV v F % F F VvV
Tabelade p: [(-p)A(p—=q)] ——¢ V F F F F VvV V Contingéncia,
F Vv Vv \%4 14 F F
F F V \% V Vv V.
pois ¢ é V na interpretacio p: V e q: V; e ¢ é F na interpretacdo p : F e ¢ : V. (iv) Tabela de

p g p=q ~(p=q) —p (p)Vg ¢
vV Vv %4 F F \%4 F
p:(=p—=a)A((=p)Veg: V F F 1% F F F  Contradicao, pois ¢
F VvV \% F \%4 \%4 F
F F 1% F \%4 \%4 F.
¢ F em todas as interpretacoes. (v) Tautologia. Tabela de ¢ : (p — q) = [(¢ = 1) = (p — 7)]:

p—=>q gq—=r p—or (g—or)—=((p—or)

AS)

Tautologia, pois ¢ é V em todas as

SR RS RSESES R B
S S S e
<< s
S<<<mm<S<
S<mS<<m<
S<<<m<m<
SN<<<SmS<<
SS<<<s<<<
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interpretagoes. Sobre o FExercicio 2: Como esta dito, todos os enunciados sao tautologias.
Podemos confirmar isto construindo a tabela de avaliacao de cada enunciado, ou através dos

seguintes raciocinios baseados nas tabelas dos conectivos: (a) Modus Ponens é tautologia, pois

nao pode ser F. De fato, se tivéssemos [p A (¢ — ¥)] = ¢ : F, terfamos p A (p — ¥) : V e
Y F. Mas, ¢ A (p = ¢) : V acarretaria ¢ : V e ¢ — ¢ : V. Agora, ¢ : V e ¢ : F acarretariam
¢ = ¢ : F, o que iria contra ¢ — ¥ : V. (b) Modus Tolens é tautologia, pois ndo pode ser
F. De fato, se tivéssemos [(¢ — ¥) A 9] — —¢ : F, terfamos (¢ — ) A=) : Ve mp : F.
Assim, terfamos ¢ — ¢ : V., =) : V e = : F. Dal, teriamos ¢ : F e ¢ : V, 0 que acarretaria
¢ — ¥ : F, o que iria contra ¢ — ¢ : V. (c) Contrapositiva é tautologia, pois ndo pode ser F.
De fato, se tivéssemos (¢ — ¢) — [(—9) — (—p)] : F, terfamos ¢ — ¢ : Ve =p — —p : F.
Assim, terfamos ) : V e = : F, o que acarretaria ¢ : F' e ¢ : V. Dali, terlfamos ¢ — ¢ : F|
o que iria contra ¢ — v : V. (d) Redugdo ao Absurdo é tautologia, pois nao pode ser F. De
fato, se tivéssemos [ — (Y A =) — —¢ : F, terfamos ¢ — (Y A=) : V e mp : F. Assim,
terfamos ¢ : Ve ¢ — (¢ A =) : V. Com isto, terfamos ¥ A =1 : V| o que iria contra a tabela

(A AN
deypAN—p: V. F F (e) Afirmacao do Consequente é tautologia, pois nao pode ser F.
F Vv F.

De fato, se tivéssemos ¢ — (¢ — @) : F, terfamos ¢ : V e ¢ — ¢ : F. Assim, terfamos ¢ : V
e : F. Mas, ¢ : F iria contra 9 : V. (f) Negacdo do Antecedente é tautologia, pois nao pode
ser F. De fato, se tivéssemos (—p) — (p — @) : F, terfamos = : V e ¢ — 9 : F. Assim,
terfamos ¢ : V e ¢ : F. Mas, ¢ : V iria contra = : V. (g) Lei da Contradi¢do é tautologia, pois
nao pode ser F. De fato, se tivéssemos (¢ A =) — 1 : F| terfamos ¢ A —p : V e ¢ : F. Mas,

Y o A
@ A=V iria contra a tabelade y A —p: V. F F (h) Lei da Tautologia é tautologia,
F VvV F.
pois nao pode ser F. De fato, se tivéssemos ¢ — (v V =) : F, terfamos ¢ : Ve V- : F.
Y Y YV
Mas, 1V =) : F iria contra a tabelade Yy V—: V. F \% Resolucao do Exercicio 3:
F Vv V.

Considere os enunciados: (1) Légica é uma matéria linda, (2) Ldgica ndo é uma matéria, (3) Ldgica
é uma matéria feia e (4) Ldgica ndo é linda. Reescrita dos enunciados: (1) Légica é uma matéria
e Ldgica é linda, (2) n3o (Légica é uma matéria), (3) Ldgica é uma matéria feia e (4) n3o (Ldgica é
m . Loégica é uma matéria

l Légica € linda Simbolizagdes: (1) m Al, (2) =m, (3) m A f, (4)
f : Lodgica é feia.

l

linda). Legenda:

—
DO
~
—
w
=
—
[\
~
—
—
~—
—
w
=
—~
—
~—
—
e~
N

=l. Tabela conjunta: De acordo

SRR EC IS B
MmNy <
o S < <~
SRR RS RN )
< <<mTmY
MY <y <
<~ <mTm<<TY
T T Y T >
M <>
MmN >

com a tabela, (1) A (2) e (1) A (4) sdo contradigoes, enquanto que (1) A (3) néo ¢, pois é V' quando

1) ¢ (3).

—~

m:V,1:Vef:V. Assim, a frase que nao estd com contradicdo com
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