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1 Conteudo e objetivos

Nesta aula iniciaremos o estudo da seméntica da linguagem de LC. Veremos como

atribuir a cada sentenca um dos valores, Verdadeiro ou Falso. Apds estudar esta aula

devemos ser capazes de (1) atribuir um valor a uma sentenca molecular; (2) conhecendo o

valor de uma sentenca molecular decidir se podemos, a partir disto, determinar os valores

das sentengas atomicas utilizadas na sua formacgao; (1) entender quais sdo os valores de

verdade adotados em LC; (3) entender o que é uma assinacao de valores as varidveis

sentenciais; (4) calcular o valor de verdade de uma férmula, dada uma assinalagdo de

valores as varidveis sentenciais.

2 Sentencas atomicas, moleculares e conectivos

Nas aplicacoes de LC para a analise do discurso e do raciocinio, férmulas correspondem

a sentencas (ou enunciados, ou proposigoes).



Uma senten¢a é uma expressao de uma dada linguagem que pode ser classificada
como verdadeira ou falsa, de maneira exclusiva, em um dado contexto.

Exemplo 2.1 As expressoes

Miriam é professora.
Petrucio é chato.
Renata ensina Ldgica.

sao consideradas como sentencas.
Ja expressoes como

Que assunto dificil!
Quem vai passar?

nao sao consideradas como sentencas.

Além de serem classificadas como verdadeiras ou falsas, sentengas podem ser combi-

nadas para formar novas sentencas por aplicacao de certas expressoes.

Exemplo 2.2 As expressoes

Miriam ndo é brasileira.
Petrucio é chato e é metido.
Para passar com Renata é necessario estudar.

sao sentencas que podem ser vistas como formadas a partir das sentencas

Miriam ¢é brasileira.
Petrucio é chato.

Petrucio é metido.

O aluno passa com Renata.
O aluno estuda.

por aplicacao de particulas como

ndo , e , paraque...é necessario que

Um conectivo é uma expressao de uma dada linguagem utilizada para formar sen-
tencas a partir de sentencas dadas.

Sentencas sao classificadas de acordo com o fato de serem ou nao formadas a partir de

outras sentencas.

Uma sentenca é atémica nao é formada a partir de outras sentencas. Caso contrario,
isto é, se é formada a partir de outras sentencas, é molecular.




3 Semantica dos conectivos

Em LC, como vimos na Aula 3, estudamos apenas as férmulas obtidas por intermédio
dos conectivos

-, ANy, Vo, = e .

Assim, as férmulas de LC correspondem apenas a sentencas formadas a partir dos conec-
tivos

nao , e , ou , se.entdo e se, e somente se.

Veremos agora como esta associagao se reflete de maneira direta no modo como atribui-
mos significados as féormulas de LC.

Em primeiro lugar, como, devido a problemas de ambiguidade sintatica e/ou semantica,
inerentes a Linguagem Natural, a andlise seméntica formal de uma sentenca pode ser uma
questao extremamente complicada, para a definicdo de significado das féormulas de LC,

adotamos os seguintes principios simplificadores:

1. Cada sentenca possui um valor (Verdadeiro ou Falso) bem definido. Em contraste
com outros aspectos semanticos intuitivos que uma sentenca possa ter, inclusive
aqueles relacionados ao seu significado, formalmente esta é a tnica caracteristica

semantica relevante de uma sentenca.
2. O valor de uma sentenca atomica depende do contexto no qual ela esta inserida.

3. O valor de uma sentenca molecular depende exclusivamente do valor das sentencas
utilizadas na sua formacao. Assim, em ultima andlise, o valor de uma sentenca
molecular depende exclusivamente do valor das sentengas atomicas a partir das quais

ela é formada.

4. Sentencgas moleculares sao formadas exclusivamente pelo uso dos conectivos ndo,

e, ou, se...entao e se, e somente se.

5. O comportamento de cada conectivo em relacao a determinacao do valor da sentenca
composta a partir do valor das suas componentes é andlogo ao modo como estes

conectivos sao utilizados em contextos matematicos.

Assim, na descrigao formal de como as féormulas recebem significado, nos baseamos nos

seguintes principios, andlogos aos principios acima:
1’. Existe um contexto onde as férmulas recebem valores ( Verdadeiro ou Falso).

2’. Cada férmula, em um dado contexto, possui um wvalor (Verdadeiro ou Falso) bem

definido e esta é a Unica caracteristica semantica relevante de uma formula.

3’. O valor de uma férmula atémica depende apenas do contexto.



4’. O valor de uma férmula molecular depende exclusivamente do valor das férmulas
utilizadas na sua formacg@o. Assim, em ultima andlise, o valor de uma férmula
molecular depende exclusivamente do valor das férmulas atomicas a partir das quais

ela é formada.

5. O comportamento de cada conectivo em relacao a determinacao do valor da férmula
molecular composta a partir do valor das suas componentes é andlogo ao modo como

estes conectivos sao utilizados em contextos matematicos.

Para aplicarmos estes principios de maneira consciente na definicao do significado das
férmulas, vamos fazer uma analise superficial de como os conectivos se comportam em

contextos matematicos.

3.1 Negacao

Na Linguagem Matematica, o ndo é utilizado quando queremos negar o conteudo

de uma sentenca.

Exemplo 3.1 Na Teoria dos Conjuntos usamos o ndo quando definimos a comple-
mentacao de conjuntos. Esta é a operacao que associa a cada subconjunto A, de um dado
universo U, um outro conjunto A, chamado o complemento de A, formado pelos elementos
de U que nao pertencem a A. Dado u € U, a condicio para que u esteja em A é que u
nao esteja em A e a condicdo para que u esteja em A é que u nao esteja em A. Em outras

palavras:

u € A é verdadeira se, e somente se, u € A ¢ falsa.

Temos, entao, a seguinte regra de avaliacdo para negagoes:

Regra de avaliacao do néao

Uma negacao é verdadeira se a sentenca negada ¢é falsa. E é falsa se a sentenca
negada é verdadeira.

Assim, para uma sentenca qualquer ¢, temos:

(=) é verdadeira, se ¢ é falsa
() é falsa, se ¢ é verdadeira

Esta regra pode ser sumarizada na seguinte tabela, chamada a tabela de avalia¢cdo do n3o:
(—av)

o
Vi F
FlV



3.2 Conjuncgao

Na Linguagem Matemédtica, o e ¢é utilizado quando queremos afirmar a ocorréncia

simultanea de dois fatos.

Exemplo 3.2 Na Teoria dos Conjuntos, usamos o e quando definimos a intersecao
de conjuntos. Esta é a operacao que associa a dois subconjuntos A e B, de um dado
universo U, um outro subconjunto A N B, chamado a intersecdo de A com B, formado
pelos elementos de U que estao simultaneamente em A e em B. Dado u € U, a condicdo
para que u esteja em AN B é que u esteja em A e wu esteja em B. Com isto, queremos
dizer que u deve estar em A e, a0 mesmo tempo, em B. Assim, a condicdo para que u nao
esteja em AN B é que v nao esteja em ao menos um dos conjuntos A ou B. Em outras

palavras:

u € AN B ¢é verdadeira
se, e somente se,

u € A e u € B sao simultaneamente verdadeiras.

Temos, entao, a seguinte regra de avaliagdo para conjuncoes:

Regra de avaliagao do e

Uma conjuncao é verdadeira se suas componentes sao simultaneamente verdadeiras.
E ¢ falsa quando ao menos uma das suas componentes é falsa.

Assim, dadas duas sentengas quaisquer ¢ e 1, temos:

(o A1) é verdadeira, se ¢ e 1) sd@o ambas verdadeiras
(p A 1)) é falsa se ao menos uma de ¢ ou v é falsa

Esta regra pode ser sumarizada na seguinte tabela, chamada a tabela de avaliacdo do e:

o | ¥ | (pA)

SIS BRI
IR I
N N

3.3 Disjuncao

Na Linguagem Matematica, o ou ¢ utilizado quando queremos apresentar alternativas.

Mas isto é feito de uma maneira muito particular.

Exemplo 3.3 Na Teoria dos Conjuntos, usamos o ou quando definimos a uniao de
conjuntos. Esta é a operagao que associa a dois subconjuntos A e B, de um dado universo

U, um outro subconjunto AU B, chamado a unido de A e B, formado pelos elementos de



U que estao apenas em A, os que estao apenas em B e os que estdo simultaneamente em
Aeem B. Dado u € U, a condicdo para que u esteja em AUDB é que u estejaem A ou u
esteja em B. Com isto, queremos dizer que u pode estar s6 em A, pode estar s6 em B ou,
ainda, pode estar em ambos A e B. Assim, a condi¢do para que u nao esteja em AU B é

que u nao esteja em nenhum dos conjuntos A e B. Em outras palavras:

u € AU B é verdadeira
se, e somente se,

ao menos uma dentre u € A e u € B é verdadeira.

Temos, entao, a seguinte regra de avaliacao para disjuncgoes:

Regra de avaliagao do ou

Uma disjuncao é falsa se suas componentes sao simultaneamente falsas. E é verda-
deira quando ao menos uma das suas componentes é verdadeira.

Assim, dadas duas sentencas quaisquer ¢ e 1, temos:

(¢ V1) é verdadeira ao menos uma de ¢ ou 9 é verdadeira
(o A 1)) é falsa se ambas ¢ e 1 sdo falsas

Esta regra pode ser sumarizada na seguinte tabela, chamada a tabela de avaliagao do ou:

o | ¥ ] (pVe)
ViV Vv
VIF| v
Flv| v
FlF| F

Esta maneira peculiar de usar o ou nao é prépria da Linguagem Matemdtica, mas

também é frequente na Lingua Portuguesa.
Exemplo 3.4 Usualmente, quando dizemos
Amanh3 o tempo vai ficar nublado ou vai chover.
nao estamos excluindo a possibilidade de ambas as coisas acontecerem ao mesmo tempo.

Este é o uso do ou no sentido nao exclusivo. Mas também existe uma outra maneira
de usar o ou que talvez seja ainda mais frequente na Lingua Portuguesa que o uso do ou

no sentido nao exclusivo.
Exemplo 3.5 Usualmente, quando dizemos
Marcelo vai de carro ou de 6nibus.

estamos querendo dizer que uma das duas coisas acontece, mas nao é o caso que ambas

acontecam ao mesmo tempo.



Este é o uso do ou no sentido exclusivo.

Embora na Lingua Portuguesa o uso do ou no sentido exclusivo seja mais frequente,
por uma questao de tradicao, na Linguagem Matematica o ou ¢ utilizado mais comumente
no sentido inclusivo. Mesmo assim, na Linguagem Matemdtica o ou é utilizado nos dois

sentidos.
Exemplo 3.6 Quando dizemos
0 é par ou impar e 2 é natural ou real.

a primeira ocorréncia do ou é no sentido exclusivo e a segunda ocorréncia é no sentido

inclusivo.

3.4 Biimplicagao

Na Linguagem Matemadtica, o se, e somente se ¢ utilizado quando queremos dizer que

duas sentencas tém o mesmo conteido.

Exemplo 3.7 Considere a seguinte definicao da Geometria Kuclideana Plana:

Duas retas em um mesmo plano s3o paralelas se, e somente se, ndo coincidem e

n3o possuem pontos em comum.

Na definicao acima estamos identificando os conteidos das sentencas

Duas retas em um mesmo plano s3o paralelas.

Duas retas n3o coincidem e n3o possuem pontos em comum.

O exemplo acima nos leva a considerar que para a avaliacdo de biimplicacoes de-

veriamos utilizar um critério como o seguinte:

Uma bitmplicacao € verdadeira se suas componentes possuem o mesmo contet-

do e € falsa quando suas componentes possuem conteudos distintos.

Mas, como estamos considerando que o valor das sentencas formadas através do conectivo
se, e somente se é uma funcao do valor de suas componentes, a tnica informacao que pode
ser utilizada quanto ao conteido das sentencas componentes, na avaliacao de sentencas
moleculares formadas por seu intermédio, sao os valores destas sentencas. Assim, temos a

seguinte regra de avaliacao para biimplicagoes:

Regra de avaliacao do se, e somente se

Uma biimplicacao é verdadeira se suas componentes possuem os mesmos valores e é
falsa quando suas componentes possuem valores distintos.




Assim, dadas duas sentengas quaisquer ¢ e v, temos:

(¢ <> 1) é verdadeira se ¢ e 1) sdo ambas verdadeiras ou sao ambas falsas
(p <> 1) é falsa se uma dentre ¢ ou 1) é verdadeira e a outra é falsa

Esta regra pode ser sumarizada na seguinte tabela, chamada a tabela de avaliacdo do

se, e somente se:

<=9 <|T

3.5 Implicacao

De uma maneira geral, o valor das sentencas formadas através do conectivo se...entdo

nao é uma funcao do valor de suas componentes.

Exemplo 3.8 Considere as sentencas:
Paulo ficou doente.

O médico receitou um remédio para Paulo.

que consideramos verdadeiras.

Considere, agora a sentencas:
Se Paulo ficou doente, entdo o médico receita o remédio para Paulo.

Se esta sentenca for verdadeira, é natural consideramos que o médico apenas cumpriu a
sua obrigacao, receitando algo para uma pessoa que estd enferma.

Agora, considere esta outra sentenca:
Se o0 médico receita um remédio para Paulo, entdo Paulo fica doente.

Se esta sentenga for verdadeira, temos dois casos possiveis:

1. Se Paulo ficou doente porque tomou o remédio, é natural consideramos que o médico

¢ um charlatao, pois sua agao teve como consequéncia a doenca de Paulo.

2. Por outro lado, se Paulo ficou doente por qualquer outro motivo, mas nao porque

tomou o remédio, é natural consideramos que nao podemos culpar o médico.

Como o exemplo acima ilustra, usualmente, o valor de uma implicacao depende da
existéncia de alguma relacao de causa e efeito entre a antecedente e a consequente. Assim,
usualmente, o valor das sentencas formadas através do conectivo se...entdo nao é uma

fungao do valor de suas componentes.



Como na Légica Sentencial se estipula que o valor de qualquer sentenga molecular pode
ser obtido a partir, exclusivamente, do valor de suas componentes, temos o problema de
decidir como isto pode ser feito, no caso do se...entdo.

Uma escolha razoavel é considerarmos que, quando ¢ e i sao ambas verdadeiras,

devemos ter que (¢ — ) é verdadeira. Com isto, a tabela de avaliacdo do se...entdo

deve iniciar do seguinte modo:
| (0 = ¥)
vV

< <s
o< b e

Além disso, também é razoavel considerarmos que, quando ¢ é verdadeira e 1) é falsa,

devemos ter (p — 1) falsa. Com isto, a tabela de avaliagdo do se...entdo deve continuar

do seguinte modo:

| (¢ = ¥)
%

B INERNRS
< | S

F|F
Temos, agora, que fazer as escolhas dos valores quando ¢ é falsa e ¥ é verdadeira ou
falsa. Neste caso, temos quatro casos para os valores restantes, que podem ser dispostos

na seguinte tabela:

=< <|s
Ny Sl
< <y <[
SRS I
<y e
SRS S

— No caso (4), a tabela de avaliagdo do — seria mesma que a do A.
— No caso (3), a tabela de avaliagdo do — seria mesma que a do <.
— No caso (2), a tabela de avaliagdo do — seria mesma que a do .

— Neste caso, a tabela de avaliacao do — nao coincidiria com nenhuma tabela conhe-

cida.

Regra de avaliagao do se...entdo
Uma implicagao é falsa se sua antecedente é verdadeira e sua consequente ¢é falsa. E
¢é verdadeira em todos os outros casos.

Assim, dadas duas sentengas quaisquer ¢ e v, temos:



— 1)) é verdadeira se ¢ e 1 sdo verdadeiras
— 1)) é verdadeira se ¢ é falsa ¢ é verdadeira
falsa se ¢ é verdadeira e 1 é falsa

2
2
2
%) verdadeira se ¢ e v sao falsas

N N N N

A1) é
Ap) é

Esta regra pode ser sumarizada na segunte tabela, chamada a tabela de avaliagdo do

se...entdo:
o | Y] (e—=9)
VIV \%
VI|F F
F|V Vv
F|F \%

Alguns exemplos do uso das tabelas na avaliagdo de sentengas moleculares sdo dados

a seguir.
Exemplo 3.9 Dadas as sentencas
0épar e 1épar

que sao V e F', respectivamente, temos:
(a) 0 ndo é par é F.
(b) 1 ndo é par éV.

Exemplo 3.10 Dadas as sentencas
Oépar , 1épar e 2¢épar,

que sao V, F' e V, respectivamente, temos:
(a) 0 épare2épar éV.
(b) 0 éparelépar éF.
(c) 1 épare2épar éF.
(d) 1 épare3dépar éF.

Exemplo 3.11 Dadas as sentencas
lépar , 2épar , 2éprimo e 3 é par,

que sao F, V, V e F, respectivamente, temos:
(a) 2 é parou 2 éprimo éV.

(b) 2é paroulépar éV.

(c) 1 éparou?2éprimo éV.

(d) 1 é parou 3 épar éF.

Lembre-se que em Logica Matemadtica, o ou ¢é usado no sentido inclusivo. Assim,

uma disjuncao assume o valor V' quando suas componentes assumem ambas o valor V.

10



Exemplo 3.12 Dadas as sentencas
Oépar , 1épar , 2épar e 3 é par,

que sao V, F, V e F, respectivamente, temos:
(a) Se 0 é par, entdo 2 é par é V.
(b) Se 0 é par, entdo 1 é par ¢ F.
(c) Se 1 é par, entdo 0 é par é V.
(d) Se 1 é par, entdo 3 é par é V.

Exemplo 3.13 Dadas as sentencas
Oépar , 1épar e 2épar,

que sao V, F' e V, respectivamente, temos:
(a) 0 é par se, e somente se, 2 é par é V.
(b) 0 é par se, e somente se, 1 é par é F.
(c) 1 é par se, e somente se, 2 é par ¢é F.
(

d) 1 é par se, e somente se, 3 é par é V.

O quadro abaixo resume tudo o que foi dito acima e sumariza a semantica dos conec-

tivos da Logica Sentencial.

Dadas duas sentencas ¢ e 1, a maneira como os conecivos nao, e, ou, Se...
entdo e se, e somente se sao usados em contextos matematicos na determinagao
da verdade de sentencas moleculares formadas diretamente a partir de ¢ e @ é
sumarizada nas seguintes tabelas de avaliacdo dos conectivos:

¢ | (=)

VI F

F| v
e v | (@AY) [ (V)| (w =) ] ()
ViV v % % %
VIF| F v F F
Flv| F 1% 1% F
FlF| F F 1% 1%

4 Assinalagoes de valores e valor de uma férmula

Vamos agora definir certos conceitos importantes, tendo como base as ideias apresen-

tadas nas secOes anteriores.

11



Sentencas possuem valores, Verdadeiro ou Falso.

Definig¢ao 4.1 Os wvalores saoo V e o F.
O valor V é chamado verdadeiro e F' é chamado falso.

Assumimos que V e F' sao distintos e exaurem o universo dos valores.

Por esta razao dizemos que a légica que estamos estudando é bivalorada. Lobgicas
que possuem multiplos valores — inclusive légicas com infinitos valores — sao um tema

importante que possui muitas aplicacoes na computacao.

Para os que ficaram curiosos sobre este assunto, sugerimos o texto

S. Gottwald. Many-Valued Logic. Em E.N. Zalta (ed.), The Stanford
Encyclopedia of Philosophy (Spring 2010 Edition).

que pode ser encontrado em

http://plato.stanford.edu/archives/spr2010/entries/logic-manyvalued/

Cada sentenca possui um valor bem definido. Para as sentencas atomicas, 0

valores sao obtidos de acordo com o contexto no qual elas estao inseridas.

Defini¢ao 4.2 Uma assinalacdo de wvalores as wvaridveis para sentencas, genericamente
denotada v, é uma funcao que associa, a cada variavel para sentenca p um dos valores V'
ou F.

Para as sentecas moleculares, os valores sao calculados a partir dos valores das
sentencas atémicas que as compoem, de acordo com a semantica dos conecti-

V0S.

Como o conjunto das férmulas é indutivo com legibilidade tnica, o valor de uma
férmula em uma dada assinalacao de valores as varidveis para sentencas pode ser definido
por recursao sobre férmulas, como segue. Uma explicacao mais detalhada deste conceito

é dada logo apéds a definigao.

12



Definigao 4.3 Seja ¢ uma férmula de LC e v uma assinalacao de valores as variaveis
para sentencas.

O walor de ¢ em v, denotado v*[y], é definido pelas seguintes regras de avaliagdo:
1. Se ¢ é uma variavel para sentenga, entao v*[¢] = v(¢);

2. Se ¢ é (—¢), entdo

w

. Se ¢ é (p N), entao

v F' em todos os outros casos;
4. Se p é (¢ V1), entdo
v ] = F sev*[¢p] =v* ] =F
¥ V'  em todos os outros casos;
5. Se ¢ é (¢ — 1), entdo
“(p) = F sev*(¢)=Vev*(y)=F
vwr= V' em todos os outros casos;
6. Se p é (¢ <> 1), entao

se v*(¢) = v*(¥)

em todos os outros casos.

N <

A regra de avaliagao 1 nos diz que o valor v*[p] de uma varidvel para sentenca p é dado
diretamente pela assinalacao de valores v e ndo depende de nenhuma outra informacao.

A regra de avaliagdo 2 nos diz que v*[(—))] = V se, e somente se v*[¢)] = F. Assim,
a regra 2 nos diz que o valor v*[(—¢)] de uma negacao (—1)) é o “oposto” do valor da
férmula negada .

A regra de avaliagdo 3 acarreta que v*[(¢ A 1)] é falsa nos casos em que v*[¢] = V
e v'[¢Y] = F, em que v*[¢p] = F e v*[¢] = V, e em que v*[¢] = v*[¢)] = F. Assim, a
regra 3 nos diz que o valor v*[(¢ A ¢)] de uma conjuncao ¢ A ¢ é V se, e somente se,
vl =[Pl = V.

A regra de avaliagao 4 acarreta que v*[(¢ V ¢)] é verdadeira nos casos em que v*[¢] =
v*[¢] =V, em que v*[p] =V e v*[¢p] = F, e em que v*[¢] = F e v*[¢p] = V. Assim, a
regra 4 nos diz que o valor v*[(¢ V v)] de uma disjuncdo ¢ V¢ é V se, e somente se, ao

menos uma dentre ¢ e ¥ tem valor V.

13



A regra de avaliagao 5 acarreta que v*[(¢ — )] é verdadeira nos casos em que v*[¢] =
v*[¢)] =V, em que v*[¢p] = F e v*[¢)] =V, e em que v*[¢] = F e v*[¢)] = F. Assim, a
regra 5 nos diz que o valor v*[(¢ — v)] de uma implicacao (¢ — 1) é V se, e somente se,
a antecedente ¢ tem valor F' ou a consequente v tem valor V' (ou ambos).

A regra de avaliagdo 6 acarreta que v*[(¢ <> )] é falsa nos casos em que v*[¢] = V
e v*[¢Y] = F e em que v*[¢] = V e v*[t)] = F. Assim, a regra 6 nos diz que o valor
v*[(¢ > )] de uma biimplicagao (¢ <> 1) é F se, e somente se, os valores de ambas as

férmulas ¢ e 9 sao distintos.
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